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ها است که محققان را به خود مشغول  بررسی اثرات ناشی از حضور و حرکت بارهاي الکتریکی مدت
نیاز براي مطالعۀ پدیدهاي مرتبط با این بارها  اطلاع از تئوري الکترومغناطیس، اولین پیش. کرده است

لعۀ کاربردهاي هاي اولیه مسیر را براي مطا کوشد تا با بیان تئوري الکترومغناطیس مهندسی می. است
با توجه به . نمایدمهیا ... هاي الکتریکی و  مرتبط با این حوزه، شامل امواج الکترومغناطیس، ماشین

ترین درس رشتۀ  مباحث مطرح شده در این درس، عمدة دانشجویان، الکترومغناطیس را سخت گستردگی
پژوه خود را همراه با نویسنده  انشوجود کتابی هدفمند، به نحوي که د بر این اساس،. کنند برق معرفی می

ساده و  ،تحت این شرایط. رسد فرض کرده و گام به گام با مباحث جدید آشنا گردد، مفید به نظر می
  .پژوه خواهد بود اولین شرط دانش ودن متن و پرهیز از هرگونه تکلفیسلیس ب

به . کتاب حاضر نموده استنگارنده با این هدف و به منظور رفع دغدغۀ دانشجویان اقدام به تالیف 
. شود در این مجموعه از زبان اول شخص جمع با شما صحبت میمنظور همراه ساختن خواننده با نگارنده، 

هایی هدفدار  سپس با تشریحِ سادة درس، مثال گردد؛ می ذکرابتدا هدف از بیان آن بخش  ،در هر قسمت
یی که ممکن است براي خواننده پیش آید، ها در ضمنِ درس و به منظور رفع پرسش. شوند ارائه می

با  هاي مناسبِ مثال ،پس از ذکر درسِ هر قسمت. شوند مراحل کار به صورت سوال و جواب تشریح می
رافی موجود در آن نیز بیان معمولاً قبل از هر مثال، دلیل ذکر این مثال و نکتۀ انح. گردند موضوع ارائه می

ها  ها و تمرین کلیۀ مثال. س از هر مثال، تمرین مشابهی ذکر شده استبه منظور تکرار بیشتر، پ. دشو می
اي  هاي برق، فیزیک و هسته هدفمند بوده و از مراجع معتبر و سوالات آزمون کارشناسی ارشد رشته

داري و ایجاد سهولت براي خواننده، جهت مراجعات احتمالی، مرجع  به منظور حفظ امانت. اند انتخاب شده
گویی به این  پاسخ. اند در پایان هر فصل مسائل تکمیلی گنجانده شده. ده نیز ذکر شده استمورد استفا

  .هاي ذکر شده در ضمن هر فصل است مسائل نیازمند تسلط کامل بر مطالب و مثال
. دقیق از روابطی است که باید حفظ شوند دانشجویان، عدم اطلاعِ هاي همیشگیِ یکی از سردرگمی

قرار گیرند بایستی حفظ  کادر مدل این در کنیم که روابطی که جا قرارداد می براي رفع این مشکل همین
و کار برده  هاي متنوعی آنها را به از طرفی به منظور نشان دادن اهمیت این روابط در مثال. شوند

شوند؛ به منظور باز  برخی از مسائل، با چندین روش حل می. است  سودمندي آنها نشان داده شده
پیشنهاد حال، با این . اند هاي مختلف حل شده ها با روش گذاشتن دست خواننده، در طول کتاب این مثال

  . خاب و براي مسائل آتی از آن بهره ببریدرا انتها  نگارنده این است که یکی از این روش
آرایی   هاي الکترومغناطیس، شلوغی بیش از حد کتاب و صفحه یکی دیگر از مشکلات رایج عمدة کتاب

تحت این شرایط خواننده رغبت اندکی به مطالعۀ کتاب داشته و مطالعۀ جزوة . نامناسب آنها است
ها و  در این کتاب وقت زیادي براي رسم شکل. دده هایش، ترجیح می نویس را، با تمام نقص دست
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محدود در  ها، ذکر مطالبِ ها با کادر مخصوص از سایر بخش شدن مثال جدا. آرایی صرف شده است صفحه
هاي مناسب و قرار دادن فضایی خالی در  ، رسم شکلکلیدي هايِ نکات و سوال سازيِ هر صفحه، مشخص

علاوه بر این با ذکر  .ها است خواننده، از جملۀ این فعالیت احتمالیِ هايِ برداري پایین صفحه، جهت خلاصه 
ها در کنکورهاي نکات طلایی، که این نکات یا در کنکورهاي سالیان گذشته آمده و یا احتمال آمدن آن

  . آینده زیاد است، یادآوري مناسبی براي خواننده ایجاد شده است
. تی فضاي فصل بصورت شماتیک نشان داده شده استدر ابتداي هر فصل با ارائۀ یک ساختار درخ

بدین وسیله مسیر مطالعه . هاي اصلی نگارنده است صفحه در شروع هر قسمت از توصیهمراجعه به این 
  .گردند بندي می هاي مطالعه شده در ذهن دسته روشن شده و بخش

ذا به منظور آشنایی بیشتر با هاي الکترومغناطیسی، ساختاري فیزیکی دارند، ل با توجه به اینکه پدیده
از طرفی براي نشان دادن کاربردهاي . اند هایی نیز طرح شده مفهوم این کمیات در ضمنِ کتاب پرسش

تئوري و عملی را لمس  مطالبِ ی آورده شده تا خواننده تلفیقِیها الکترومغناطیس در صنعت نیز مثال
اگر چه . ردهاي الکترومغناطیس تشکیل داده استبه همین دلیل نیز بخشی از عنوان کتاب را کارب. کند

صفحات و  مد نظر نگارنده است ولی با توجه به مشکل حجمِ این بخش بسیار کمتر از حجم اولیه مطالبِ
نظر به . اي عرضه خواهد شد هنبه امید خدا در آینده آن مطالب در کتاب جداگا. چاپ، قابل قبول است

بندي بهتر سوالات و جلوگیري از  دسته جهتهستند، لذا به  هاي حل شدة کتاب زیاد اینکه مثال
کند که پس از مطالعۀ  نگارنده اکیداً توصیه می. اند هاي کلیدي مشخص شده مثال ،خواننده سردرگمیِ
ها این مثال .ها، عمدة وقت خود را در آموختن این مسائل صرف نمایید هر قسمت و حل مثال توضیحات
  .ها در کنکورهاي آینده بسیار زیاد استتمال آمدن آناند و احکاملاً رایج

  
  سخنی با دانشجویان دورة کارشناسی

هاي برق و فیزیک در دورة کارشناسی را  رشته کتاب پیش رو تمامی مباحث درس الکترومغناطیسِ
ده و مباحث فیزیکی مطرح ش. تواند به عنوان یک مرجع مستقل مورد استفاده قرار گیرد پوشش داده و می

تمرین و تکرار شرط . کند هاي مبتدي ساده می هاي سادة ابتداي هر قسمت، مطالعه را براي خواننده مثال
شود که از صرف زمان بیش از حد براي یک قسمت خاص  توصیه می. موفقیت در این درس است

دارند  ا بر مییکی از مشکلات دانشجویان کارشناسی که اولین بار درس الکترومغناطیس ر. خودداري کنید
برخی از آنها نیمی از ترم را آنالیز برداري مطالعه . صرف زمان بیش از اندازه در فصل آنالیز برداري است

پس . ست که آنالیز برداري فقط یک ابزار است و نباید با اصل موضوع خلط شودا  این در حالی! کنند می
داشته باشید که تسلط کامل بر این درس، شما را توجه  .فردي موفق است که زمان را بهینه استفاده نماید
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پس به آن . کند ها و امواج بیمه می هاي قدرت و میدان هاي الکتریکی، بررسی سیستم هاي ماشین در درس
  !به چشم یک درس سه واحدي نگاه نکنید

  
  

  سخنی با داوطلبان کنکور کارشناسی ارشد
ها  این سوال. س الکترومغناطیس اختصاص داردسوال به در 15در کنکور کارشناسی ارشد رشتۀ برق 

 5معمولا  .شوند هاي الکتریکی، در صبح روز دوم، ارائه می در دفترچۀ شمارة دو و به همراه درس ماشین
سوال از قسمت مغناطیس  5یا  4سوال از فصل سوم،  3یا  2دو،   سوال از بخش الکترواستاتیک، فصل

به طور متوسط هر سوال سه دقیقه زمان . شود پنجم ارائه می لساکن، فصل چهارم و یک سوال از فص
دستۀ کلی تقسیم  سهداوطلبان کوشاي آزمون کارشناسی ارشد در مواجهه با این درس به  .برد می
  :شوند می

هاي الکتریکی اختصاص  الکترومغناطیس را مطالعه نکرده و وقت خود را به درس ماشین :دستۀ اول
تر از افرادي است که هر دو درس را  میانگین تراز این افراد پایینکه ده است تجربه ثابت کر. دهند می

رقمی که درس الکترومغناطیس را سفید  هاي تک هایی از رتبه اگر چه نمونه. دهند تقریبا مساوي جواب می
  .باشد ولی ریسک بالایی دارد بخصوص اگر درس ماشین سخت باشد اند موجود می گذاشته

  . اند بخش الکترواستاتیک را مطالعه کردهفقط  :دستۀ دوم
  ؟: دستۀ سوم

از طرفی با توجه به اینکه ارائۀ مسائل . پایۀ الکترومغناطیس آنالیز برداري است :دسته سهتوصیه به هر 
است، پس مسائل الکترومغناطیس از حد خاصی  تر بسیار پیچیده یهاي پیچیده مستلزم حل و شکل
از طرفی در سنوات !) تواند به جاي کره، بار را بر روي بیضی پخش کند طراح نمی! (شوند تر نمی سخت

. اند تر از مغناطیس ساکن بوده آنها، پیچیده محاسبات اخیر، سوالات الکترواستاتیک، با توجه به سادگیِ
توان نشان داد که  سادگی میه از سوي دیگر، ب. پس حذف مغناطیس ساکن، یک اشتباه محرض است

بدین منظور توصیه . لات از موضوعاتی است که تبحر یافتن در آنها دور از دسترس نیستنیمی از سوا
اند را مطالعه و با  ه با قالبی جدید در این کتاب ارائه شدههاي ذیل ک اکید نگارنده این است که بخش

  :از ها عبارتند این بخش. اندك، از پاسخگویی به نیمی از سوالات مطمئن شوید تسلط بر همین بخشِ
  الگوریتم کلی محاسبۀ میدان الکتریکی)  الف
  الگوریتم کلی محاسبۀ پتانسیل الکتریکی  ) ب
 الگوریتم کلی محاسبۀ دوقطبی الکتریکی و مغناطیسی  ) ت
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 راهکار دیفرانسیلی محاسبۀ مقاومت و خازن  ) ث
 الگوریتم کلی محاسبۀ میدان مغناطیسی  ) ج
 روش رایج محاسبۀ ولتاژ القایی  ) ح
 ترواستاتیک و مغناطیس ساکنهاي بین الک جدول دوگانی  ) خ

همانطور که ذکر شد، نگارنده فقط و فقط با هدف کمک به دانشجویان اقدام به تالیف کتاب حاضر 
ذکر نام همۀ . ام ها و کمک دوستان مختلفی برخوردار بوده در تهیه این مجموعه از راهنمایی. نموده است

ناصر مهرشاد، که گرانقدر جناب آقاي دکتر این عزیزان مقدور نیست با این حال از دوست و استاد 
ارجمند دوست و استاد همچنین از . کنم اند، سپاسگذاري می گذاري نگارش کتاب را بر عهده داشته پایه

. نمایم اند تشکر می هاي ارزشمندي نموده هاي مختلف راهنمایی حمید فلقی که در زمینهجناب آقاي دکتر 
 توفیقِ هر دو بزرگوارخداوند به . نمایند میرا براي آیندگان هموار هستند و راه  بسیار پرتلاشایشان 

مرتضی مظهري   جناب آقاي مهندس مهدي یوسفی و مهندس سید خوبم اندوست. بیشتر مرهمت فرماید
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   مقدمه-1-1
ان و ي بيم شد، چگونگي مواجه خواهي مختلفيكيزي فيها تيس با كميدر درس الكترومغناط

م كه يدان ي، مياز طرف. ن درس استي اياز لوازم اساس) ن آنهاي ارتباط ببعضاً و( ها تين كميمحاسبة ا
 اسكالر فقط يها  تيكم. شوند يم مي تقسي به دو دستة اسكالر و برداريكيزي فيها تي كميدر حالت كل

 ي، علاوه بر اندازه داراي برداريها تين حال كميار ساده است، با اي اندازه بوده و كار با آنها بسيدارا
با . كنند ي نميروي اسكالر پيها تي كمي آنها از قواعد مرسوم برايات انجام شده بر رويجهت بوده و عمل

ز ي آنالين فصل به بررسي دارند، در اي برداريالب قيسي الكترومغناطيها تيشتر كمينكه بيتوجه به ا
ه با يات پاياضي كه در درس ريم با مرور سادة مطالبيدر ضمنِ فصل، قصد دار. م پرداختي خواهيبردار

س ي الكترومغناطي درك تئورير را براي، مسيكيزيد و سپس ارتباط آنها با مباحث فيا آنها آشنا شده
 كرده و فقط آنچه را كه لازم است، ي، خوددارياضيدة ريچيك و پي تئورلذا از ذكر مباحث. ميآماده ساز

! ستين ني مهمتريس است ولير در درك الكترومغناطين مسي اوليز برداري با آنالييآشنا. ميكن يارائه م
م يكه در ضمنِ فصل به آنها اشاره خواه (يز برداريِ آنال يم كه فقط مطالب كاربرديكن يد ميپس تاك

  .دي كنين قسمت خودداريش از حد در ايفرا گرفته و از صرف زمان برا ) كرد
 ير بررسي زين فصل و در سه عنوان اصلي را در ايز برداري جامع در آناليها موارد فوق و بحث

  :ميكن يم
 يجبر بردار -1        
 دستگاه مختصات متعامد -2        
 يحساب بردار -3        

 هر يشوند، برا يح ميگر به صورت كامل تشري و دو عنوان ديآوراديمورد اول فقط به صورت  
 متعامد به يها  كامل با دستگاهييآشنا. اند  مطرح شدهينات مختلفيها و تمر ز مثاليها ن كدام از بخش

ن كاربرد آنها در حل مسائل يس و همچنيك و مغناطي الكترواستاتيها ها در حوزه ستميل سيسبب تحل
 يه بر حساب برداريز تكي فصل نيهدف اصل. ار مهم استي بس،ها  با همان حوزه مرتبطيحساب بردار

 ي سادگيشوند، برا يان مي بين فصل روابط متعددينرو در اياز ا. س استي حل مسائل الكترومغناطيبرا
ن ي همچن.رندي قرار بگكادر مدل نيا د حفظ شوند در ي كه بايم كه روابطيكن يداد م جا قرار نيكار هم

ش ي نماΑ را به صورتA مثليت برداري كتاب، كميها  قسمتيد كه در تماميجه داشته باشتو
 مرور ي برا صرفاًيشود كه مبحث جبر بردار يد مين قسمت دوباره تاكيش از شروع ايپ. م داديخواه

  .ميكن ي آن بسنده منرو فقط به ذكر روابطيگردد، از ا يان ميب
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  يق برداريجمع و تفر -1-2
   .شود يمشخص م) Aa(و جهت آن ) A(لة اندازهي بوس)Aمثل (ات هر بردارياضيدر ر �

A =
Aa
A

      ،     A=A A a  

  .باشد ي مكيآن اندازه بوده و  Aجهت با همكه  ي برداريعني  است،كه جهتي بردار Aaدر آنكه  

 با يضلاع قابل جمع هستند، از طرفالا يمتواز م كه دو بردار با استفاده از قواعد مثلث ويدان يم �
ق هم مشكل ي تفري، پس برا استآنبا الجهت  مختلفن يو همچن Aاندازة ، همAنةينكه قريتوجه به ا

 .مي نداريخاص
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  :ر برقرار استين زيق بردارها قوانيدر جمع و تفر �

                      1- BAAB   ييقانون جابجا :                                  +=+
                      2- CBACBA ++=++   يريپذ قانون شركت :                  )()(

  :ميز داري نBو Aق دو برداريجمع و تفراندازة  يبرا �
)       1-1                        (cosα= + +C A B A B2 2 2 2   

)       1-2     (                   cosα= + −D A B A B2 2 2 2  
  :كه در آن

B: α ، BADو Aنية بيزاو −=    ،    BAC +=  
 

   Aبردار :1-1شكل 
Aa 

  
  
  
  
  
  

A 

A 
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  ضرب بردارها -1-3
، ضرب يگريت اسكالر در بردار و د    ي، ضرب كم  يكي. شود  يم م ي تقس يستة كل ها به دو د     ضرب بردار 

، در مورد ضـرب  دهد  ير مييك بردار فقط اندازة بردار را تغ    يت اسكالر در    يضرب كم . گريكديدو بردار در    
  :م كردي خواهير را بررسي دو قالب زيبردار

 يا داخلي يضرب عدد -1-3-1
A كه بـا     B و A دو بردار  يحاصلضرب عدد  � . B  اسـت، برابـر بـا    يشـود، عـدد    يش داده م ـ  ي نمـا 

 :شود يمحاسبه م) 3-1(ن آنها كه مطابق رابطة ية بينوس زاوي و كسB وAيها حاصلضرب اندازه

)1-3 (                                             . cosA B α=A B  

A=  : ميش داردك بردار در خوي ي حاصلضرب داخليبرا � . A A 2  

A=  : مياگر داشته باش � . B �، A ≠ �،  B ≠   . بر هم عمودندB وAن صورتي در ا�

BBرابطةز  اB برداري روAر برداري اندازة تصويبطور كل � a.AA   .ديآ ي بدست م=  

                :شود يجه مينت) 3-1( از رابطة ي به سادگزي نB وAن دو بردارية بيزاو �

)1-4                                   (     cos
A B

θ −=
A .B1  

  
  
  
  
  
  
  
  يضرب خارج -1-3-2
A× كه به صورتBو Aدو بردار) يا برداري (يحاصلضرب خارج � B شود،  يش داده مينما

ABAB  با اندازةBو A است عمود بر صفحة شامليبردار θsinكه ،ABθنية كوچكتر بي زاوBو A 
  . گردد ياعدة دست راست محاسبه مز از قياست و جهت آن ن

  
  
  
  

 B ي روAبردار  ري تصو:2-1شكل 

ABθ 
  
  

       

         B 

  
  

A  
  

  
  

BA  
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)1-5                                 (sin ABA B θ× = nA B a  
  :مي داريدر ضرب خارج �

                     1- ABBA   .ستير نيپذ جا به   جا                             ×=−×
                     2-CBACBA ××≠××   .ستير نيپذ     شركت               )()(
                     3- CABACBA ×+×=+×   .ر استيپذ عيتوز               )(

  . آنها صفر استي حاصلضرب خارج، باشندياگر دو بردار مواز �

  است كه دو بردار اضلاع مجاور آنيالاضلاع ي دو بردار برابر مساحت متواز   ياندازة حاصلضرب خارج   �
  .هستند

  
  ضرب سه بردار -1-3-3

  . دارندي كاربرد فراواني بردارن نكات در اثبات روابطِيا. در ضرب سه بردار دو نكتة مهم نهفته است
   سه برداريگانة عدد  ضرب سه-1
)1-6                          (( ) ( ) ( )   × = × = ×A . B C B . C A C . A B   
  .د دارد وجويگشت دوراني سه بردار جايگانة عدد  در ضرب سه- 

  
  ي بردارةگان  ضرب سه-2
) 1-7                            (( ) ( ) ( )    × × = −A B C B A . C C A . B   

cabbackكه به رابطة   . معروف است−
  

ك ي آن با ي و هم ضرب برداري اگر هم ضرب عدد،ن كردييتوان تع يك بردار مجهول را مي  1-1مثال 
. دين كنيي را تعXك بردار معلوم است، بردار مجهولي Aنكهيرض ابا ف. بردار معلوم داده شده باشد

P.  داده شده باشندB و هم Pاگر هم = A .X ، XAB ×=  
  

همانطور كه در مطلب . ميابي را بX بردار مجهولA مثليبردار معلومم با استفاده از يخواه ي م:حل
ن يبا ا.  دارندي در اثبات روابط حوزة جبر برداريكاربرد فراوان) 7-1(و ) 6-1(ان شد، روابط يفوق ب
  .ميكن ياستفاده م) 7-1( از رابطة Xدا كردني پير برايتفاس
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)(:                            ميسينو ي را م×BΑيضرب خارج ابتدا XAABA ××=×                                                               
cabbackحال از قاعدة    :مي داركرده، استفاده −

   P + ×
⇒ =

A B AX
A 2( ) (   ) (   ) P× × = − = −A A X A A . X X A . A A A X2  

 ي با بردار معلومX بردار مجهولي و خارجيج ضرب داخليهمانطور كه مشاهده شد با استفاده از نتا
  .ميابيم بردار مجهول را بي، توانستAمثل

  د؟ي از مسئله داشته باشي درستيكيزيد تصور فيتوان يا مي آ:سوال
  

 xا محور مرجع ب)3-1( هستند كه مطابق شكل BوAكةي ي بردارهاBa وAa بردار واحد 2-1مثال 
  .سازند ي را مβ وαيها هيب زاويبه ترت

BA يبا در نظرگرفتن ضرب عدد )الف . aيعني( هي اختلاف دو زاوينوسي بسط كسي براي فرمول 
cos( )α β−( ديايب.  

)sin( يرا بي فرمول)ب βα    .ديابي ب−
  

 با كافي استن منظور يا يراـب. ميآور يها را بدست م  واحد هر كدام از برداريها ابتدا بردار) الف: حل
  :ميكن هيتجز هي بردارها را به عناصر پا)3-1(استفاده از شكل 

cos sin

cos sin
A x y

B x y

α α

β β

= +⎧⎪
⎨ = +⎪⎩

a a a

a a a
  

A:ميريگ ي بهره مي  حال از فرمول ضرب داخل   cos( )B A B α β= −a . a a aم ينصورت توجه داري در ا
A, كه  Ba a پس،اند كي برابر :      

                                         
  
  
  
  
  
  2-1شكل مثال : 3-1شكل   

        
      

 
 
 
 
 
 

y 

  

 α  
 

    β   
  

   
  
  
  

 x 

                   
  
  
  
  
  
  

 A 

  
   

 
 
 
 

B 
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 cos( ) cos cos sin sinA B α β α β α β= − = +a . a  
  :كنيم  براي حل اين قسمت از ضرب خارجي همان بردارها استفاده مي)ب

                                   βααβαβ cossincossin)sin( −=−=× BA aa    

βαβαβα sincoscossin)sin( −=−  
  
   متعامديها  دستگاه-1-4

نقطه در محل تقاطع سه سطح  كي ي سه بعديدر فضا .دي دقت كن)الف تا ج  4-1( يها شكلبه 
xyzدر شكل الف تقاطع سه سطح  )رديقرار گ تواند يما يو ( .رديگ يقرار م ل داده يرا تشك P1 نقطة ,,
  .اند جاد شدهيا) هيرو( سه سطح ي از تلاقP3 و P2 يها ز نقطهيگر نيدر دو شكل د  .است

  

x

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

y 

  
  
  
  
  
  
  

                           z 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

( ), ,p r zϕ=2
 

x

y 

  
  
  
  
  
  
  

z
 

( ), ,p x y z=1
 

x 

  
  
  
  
  
  
  
  

z 

y 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

( ), ,p R θ ϕ=3
 

  
  
  
  
  
  
  

  

 ني دستگاه كارتز: الف-4-1شكل  

  
  

  
  
  
  

 يا  دستگاه استوانه: ب-4-1شكل  

 ي دستگاه كرو: ج-4-1شكل  
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,هاي ها با ثابت فرض كنيد اين سطح ,u u u3 2  بينيد اين ها مي انطور كه در شكلهم. تعريف شوند 1
u توانيم  مثلا مي(اند   از جنس طول)  الف4-1(ها لزوماً طول نيستند، براي مثال تمام سطوح شكل

mxبگوييم صفحة  = توان با هيچ مقياس طولي نمايش   را نمي) ب4-1 (ولي سطح مخروطي شكل) 2
θمثلا ( شناسيم  ها ميzآنرا بر حسب زاوية مخروط با محور از اينرو ادد در اين  ا اين تفاسيرب). �15=

نمودار  رويه طبق تعريف ، چرا كهنماييماستفاده ) رويه(از ) صفحه(بجاي كلمة  كنيم فصل سعي مي
اما وجه مشـترك ايـن سه شكل را . شود امل ميـ ش و اين مفهوم، صفحه را نيز استههاي دو متغير تابع
  :توان در جملة زير خلاصه كرد مي
  

, يها هياگر رو " ,u u u3 2   ".م داشتي دو به دو بر هم عمود باشند، دستگاه مختصات متعامد خواه1
  

فـرد در  ر بحص منبه صورت نقطه را كي فوق بوده و بتواند      يژگي و ي را كه دارا   ي هر سه سطح   يعني
  .نمودان يك دستگاه مختصات بيتوان به عنوان  يش دهد، ميفضا نما

اي  داراي اين ويژگي بوده و آنها را به ترتيب با دستگاه كارتزين، استوانه         )   الف تا ج    4-1(هاي    شكل
كـه پـيش از   (هاي متعامـد   در اين قسمت قصد داريم با بررسي اين دستگاه        . كنيم  و كروي نامگذاري مي   

پـيش از شـروع   . نيازهاي لازم براي درس الكترومغنـاطيس را يـاد بگيـريم    پيش) ايد نها آشنا شده با آ  اين
هـاي   بيـان نيـز   كاربردها و كرده واند را بررسي    بحث چند رابطة كلي كه در هر دستگاه متعامدي صادق         

  .دهيم هاي بعد به صورت كامل شرح مي مختلف آنها را در بخش

  :ر نوشته شوديتواند به صورت ز ي مAهر بردار مثل -1
)1-8    (                                 u u uA A A= + +A a a a

1 2 31 2 3  

 انجـام  ي و حجمي، سطحي خطيريگ اغلب لازم است انتگرال) يحساب بردار ( فصل   يدر بخش بعد   -2
ان ي ـهـا را ب   از مختـصات يكي يليفرانسير ديي متناظر با تغي طوليليفرانسير د ييد تغ يشود در هر مورد با    

 iuهـا مـثلا    مختـصات يچنانچه بعـض  )ميينماان ي بdx را باxراتيين، تغ يمثلا در دستگاه كارتز   ( .ميكن
 iduيليفرانسير د ييتا تغ  لازم است    يليب تبد يضر...)   ج و   4-1 شكل   يمثل سطح مخروط  ( طول نباشد 

  :ل كندي تبد�idر طولييرا به تغ
)1-9         (                                     iii duhd  =�  
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, از يتواند تابع يشود و خود م يده ميك ناميب متري ضرihكه ,u u u3 2 ن موضوع را در هر يا . باشد1
  .ميده يح ميدستگاه مختصات به طور كامل توض

  :ميدارل خط يفرانسي ديبرا يدر حالت كل -3

)1-10     (   (  ) (  )  u u u u u ud d d h du h du h du= + + = + +d a a a a a a
1 2 3 1 2 31 2 3 1 1 2 2 3 3� � � �  

ن يشود، با ا ينده شرح داده مي در آdvل حجميفرانسي و دdsل سطحيسنفرايحات مرتبط با ديتوض -4
  :د كهيحال فعلا قبول كن

)1-11     (                                 dv h h h du du du= 1 2 3 1 2 3  
)1-12      (                                 uh h du du=ds a

11 2 3 2 3  
  :ميكن ي ميدر ادامه سه دستگاه مختصات متعامد را جداگانه بررس

  يكرو -3                    يا استوانه -2          ن  يتزركا -1

  
  

  مختصات كارتزين -1-4-1
xyzهاي  هاي آن را با نام هر يك از محور. با اين دستگاه كاملا آشنا هستيد هاي واحد   و بردار,,

xyzآن را با  aaa )در اين دستگاه هر نقطه مثل  .شناسيم  مي ,, , , )P x y z1 1 x از تلاقي صفحات1 x= 1 
،y y= z و1 z=  تغيير ديفرانسيل آنها را به بوده و لذابر حسب طول  تمام مقادير . ايجاد شده است1

 نيدستگاه كارتز: 5-1شكل 

  
            

  
  

 x 

  
       

      

dy dz 

  
           

dx dz 

  
             

  
  
  
  
  

dx dy
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dy

  
            

  
  

dz 

  
           

dx 

  

z 

  ني خم در دستگاه كارتز:6-1شكل 

  
    
  
    
  

         y 

  

           x 

  
                        

dy 

  
             

  
  
  
  
  
  

dx  
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ها يك  همگي آن) دهيم بعدا توضيح مي(يعني ضريب متريك ( .دهيم  نمايش ميdz وdx، dyترتيب با
h :است h h= = =1 2 3   :براي تغييرات طول در اين دستگاه خواهيم داشت )1

)1-13                                (dzdydx zyx    aaad ++=�   
در  dy ابتـدا بـه مقـدار   Cطور فرض كنيم كـه خـم  نتوان اي   مي )6-1( در شكل  ldانيعني براي بي  

نمـوده و در نهايـت پـس از     تغييـر  x در امتـداد محـور   dx تغيير كرده و پس از آن به مقـدار         yaجهت
بـه علـت سـادگي از ذكـر ديگـر روابـط پرهيـز         ( . به پايان خود رسـيده اسـت       za در جهت  dzپيمودن

  !)شود مي
  

  يا مختصات استوانه -1-4-2
ك ين دستگاه يدر ا د،يتوجه كن) 7-1(به شكل 

  :ر استية زي سه رويل تلاق محpنقطه مثل
z z= � ، ϕ ϕ= � ، r r= � ⇒    ( , , )P r zϕ� � �  

czة يرو � cz ست با رابطة ايا  صفحه:=  و =
   .xy صفحة يمواز
cϕة يرو �  نسبت به cة يست با زاو ايا  صفحه:=

ن يبا توجه به ا. (باشد ي عمود مxy و بر صفحةxمحور
 از طول نبوده و بر ي تابعϕ است كهيهيف بديتعر

 )شود يرجه مطرح محسب د
crة يرو �  . هاستzمحور ش و محورcآن  شعاع مقطعكهست  ايا  استوانه:=

  :شود يداده مش ير نماين دستگاه به صورت زي مختصات هر نقطه در ا،حاتين توضيبا ا
( , , ) ( , , )u u u r zϕ=1 2 3  

  
  كيب متريضر -1-4-2-1

 يها تابع  از ثابتيك دستگاه مختصات برخيدر ن امكان وجود دارد كه يا ميهمانطور كه قبلا گفت
ك را در يب متري با نام ضريبي ضريستيل طول آنها بايفرانسي بدست آوردن ديبرا. از طول نباشند

iii (.ميها ضرب كن ل آنيفرانسيد duhd   :م داشتيواه خيا در دستگاه استوانه) �= 

  
  

 يا  دستگاه استوانه:7-1شكل  
x

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

y 

  
  
  
  
  
  
  

                           z 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

( ), ,p r zϕ= 

z z= �
 

r r= �
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

ϕ ϕ= �
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cmz با رابطة يا مثلا صفحه( از طول است ي تابعzست كه يهيكاملا بد -1 = )  موجود است2
hپس  =3 1. 
h: جهيشود، در نت يان ميره بر حسب طول بيره است و شعاع دايز شعاع داي نrريمتغ -2 =1 1. 
مثلا ( .ه استي نبوده و وابسته به زاو از طولي تابعϕ مشخص است كه،ϕةي روفِيطبق تعر -3

ϕصفحة  = 6 mϕ صفحة ي موجود بوده ول�� =  ) معنا ندارد2

  .ميي نماك را محاسبهيب متري ضريستي حالت سوم بايپس برا
  :ك عبارتند ازيب متري محاسبة ضريها روش

م يكن ي مي دستگاه را رسم كرده و سعيها هي از روين روش مقطعي در ا:يميروش ترس -1
ط ي روش حل، نسبت دادن آن به محنيتر جيرا( .ميرات طول نسبت دهييه را به تغيرات زاوييتغ

  )است
 .ميينما يح منده مطري آن را در آ:يليروش تحل -2
  .ميكن ي مي را بررسيمين مثال نحوة كار با روش ترسي، در ادير توجه كنيبه مثال ز

  
  .يا  دستگاه استوانهي برايمي با استفاده از روش ترسhϕمطلوب است محاسبة  3-1مثال 

  
. ميكن يرا مشخص م) dϕ يعني(ϕراتيي آن تغي دستگاه را رسم كرده رويا رهيابتدا مقطع دا: حل

ل ي تبديبرا) ر كردهيي درجه تغdϕ، هي زاويعني(ه است يوابسته به زاو راتيين تغيشود كه ا يمشاهده م
  : ميط قطاع را بداني محكافي است. ميريگ يم ط كمكير به طول از محيين تغيا

  ط قطاعيمح= ة قطاع  ي زاو× شعاع قطاع
  اـر است بـكل برابـ شيشده رو ط مشخصـيپس مح

 rdϕ. ل ـ مثيا هـيرات زاويين عمل تغـيبا اdϕرا   
  .ميل كرديتبد )طي محيرو (rdϕرات طولِ يي با تغ

  :ميسينو يك گفته و ميب متري را ضرrب يضر 
                         
                          h rϕ =        

  
 3-1شكل مثال : 8-1شكل   

    
      
  
  
  
     
  

       

       r dϕ 

  
      

    dϕ 

  
      

             
                

                                

 x 

  
      

                   

y 

  
           

        
               

r 

 مثال كليدي
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r را با ϕراتيين پس تغيد كه از ايپس به خاطر داشته باش dϕ وكرده مشخص dϕ در حوزة 

   .معناست ين درس كاملا بيل ايفرانسيد
  

م ي خواهي بعد بررسيها ك را در قسمتيب متري محاسبة ضريليروش تحلهمانطور كه ذكر شد، 
  .كرد

  
  يا رات طول در دستگاه استوانهييتغ -1-4-2-2

  :مي داريا در دستگاه استوانه) 10-1(با توجه به رابطة 
)1-14            (                       r zdr r d dzϕ ϕ= + +d a a a�  

 كه يا كند و بسته به مسئله يان ميرات را بيي تغيحالت كل، )14-1(د كه رابطة يتوجه داشته باش
  .ن جملات ممكن است صفر شوندي از ايم برخيبا آن سروكار دار

  ؟د كرديچه بار خاص يك مسي ld محاسبة ي برا:سوال
r   م يكن يفرض م) 14-1( مطابق رابطة -1 :وابج zdr rd dzϕ ϕ= + +d a a a�.  

فرض ها را صفر  ل همان مولفهيفرانسيد اند؟ ها ثابت م كه كدام مولفهيكن يل م از خود سوا-2          
  .ميكن يم

  :دي توجه كن)4-1(ن موضوع به مثال يا درك يبرا
  

  ).9-1(ر نشان داده شده در شكل ي سه مسي براld محاسبه مطلوب است  4-1 مثال 
  

r    يا در دستگاه استوانه: حل zdr rd dzϕ ϕ= + +d a a a�.  
  اند؟ ها ثابت م كدام مولفهينيد ببيبا

  :1ر ي مسيبرا
zدر صفحة  -    = dzم، پس ي هست� = �.  
drس م، پيره هستي از داي كمانيرو -    = �.  
  
 4-1شكل مثال : 9-1شكل   

  
  
  
  

         

z

x
 

y 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

6 ��

1
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

2 

 
 
 
 
 

3
 

 مثال كليدي
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l نجا بهيتا به ا r d ϕϕ= ±d a1د كهيدقت دار. ميا دهي رسrمحاسبة يبرا .ك استيب متري همان ضر 
ن ي ايبرا. ا در جهت كاهش آني است ϕشيافزا  كه حركت در جهتميينما ي بررسكافي استجهت 

ϕ ازϕكه روشن استر يمس = ϕ تا� = 6 ن حالت يپس در ا )ϕ+a همان جهت يعني(افته يش ي افزا��
  :ميدار

 l r d ϕϕ=d a1  
 زين 2ر ي مسي را براldترشين بي تمريبرا .گرفتاد يد يتوان ي م به سرعت وني تمريموارد فوق را با كم

  :ميكن يمحاسبه م
  
  :2ر ي مسيبرا
z در صفحة -     = dzم، پس ي هست� = �.  

ϕر همواره يدر طول مس -      = 6 dϕپس  ،�� = �.  
rlنجايپس تا به ا dr= ±d  a2 نكه جهت مثبتيبا توجه به ا، حالraپس ،ره استي به سمت خارج دا 

  :م داشتير خواهين مسي ايبرا

rl dr= −d  a2  
zl  : مير سوم هم به صورت مشابه داري مسيبرا dz=d  a3  
  
  ل سطحيفرانسيرات دييتغ -1-4-2-3

رات سطح ييس دو نوع تغيدر درس الكترومغناط
 همانطور كه مشخص است تنها فرق .ds وds:ميدار

  . بودن آنهاستيا برداريآنها در اسكالر 
ر از سه ير دو متغيي تغيرات سطح به معنييتغ

مثلا در دستگاه . ك دستگاه مختصات استير يمتغ
x فحةـصل در يـفرانسين المان ديكارتز y اـرا ب 

ds dx dy=محاسبةيبرا. ميداد يش مياـ نم ds در 
ن ير سوم را در ايكة متغي بردار كافي استن حالت يا

  :يعنيم، يعبارت ضرب كن

 zdx dy=ds a  

 المان سطح: 10-1شكل 

 
 
 
 
 

y
 

 
 
 

          z 

 
 
 
 
 
 
 

x
 

 
 

za  

ds dxdy=
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 dsسيمعمولا بردار عمود را به عنوان اند. ن المان استي عمود بر ايردار بzaم كه در واقعيدقت دار
z  حالت فوق ي برايعنيدهند  يز قرار مين zdx dy=ds a.  

  ؟د بدست آوريا طوح دستگاه استوانه سي را براdsتوان يچگونه م :سوال
در ادامه مطرح ( ي سطوح دستگاه كروي بلكه برايا  دستگاه استوانه سطوحينه فقط برا: جواب

  :مير عمل كنيم به صورت زيتوانيز مين) شود يم
  :مير را در مورد سطح مورد نظر پاسخ دهي زيها   سوالكافي است

  كدام مولفه ثابت است؟ -1
 ر كدامند؟ي متغيها ك مولفهيب متريضرا -2
 اند؟ ن دو مولفه چگونهيل ايفرانسيرات دييتغ -3

 :ميده يم ر قراريج را در قالب زي نتاحالت نيدر ا
 
)1-15 (   
  

ر يمثال ز .م كردينده مطرح خواهين رابطه را در آي ايها تين مورد و محدوديشتر در اي بيها بحث
  :دهد ي رابطه فوق را نشان ميريكارگ بيچگونگ

  
  .r به شعاعيا استوانه يجانبح  سطي براds محاسبهمطلوب است  5-1مثال 

  
  :ميده يبه سوالات فوق پاسخ م: حل

  . استr مولفة ثابتبوده و لذااستوانه شعاع همواره ثابت  يجانب سطح يكدام مولفه ثابت است؟ رو -1
zh :ميشان داري اند كه براϕ وzگرير كدامند؟ دو مولفة دي متغيها ك مولفهيب متريضرا -2 =1 ، 

h rϕ =.  
r و dzاند؟  ن دو مولفه چگونهيل ايفرانسيرات دييتغ -3 dϕ.  

  :)15-1(با قرار دادن در رابطة 
  r rr d dzϕ=ds a  

  
  .مي را بر دارds جهت كافي است ds محاسبةي روشن است كه براكاملاً

  ني به كارتزيا ل مختصات استوانهيتبد -1-4-2-4

 مثال كليدي
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 يعني. باشد يل مختصات ميتبدعمل  ، معمول استس كاملاًي كه در الكترومغناطي از اعماليكي
  بردارميقصد دارنجا يدر ا. ميكن يمنتقل م يگري به دستگاه دك دستگاهي را از يبردار

   r r z zA A Aϕ ϕ= + +A a a a به برداريا را از دستگاه استوانه 
zzyyxx AAA    aaaA در دستگاه  =++

  :ميكن ي استفاده مي ضرب داخل ازxA، yA، zA محاسبةيبرا .مييل نماين تبديكارتز
  (  ) (  )x x r r x xA A Aϕ ϕ= = +A . a a . a a . a  

ك محور يم از يتوان ين منظور مي ايبرا. ميدا كني، معادل پيا  نقطهيها  حاصلضربي براكافي است
 د كرد كهيد، مشاهده خواهين شكل توجه كنياگر با دقت به ا .)12-1شكل (م يينما استفاده يدوقطب

 استفاده ي از ضرب داخلكافي است xaي روraر كردني تصوي پس برا، استϕ برابرxa وraةيزاو
  :ميكن

 cos cos cosr x r x ϕ ϕ ϕ= = × × =a . a a a 1 1  
  : است پس�ϕ−9برابر yaوraةيبه صورت مشابه زاو

cos sinr y r y
π

ϕ ϕ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

a . a a a 2
  

xϕa  محاسبةيراب . a و yϕa . a كه ميينما دقت كافي استم، فقط يكن ي اعمال م راي روش مشابهزين 
9رـ برابϕa وraنـبي ةـيزاو  ل هم اسم دستگاه را متعامدـ به همين دلي،ودندـچون بر هم عم( تـ اس��

   :پس )!ايم گذاشته

  

 
 

         
 
 
 
 
 
 

 Y 

 

 
 
 

X

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

r

ra
  

 
     

 

xa 

ϕa
 

       
 

ya
 

ϕ
x

 

 
       

 

y

 
 
 
 
 

O

  در صفحهيا كه دستگاه استوانهي يهابردار: 12-1شكل                 يا  دستگاه استوانهيها  المان: 11-1شكل       
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   cosyϕ ϕ=a . a                           cos( ) sinxϕ
π

ϕ ϕ= + = −a . a 2
  

  :يو در حالت كل

)1-16                (            
cos sin
sin cos

x r

y

z z

A A
A A
A A

ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦1

�
�

� �
  

  :د كهيپس به خاطر داشته باش
     sin   cos  x yϕ ϕ ϕ= − +a a a                      cos  sin  r x yϕ ϕ= +a a a  

  :م كهياد دارياز قبل به . ميز بدانيرها را نيل متغيد نحوة تبدي باياز طرف
)1-17               (      zz =     ،  siny r ϕ=    ،        cosx r ϕ=  

)1-18                    (zz =   ،    tan y
x

ϕ −= 1       ،  r x y= +2 2  

  :برد ين نكات را در حل مسئله به كار مير ايمثال ز
  

) بردار  6-1مثال  cos )r zrϕϕ= − +A a a a3 2   ]1[ .ديان كنين بيختصات كارتز در م را5
  

  :مياستفاده كن) 16-1( از رابطة كافي است:  حل
cos sin cos
sin cos

x

y

z

A
A r
A

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

3
2

1 5

�
�

� �

  

( cos sin ) ( sin cos cos )x y zr rϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + + − +A a a a23 2 3 2 5  
  ):17-1(حال با استفاده از رابطة 

sin y
x y

ϕ =
+2 2

  ،  cos x
x y

ϕ =
+2 2

  

)                             :پس ) ( )x y z
x x yy x

x y x y
= + + − +

+ +
A a a a

2

2 2 2 2
3 32 2 5  
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ك دستگاه خاص ين بردارها در اي دارد، بي كه در فصول بعد كاربرد فراوانيگر از مواردي ديكي
ن حال فعلا به مثال يم، با ايده يح مينده كامل توضي كه دارد در آيتيل اهمين مطلب را به دليا .است

  .شود ير اكتفا ميز
 

z در صفحة p نقطة دلخواهيا هـات استوانـ مختص  7-1مثال  = �  
) به صورت  , , )r ϕ hzد كه از نقطهياي را  بيبردار واحد.  است� =  

  . امتداد داشته باشدp به سمتz محوري رو
  

   :حل
  
  هاي كنيم بردارها را بر اساس مولفه  مي همواره سعي:تذكر   

  . گاه بنويسيمــدست  همان
  
  

, ياـه فهـمول سبـرا بر ح ردارـم بـيليكل ماـن شي در امثلاً ,r zϕa a a) بنويسيم ) ازـه بسته به نيـالبت.  
  :حال. مـگيري  در نظر مي)13-1 (كلـ را همانند شpنقطة 

 hيعني( كردهحركت  −zaدر جهت  واحد h  لازم است به اندازةp به نقطةhقطة ن رفتن ازيابر
rrيعنيم يحركت كن رهيرون داي واحد به طرف بrبه اندازة و سپس) مين برويي پاz محوريواحد رو a 

 : م داشتي پس خواه.)ra واحد در جهتrديبخوان(

z rh r= − = − +QP OP OQ a a  

                                           :                ميكن ير عمل ميكه هم مطابق زي محاسبة بردار يبرا

( )QP r zr h
r h

= = −
+

QPa a a
QP 2 2

1 

  

  
  
  
  
  
  

  7-1شكل مثال : 13-1شكل 

 مثال كليدي

  
  
  
  

z 

x
 

y
 

  
  
 
 
 
  

                                

 R 

( , , )p r ϕ �
 

 
 
 
 
 

z h= 
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  يليك با استفاده از روش تحليب متريمحاسبه ضر -1-4-2-5
  : گفتتوان يك ميب متري در مورد ضريليدگاه  تحلياز د

)1-19                                        ( 
uuh

u
aR  =

∂
∂  

xيعني(  بردار مكان است   Rكه در آن   y zx y z= + +R a a a  اي ـن و  ياه كـارتز  در دستگr zr z= +R a a 
RRاي و   يا  در دستگاه استوانه   a   ب ي با توجه به ضـر كافي است  و  ))شود  يان م يبعدا ب  (ي در دستگاه كرو

ن موضوع را روشن ي ا،ديآ ي كه در ادامه ميمثال. ميرات لازم را در آن انجام ده      ييك خواسته شده تغ   يمتر
  .كند يم
  
  . ديابي بيا  مختصات استوانهي را براhϕيلي با استفاده از روش تحل 8-1ثال م
  

    :ميريگ ير در نظر ميبردار مكان را به صورت ز :حل
zyx zyx aaaR    ++=  

  :ميبر ي ميا آن را به دستگاه استوانه
cos  sin   x y zr r zϕ ϕ= + +R a a a  

  :ميكن ياستفاده م) 19-1(حال از رابطة 

h rϕ⇒ = ( sin  cos  )  x yr r ϕϕ ϕ= − + =a a asin  cos  x yr rϕ ϕ
ϕ
∂

= − +
∂

R a a 

  .كسان استي يميجة روش ترسيشود، پاسخ با نت يهمانطور كه مشاهده م

 بـا فـرض   يعن ـي( .ديياثبات نما يا  را با كار در دستگاه مختصات استوانه  hϕكيب متر ي ضر : 1-1ن  يتمر
r zr z= +R a a(  

r, دو بردار    :2-1ن  يتمر r= =B a A a2 B,ب در  ي ـ به ترت  4 Aϕ ϕ= =6 3� ن ي ـدر ا. انـد   داده شـده �
ABصورت بردار  ϕ در نقطة − =    چقدر است ؟45
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  يمختصات كرو -1-4-3
  :ر استية زي سه روي محل تلاقP3ن دستگاه هر نقطه مثليدر ا
cRةيرو �  . و مركز مبدا مختصاتcست با شعاع ا يا  كره:=
 اسـت  يهيف بـد ي ـن تعريبه ابا توجه  .  ( ها z نسبت به محور   cةياست با زاو    ي مخروط :c=θةيرو �

 )!شود ي از طول نبوده و بر حسب درجه مطرح مي تابعθكه 
cϕة  يرو � شابه م ـ. (باشـد  ي عمـود م ـ   xy و بر صفحة   x نسبت به محور   cةيست با زاو   ا يا  صفحه :=

 )يا حالت استوانه

  :م داديش خواهير نماين دستگاه به صورت زيحات مختصات هر نقطه را در اين توضيبا ا
( , , ) ( , , )u u u R θ ϕ=1 2 3  

 يع شـعا ء از مبـدا   p در Raة  يبردار پا  .ديكن  يمشاهده م ) 16-1(ن دستگاه را در شكل      ية ا ي پا يها  بردار
. عمـود اسـت  z بـر محـور  يا  در مختصات استوانهra متفاوت است،يا   در مختصات استوانه   raاست و با  

ϕ در صفحة  θaهيبردار پا  ϕ= ن دسـتگاه  ي ـ بـردار در ا پس هر . مماس استياقع بوده و به سطح كرو   و 1
  :ان شودير بيتواند به صورت ز يم

   R RA A Aθ θ ϕ ϕ= + +A a a a  
  

x 

  
  
  
  
  
  
  
  

z 

y 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

( ), ,p R θ ϕ=3
 

  
  

      
  
  
  
  

x
 

  
  
   

  
  
  

y
 

  
  
  
  

  

z 

   
    
  
  
  
  
 
 

Ra
  

  
  
  
  
  

              

        

θa 

  
  

ϕa
 

        

ϕ 

 دستگاه كروي     : 14-1شكل                               يه در مختصات كروي پايها بردار: 15-1شكل 
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) بـه صـورت  ي دلخواه در دستگاه كرو يا    مختصات نقطه   9 -1مثال   ), ,P b θ ϕ مطلـوب اسـت  .  اسـت 
hz و واقع درz محوري در روستيا نقطه Q كه در آنPQمحاسبة اندازه بردار =.  

  
  زين و Rميخواه يم. دي توجه كن)16-1 (به شكل: حل
Rردارـم بـيكن ي ميعـس. مـيابي را بRاس ـر اسـ را ب  

  يـبررسا ـنجيا به اـ كه تيقائم يها گاهـ دستيها  مولفه
  ابتدا بهدر  كافي است ن منظوري ايم، براي بدست آورشده

  يـعني، حركت كرده د به سمت مركز كرهـواح bاندازة
Rb a −) ديبخوانbيجهت منف  واحد درRa ((و سپس  
  ن يا اـب. مـي حركت كنzaهتـج د درـ واحhدازةـان به

  : كهگفت وانت يم ريتفاس
zR hb aaR   +−=  

ن پاسـخ  ي ـم آورد، امـا ا يثـاغورث بدسـت خـواه   يف هيم آن را از قضي كنيدقت  ياگر ب . ميابي يم را   Rحال
نـرو  ي بـر هـم عمـود نبـوده و از ا    يحالت كل ـ ن دو مولفه دريكه با توجه به شكل ا      غلط است، چرا  كاملا  

  :م داشتين صورت خواهيها استفاده كرد، كه در ا نوسيكس ةي از قضيستيبا

 cosb h a h θ= + −R 2 2 2 2 

 
 يا كه در دستگاه استوانهي ين بردارهايرابطة ب -1-4-3-1

  يو كرو
كه در دستگاه مختـصات     ي ين بردارها ية ب يشكل  مقابل زاو   

R,نية ب يشود زاو   يده م يكه د يهمان طور . دهد يرا نشان م   ra a 
ن دو بــردار در دو ين شــكل در ضــرب بــيــا.  اســت�θ−9برابــر

باشد دقت شود كـه بـردار         يد م يار مف يدستگاه مختصات فوق بس   
  . هر دو دستگاه مختصات مشترك است درϕaكهي
)1-20                 (                       ,R r θ= −a a 9� �  
  
 

 8-1شكل مثال : 16-1شكل 

z

  
  
  

y
 

θ 

  
  
  
  
  
  
  

   R 

  
  

x
 

  
  
  

ϕ
 

  
  

b

( , , )Q h� �
 

  
  
  

( , , )P b θ ϕ
 

 
 
 
 
 

x  

  
  
  
  

y
 

      

z 

     

R
 

                               
                       

r

  
  
  

za
 

  
  

      

Ra
 

  
  
  
  

θa
 

  
  
  

       

ra
 θ

  
  
  
  

         

θ 

 ي و كرويا كه استوانهي ي بردار ها:17-1شكل 

مثال كليدي
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r,ن دو بردار  ية ب يزاو 10-1مثال   RR
= =B a A a1 1

2
) را در نقطة    , , )1 1 د و دو بردار را در      ي بدست آور  1

  .ديان كنيدستگاه قائم ب
  

α :ميه داري زاويبرا. ميكن يق استفاده م از نكتة فو:حل θ= −9�  

tan tan . .r
z

θ α− −= = → = − =1 1 2 9 54 7 35 31
��  

   :مي بردار هم پس از حل داريبراو 

x y= +B a a1 1
2 2

          x y z= + +A a a a1 1 1
3 3 3

 

ل ينـس فرايرات د ييل خط، تغ  يفرانسيرات د ييك، تغ يب متر ي از جمله ضرا   يز موارد ين دستگاه ن  يدر ا 
  :ميكن يدر ادامه هر كدام از آنها را به اختصار مطرح م.  شوندي بررسيستيل مختصات بايسطح و تبد

  
  يل مختصات در دستگاه كرويتبد -1-4-3-2

  :فتگتوان  ي م)15-1( و با توجه به شكل يا  مشابه دستگاه استوانهيبا روش
  :مي داري كرون وي بردارها در دستگاه كارتزي در مورد حاصلضرب داخل)الف

                               sin  sinR y θ ϕ=a .a                   sin  cosR x θ ϕ=a .a                     

                               cos  sinyθ θ ϕ=a .a                cos  cosxθ θ ϕ=a .a  
                                     sinzθ θ= −a .a                            cosR z θ=a .a 

  :يو در حالت كل
  

)1-21                   (
sin cos cos cos sin
sin sin cos sin cos

cos sin

x R

y

z

A A
A A
A A

θ

φ

θ ϕ θ ϕ ϕ
θ ϕ θ ϕ ϕ
θ θ

⎡ ⎤−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦�

  

  :جه گرفتيتوان نت يكه به سرعت م
sin cos  sin sin  cos  R x y zθ ϕ θ ϕ θ= + +a a a a  
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cos cos  cos sin  sin  x y zθ θ ϕ θ ϕ θ= + −a a a a  

  :مين داري به كارتزيك نقطه از مختصات كرويل يد تبي برا)ب

)1-22             (     θcosRz =،sin siny R θ ϕ=،sin cosx R θ ϕ=  

  :مي دارين به كرويك نقطه از مختصات كارتزيل ي تبدي و برا)پ

)1-23        (      tan y
x

ϕ −= 1 ،tan
x y

z
θ − +
=

2 2
1  ،R x y z= + +2 2 2  

  :ميكن ير استفاده ميس زي از ماتريا  به استوانهيك بردار از دستگاه كرويل ي تبدي برا)ت

)1-24                    (         
sin cos

cos sin

r R

z

A A
A A
A A
ϕ θ

ϕ

θ θ

θ θ

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1
�

� �
�

  

  .دير را انجام دهي زيها نيل بحث تمري تكميبرا
  

  .دياثبات كن) 16-1(را مشابه روش حل رابطه ) 24-1(و ) 23-1( روابط )الف :3 -1ن يتمر
  .دي برسza بهθa بريوديبا اعمال ق)                  ب

cosيدان بـردار  ي ـ م :4-1ن  يتمر  sin  sin  RR R
Rθ ϕθ ϕ θ= + +A a a a2 ن ي را در دسـتگاه كـارتز      22

  .ديان كنيب
  
  كيب متريضر -1-4-3-3

در  .دي ـ كنمرور يا ن عنوان را از قسمت دستگاه استوانه    يگردد، هم   يشنهاد م ي پ يحي هر توض  قبل از 
  :توان گفت يها م هيف روي با توجه به نحوة تعريدستگاه كرو

Rh:                      پس، از طول استي شعاع كره بوده و تابعRري متغ-1 =1  
Rh:                         مي آن داري وابسته به درجه است و براθريغ مت-2 =θ   
sinh     :                     نرويست از ايز تابع طول ني نϕري متغ-3 r Rϕ θ= =  
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 واگـذار  )5-1(ن ي و تمـر )11-1 ( را به مثاليا  استوانهك در دستگاه يب متر ي محاسبة ضرا  يچگونگ
  .ميكن يم
  

   .ي در دستگاه كروhϕكيب متريمطلوب است ضر  11-1مثال 
  

  :ميينما يان مي بيستم كرويابتدا بردار مكان را در س. ميكن ي استفاده ميلي از روش تحل:حل
sin cos  cos  cos  x y zR R Rθ ϕ ϕ θ= + +R a a a  

  :ميريكمك بگ) 19-1( از رابطة كافي است  حال

sin ( sin  cos  ) sin  sinx yR R h Rϕ ϕθ ϕ ϕ θ θ
ϕ
∂

= − + = ⇒ =
∂

R a a a  

h,مطلوب است محاسبة :5 -1ن يتمر hθ ϕيلي و تحليمي ترسي با استفاده از روشهاي در دستگاه كرو.  

  
  يرات طول در دستگاه كروييتغ -1-4-3-4

م ي خـواه  يدر دسـتگاه كـرو    ) 10-1(م رابطـة    ياز تعم 
  :داشت

    sin  R dR R d R dθ ϕθ θ ϕ= + +d a a a�  
  

ن رابطه  ياز اشاره شد،    ين ن يش از ا  يهمانطور كه پ  
كنــد و بــسته بــه  يان مــيــرات را بييــ تغيحالــت كلــ

ن جملات  ي از ا  يم برخ ي كه با آن سروكار دار     يا  مسئله
ن موضوع را روشن    ير ا يمثال ز  .ممكن است صفر شوند   

  :كند يم

  .)20-1(ر نشان داده شده در شكل ي سه مسي براld محاسبه مطلوب است 21-1مثال 
  

در حالـت   .ميده ـ يشتر به همان سوالات پاسخ م ـين بي تمريبرا. ميكن ي عمل م)4-1( مشابه مثال    :حل
  :مي دارldي برايكل

  
  

y
 

x

  
  
  
  
  

z  

sinr d R dϕ θ ϕ= 

  
  
  

   Rdθ 

dR

        

ϕ 

     
  
  
  
  

dϕ
 

  
  
  
   

       

            dθ  

 

        

θ 

 ي دستگاه كرويها المان: 18-1شكل 
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    sin  R dR R d R dθ ϕθ θ ϕ= + +d a a a�  
  :م داشتي خواه1ر ي مسيبرا
zدر صفحة  - = πيو به عبارت �

θ = 2
dθنروي از ا،مي هست = �.  

dR پس،مي هستa كرة به شعاعيرو - = �.   
 :م داشتيف شده خواهي تعريها ت با توجه به جهتيدر نها

  
R a

a dϕ ϕ
πθ

=
=

=

a

2

 sin  R dϕ θ ϕ=d a�  

  )6-1نيتمر( .ميكن ين به شما محول ميگر را به عنوان تمرير دي دو مسي براldمحاسبة
  )80كارشناسي ارشد فيزيك (
  
  
  
  
  
  
  
  

   .)20-1( نشان داده شده در شكل 2 و 1 يرهاي مسي براld محاسبهمطلوب است :6-1ن يتمر
  
  حل سطيفرانسيرات دييتغ -1-4-3-5

 ،بـا اسـتفاده از آن  . ميا ح دادهيل توضي به تفصيا  را در قسمت دستگاه استوانه  ds محاسبة يدة كل يا
  .ميكن ير را حل ميمثال ز

  
  :ري سطوح زي براds محاسبةمطلوب است 31-1مثال 

θ سطح مخروط با )ب                  .a به شعاعيا  سطح كره)الف = 3 ��.   

  
  

          

z 

  
  

y

  
  
  
  

    

x
 

  
  
  
  
  

( , , )a� �
  
  

( , , )a � �

  
  
  
  

( , , )a� �

2
3

1
 12-1مثال شكل : 19-1شكل 

مثال كليدي
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  :ميكن ي تكرار ممجدداً را )5-1(شتر همان سوالات مثال ين بي تمري برا:حل
  :الف

پـس مولفـة   .  اسـت  a سطح كره شـعاع همـواره ثابـت و برابـر             ي كدام مولفه ثابت است؟ رو     -1         
  . استR،ثابت

Rh: مي ـ انـد و دار   ϕ و θگـر ير كدامنـد؟ دو مولفـة د      ي ـ متغ يها  ك مولفه يب متر ي ضرا -2          =θ ، 
sinh Rϕ θ=.  

sin و θdRاند؟  ن دو مولفه چگونهيل ايفرانسيرات ديي تغ-3           R dθ ϕ.  
  :م داشتيه پس خوا

sin    R RR d dθ θ ϕ=ds a2  
  :ب

3ه همواره ثابت و برابـر ي سطح مخروط، زاوي كدام مولفه ثابت است؟ رو     -1        پـس مولفـة   .  اسـت ��
  .باشد ي مθ ،ثابت

Rh: مي ـ انـد و دار   ϕ و Rگـر ير كدامنـد؟ دو مولفـة د      ي ـ متغ يهـا   هك مولف ـ يب متر ي ضرا -2        =1 ، 
sinh Rϕ θ=.  
sin وdRاند؟  ن دو مولفه چگونهيل ايفرانسيرات ديي تغ-3         R dθ ϕ.  

  :م داشتيه پس خوا
sin    R dR dθ θθ ϕ=ds a  

 
  يك سوال اساسي

ds  ن پـارامتر را  ي ـنجاست كه ايحال سوال ا. مي متعامد محاسبه نمود يها   دستگاه يةهاي رو ي را برا
  ن حالت جوابگو است؟يدر ا) 15-1 (ا رابطةيافت آيتوان  ي با معادلات مختلف چگونه مي اشكاليبرا

ده در حـوزة  ي ـچي قالب سـوال جـزء مباحـث پ      و ستيح ن ين حالت صح  يدر ا ) 15-1( رابطة   ري خ :جواب
از  . قـرار گرفتـه اسـت   يه مورد بررس ـيات پاياضيدر كتب ر  ) هيمساحت رو (ات بوده و تحت عنوان      ياضير

گـر  يحات دياز توض)  است مطرح شده2ياضيو در درس ر (بودهن موضوع خارج از بحث درس يآنجا كه ا  
شتر يحات بيتوض. (ن موضوع را روشن كنديتواند ا ير م ين ز ين همه تمر  يشود، با ا    يز م يرد پره ن مو يدر ا 
  )م كرديان خواهيبقسمت انتگرالها ان و در يان گرادين مورد را پس از بيادر 

x سطح  ي براds محاسبة مطلوب است :7-1نيتمر y zx y z+ + =a a a2 3 4 �.   
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تـوان مثـل حالـت قـائم      ي را نم ـيا  و اسـتوانه يان شده در مختـصات كـرو  ي ب ي بردارها :نكته مهم 

ن ي ـكـه در ا ي يرا جهـت بردارهـا  ي ـز. كه مشابه با هم جمع كـرد ي يب بردارهاي با جمع ضرا  يبراحت
   .ستيكسان نيدستگاه مختصات 

  . دي كنهير را با توجه به نكته فوق توجي عبارت زيا نادرستي يل درستي  دل:8-1ن يتمر 
R+ =A B a5     ⇒     R=B a3و  R=A a2 

R=A  اگر  :9-1ن  يتمر a2و  r z= +B a a3 يا  ن صورت در چه نقطه    يدر ا .  باشند,A B  ي با هم مواز 
θ.:جواب(؟ خواهند بود = 71 6(  

  
  يدان عدديك ميان ي گراد-1-5

 اسكالر همچـون دمـا را در تمـام نقـاط فـضا      يها تيتوان كم   يمند، م   ك روش قاعده  يبا استفاده از    
 يهنگـام . ر خواهـد بـود  يپذ  كسان دارند، امكان  ي ي كه دما  ين اطلاعات اتصال نقاط   يبا استفاده از ا   . افتي

 را بدسـت  يم شـوند، اطلاعـات ارزشـمند   ي ترس ـي دو بعـد يك منحن ي دما ثابت در     يها  ين منحن يكه ا 
ن ييا  تعيدهد و  يرات در آن رخ ميي كه حداكثر تغيتواند مقدار و جهت نقاط      ين اطلاعات م  يا. دهند  يم
ست ي ـ مناسـب پ يابي ـ تواند در مكـان  ين اطلاعات مي مثال ايبرا.  گذرنده از آن نقاط باشد     يزان گرما يم

ن امكـان را  ي ـبه ما ا) نجا به دما اشاره شد   يا كه در (ت اسكالر   يك كم يان  يگراد. ار ارزنده باشد  ي بس ياسك
ت اسـكالر   ي ـر آن كميي ـن مقـدار تغ يشتريم تا به بيد در آن حركت كني را كه بايدهد تا مقدار و جهت   يم
 :پس به طور خلاصه. ميينمادا يم، را پيبرس) دن به هدف مطلوبيجهت رس(

  

دهـد،    يش م ـ ي را نمـا   يت عـدد  ي ـك كم ي ـش  ي افـزا  يي كه اندازه و جهت حداكثر نرخ فـضا        ياربرد
ك تـابع اسـكالر عمـل كـرده و          ي ـ يان رو ي ـاپراتور گراد . شود  يده م ي نام يت عدد ي آن كم  انيگراد

  .رات استييم تغميرات تابع اسكالر و جهت آن جهت ماكزييم تغميجه آن ماكزينت
  

) تابع يشكل الف منحن  . ديقت كن د)  الف و ب   1-20 (يها  به شكل  )x y rz e e− + −= =
2 2  و شكل ب  2

رات يين تغ يشتري كه ب  يريافتن مس ي يس برا يدر الكترومغناط . دهد  ين تابع را نشان م    يان ا ي گراد يمنحن
ل اسـتفاده  يان تـابع پتانـس   ي ـ گراد ي، از منف ـ  يك ـيدان الكتر ي ـم يعبـارت ل را در واحد طول دارد، ب      يپتانس

ن درس ي ـ اين عملگرهايتر يان از كاربرديس، گراديل در الكترومغناط  يت پتانس يتوجه به اهم   با   .شود  يم
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ه آن يات پاياضيد در كتاب ر يتوان  يم(م  ي ندار يان كار ي اثبات رابطة گراد   ينجا به چگونگ  يدر ا . خواهد بود 
  . استيضرور) 26-1(و ) 25-1 (يها ن حال دانستن رابطهي، با ا)دي كنيرا بررس
  :ر استين به صورت زيان در مختصات كارتزي گراداپراتور

)1-25                       (         x y zx y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

a a a  

  :يو در حالت كل

)1-26(                        
u u uh u h u h u

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
∇ = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

a a a
1 2 3

1 1 2 2 3 3

  

ب در كـدام  ك نقطه مشخص از تپـه آ ي باران ببارد و از ما سوال كنند، در  يا  اگر به سطح تپه    :1پرسش  
  د؟يابي ي چگونه مياضير را به صورت رين مسي ا.ديده ي ميشود؟ شما چه پاسخ ي مير و جهت جاريمس
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

) تابع ي منحن: الف20-1شكل  )x y rz e e− + −= =
2 2 2

 

)ان تابع ي گراديحنمن : ب20-1شكل  )x y rz e e− + −= =
2 2 2
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  :ميك رابطة مهم داري ي و برا
)1-27        (                                      (  )df f= ∇ . d�  

  

sin:  داده شده است تابع اسكالر رو به رو 41-1 مثال  sin  zV x y eπ π −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠2 3

  

) در نقطهVراتييم تغمياندازه و جهت ماكز) الف , , )p 1 2   .د ياي را ب3
  .د ي در جهت مبداء مختصات را بدست آورp در نقطةVشيزان افزايم) ب
  

  :حل
p       )   الف x y z y z

p

V V VV e
x y z

π −⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂
−∇ = − + + = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

a a a a a 33
6 2

  

x)                ب y z
PO

− − −
=

a a a
a

2 3
14

     ⇒   x y z= − − −PO a a a2 3  

 p PO
eV π −⎡ ⎤−

−∇ = −⎢ ⎥
⎣ ⎦

. a
32 3 3

6 2 14
  

آن را ) 27-1( بـا اسـتفاده از رابطـة   . شـود  يان م ـير بيان به صورت زي گرادية اساسي  قض :10-1ن  ي تمر
  .    دياثبات كن

)1-28                        (      ( ) ( ) ( )
b

a
f f b f a∇ = −∫ . d�   

  :اند ان هموار برقرارير در مورد گراديروابط ز
)1-29(                                 UVUV ∇+∇=+∇ )(  
)1-30(                            ( ) ( ) ( )VU V U U V∇ = ∇ + ∇  

)1-31                      (          V U V V U
U U

∇ − ∇⎛ ⎞∇ =⎜ ⎟
⎝ ⎠ 2

  

)1-32 (                                    VVV nn ∇=∇ −  1  
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  يدان برداريك ميورژانس يد -1-6
ك تـابع  ي ـجـه آن  ي و نت  كـرده عمـل   ) يك ـير شار الكتر  ينظ (يك تابع بردار  ي يورژانس رو ياپراتور د 

 يا چاه بودن نقطة خاص ـ    يورژانس معرف چشمه    ي د يكيزيدر مباحث ف   .است) يكير بار الكتر  ينظ(اسكالر  
 يبـرا .  اسـت يدهندة بـار منف ـ   دهندة بار مثبت و چاه نشان      س چشمه نشان  يدر الكترومغناط . از فضاست 

  :ميده ي قرار مير را مورد بررسيورژانس مثال ساده زي ديكيزيبردن به مفهوم  ف يپ
 يك خروج ـي ـ و يك ورودي ـ ين مخـزن دارا  يد، ا يري در نظر بگ   )21-1( را مطابق شكل     يمخزن آب 

  ).حالت تعادل( گردد ي آن آب جاريكه در خروجيطورم بيكن ين مخزن را پر از آب ميا. باشد يم
  
  
  
  
  
  
  
  

  :ميده ين دو سوال پاسخ ميحال به ا
  د؟يريگ ي ميا جهي باشد چه نتيشتر از خروجي بي اگر مقدار آب ورود-1
  د؟يريگ ي ميا جهي باشد چه نتيورودشتر از ي بي اگر مقدار آب خروج-2

 است كـه باعـث   يگريد) يها  يا خروج ي (ي خروج ين حالت مخزن دارا   ي است كه در ا    يعي طب :1جواب  
 مـورد نظـر   ي از خروج ـشتري ـ بيجـه مقـدار آب ورود  ينت  از آنها خارج شده و در، از آبيشود مقدار   يم

م، يري ـورژانس بگي ـن حالـت د ياز مخزن آب در ا اگر يعنين يم، و ا يم چاه دار  ييگو  يصورت م نيدر ا . باشد
  .سوراخ بودن آن را به ما نشان خواهد داد

 آب يشود مقدار ي است كه باعث م   يگريد) يها    يا ورود ي (ي ورود ين حالت مخزن دارا   ي در ا  :2جواب  
م چـشمه  ييگـو  يصورت م ـن ـيدر ا.  باشد يشتر از ورود  ي ب يوججه مقدار آب خر   ينت از آنها وارد شده و در     

 را بـه  يگريد) ا منابعي( م، وجود منبعيريورژانس بگ ين حالت د  ي اگر از مخزن آب در ا      يعنين  يم، و ا  يدار
  .ما نشان خواهد داد

 المان حجم

 يورود

 مخزن آب

 مخزن آب: 21-1شكل 

 يخروج
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م مقـدار  يحال اگر فـرض كن ـ . دهد ي به مسئله ميورژانس در دو مورد فوق پاسخ درستي اپراتور د  :سوال
  انس چگونه است؟ورژي با هم برابر باشد، پاسخ اپراتور دي و خروجيآب ورود

  :ن صورت دو حالت ممكن است وجود داشته باشديدر ا: جواب
 ورژانسي ـن حالـت اپراتـور د  يدر ا.  ندارديگريد) يورود(ا چشمة يو ) يخروج(چ سوراخ  يمخزن ه ) الف

  . استي منطقدهد، كه با توجه به فرض كاملاً يمقدار صفر را نشان م
 صـورتن ـيكنند، كـه در ا  ي مير هم را خنث است كه اثيـگري د يها   سـوراخ و چشـمه   ي مخـزن دارا  )ب

  . داديقيحات دقيتوان در مورد مخزن توض يط ناقص است و نمياطلاعاتمان از شرا
رد و بتـوان چـشمه و     ي ـ صـورت نگ   يين كه خطا  ي ا ي برا ،ست برابر ي با ورود  ي كه خروج  يموارددر  

م نمود ي كوچك تقسيها ن آب را به حجم   توان مخز   يدا نمود، م  يكنند پ   ي م ي كه اثر هم را خنث     يسوراخ
ا سـوراخ در آن مخـزن   ي ـ به وجود چـشمه  ي پ ، كوچك يها  ن حجم ي ا ي و خروج  يسة آب ورود  يو با مقا  

  .ل كرده استي حجم به سمت صفر م)33-1(ل است كه در رابطة ين دليبه هم. دبر

  ∫ D . ds� ي بـرا ؛دهـد  يها را بـه مـا م ـ     سة آن ي و مقا  ي و خروج  ي ورود يكي از شار الكتر   ي اطلاعات 
 كه حـول نقطـه مـورد نظـر       يا  م، سطح بسته  ي نشو يينكه در محاسبة بار داخل سطح بسته دچار خطا        يا

) VΔ( كه توسط سطح بسته احاطه شـده    ي حجم يبعبارت. ار كوچك باشد  ي بس يستيشود، با   يانتخاب م 
م اطلاعـات  يكـه بتـوان  ني ايو بـرا ) ميكن ـ يكوچك انتخاب مار ي بسيعني(م يده  يل م يرا به سمت صفر م    

 VΔر بـه ي ـجة حاصله را طبـق رابطـة ز  يم، نتيرا بدست آور) VΔ (يليفرانسيمقدار بار در واحد حجم د  
  :ميكن يم ميتقس

)1-33                       (                    
  lim

V VΔ →
∇ =

Δ
∫ D . ds

. D
�

�  

بـه اطلاعـات بـار در واحـد     تـوان   يمورژانس معروف است ي دين رابطه كه به رابطه انتگرال    ي با ا  پس
ك نقطـه  ي ـدر ) يك ـي شـار الكتر ير چگالينظ (يك تابع برداري يورژانس روي اپراتور ديوقت. برد  يحجم پ 

 يماننـدچگال (اسكالر آن بردار د يا عدم وجود منبع تول  يجة حاصله وجود    يكند، نت   يدلخواه از فضا عمل م    
  :ميكن ي مير بررسيورژانس را در زي ديليفرانسيفرم د .در آن نقطه است) يكيبار الكتر

 div∇ =. A A  

)1-34                       (              
z
A

y
A

x
AdivA zyx

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=   
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ك ي ـ تنها ∇،ني بجز مختصات كارتزت، مختصايها  دستگاهيم كه در تماميد به خاطر داشته باش  يبا

   .ك عملگرينماد است و نه 
  : ر استيورژانس در هر دستگاه متعامد به صورت زي ديفرم كل

)1-35 (        ( ) ( ) ( )h h A h h A h h A
h h h u u u

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
∇ = + +⎢ ⎥

∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
. A 2 3 1 1 3 2 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1  

ا ي ـته وس ـيپ ي كه تابع بـردار يتر است، البته تا وقت  راحت يليفرانسي استفاده از فرم د    يكلحالت  در  
ورژانس تـابع  ي ـتـوان د  ي مثـال نم ـ يبـرا  . استفاده كرديد از فرم انتگرال  يصورت با نير ا ين باشد، در غ   يمع

يبردار
R

k
R

=D a2
R در نقطه  = ورژانس بدسـت آورد چـرا كـه تـابع     ي ـ ديليفرانسيق فرم دي را از طر�

R در Dيبردار = R در Dورژانسي محاسبة د  يپس برا . ن است ي نامع � = ورژانس ي دي از رابطه انتگرال  �
  .شود ياستفاده م

  
  .ديابين بيورژانس بردار مكان را در دستگاه كارتزي د 51-1مثال

  
xن به صورت  يبردار مكان در دستگاه كارتز    : حل y zx y z= + +R a a a    به فـرم  يا  و در دستگاه استوانه 

r zr z= +R a aبا رابطةي و در دستگاه كرو RR aمين صورت داريدر ا. شود يان مي ب:  
yx z

RR R
x y z

∂∂ ∂
∇ = + + = + + =

∂ ∂ ∂
. R 1 1 1 3  

  .ديابيب) ي و كرويا استوانه( گري ديها ورژانس بردار مكان را در دستگاهي د:11-1نيتمر
  
  سيمغناطوورژانس در الكتري ديكيزي مفهوم ف-1-6-1

دان ي ـ بـه م يستي ـ در آن بايك ـيزينـرو مفهـوم ف  يم از اي ـكار دار و  ها سر  دانيس با م  يدر الكترومغناط 
ا چـاه را    ي ـورژانس چـشمه    ي ـد. ميده ـ  يش م ي نما )22-1(ن مفهوم را با استفاده از شكل        يا .وابسته باشد 

  .اند ن اصل شكل گرفتهي هميز بر مبناي الف تا ج نيها كرد، شكل ي ميمعرف
ن حالـت  ياند، در ا   شده خارج pك نقطة دلخواه همچون   يدان از   ي خطوط م  )الف-22-1(در شكل   

ك نقطـة دلخـواه   ي ـدان بـه  ي ـ خطـوط م )ب-22-1(در شكل  . خواهد بود  مثبتن نقطه   يورژانس در ا  يد
 )ج-22-1(در شـكل   . خواهد بـود يمنفن نقطه يورژانس در اين حالت دياند، در ا     شده وارد pهمچون
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 صـفر  pورژانس در نقطـة   ي ـن حالـت د   ي ـ نسبت به هم ندارند و در ا       ييگرا  چگونه هم يدان ه يخطوط م 
   .خواهد بود

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  ورژانسية ديقض -1-7

 برابـر اسـت بـا شـار كـل      يدان بـردار يك م يرژانس  وي د يكند كه انتگرال حجم     يان م يه ب ين قض يا
  :گريو به عبارت د. رنده حجمي در برگ از سطحِيخروج

)1-36      (                                      
S

dv∇ =∫ ∫. A A . ds�  

  )و برعكس( . ميكن يل مي تبديورژانس را به انتگرال سطح بستة برداري ديه، انتگرال حجمين قضي با ا
   سطح بسته انجام شود؟يد انتگرال روي چرا با:لسوا

  !شود يمعنا م يجه انتگرال حجم بيشود و در نت يجاد نمي اگر سطح بسته نباشد، حجم ا:جواب
  

x   ي تابع بردار   61-1مثال   y zx y= + +D a a a2 3  يورژانس را روي ـة ديصـحت قـض   .  مفروض اسـت   5
  .دي كني آن بر مبداء مختصات منطبق است، بررس كه مركزa به شعاعيا كره

  
  :ميكن يابتدا انتگرال سمت راست را محاسبه م :حل

( )

( )

      sin    

 sin  cos sin  sin sin  cos   ....

x y z Rs x y R d d
R a

aa a a d d

π π

π π

θ θ ϕ

πθ ϕ θ ϕ θ θ θ ϕ

⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦
=

= + + = =

∫ ∫ ∫

∫ ∫

D . d a a a a
2 2

322 3 2 3 2

2 3 5

22 3 5 3

� �

� �

�

�  

  .دانيش خطوط مينماورژانس با استفاده از يان ديب: 22-1شكل 

 ج  ب الف

  
  

p 

  
  
  

                        p 
  
  
  

                   p 

 
مثال كليدي
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  :ميآور ي سمت چپ را بدست م،ورژانسية دي   حال با استفاده از قض

  
  

 

dv
dv aπ

⎫∇ ⎪⇒ =⎬
∇ = ⎪⎭

∫ ∫
. D

. D
325 35

�  

  :م كهيريگ يجه ميها نت  پاسخياز برابر

∫∫ ∇= dvs     D.d.D  
  
 نشان داده شده در شكل مقابل   s سطح بستة  :12-1ن  يتمر 

θ آن   ي، كـه بـرا    R به شـعاع     يا   از كره  يبخش θ≤ ك ي ـ و �
sinRره بـه شـعاع      يدا θ�  ر ي ـ ز يدان بـردار  ي ـ م ي بـرا  . اسـت

  s∫ D . d8[ .ديا محاسبه كن ر�[  
  

sin
K k
R Rϕ θθ

= −D a a1 2  
  
  
  يدان برداريك ميكرل  -1-8
 كـه سـطح بـه    ي در واحد سطح است وقتA است كه اندازة آن حداكثر گردش خالص     يبرداركرل   �

 جهـت داده شـده   ي كه سطح طـور يكند و جهت آن جهت عمود بر سطح است زمان يل مي صفر م يسو
  .ديه گردش خالص را حداكثر نماباشد ك

  
ك نقطـه دلخـواه از فـضا        ي ـدر  ) يسيدان مغناط ير م ينظ (يدان بردار يك م ي ي اپراتور كرل رو   يوقت �

در آن ) اني ـ جرير چگـال ي ـنظ(د آن بـردار    ي تول يا عدم وجود منبع بردار    يجة آن وجود    يكند نت   يعمل م 
  .دهد يز به ما ميرا نان ي جري چگالي جهت آن منبع بردارينقطه از فضا است و حت

   كرليكيزير فيتعب -1-8-1
م كـه سـرعت آب در   يدان ـ يم، م ـ ي آب فـرو كن ـ    ي را به طور قائم در جـو       يدار  د چرخ پره  يفرض كن 

  اگـر آن را مطـابق شـكل   ).  استيك اصل كلين يا( حداكثر است ي صفر و در وسط جو  ي جو يها  كناره
)1-24 ، ,C A( د، ي ـن اختلاف سرعت در جهات نـشان داده شـده خواهـد چرخ   يا توجه به ا  م ب يقرار ده
بردار كـرل محـور   ن مورد  يدر ا . م داشت ي نخواه يرد چرخش يقرار گ ) 24B-1( اگر مطابق شكل     يول

  12-1ن يشكل تمر: 23-1شكل 

  
  

z 

θ h 

S 

  
  
  

   y 

x 
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زان ي ـك بـردار م ي ـگـر كـرل   يبه عبـارت د  .زان چرخش را ياندازة آن م   دهد و   يچرخش را نشان م   
م ي قـرار ده ـ يكند واضح است كه اگر چرخ را درست در وسط جـو   يجاد م ياست كه آن بردار ا     يچرخش

  . صفر استيرا كرل بردار سرعت در وسط جوي ز،دينخواهد چرخ
  . كند يد آن بردار را مشخص مي توليجة حاصله منبع برداريكند و نت يك بردار عمل مي يكرل رو

دان يمانند م(مشخص كند ، ها اسكالر است د آنيا كه منبع تول    ر ييمنبع بردارها ند  توا  يمورژانس فقط   يد
دان ي ـماننـد م (د آنهـا بـردار اسـت    ي ـ كه منبـع تول ييو در مورد بردارها ) يكي از بار الكتر   ي ناش يكيالكتر

  . به ما بدهديتواند اطلاعات ينم) يكيان الكتري از جري ناشيسيمغناط
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
   و مشخص كند؟يي را شناساينابع بردارتواند م يورژانس نميچرا د -1-8-2

 اسـت  ي چرخـش يسي ـدان مغناطي ـ فـرم م  را كه چ.  دانست يسيدان مغناط يتوان فرم م    يرا م علت آن 
 خطوط ستكهين در حال يارد،  يگيرات آن در صفحه صورت م     ييست و تغ  ي آن معلوم ن   ي ابتدا و انتها   يعني
 آن يشـوند و ابتـدا و انتهـا   ي ختم م  ير منف  از بار مثبت شروع و به با       ي به صورت حجم   يكيدان الكتر يم

 و يك ـيدان الكتري ـر خطـوط م يتوان با در نظر گرفتن سطح بسته در مس  ين م ي ما معلوم است بنابرا    يبرا
 ـ.  بـه وجـود بـار در آن بـرد    ي پ، به آن سطح بسته  ي و خروج  ي ورود يكيمحاسبة شار الكتر    اگـر در  يول

 ،تهـطح بـس ـ به س ـيروجـخ  و ي ورود يسي شار مغناط   انتخاب شود  يا سطح بسته  يسير شار مغناط  يمس
)ت  ــ ـفر اس ـشه ص ـي هم ،ردار وجود دارد  ـد آن ب  ـي تول يردارـع ب ـ كه منب  يـي در جا  يـحت )=∫ B .dS �� 

  . بردي به وجود منبع بردارين روش پيتوان با اين نميبنابرا
رات يي ـ و تغيهـا چرخـش      حاصله از آن   يها دانيكه م  )انيجر (يبردن به وجود منابع بردار     ي پ يبرا

  :ميكنير عمل ميرد به صورت زيگيان صورت ميآنها در صفحه عمود بر جر

  آب و حلقهيمدل جو: 24-1شكل 

A 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

B 
 
 
 
 
 
 
 
 

C 

 جهت حركت 
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صـفحة عمـود بـر    (م است ي در آن ماكزHراتيي در صفحه كه تغ يار بسته ي با انتخاب مس  
Hو محاسبة ) انيجر . dl ر بسته عبور ين مسي كه از ا  يانير جر ر بسته، مقدا  ين مس ي ا ي رو

  .گرددي محاسبه م،كنديم
شـود بـزرگ باشـد ممكـن اسـت            ي كه انتخاب م   يا  ر بسته ياگر مس 

ر بـسته ماننـد   ي از مـس   يعبـور ) اني ـجر (يبردن به منبع بردار     يجهت پ 
∫ن شـكل انتگـرال      يدر ا  .ميدچار خطا شو  ) 25-1(شكل   H . d�� ي رو 

ر بـسته عبـور   ي از مـس يانيدهد كه جر  يفر است و نشان م    ر بسته ص  يمس
 از ، در خـلاف جهـت هـم   Iاني ـم جريدان ـ يكه، م ـيكنـد در صـورت   ينم ـ
ر بـسته را  ين خطـا مـس  ي مرتفع شدن ايكند، برا ي عبور م  2و1 يها  ميس

 ـا. كننـد   ي كوچك انتخاب م ـ   يليحول نقطة مورد نظر خ     ل ي ـل مي ـن دل ي
  :ميپس دار .است) 37-1( به سمت صفر در رابطة SΔكردن

)1-37      (                           lim nS sΔ →
∇× =

Δ
∫ H .d

H a
�

��  

 در آن سـطح  Hيسي ـدان مغناطي ـرات مييم تغمي كه ماكز  است  يكه عمود بر سطح   يبردار   naكه در آن  
ن با استفاده از رابطـة فـوق   يدهد، بنابرا يرا نشان م  ) انيجر (ي جهت منبع بردار   naدر واقع . دهد  يرخ م 

 جهت يبرد و حت ي پيكي الكتريان حجمي جر يتوان به چگال  ي كرل معروف است، م    يكه به رابطة انتگرال   
  :شود ير محاسبه ميه صورت ز بAك بردار همچونيكرل  .آن را مشخص نمود

)1-38      (                             
x y z

x y z

x y z
A A A

∂ ∂ ∂
∇× =

∂ ∂ ∂

a a a

A  

  

 )1-39      (                       
u u uh h h

h h h u u u
h A h A h A

∂ ∂ ∂
∇× =

∂ ∂ ∂

a a a

A

1 2 31 2 3

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3

1  

  

  انيخطوط جر: 25-1شكل 
 يسطح آمپر و

I
 

I
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  :ري زيدان برداري محاسبة كرل ممطلوب است :13-1نيتمر
sin cos  cos cos  sin  R θ ϕθ ϕ θ ϕ ϕ= + −F a a a  

  
  سيمغناطولكتر كرل در ايكيزيمفهوم ف -1-8-3

از شـما   .دان مـرتبط باشـد  ي ـست بـه م يبا ين مفهوم ميم ايح داديورژانس توضيهمانطور كه در قسمت د  
  .ديان كني ب) الف تا ج26-1( يها م كه كرل و مفهوم آن را با توجه به شكليخواه يم
  
  
  
  
  
  

  
  

  ة استوكسيقض -1-9
دان ي ـك مي ـ كـرل  يكند كـه انتگـرال سـطح        يان م يه ب ين قض يا 

آن  بـسته  ي برابر است با انتگـرال خط ـ   ،ك سطح باز  ي ي رو يداربر
  .رديگ ي كه سطح را در بر ميري مسي رو،يبرداردان يم

)1-40      (       ( )  
S

∇× =∫ ∫A .ds A . d��  

ة اسـتوكس را  ين شكل كاربرد قـض يد، اي توجه كن  )27-1(به شكل 
    :دهد ينشان م

 ، انتگـرال  Cري مـس ي روي خط ـيري ـگ  انتگـرال ي بـه جـا  دهد كه ين اجازه را مية استوكس به ما ا   يقض
  .ميـ را حل كنSي رويسطح

  
  . كند يل مي بست صفر مC چون كانتور، صفر استيا  هر سطح بستهي رو∇×A انتگرال:تذكر
lAالد انتگريچرا با: سوال .dر بسته انجام شود؟ي مسي رو  
  .شود يمعنا م ي كرل بيجه انتگرال سطحيشود و در نت يجاد نمير بسته نباشد، سطح اياگر مس: جواب

  دانيش خطوط ميان كرل  با استفاده از نمايب: 26-1شكل 

  ج  ب  الف

  
  
  

P 

  
  
  

P 

  
  
  

    P 

  ة استوكسي قض:27-1 شكل

        

C 

  
  

S
 

dS
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  .دهد يه را بهتر نشان مين قضيكاربرد ا) 17-1(مثال 
  

sinي تابع بردار   71-1 مثال   ϕ
ϕ

=A a2
ه ي ـ سـطح رو ياسـتوكس را رو  ةيصـحت قـض  .  داده شده است

-1( دور زده اسـت مطـابق شـكل    xyكره را در صفحة ميطح نـس  كهa به شعاعيا رهير دايكره و مس  مين
  .دي كنيبررس) 28
  

   كهيريـمس. ميكن يرا محاسبه م) 40-1(ابتدا سمت راست رابطة  :حل
  . استxy واقع در صفحةaرة به شعاعيم دايريگرال بگد از آن انتي با

          sin   ad a
π

ϕ ϕ
ϕ ϕ⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫A . d a . a

2 42�
��  

  :ميابي ي را مAمحاسبة انتگرال سمت چپ ابتدا كرل يبرا

 sin  

...
sin

sin sin

R R R

R R

R

θ ϕθ

θ θ ϕ
ϕ

θ

∂ ∂ ∂
∇× = =

∂ ∂ ∂

a a a

A 2
1

2� �

  

∫حال انتگرال ×∇
S

ds.A   :ميكن ي را محاسبه م)(  

( )   cos  sin sin  sin sin    
sin R RR R R d d

R aR

ππ

θ
ϕ ϕ

θ θ θ θ ϕ
θ
⎡ ⎤∇× = −⎢ ⎥ =⎣ ⎦∫ ∫ ∫A . ds a a  . a

2 22
2

1
2 2� �

  

                                                cos sin  a d d a

π
π ϕθ θ ϕ= =∫ ∫

2 2
42� �

  

  :م كهيريگ يجه ميها نت  پاسخيپس از برابر

∫ ∫ ×∇= ds.Ad.A   )(  �  
  

rيدان برداري م  81-1مثال   ϕ

−

=F a
3

z, رةي و دا2 r=  داده شـده  يا  در دستگاه مختصات استوانه�1≥
  ]8[ .ستين سطح برقرار ني و ايدان بردارين مي اية استوكس برايد كه قضينشان ده. است

 
 
 
 

  17-1 شكل مثال :28-1شكل 

  
  
  
  

y
 

  

z

a

 

 
مثال كليدي
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  : مي دار،ميابي را ب∇×Fدي ابتدا با:حل

( )      z z zr s r r dr dφ
− −

∇× = − ⇒ ∇× = −∫ ∫F a F  . d a . a
5 5

2 21 1
2 2

  

  (  )d r dr r
π

ϕ π
− −

= − = − − = ∞∫ ∫F
2 1 3 1

2 2 11 22 � � �
  

  : ميكن يرا محاسبه م) 40-1(ست رابطة حال سمت را

    r d d
π

ϕ ϕϕ ϕ π= = =∫ ∫ ∫F . d a . a
2 2
�

��  

ن سطح ي و ايدان بردارين مي ا ية استوكس برا  يم كه قض  يريگ  يجه م ي نت ،ها   پاسخ يبا توجه به عدم برابر    
rن در يست و اشكال از وجود نقطة تكيبرقرار ن =   . است�

R برداري دانـراي مي ـيه استوكس ب  پقض بررسي صحت    مطلوب است  : 14-1تمرين   θ ϕ= + +F a a a  و
aRبر روي سطح =،π

θ≤ ≤ 2�، π
ϕ≤ ≤   )جهت لبه را پادساعتگرد در نظر بگيريد. (�2

 عملگرهـاي  در آخر فصل نيز با تركيب همـين عملگرهـا،      . تا به اينجا با سه عملگر مهم آشنا شديم        
اين عملگرها نه تنها  معنـاي فيزيكـي خاصـي         . مكرر برداري را توليد و در مورد آنها بحث خواهيم نمود          

چيــزي كــه در حــل مــسائل (هــا  بلكــه در حــل بــسياري از انتگــرال) آنگونــه كــه اشــاره شــد(دارنــد 
يح و بجـا از ايـن   چگـونگي اسـتفادة صـح    . كاربرد دارنـد  ) شويم  الكترومغناطيس به وفور با آن مواجه مي      

كـه در رياضـيات پايـه بـا     (ها  عملگرها و قضاياي مطرح شده، توجيه مناسبي براي بررسي مجدد انتگرال  
  .خواهد بود) ايد آنها آشنا شده

  هايي شامل توابع برداري انتگرال -1-10
ر يكي انتگرال روي مسي. گيرند در الكترومغناطيس سه نوع انتگرال مورد بحث و تحليل قرار مي

هر كدام از . و در نهايت انتگرال حجم) هر كدام در دو حالت باز و بسته(گري روي سطح ـو دي) طول(
  :توان به صورت زير نشان داد هاي گفته شده را مي انتگرال. اين انتگرالها معني فيزيكي خاصي دارند

C S

S V

  ,             ,      

   ,        ,        ,        ,     
V S

F dv F F F dv

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

A . d A . d , A . ds A . ds

d ds ds A
�

�

� �

�

� �

�
  

  هايي را ارائه خواهيم نمود رت لزوم مثالها پرداخته و در صو در ادامه به بررسي اين انتگرال



  و روش حل مسئلهالكترومغناطيس مهندسي، تئوري، كاربردها                                                           40

  ريانتگرال مس -1-10-1
  :ر استيانتگرال اول به شكل ز. ميريگ ير را در نظر مين درس سه نوع انتگرال مسيدر ا

,

 ( )
P

P C

F d F r dt=∫ ∫
2

1

�  

c آن از نقطةي است كه انتگرال رويخم p1تا p2 )يهر دو روc(شودي محاسبه م.tاست ي پارامتر 
r,  فضا مثلاًيرهاي از متغيكيتواند  ي ميف شده ولياساس آن تعر كه خم بر x اي ϕر يك متغيا ي  و
 .ف  شوديچهارم تعر

 
F تابع  91-1مثال  x y= ∫ محاسبة مطلوب است. ديرير نظر بگ را د3− �dF رير زي مسي رو.  

  
y: ميكن يمحاسبه مر را يابتدا معادلة مس: حل x= − +2 2         

txبا فرض yجهي و در نت= t= − +2   :ميآور ي را بدست مF ، تابع2

                    ( )F t t t= − − + = −3 2 2 5 2  
  ورـن منظـي ايم، براـيرا بدست آور �dد ية انتگرال باـ محاسبيبرا

  :ميينمار عمل ي به صورت زكافي است 

      ( ) ( )  ( )   x yd dt dt dt
t t
∂ ∂

= + = + − =
∂ ∂

2 2 21 2 5�  

  :م داشتيپس خواه

 ( )  F d t dt t t= − = − =∫ ∫
1

2 15 5 55 2 5 2 52 2�

�
�

 

∫سبة انتگرال    محا مطلوب است  :15-1ن  يتمر �dF  با معادلـة     يري مس ي رو x y+ =2 2 x, و   4 y > � 

  :ري توابع زيبرا
F )الف x y= cos )ب                      3− sinF r ϕ ϕ= +2 2  

  19-1ل مثال شك: 29-1شكل 

            y 

  
  
  
  

x 

           1 

   
  
  

           2 

F x y= −3 

مثال كلي
دي
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   به صورتير، انتگرالين انتگرال مسيدوم
,

p
c p∫ F . dR2

1

زان كار انجام ي آشنا، كه ميا رابطه.  است

در هر . شود يم مي تقسdR به عناصر كوچكp2و p1ن نقطهير انتگرال بيمس. دينما يشده را محاسبه م
dR.Fنقطه  يد و در حد وقتنشو ي با هم جمع مياخل ديها ن ضربيگردد و حاصل ا ي محاسبه م  
→dR ن انتگرال در واقع يشود ا ير مي مماس بر مسdRچون در حد. ن جمع برابر انتگرال استي ا�
  . آورد ي را به حساب مF يدان بردارير مي مماس بر مسيها مولفه

  
  
  
  
  

cos اگر20-1مثال  sin  rr ϕϕ ϕ= +A a aمطلوب استصورت  ني ، در ا 
∫ محاسبة  A . dl31-1 (ر نشان داده شده در شكلي مسي برا�(.   

  
  :م كهييم بگويتوان يم: حل

        
b c d a

L a b c d

⎡ ⎤
= + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫ ∫A . dl A . dl�  

r همواره abر يدر طول مس =   : نروي ا بوده از2
              r d dϕ ϕϕ ϕ= − = −dl a a2   

  :    پس

  ( cos  sin  )  (  ) cos ( )
b

r
a

r dϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ
=

= + − = − = − −∫ ∫A . dl a a . a
3

6

32 2 3 1
6

��

�
�

�
�

 

  :م داشتيها خواه ريگر مسي دين صورت برايبه هم

  ( cos  sin  )  (  ) cos
c

r r
b r

rr drϕϕ ϕ
=

= + = =∫ ∫A . dl a a . a
5 2

2

5 21 33 22 4
��  

  ( cos  sin  )  (  ) cos ( )
d

r
c

r dϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ
=

= + = − = −∫ ∫A . dl a a . a
6

3

6 55 5 3 123

��

�
�

�
�

  

  20-1شكل مثال : 31-1ل شك

  ر، كاريانتگرال مس: 30-1شكل 
  
  

y 

  
  
  
  
  

d 

  
  
  
  
  
  
  

5
 

2
 

        
  
  
  
  
  
  

 x 

S
 

  
  
  

     

c
 

  
  
  

2
  
  
  

5

  
  
  
  
  

  
  

6 �� 

  

3 �� 

  
  
  

     L 

O
 

              
                   

a
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

b 

dR

F
P1

P2
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  ( cos  sin  )  (  ) cos
d

r r
c r

rr drϕϕ ϕ
=

= + − = = −∫ ∫A . dl a a . a
2 2

5

2 216 52 4
��  

  :نكهيجه اينت
( ) .

L

= − =∫ A . dl 27 3 1 4 9414�  

  .دي حل كنمجدداًة استوكس ي را با استفاده از قض)20-1( مثال :16-1ن يتمر

sinيروي كار انجام شده توسط ن     :17 -1ن  يتمر cos  cos cos  sin  R θ ϕθ ϕ θ ϕ ϕ= + −F a a a  ي بـرا 
) از نقطة يانتقال جسم , , )A π π1 6 2

) به نقطه , , )B π π1 3 4
  .دي را بدست آور

  
∫  به شكل  يم، انتگرال يكن  ي م ي كه بررس  يرين انتگرال مس  يآخر

C

dr F ن انتگـرال ي ـشك ا  يب.  است، 

ن انتگـرال   ي ـبـدون ا  . ك اسـت  ياسـتات الكتروالخـصوص     يس و عل ـ  ين انتگرال در الكترومغناط   يتر  يكاربرد
 ك تـابع ي Fن حالت انتگرالدهيدر ا. ديي نمايادينرو به آن توجه زياستفاده از قانون كولن معنا ندارد، از ا     

 كه انتگـرال  ردد توجه كي باباشد انتگرالده بردار يوقت. ل اسكالر طول استيفرانسي دdr=dr و   يبردار
 عـلاوه بـر   يعن ـي محاسبه شود    ين جمع بردار  يد مطابق قوان  ين با ي است و ا   يك جمع بردار  يكننده   انيب

   :مين داريز در نظر گرفته شود، بنابرايد جهت نيها با اندازه
  r rr z d z dϕ ϕ≠∫ ∫a a  

 با هم تفاوت دارند پس اگر اندازة بردارهـا را بـا هـم        raي مختلف بردارها  يهاϕياز آنجا كه به ازا    
 .ديآ يح بدست نميجه صحيم نتيجمع كن

  

 م ؟يد چه كني محاسبه انتگرال فوق بايپس برا
,كهي يكه بردارهايياه مختصات قائم، جادار به دستگل بريتبد ,z y xa a aن يبنابرا. اند شه ثابتي هم

ن يا. ديآ ي بدست ميبردار ري غيب انتگرالين ترتير انتگرال خارج كرد و به ايها را از ز توان آن يم
  .ميده يز انجام مي ني دستگاه كرويعمل را برا

 

 حـساب  xy  واقع در صـفحة 2 به مركز مبدا مختصات و شعاع  يا  هري دا ير را رو  ي انتگرال ز   12-1مثال  
  .ديكن
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cos   r dϕϕ= ∫I a �  
dر فوق به صورت ي مس ي رو �d :حل dϕ= ن ي ـم تا ايه كنيتجزه ي را به عوامل پاϕaديبا.  خواهد بود�2

        :ميدار. انتگرال قابل حل شود
sin  cos  x yϕ ϕ ϕ= − +a a a  

  :ميكن ي محاسبه ميپس به سادگ

sin  cos  ( sin  cos  )  cos   x y y yr d d d
π π

ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ π= = − + ⇒ = =∫ ∫ ∫I a a a I a a
2 2 22 2 4 4
� �

�  

  
  انتگرال سطح -1-10-2

  :مي نوع انتگرال سطح سر و كار دارس با سهيدر الكترومغناط

 
s

ds= ∫I F3،    
s

I = ∫F . ds2 ،   
s

I f ds= ∫1  

افته و سپس ي را dsكافي است انتگرال دو گانه ساده است، ك ي :I1 انتگرال 
  .ميانتگرال را حل كن

  
  :I2انتگرال 
dsF. توان به شكل يرا مdsn    a.F نوشت كه در آنna كة عمود بر سطح استي بردار.na.F    

شود كه در  يل مي تبدI1 در واقع به انتگرال از نوع I2پس .  استFيدان برداريمولفه عمود بر سطح م
 توجه 32-1به شكل  (.نامند ي مFداني را شار مI2حاصل انتگرال.  استF مولفة عمود بر سطحfآن
  )ديكن
  

  :I3انتگرال 
∫ريس همانند محاسبة انتگرال مI3 محاسبةيبرا dr Fم كه انتگرال بردار است و يد توجه كني با

د بردار داخل ير، بايهمچون محاسبة انتگرال مس.  استيك جمع برداريجمع موجود در انتگرال 
 يرير انتگرالگير متغييشوند با تغ ي كه با هم جمع مييم كه جهت بردارهاي در آوريانتگرال را به صورت

 .شود يان بردار در دستگاه مختصات قائم انجام مي با بن كار معمولاًيا. ر نكندييتغ
  

  .ميكن ي مي را بررسيي مثالهاI3 وI2ير را مرور كرده و سپس برايد زيابتدا نكات مف

  انتگرال شار– 32-1شكل 

ds 

 
 
 
 
 

F
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 اتياضيسه نكته از ر

  
  :ر استيبه صورت زك خط ير واقع بر ي معادله صفحة گذرنده از سه نقطة غ-1

)1-41      (                          
x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z

− − −
− − − =
− − −

1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

�  

  

),( اگر سطح به صورت -2 yxfz   :مي دارل سطحيفرانسي دي، برا داده شده باشد=

)1-42      (                         ( ) ( )   f fds dx dy
x y
∂ ∂

= + +
∂ ∂

2 21  

  

kzyxfي با فرم كلSعمود بر سطح كة ي بردار -3   : برابر است با),,(=

)1-43      (                                 ( , , )
( , , )n

f x y z
f x y z

∇
= ±

∇
a  

  

∫ انتگــرال 22-1مثــال  ds Fبــه شــعاع يا  كــرهي را رو aتــابع ي و بــه مركــز مبــدا مختــصات بــرا 
 

( )
RR

R h
=

+
aF 2 2

  .دي بدست آور

  
sin سطح كرهي رو:حل   ds a d dθ θ ϕ=   :پساست،  2

  sin    R
ads a d d

a h
θ θ ϕ⎛ ⎞= ⎜ ⎟+⎝ ⎠∫ ∫ ∫F a2

2 2
  

  :ميه كنيه تجزيرا به عناصر پا Raديبا

( ) sin sin cos  sin sin  cos    x y z
ads d d

a h
π π

θ θ ϕ θ ϕ θ θ ϕ= + +
+∫ ∫ ∫F a a a

3 2
3 2 � �

  

y, بيضرا xa aرا انتگرالي ز،اند  صفرsinϕو cosϕپس. ك دورة تناوب صفر استي ي رو:  

 cos sin   z
ads d d

a h
π π

θ θ θ ϕ= =
+ ∫ ∫F a

3 2
2 2 � �

�  
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z=Dيكي شار الكتري چگال: 18-1ن يتمر a2به مشخصات يا كره مية نيرو  كه ازيمقدار شار.  است 
ϕكند، چقدر است ؟  ير عبور ميز π< < 2� ، π

θ< < 2� ، aR = 

∫ انتگرال  32-1مثال  ds.F x=Fر و تابع ي شكل زي سطح مثلثي را برا   a2   
  .ديبدست آور

  
  : م كهيدان يم.  استdsن يي كار تعي بخش اصل:حل

                           nds ads  =  
  .ميده يب انجام مير را به ترتي زينرو كارهاياز ا
  :ميدار) 41-1( معادلة سطح با استفاده از رابطة يبرا

                          yz a x= − − 2
   

ds   :                    م داشتيخواه) 42-1(با استفاده از رابطة  dx dy dx dy= + + =
1 31 1 4 2

      

):                                  ميدار) 43-1(با استفاده از رابطه  , , ) x y zf x y z∇ = + +a a a2 2          
( , , ) ( )
( , , )n x y z

f x y z
f x y z

∇
= = + +
∇

a a a a1 2 23
  

  :ميابي ي را مdsحال
          ( )  x y zds dx dy⇒ = + +a a a1

2
          nds ads  =  

  :پس
( )( )

    
a a y

dx dy a
−

= =∫ ∫ ∫F . ds
2 2 22 2
� �

  
  

   انتگرال سطحيليات تكمحيتوض
∫در انتگرال ds.A    ازگر وجود دارنديكديو جهت مخالف  همواره دds چون در امتداد عمود بر،  

∫رو مقدارنيا
s

ds.A  sكهيژه وقتيو هب.  محاسبه شود-ا ي + ممكن است)ت اسكالر استيك كميكه (   

ار ي در اختيشتري اطلاعات بds انتخاب برداريبسته باشد، مگر آنكه نسبت به چگونگه ريك سطح غي
 در تمام نقاط سطح به dsن است كه برداري انجام شود، معمول ايا  سطح بستهياگر انتگرال رو. باشد

  23-1شكل مثال : 33-1شكل 
    ( , , )A a � � 

( , , )C a� � 

         ( , , )B a� � 

         z 

  
  

x 

  
  
  
  

y 
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ز يك سطح فضا را به دو بخش متمايگردد كه  ي ميادآوري .شود يرون آن در نظر گرفته مي بطرف
  .مينام ين سطح ميرون ايگر را بيك بخش را درون و بخش دي كه ،كند يم ميتقس

  
∫ مقدار انتگرال42-1 مثال 

s

sd.A  كه  
R θ=A a1و S  يجانبسطح  

6ة ي و زاوm2به طول ي مخروط    .دي است را بدست آور��
  

  :ف كردير تعري را به صورت زdsتوان ي شكل مي از رو:حل

               sin       R d dR R dR dθ θϕ ϕ= =ds a a13 2
��  

  :م داشتيپس خواه

            R dR d dR d
R

π π

θ θϕ ϕ π= = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫A . ds a . a
2 2 2 21 1 1 22 2� � � �

  

  
  انتگرال حجم -1-10-3

د دسـتگاه مختـصات   ي ـ كه بسته به حجم مـورد نظـر با  نمودد توجه ي مشابه قبل است فقط با    قاًيدق
  . تمام حجم را پوشش دهدdv مشخص گردد كهيده شود و حدود انتگرالها به نحوي برگزيمناسب

  
RR=Fيدان بردار ي م :19-1ن  يتمر a  ه  مكري و نR <1 ، z >  را حـساب  dv∫F د،ي ـري را در نظـر بگ     �
zdv  :جواب( .ديكن π

=∫F a4
 (  

  
   مكرري برداريعملگرها -1-11
  نيلاپلاس -1-11-1
  ن اسكالريلاپلاس -1-11-1-1

در دسـتگاه   . شـود   يف م ـ ي ـ آن تـابع تعر    انِي ـ گراد ورژانسِي ـك تابع اسكالر به صـورت د      ين  يلاپلاس
  .توان به سهولت محاسبه نمود ي را مVن تابع اسكالرين لاپلاسيمختصات كارتز

  
  
  

  24-1شكل مثال : 34-1شكل 

  
  
  

    

z

  
  
  

       

y 

x 

  
  
  

6 �� 

  
  
  
  

m2

مثال كليدي
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)1-44      (      ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( ) V x y z V x y z V x y zV V
x y z

∂ ∂ ∂
∇ = ∇ ∇ = + +

∂ ∂ ∂
.

2 2 2
2

2 2 2  

  :ميو در هر دستگاه متعامد دار

 )1-45    (h h h h h hV V VV
h h h u h u u h u u h u

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2 2 3 3 1 1 2

1 2 3 1 1 1 2 2 2 3 3 1

1  

 از شـعاع  ي فقـط تـابع  V كهي و در حالتيدستگاه مختصات كرو ين را برا يسرابطة لاپلا  :20-1ن  يتمر
  .دي محاسبه كن،است

  
  ين برداري لاپلاس-1-11-1-2

دهـد و بـه    ي را بدسـت م ـ ي بـردار يداني ـ عمل كرده و م    ي بردار يها  داني م ي است كه رو   يعملگر
  :شود يف مي كرل آن تعر كرلِيورژانس، منهايان ديصورت گراد

)1-46      (                          (  )∇ = ∇ ∇ −∇×∇×A  . A A2  
  

  ي برداريها داني ميبند دسته:  دو اتحاد صفر-1-11-2
 قـرار  يكـار رفتـه را مـورد بررس ـ   صورت مكرر به    ن قسمت دو اتحاد كه در آنها عملگر دل به           يدر ا 

  . هستنديكيزي مفهوم فيس دارايحوزة الكترومغناطن اتحادها همواره برابر صفر بوده و در يا. ميده يم
  
  Ιاتحاد  -1-11-2-1

  . متحد با صفر استيدان عدديان هر ميكرل گراد
)1-47      (                                   ( )V∇× ∇ = �  

ان ي ـ بيدان عـدد ي ـك ميان يت گرادتواند به صور  ي بدون كرل باشد، آنگاه م     يدان بردار يك م ياگر  
×∇ باشد آنگاه اگر   يدان بردار ي م Eديفرض كن . شود =E  را چنـان  Vيدان عـدد يم ميتوان ي باشد، م �
  :م كهيف كنيتعر

)1-48      (                                     V−∇=E  
  

  .مينام يو ميا كنسرواتي يي، ابقايرگردشي غيدان برداريك ميدان بدون كرل را يهر م �
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اد ي ـل زي پتانـس ،مي حركـت كن ـ يكيدان الكتري اگر در جهت عكس م    :)48-1( رابطة   يه علامت منف  يتوج
  . شود يم
  
  ΙΙ اتحاد -1-11-2-2
  : با صفر است متحديدان برداريورژانس كرل هر ميد
)1-49      (                                  ( )∇ ∇× = . A �  

م كـه  ي ـ بـه خـاطر آور  كـافي اسـت    ،ميرين رابطـه را بپـذ   ي ـ ا يحيچ توض ـ يم بـدون ه ـ   ياگر بخـواه  
  ( )a a b× =.  بـدون  يدان بـردار ي ـك م ياگر   .كند  ي عمل م  aن حالت عملگر دل همچون بردار     يدر ا  ،�

ن ي ـد اي ـفـرض كن . ان كـرد ي ـ بيگـر ي ديدان برداريرا به صورت كرل م    وان آن ت  يورژانس باشد، آنگاه م   يد
∇  كند كه اگر    ي وارونه مشخص م   انِين ب ي باشد، ا  Bيدان بردار يم =. B  را Aيدان بـردار ي ـ باشـد، م  �
ABف نمود كه يتوان چنان تعر يم ×∇=. 

  
 . نامنديديدان سلونوئيك ميورژانس را يدان بدون ديك مي �
 

 خـود  ي از هر سطح بسته صفر است و خطـوط شـار رو            يديدان سلونوئ يك م ي يشار خالص خروج  
 يدان بـردار ي ـتواند بـه صـورت كـرل م    ي است و ميدي سلونوئ Bيسي شار مغناط  يچگال. شوند  يبسته م 

  .ان گرددي ب)شود يده ميز نامي نAي برداريسيل مغناطيكه پتانس( يگريد
  
د آن ي ـد كـدام بـردار، منبـع تول   يد و مشخص كنير را بدست آور ي ز يد بردارها ي منبع تول  :21-1ن  يتمر 

   است؟يد آن بردارياسكالر و كدام بردار منبع تول
 )الف

 r ϕπ
=H a1

2
  

)) ب )   x y zy x x z= − + +A a a a2 23 2 2  
sin) پ  cos  sin  r zz z r zϕϕ ϕ ϕ= + +B a a a2 2 2  
sin )ت cos  cos cos  sin  R θ ϕθ ϕ ϕ θ ϕ= + −C a a a  
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  هولتز ة هلمي قض-1-12
دان ي آن مي و كرل آن را به عنوان منبع گرداب      يتوان به عنوان منبع فوران      يك بردار را م   يورژانس  يد �

  .  كردي تلقيبردار
ة نقاط فضا معلوم باشند آن  يك بردار در كل   يورژانس و كرل    يدارد كه اگر د     يان م يلتز ب هو ة هلم يقض �

دان معلوم باشـند  يك ميگر اگر منابع بوجود آورندة يعبارت دد بنمون ييتوان به طور كامل تع   يبردار را م  
 :دان به طور كامل قابل محاسبه استيآن م

)1-50      (                                AF ×∇+−∇= V  
ها نـشان   دانيه را در درك مين قضي از كاربرد ايند بخشيآ ي كه در ادامه م)26 -1( و  )25-1( يها  مثال

  .خواهند داد
  

  ]1[ :ر مفروض استي زي تابع بردار52-1مثال 
( ) ( ) ( )x y zy c z c x z c y z= − + − − +F a a a1 2 33 2  

,ي باشد، ثابت هايرگردشي غFاگر) الف ,c c c3 2   .دين كنيي را تع1
  . گرددF برابر−∇Vد كهيابي را چنان بVيل عدديتابع پتانس) ب
  

  :پس.  كرل آن صفر استيعني است يرگردشي غFتابع )الف :حل

( ) ( ) ( )x y zc c c⇒ − + − + − =a a a3 1 22 3 �  

( )

x y z

x y z
y c z c x z c y z

∂ ∂ ∂
∇× = =

∂ ∂ ∂
− − − +

a a a

F

1 2 33 2

�  

,                          :دهد يجه ميكه نت        ,     c c c= = =3 1 22 3�  
  :ميكن يان كرده و معادله را حل ميآن را ب. V−∇=F:ميد داشته باشيبا) ب

( ) ( )x y z x y z
V V VV y x z y z
x y z
∂ ∂ ∂= −∇ = − − − = + − − +
∂ ∂ ∂

F a a a a a a3 3 2 2  

  :م داشتيت خواهيدر نها
V y z x y z= − + 212 3

2
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  ]1[ .ر ي زيهاداني مي برايلوب است ارائة مثال مط62-1مثال 
∇   . (يرگردشي و غيدي سلونوئ)الف = ∇× =. F , F� �(  

∇  . (ي اما گردشيدي سلونوئ)ب = ∇× ≠. F , F� �(  
×∇    . (يديرسلونوئي اما غيرگردشيغ) پ = ∇ ≠F , . F� �(  
∇   .( يديرسلونوئي و غيگردش) ت ≠ ∇× ≠. F , F� �(  
  

  . از بار ية تهي ساكن در ناحيكيدان الكتريم)  الف:حل
  .اني حامل جريك هادي دائم در يسيدان مغناطيم) ب
  . باردار يا هي ساكن در ناحيكيدان الكتريم) پ
  .ر با زماني متغيسيدان مغناطيك مية باردار به همراه ي در ناحيكيدان الكتريم) ت
  
  وي كنسرواتيتوابع بردار -1-13

 ي دارد بـه توابـع بـردار   ير حركت بستگ ي كه كار انجام شده توسط آن به مس        F مانند يارتوابع برد 
 يرچرخـش يا غ ي ـ يي ابقـا  ياگر تابع بـردار    .اند  موسوم يا چرخش يستار و   يرپايو، غ يركنسرواتي، غ ييرابقايغ

 نـدارد،  ير حركـت بـستگ  ي است كه كار انجام شده بـه مـس        يبدان معن )  كرل آن صفر باشد    يعني(باشد  
جـه  ي را نتيتـر  م كه انتگرال سادهي استفاده كن يريم از مس  يتوان  ي محاسبة كار انجام شده م     ين برا يبنابرا
 ـ، و محاسبة كار انجام شدهيريگ ر جهت انتگرالين مسي بهتريي ابقاي توابع بردار يبرا .دهد  كـه  يشرط ب

  :گردد ير انتخاب ميت زصور ب،وسته باشدين و پير معي در طول مسيتابع بردار

گـر صـفر   ير دي ـر كنـد و دو متغ    يير از دستگاه مورد نظر تغ     يك متغ ي كه   يري انتخاب مس  :در درجة اول  
  . باشند

ر ثابـت و  ي ـك متغي ـر كنـد و  يي ـراز دستگاه مـورد نظـر تغ  يك متغي كه   يري انتخاب مس  :در درجة دوم  
  . صفر باشديگريد

گـر ثابـت   ير دي ـر كند و دو متغييز دستگاه مورد نظر تغ  ر ا يك متغ ي كه   يريانتخاب مس : در درجة سوم  
  .باشند

ا حجـم مـشخص شـده در    ي ـر سطح ي بلكه مس،ستي انتخاب دستگاه تابع داده شده ن      ي ملاك برا  :تذكر
  .سوال است

  .دير توجه كني زيها به مثال

مثال كليدي
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 محاسبة كار انجـام شـده   ير براين مسي است، بهتريي داده شده ابقايرويم تابع ني اگر بدان  27-1 مثال  
)ن نقاط يب , , )P1 5 � �، ( , , )cm cmP2 1 6 2�� �   ست ؟ي چيا  در دستگاه مختصات استوانه�

  P1  كه ازيريمس :ميكن يگونه انتخاب م نير را اين مسيا: حل
   ها بهz محوري و سپس روo)(م به مبداء مختصات ي مستق

ϕا ـ ب′o)(ةـطـ نق = 6 z و �� =   .رود يـ مp2طة ـه نقـ ب�2
Pooر يمس( P′1 2.(  

  :تذكر
r رو يع نـ اگر تاب z

k k
r

= +F a a1
  ريـمس يتوان برا يد، نمـ باش2

rرفت چون در ء  به مبداp1 ابتدا از  =   ني نامعFيروي تابع ن�
Pooر يـ است پس مس P′1   هـ كيريست و مسي نيبـر مناسيـ مس2

) به p1 از   , )z Mϕ = =� ) N بهM و از  � , )r z= =1� ) به N سپس از� , )r Pϕ= = 21 6� ، رود ي م ـ�
) يعني )P MNP1   !)دي رسم كن35-1 شكل ير مورد نظر را بر رويمس(.  مناسب است2

  
cosبـردار   28-1 مثال  sin

RR R θ
θ θ

= +A a a3 3
ن صـورت  ي ـ مفـروض اسـت در ا  ي در مختـصات كـرو  2

∫
C

B

�d.A ــصات    ــه مخت ــرو ,BC ك ــتگاه ك ــورت  ي در دس ــه ص ) ب , , )B π π
= 2 3 4

) و  , , )C π π
= 1 2 6

 

  .دي را محاسبه كن،باشند يم
  

نـرو  ي از استيوابسته نر حركت ي و به مسبودهو ي كنسراواتيروي ن كي Aلاتاگونه سو ني معمولا در ا   :حل
�d.Aبا محاسبة  نـصورت انتگـرال   يجملة آن مـشتق گرفتـه شـده و در ا   ك يم كه نسبت به يابي ي در م   

ف ي ـ تعريا  جداگانـه  يرهايم و مـس   يشكـست   يرها را م ـ  يد مـس  ينگونه نبود با  ياگر ا . شود  ي ساده م  يراحتب
  :)22-1نيتمر (ميودنم يم

cos sin  (   )  (    sin   )
c c

R R
B B

dR R d R d
R R θ θ ϕ
θ θ θ θ ϕ= + + +∫ ∫A . d a a . a a a3 3

2�  

  
  
  

  27-1شكل مثال : 35-1شكل 

  
  
  
  

y
 

 
 
 
 

z  

  
  
  
  
  

x 

O
 

 
 

O′  

  
  
  
  
  

P2 

  
  
  
  

P1
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( , , )
cos coscos sin cos cos   ( )

( , , )

C C

B B

dR d d
R R R R

π π

π π
θ θ θ θθ

π π

− −
+ = = = − + =∫ ∫3 2 2 2

1 2 6
2 12 3

1 4 8

2 3 4

  

  
  .دي حل كن مناسب مجدداًيرهاي را با انتخاب مس)28-1(مثال : 22-1ن يتمر

  
  ني انتگرال گريتئور -1-14

gfد كهيفرض كن ∇=  F  م كهيريگ ي مجهينتورژانس ية ديطبق قضآنگاه:  
  

   (  ) f g f g dv∇ = ∇ ∇∫ ∫. ds .�  

)  يبا استفاده از اتحاد بردار  )  f g f g f g∇ ∇ = ∇ +∇ ∇.   :ميآور ي بدست م2.
 (  ) f g f g f g dv∇ = ∇ +∇ ∇∫ ∫. ds .2�  

g اگر،به صورت مشابه f= ∇Gمي دار، باشد:  
 ( ) g f g f f g dv∇ = ∇ +∇ ∇∫ ∫. ds .2�  

  :م داشتي خواه،مي را از هم كم كنة آخراگر دو معادل
)1-51      (              (  )  (  ) 

S V

f g g f f g g f dv∇ − ∇ = ∇ − ∇∫ ∫. ds 2 2�  

 ،رود ي به كار م ـيط مرزي از مسائل شرايارين معروف است و در بس    ية متقارن گر  ين رابطه به قض   يا
 ـ  استن ي گريپاسخ ه همي به قضيابي و دستيساز ن رابطه اساس سادهي اياز طرف   در ي كـه كـاربرد فراوان

  .ها دارد يالخصوص هاد ي در اجسام مختلف و علييمحاسبة بار القا
  

R.ARV )  ( بـه صـورت    V بردار مكان باشد و بردار     R ثابت و  ي بردار A اگر  92-1مثال   ف ي ـ تعر =
 ]8[ :د كهيشود نشان ده

) ) الف   )∇ =. V A . R4                 ب( ∇× = ×V A R  
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  :حل
  :مي دار، استيك تابع عددي ϕر كه در آني با توجه به اتحاد ز) الف

)1-52      (                           (  )    ϕ ϕ ϕ∇ = ∇ + ∇. E . E E .  

(   ) (  )  (   )∇ = ∇ + ∇.V A . R . R R . A . R  
∇ ي براياز طرف =. R         :پس، 3

 (   ) (   ) (   )∇ = + =. V A . R A . R A . R3 4  
  :ميكن ير استفاده ميزاز اتحاد  )ب
)1-53      (                       (  )  ϕ ϕ ϕ∇× = ∇× +∇ ×M M M  

  :پس
[ ](   ) (   ) (   )∇× = ∇× +∇ ×A . R R A . R R A . R R  

×∇ ياز طرف =R   : جهي در نت،�
RAV ×=×∇  
                                                       

  :دي ثابت كنH وEريل پذيفرانسي دي بردار در مورد توابع: 23-1ن يتمر
)1-54      (                              ( )  ( )  ( )∇ × = ∇× − ∇×. E H H . E E . H  

= م كـه  ير نشان ده ـي زيم با استفاده از اتحاد برداريخواه ي م:24-1ن  يتمر ∇ = ∇F (P . E) (P . )E 
  .درست است

)1-55   (                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∇ = × ∇× + × ∇× + ∇ + ∇A . B A B B A A . B B . A  
   :صورتنيدر ا
  . م است برقرار باشدز لاE وPي بردارهاي برايطيچه شرا) الف

   دارد؟يط چه مفهومين شراي ايبرقرار) ب
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   مهميانتگرالها -1-15
. انـد  ر ارائـه شـده  ي ـ در ز دارنـد  يادي ـزكـاربرد    سياط كـه در حـل مـسائل الكترومغن ـ        ييها  انتگرال

ن ي ـ از ايتـر  نـرو نـسخة كامـل   ين درس اسـت، از ا ي ـ حل اغلب سـوالات ا يها   از بخش  يكي يريانتگرالگ
 بـه آنهـا سـهولت    يوست آخر كتاب آورده شده تـا در دسترس ـ ياز در پيها به همراه روابط مورد ن      انتگرال

  . استياند و دانستن آنها ضرور يار كاربردير بسي زيها رالن حال انتگيبا ا. جاد گرددي ايشتريب

)1-56(                                                                               
( )

dx x
a x ax a

=
++

∫ 3 2 2 22 2 2

  

)1-57                                                       (                           
( )

x dx
x ax a

−
=

++
∫ 3 2 22 2 2

1  

)1-58                                (                        ( )ln
( )

x dx x x x a
x ax a

−
= + + +

++
∫

2
2 2

3 2 2
2 2 2

  

)1-59                                             (                            ( )lndx x x a
x a

= + +
+

∫ 2 2
2 2

  

)1-60                                         (                                           xdx x a
x a

= +
+

∫ 2 2
2 2

  

)1-61 (                                                                                             
tan ( )dx x

x a a a
−=

+∫ 1
2 2

1   

)1-62                                                          (                       ( )lnxdx x a
x a

= +
+∫ 2 2

2 2  

)1-63                               (                                                 tan ( )x dx xx a
x a a

−= −
+∫
2

1
2 2  

)1-64                                       (                                                       
n

n uu u dx
n

+

′ =
+∫

1

1
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  ان فصلي مسائل پا-1-16
ــردار -1 sin دو ب

tancosRR θ ϕ
θ
ϕθ

+
= + +

++
A a a a2

2 8 8 4 2
2 32 2 2

sin و ��
cosr zr ϕ
ϕ
ϕ

= − +
−

B a a a2
1 2

1
�� 

)در نقطه    , , )3 4 ن دو ي ـن اية بيزاواً يثانان كرده و ين دو بردار را در دستگاه قائم ب   يااولاً  . اند   داده شده  5
  .ديبردار را بدست آور

  
) بردار -2 cos ) ( sin ) ( )r zz r r zϕϕ ϕ= − − − + + −A a a a6 3 2 4 3 8 sin و 2  cos  r zϕ ϕ= − +B a a2 3 8 

) كه بر هر دو در نقطة يا كهيبردار . اند داده شده , , )π −21 1
3

  .دي عمود است را بدست آور
  
  :ري زيرهاي مسي براdl محاسبة مطلوب است -3

y با معادلة يري مس)ب              a به شعاع يا رهي مرز داي رو)الف x= − +2 2  
  )ديان كني بيا ن و هم دستگاه استوانهي مورد اول پاسخ را هم در قالب دستگاه كارتزيبرا: تذكر(
  
h با رابطة    يا  ارتفاع تپه  -4 x y= − −2 21 ن ي ـ ا بدون داشتن اصطحكاك با    يتوپ. شود  ي م ي مدلساز �3

ر ارتفـاع در  يي ـن تغيشتري ـ را كـه در آن، ب يا  نقطـه . شـود   ين رها م  يين نقطه به سمت پا    يسطح از بالاتر  
  .ديابيافتد را ب يرات در سطح افق اتفاق ميين تغيكمتر

  
د كه يم نشان دهي مستقيريگ  با مشتق-5

R R
⎛ ⎞ ⎛ ⎞′∇ = −∇⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1   : ، كه در آن1

( ) ( ) ( )R x x y y z z′ ′ ′= − + − + −2 2 2  

x يرهايان نسبت به متغيدهندة گراد  نشان∇′لامتو  ع ′ ،y z و ′   . است′
  
  .دي كنيبررسر ي تابع زيورژانس را براية دي قضa به شعاع يا ك هشتم كرهيبا استفاده از  -6

cos  cos  cos sin  RR R Rθ ϕθ ϕ θ ϕ= + −F a a a2 2 2  
  
x   يدان بـردار  يم -7 yx y x= +A a a2  سـطح  ية اسـتوكس را رو    يصـحت قـض   . دي ـري را در نظـر بگ     2

OMNOدي كني بررس )36-1 ( در شكل .  

مثال كليدي
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d∫E  محاســـبة انتگـــرالمطلـــوب اســـت -8 . Sير و تـــابع بـــردا)37-1( ســـطح شـــكل ي بـــرا 

R
q

Rπ ε
=E a24 �

.  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
rrيروي ـ در مقابـل ن   m جرم ييجا   كار لازم جهت جابه    -9 r ϕϕ= +F a a  ري را در امتـداد مـسab c  

  .ديابي ب)38-1(شكل 
  
∫ انتگرال سطح بستة     -10 A .dS�  ي تابع بردار  ي را برا x yx y= +A a a      1 ( و سطح مكعـب شـكل-
  .ديورژانس صحت پاسخ خود را اثبات كنية ديبا استفاده از قض. ديابي ب)39
  
  
  
  
  
  
  
 
 
 
 
 

 8ن يل تمرشك: 37-1شكل  7ن يشكل تمر: 36-1شكل 

 10ن يشكل تمر: 39-1شكل  9ن يشكل تمر: 38-1شكل 

O M 

N 

   

y 

  
  
  
  
  
  

x  

3 �� 

  
  
   

y
 

x

  
           

z 

θ�

S

R

  
  
  
  
  

x

 
 
 
 
 
 

m2
y

z 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

x

  
  
  

y   

  
  
  2

  
  
  

−2

  
  
  

2
 

  
  
  

a
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

b   
  
  
  
  
  
  
  
  
  

c
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ي بـردار  يها  داني با توجه به م    -11

z
σ
ε

=E a1 2 �

 و 
z

σ
ε

= −E a2 2 �

 S2 و S1ح  ن سـطو  يو همچن ـ 

  :د كهي، اثبات كن)40-1(شكل 

S S

s s+ =∫ ∫E .d E .d
1 2

1 2 �� �  

sinيدان بردار ي م ي را برا  ds∫Aانتگرال   -12  cos  rr r ϕϕ ϕ= −A a a2    و سطوح S1   و S2كل  از ش
x ي در فضاa و شعاعlست به ارتفاعيا  كه استوانه)1-41( > � ، y > z و � >  ]8[ .دي محاسبه كن�
  

x   بردار -13 y x z= − +x y zF a a a2   :مطلوب است.  داده شده است3

)الف
( , , )

( , , )

 
B

A

−

∫ F . dl
11 2

1 2 3

  .كند ي وصل مB را بهA است كهي خطيريگ ر انتگراليكه مس

 )ب
S
∫∫ F . dS� كه S   آن در صـفحات   يهـا    كـه قاعـده    2 بـه شـعاع      يا   سطح اسـتوانه z = z و2− = 2 

  .باشند يم
  )ج

S
∫∫ F . dSكه� S6ه ي متر و زاو2 به طول ي مخروطي سطح جانب   . درجه است��

) بـه مركـز    يا  رهي ـدا مي ن ـ ير را رو  ي ـ ز يدان بردار يانتگرال م  -14 , , )1�  x+صـفحة   مي در ن ـ1 و شـعاع  �
  .ديمحاسبه كن

 sin  cos  cos  r zr z rϕϕ ϕ ϕ= + +A a a a2 2 2  
  
  
  
  
  
  
  
  
 12ن يشكل تمر: 41-1شكل  11ن يشكل تمر: 40-1شكل   

         

z 

  
  
  

x
 

  
  
  
  

S2

S1
 

  
  

( , , )a� �

( , , )a� �    

( , , )a � �

  
  
  

y 

  
  
  
  

z 

  
  
  

   θ� 

  

a
 

  
  
  
  
  
  
  

S1

  
  
  
  
  
    
  
  

S2 
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y كه از برخورديري مسير را روي زيدان برداري انتگرال م -15 x= 2  z شـود از نقطـة    ي حاصـل م ـ 1=
( , , )1� ) تا نقطة � , , )2 4   .د ي محاسبه كن1

   x y zx x y y z= − +F a a a2 21 5 3�  
  

cos يدان برداري م-16
RR

ϕ
=E a

2

  .ديري را در كل فضا در نظر بگ3

R ين دو پوستة كروية بيورژانس را در ناحية دي قض)الف R و 1= =   .ديق كني تحق2
R به شعاع يا  كرهيورژانس را براية دي قض)ب =   ه برقرار است؟ چرا؟يا قضيآ. ديق كني تحق3
  .ديها استفاده كن ه ة ماندي حل مشكل قسمت ب از قضي برا)پ
  

  تواند داشته باشد؟ ي مييها دان چه فرمين ميا.  صفر استيدان برداريك ميورژانس ي د-17
  .)ديريها را در نظر بگ تمام دستگاه: تذكر(
  

xي با مرزهاي شده در كانالي آب جار-18 = x و � a=ر داردي به صورت زيع سرعتي توز:  

( , ) y
a av x z x z

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

a
2 2

2

2 2
  

zكف رودخانه در     = ن كانال وارد شده و ي به اzدار كوچك در امتداد محور   پره يك پارو ي. ر دارد  قرا �
  :ديابير بي پارو را در نقاط زينرخ چرخش نسب. تواند آزادانه چرخش كند يم

, , , , ,a a ax z x z x z⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

31 1 14 2 4
  

  .ديآ ي باشد، بچرخش در مyاي x پارو در امتداد محوريها  كه پرهيا در صورتيآ
  

rصورت  ب ـيا م بردار مكان در دستگاه استوانه    يدان ي م -19 zr z= +R a a مفهـوم  ي، از طرف ـباشـد  يم ـ 
حـال سـوال   . ش داد يتـوان هـر نقطـة دسـتگاه مـذكور را بـا آن نمـا                يگونه است كه م    نيبردار مكان بد  

ش يصورت منحصر بـه فـرد نمـا   تواند مختصات هر نقطه را ب يم بردار مكان م  ياست كه اگر قبول دار    نجيا
ف ي است كه در تعرياجيشوند، چه احت يده مي دz وrاتينكه در بردار فوق فقط كم   يدهد، با توجه به ا    
ا نـه؟ و اگـر   ي ـم ي ـ دارϕتيف كمي به تعريازيا ني استفاده شود و در واقع آ    z و r ، ϕدستگاه استوانه از  

مثال كليدي
 

مثال كليدي
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 جهـت را در  ييكتـا يا عـدم  ي ـد؟ آي ـريگ ي م ـيا جهيگاه آن در بردار مكان كجاست؟ چه نت     يم پس جا  يدار
  د؟يكن ي درك ميا گاه استوانهدست

  
 .ديح كني تشري آمد را در مورد دستگاه كرو19 مسئلة مشابه آنچه در ياني ب-20
  

∇= م كـه  ير نـشان ده ـ   ي ـ ز يم با استفاده از اتحاد بردار     يخواه  ي م  -21 = ∇F (P . E) (P . )E   درسـت 
  .است

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∇ = × ∇× + × ∇× + ∇ + ∇A . B A B B A A . B B . A  
  :صورتنيدر ا
  . م است برقرار باشدز لاE وPيها برداري برايطي چه شرا)الف
   دارد؟يط چه مفهومين شراي ايبرقرار) ب
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 مقدمه -2-1

 يا  سـاده يها بيتوان با تقر يم را ميكار دار كه هر روز با آنها سرو ييها  تگاهزات و دس  ي اكثر تجه 
) يوات مخـابرات ز ادي ـ امواج و ن رو و انتقالِ  ياز موتورها و ژنراتورها گرفته تا خطوط انتقال ن        . (مدل كرد 

دهنده  ونديها نقش پ ستمي در اكثر سدانيم.  استدانيمها را به هم مرتبط كرده    ن مدل يآنچه تمام ا  
  :دارد و انواع آن عبارتند از

  يسيدان الكترومغناطي م)ج         يسيدان مغناطي م)ب  ساكن     يكيدان الكتري م)الف

هـا   ن مدلي و فهم اي طراحيها راهكار كل داني انواع ميس بنا دارد تا با بررس يدرس الكترومغناط 
 نـرو يانـد، از ا  يك ـي الكتريجـاد كـرده بارهـا   يهـا را ا  داني ـن مي ـآنچـه ا . اموزدي ـزات را به مـا ب     يو تجه 

  .مينام يم) انيجر( ساكن و متحرك يكي الكتريرات بارهايس را مطالعة تاثيالكترومغناط
 ين فصل مـورد بررس ـ يك در اي ساكن تحت عنوان الكترواستات   يكي الكتر يرات بارها ي تاث يبررس

ادگرفتـه و روش  ي آنها را  مختلفِيها شين بارها و آراي ام تا انواعِين فصل قصد داريدر ا. رديگ يقرار م 
ز ي كه از آنـال ي كاملييآشنا. ميان كنيات مرتبط با آن را بيو كم)  فصليهدف اصل(ها   دانيمحاسبة م 

ش را بـه  يم و قواعـد مطـرح شـده در فـصل پ ـ        يريگ  يم را در حل مسائل بكار م      يا   كسب كرده  يبردار
  .م كرديواه درك خيكيزيصورت ف

م، يكن ين حوزه را مطرح مي ايط اصليك شراي الكترواستاتيات اساسيان فرضيدر قسمت اول با ب
 محاسـبة  يهـا  ان روش ي ـز بـا ب   يدر ادامه ن  . ميشو  يدان آشنا م  يسپس با طرح قانون كولن با مفهوم م       

ته يسي ـ از الكتريگـر يم د ين موضوع مفاه  ين حوزه كسب كرده و با اتكاء به ا        ي از ا  يدان، درك كامل  يم
، اصـل  ييگو افهز از گزي و پرهيئة مطالب اساس  شده با ارا   يدر طول فصل سع   . شوند  ي م يساكن بررس 

شتر ي ـ بيوسـتگ ين عمل موجـب پ   يا.  ميا  ده گرفته ي را ناد  ييها  نرو ناچارا قسمت  يان شود، از ا   يمطلب ب 
ان فصل ي در پايوست جامعيدر پرا م و آنها يا ت آنها غافل نشدهين همه از اهميمطالب شده است، با ا

 بـه آنهـا    يستي ـ است كه پس از مطالعة كامل فـصل با         ي مهم يها   قسمت يوست حاو يپ. ميا  گنجانده
 يك ـيزيم فيان مفـاه ي ـتـر مـسائل و ب        حل ساده  ي برا ييها   شامل روش  ن موارد عموماً  يا. مراجعه شود 

 يك ـيزيبا توجه بـه ف . ر دارندگي دي در درسهايادياست كه كاربرد ز) روي نيهمچون روش كار مجاز   (
 ي مناسبيده گردند، تا جهت يز مطرح مي نييها بودن بحث در طول فصل و به فراخور موضوع پرسش

ز ي ـان فـصل ن ي ـكجـا در پا يها بـه صـورت       ن پرسش يا. ن موضوعات ارائه دهند   يرا به طرز فكرمان از ا     
  .اند آمده

  ته ساكنيسي الكتريات اصلي قانون كولن و فرض-2-2
 600در سـال  . گـردد   ي كهن باز ميها  ك شد به زمان   ي كه منجر به مطالعة الكترواستات     يا  دهيپد
 از سطح ييلش كهربا بر سطح لباس موجب صدور روشنااح، تالس مشاهد كرد كه ميلاد مسيقبل از م

ن ا درآوردي ـ و يشمي بر لباس ابريا شهيلة شيز مشاهده شده كه مالش م يبعدها ن . شود  يلة كهربا م  يم
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شـدن الكتـرون تحـت    ن موضـوع را بـا آشكار  يامروزه ا. دكن  يجاد م ين اثر را ا   ي هم يع لباس پشم  يسر
ن ي ـ كـه ا  ي تجرب يها  شين آزما ياول. ميكن  يه م ي كه به جرم، طول و زمان وابسته است، توج         ينديفرآ

ن دو يب ـ يرويدارد كه ن يان مي كولن ب يقانون تجرب . است  موضوع را روشن كرد با نام كولن ثبت شده        
  :  از هم قرار دارند به صورت مقابل استR كه در فاصلةq2 وq1جسم باردار

)2-1                  (                    
R

q q
Rπ ε

=F a
12

1 2
12 2

1
4 �

  

  :كه در آن
F12:2 توسط بار 1 وارد شده بر بار يروي ن  
R:فاصلة دو بار   

Ra
12

  ن دو باريكة جهت بي بردار :
 

 است كه ما يلين دليمترك مهيات حوزة الكترواستاتيه همة كميان و توجيدر بكولن  قانون   ييتوانا
بـا  ن قسمت، يدر انرو ياز ا. مي شروع كار استفاده كني برا يك قانون تجرب  يسازد تا از      يرا متقاعد م  

 فصل به طـور  ي بعديها ك آشنا شده و در بخش   ي با چند عنوان مهم در الكترواستات      استفاده از آن  
 .م نمودين مطالب بحث خواهيكامل در مورد ا

  

  يكيدان الكتريشدت م
ن، جـرم  يم، در محاسبة وزن خود به جـرم زم ـ      يستيا  ي ترازو م  ي مشاهدة وزنمان بالا   ي برا يوقت

 موجود است كه از يا  بهدان جاذ يم كه م  يكن  يفقط فرض م  ! مي ندار ين كار يخودمان و فاصلة ما تا زم     
عمـل   يز به صورت مشابهي ن يكيدان الكتر ي م يبرا. ديآ  ين، وزن ما بدست م    يع م يتيضرب آن در كم   

همـواره  (شـود   يف م ـي ـرو بر واحد بـار تعر يبه صورت ن يكيدان الكتريف، شدت ميطبق تعر. ميكن  يم
مثل اثر جـرم مـا    (ر ندهدييع بار منبع را تغي آزمون آنقدر كوچك است كه توز    ن بارِ يم ا يكن  يفرض م 

 ):)نينسبت به جرم زم

)2-2            (           ( , )lim Rq

q
q Rπ ε→

= ⎯⎯⎯→ =
FE E a1 2

2
1

4�
�

 

  كيالكترواستات يات اصليرضف
دان ي ـم، شـدت م يدي ـهمـانطور كـه د  . مي سـاكن آشـنا شـد   يك ـيدان الكتريدر قسمت قبل با م   

 يات اصـل  ي فرض ـ .ميازمنـد ي ن ي آن بـه ابـزار بـردار       ي بررس ي است، پس برا   ي بردار يتي، كم يكيالكتر
، در باشـد  ي سـاكن م ـ يك ـيدان الكتري ـمك ي يشگيط لازم و همين كنندة شراييتة ساكن تع  يسيالكتر

ط از ين شـرا ي ـ اي بررس ـيبرا.  ساكن برقرار استيكي الكتريها دانيط منحصرا در م   ين شرا يقت ا يحق
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 ياصول موضـوع  ) 4-2(و  ) 3-2(روابط  . ميكن  ياستفاده م ) ورژانسيكرل و د  (ر  ي نظ ي بردار ياپراتورها
  . ميكن ي مي بررسيعد بيها ن روابط را در قسمتي اثبات اياند، چگونگ ك را نشان دادهيالكترواستات

ρ       →⎯⎯ است       يديرسلونوئي غEداني ميعني              )   2-3(
ε

∇ =. E
�

  

×∇   →⎯⎯  است) يرگردشيغ(و ي همواره كنسرواتEدان ي ميعني     )2-4( =E � 

  :تذكر
دان ي ـك م ي ـكننـدة    انيتواند ب   ي م ،Ε مثل يك تابع بردار  ي است كه   ن  يا يات اصل يفرضمنظور از    -1

  .نكه در هر دو رابطة فوق صدق كندي مشروط بر ا، ساكن باشديكيالكتر
ة ينامنـد، بـا اسـتفاده از قـض     يك م ـي اصـول موضـوع الكترواسـتات   يليفرانـس ي روابط فوق را فرم د     -2
  :مي آنها برسي انتگراليم به فرمهايتوان يورژانس و استوكس ميد

)2-5                      (                        
S

Q
ε

=∫ E . ds
�

� 

)2-6                      (                         
c

l =∫ E . d �� 

 كند؟ يمصدق  )6-2(تا ) 3-2 (ا قانون كولن در روابطي آ1-2مثال 
  

. كند يان ميب) 2-2(به صورت رابطة از آن،  R فاصلةي را برايا ك بار نقطهيدان ي قانون كولن م:حل
  :يعني

R
q
Rπ ε

=E a2
1

4 �

  

  :ميدار) 4-2(مثلا با قرار دادن در . ميقبل قرار دهدان را در روابط ين ميست ايكاف

 sin  

sin

R R R

R R
q

R

θ ϕθ

θ θ ϕ

π ε

∂ ∂ ∂
∇× = =

∂ ∂ ∂

a a a

E 2

2

1

4 �

�

� �

 

 .دينشان ده) 6-2(و ) 5-2(، )3-2( قانون كولن را در روابط ي درست:1-2ن يتمر

 در Eداني ـه مي ـك ناحي ـد كه اگر در تمام نقـاط  ينشان ده) 4-2( با استفاده از رابطة     :2-2ن  يتمر
 .  استy وxدان مستقل از يه مين ناحي باشد، آنگاه در اzجهت 
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 :ن نكته است كهيم اثبات ايفهم ي م)1-2(نيآنچه از مطالب فوق و تمر
  

  . اصل موضوع استكي اساساً ي است وليك قانون تجربياگر چه قانون كولن 
  

 يكيل الكتريپتانس
×∇م  يديهمانطور كه د   =E م كـه هـر   ينشان داد) 2-11-1(ن در بخش يش از اي پي، از طرف  �

-1( پـس رابطـة   ،ان كردي بيدان عدديك ميان يتوان به صورت گراد    ي بدون كرل را م    يدان بردار يم
  :   ميكن يرا دوباره تكرار م) 48

 )2-7(                                           V= −∇E  

) 2-11-1(ز در ي ـ را نيه علامـت منف ـ يم و توجينام ي ميكيل الكتري را پتانسVكه در آن تابع اسكالر  
WV: كه ميه به خاطر دار   يك پا يزياز ف  .ميا  شرح داده 

q
Δ

Δ  ،لي پتانـس  يك ـيزي مفهـوم ف   يعن ـين  ي، ا =

  :مي كار دارين برايهمچن. گري به نقطة ديا معادل است با كار انجام شده در حمل واحد بار از نقطه
  W lΔ = −∫F . d  

  )دان انجام شوديه ميد عليكار با: يه علامت منفيتوج(
  :مين حالت داريدر ا

    
  

l q lWV V V l
q q q

− −Δ
= − = = = = −∫ ∫ ∫

F . d E . d
E . d�

 

  :شود يجه ميت نتينها يل در بي پتانسرض مبداءبا ف
)2-8                                (         V l= −∫E . d 

م، اگر  يريم از قانون كولن كمك بگ     يتوان  يحال م 
R

q
Rπ ε

=E a2
1

4 �

م، ي را در رابطـة فـوق قـرار ده ـ   

  :                        م داشتيخواه

)2-9(                                        qV
Rπ ε

= 4 �

  

 بـه صـورت    بعد مجـدداً يها ان شد در بخشيل بيدان و پتانسي كه در ارتباط با م     ي اكثر مطالب  :تذكر
  .ميكن ي مير بررسين مطالب را در بخش زي اييان ابتداي از بي اما هدف اصل،شوند يكامل مطرح م
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   مختلف باريها شيك، آرايترواستات حل مسائل الكي كلافتي ره-2-3
ن ي ـم ايخـواه  ينجـا م ـ يدر ا. داد يت قانون كولن را نشان م ـ يان شد اهم  يآنچه در قسمت قبل ب    

ك و تمـام  ي تمام مـسائل الكترواسـتات  ،ت بتوان گفت  د به جرأ  يم، چرا كه، شا   يت را چند برابر كن    ياهم
 :ر حقيقتد.  از قانون كولن استيا جهيها نت پاسخ

  
  :مير را داشته باشيك فقط لازم است موارد زيك مسئلة الكترواستاتي حل يبرا 

 .مي مختلف حل كنيها ني تمر-3.    مي دقت كني كم-2!   م ي قانون كولن را بدان-1

  

قانون كولن استفاده از توان همة سوالات را با  ين است كه، چگونه م  ين قسمت ا  ي از ا  يپس هدف اصل  
 . آن پاسخ دادجيو نتا

  
   اصول روش-2-3-1
  :مير بدست آوردي را با استفاده از قانون كولن به صورت زيا ك بار نقطهيدان يم

R
q
Rπ ε

=E a2
1

4 �

 

توان ي مطرح شد ميز برداري كه در آناليبا توجه به مطالب
R =

Ra
R

 :مين صورت داري را قرار داد، در ا

)2-10    (                                  q
π ε

=
RE

R 3
1

4 �

  

  : ر كردن دارندييز حق تغيم تنها دو چين فرمول دقت كنياگر به ا
1- q                                                2- R   

  .  مسئله استيها ن دو عامل با استفاده از دادهين همييز تعي ما نيهنر اصل
  .رنديگ ي قرار مي متعدد مورد بررسيها بخشدر و  در ادامه به طور كامل مورد اول
 حل مثالها مجـددا  يم در طيكن ي م يد، اگر چه سع   يگرفته باش    فرا يز بردار يد در آنال  ي را با  مورد دوم 

 را )9-1(و مثال   ) 7-1( قبل از مطالعة قسمت بعد مثال      شود  يشنهاد م ين حال پ  يبا ا . ميبه آنها بپرداز  
  .ديدوباره حل كن

  
  :شوند يان مي بيشها به پنج شكل كلين آراي ا:ش بارهايانواع آرا

   مادهيدگي از قطبي ناشيها عي توز-5  ي بار حجم-4  ي بار سطح-3  ي بار خط-2  يا  بار نقطه-1
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شها را به طور ين آرايدر ادامه ا .م كرديبه پنج دسته تقستوان مسائل را     يدگاه م يك د ي از   يعنين  يو ا 
  .ميكن يان ميكامل ب

  
  يا  از بار نقطهي ناشيها داني م-2-3-2

ولن  است با توجه به علامـت بـار از قـانون ك ـ   يكافو  ندارد يديچ نكتة جدي ه،عين نوع از توز  يا
. ميابي ـها را در نقطـة مـورد نظـر ب    است اثر همة بار   يند، كاف يدان برآ ي محاسبة م  ي برا م؛ياستفاده كن 

  :ر را به ما نشان دهندياند قصد دارند نكات ز  كه در ادامه آمدهييمثالها
  )2-2مثال . (مير حل را مختصر كنيتر عمل كرده و مس م هوشمندانهيتوان ي مواقع مي برخ-1
 )3-2مثال . (كرد را به مسئله اعمال ييها بيتوان تقر ي مواقع با توجه به هندسه مسئله مي برخ-2
ده را يچيم مسائل پيتوان ي مكادر مدل نيا ج قانون كولن و روابط قرار گرفته در       ي با استفاده از نتا    -3
 )3-2ن يتمر. (مي حل كنيراحتب

 

بـا  ) مشابه نكات فـوق (اند،   شدهيا طراحيشدة كتاب هدفدار انتخاب و      حل يها   مثال يتمام: تذكر
 اسـت  يعيطب. ميا نظر كرده   ها صرف   ر قسمت يآنها در سا  از ذكر    ،كرار از ت  يريل جلوگ ين حال بدل  يا

 را اسـتنباط كنـد و از آنهـا       يدي ـا جد يجة مشابه و    يد بتواند از هر مثال نت     يكه خوانندة هوشمند با   
  .رديده بگينات ارائه شده اي حل تمريبرا

 
 محاسبة مطلوب است. ميا  را قرار داده+qنتظم بار ميك هفت ضلعي راس از رئوس 6 در 2-2مثال  

 .   ين هفت ضلعيدان در مركز ايم
  

  خـاسـ مسئله پيها تهـا داشـم بيخواهـر بـ اگ:حل
   رايا  از شش بار نقطهيدان ناشي ميستي با،مي ده

  :م كه به صورتيابي در مركز كره ب

                
iR

i i

q
Rπ ε=

= ∑E a
6

2
1 4 �

  

  ر كدام ازـه جهت هـنجاست كي ايكل اساسـمش
  ه ـجه محاسبـيو در نتفاوت ـ متءداـا در مبـ باره

بـه   :مييم بگويتوانست ي م،ميكرد يتر فكر م ر هوشمندانهـاگ. ر استي وقتگير، وليپذ كانـق اميپاسخ دق 
qارـ ب، قرار ندارديارـچ بي راس هفتم كه در آن ه    ياـج q+ − =  ـ يعن ـيم يده ـ ي را قرار م�  ك بـار ي
q+   ك بار ي وq−     كبـار اثـر همـة    ي. ميكن ـ يحال از جمع آثار اسـتفاده م ـ .  كه مجموع آن صفر است

 

  2- 2شكل مثال : 1-2شكل 

q+ 

q+ 

q+ 
 
 
 
 
 
 
 

q+
  
  
 

R 

 
 
 
 
 
 
 

q+  

  
 

مثال كليدي
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دان ي ـ خواهد بـود كـه م  يهين صورت بديدر ا. ميكن ي مي را بررس −qگر اثر بار  ي مثبت و بار د    يها  بار
و فقـط  )  منـتظم اسـت  يهفـت ضـلع  چـون  ( صفر اسـت    ي در مركز هفت ضلع    +q از هفت بار   يناش
  :ديآ يم كه آن هم با استفاده از قانون كولن بدست ميابي را ب−q از باريدان ناشيست ميكاف

R
q

Rπ ε
−

=E a24 �

  

 
  .يكي الكتريقطبدان دويم  3-2مثال 

. مينـام  ي م ـيكي الكتريقطب از هم قرار دارند را دوdدو بار هم اندازه و مختلف العلامت كه در فاصلة     
 ـن آراي ـ از ايدان ناشيم ميخواه ين مثال ميدر ا   .ميابي ـ بيقطب ـ از مركـز دو Rش بـار را در فاصـلة  ي

)R d>>(  
  

  :مي بر طبق قانون كولن دار:حل

)2-11               (               q
π ε

⎛ ⎞
= ⎜ − ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

R RE
R R

1 2
3 3

1 24 �

  

  
  
  
  
  
  
  
  

س قـرار  ي را در تمام مسائل الكترومغناط   يك شرط كل  يجا    نياما در هم  . عملا حل مسئله تمام است    
ز تنهـا  ي ـنجـا ن يدر ا.  مسئله باشديها  بر حسب دادهيستينكه پاسخ مسئله همواره بايو آن ام يده  يم

ابتدا با توجـه بـه    . مي را به كار ببر    ييها  بيد تقر يدن به پاسخ كامل با    ي رس يبرا.  است Rدادة مسئله   
  :ميابي ير را مير زيمقاد) 2-2(شكل 

R R R≈ 2
1 2 ،   

cosR R d θ
+ =⎧

⎨ −⎩

R R R2 1

2 1

2
�

  ⇒ 
⎧ = +⎪⎪
⎨
⎪ = −
⎪⎩

dR R

dR R

2

1

2

2

 

  يكي الكتريدوقطب: 2-2شكل 

z
 

y 

x 

d 

Q+ 

Q− 

θ R1 

R 
R2 

p 

cosd θ 
مثال كليدي
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  :مي داريبا قرار دادن در رابطة قبل

)2-12             (               q
π ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟− +
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟

− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

d dR R
E

d dR R
3 3

2 2
4

2 2
�

 

)ب ي اعمال تقريبرا )R d>>يارز ت از هميم تا در نهاي ساده كنيا ه گونهم روابط را بيخواه ي م:  
)2-13      (                      

( )
lim ( ( )) ( )n

f x
f x n f x

→
+ ≅ +1 1

�
  

 :شود ير انجام مير به صورت زين مسيا. مياستفاده كن

  ( )  ( )   dR R
R

−− −−
−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − − = − + ≈ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

d d d R . dR R . R R . d

33 33 2 22 22 3
212 2 2 4

 

  :ميدار) 13-2( طبق رابطة ياز طرف

    R R
R R

−

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ≅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

R . d R . d
3

23 3
2 2

31 1 2
  

  :به صورت مشابه

  R
R

−
− ⎛ ⎞+ ≅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

d R . dR
3

3
2

312 2
 

  :م داشتيخواه)12-2(پس با قرار دادن در رابطه 

)2-14                  (             q
R Rπ ε
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

R . dE R d3 234 �

 

q=P را به صورت     يكي الكتر يحال گشتاور دوقطب   d يجهت آن همواره از بار منف ـ     . ميكن  يف م ي تعر 
  :نجاي در امثلاً. ثبت استبه سمت بار م

)2-15           (         (cos  sin  )z z RP q d p θθ θ= = = −P a a a a  
 :م داشتي مجدد خواهيساز پس از ساده

)2-16 (                     ( cos  sin  )R
P

R θθ θ
π ε

= +E a a3 24 �
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z هـا و در نقـاط      z   محـور  يب رو ي ـ بـه ترت   q2 و q2   ، q−4 يا   سه بار نقطـه    :3-2ن  يتمر d= ، 
z = z و� d= ــد − ــرار دارنـ ــة م.  قـ ــمعادلـ ــيدان الكتريـ ــه يكـ ) را در نقطـ , , )R θ ϕ ــت  بدسـ

).ديآور )R d>>. ]3[  
 يكربندي پيا گشتاور دوقطبي بر هم نهاده شوند، آP2 و  P1 ي با گشتاورها  ي اگر دو دوقطب   :1پرسش  

=ند، از رابطة يبرآ +P P P1   د؟يآ ي به دست م2
  
  ياز بار خط ي ناشيها داني م-2-3-3

  :ميكن يشروع م) 10-2(مجددا از رابطة 
q

π ε
= RE

R 3
1

4 �

  

  :مي دارqيك بعد از فضا است پس براي يع شده روي، بار توزي بار خط
)2-17 (                                       lq dlρ= ∫ 

  :م داشتي خواه،ميقرار ده) 10-2( را در رابطة qنياگر ا.  استي خطع باري توزي چگالlρكه در آن

)2-18 (                                    l dlρ

π ε
= ∫ RE

R 34 �

 

ل ي ـن صـورت تكم ي رابطة فوق را بـد  ،)كه معمولا هست  ( باشد   R از ي تابع dlاز آنجا كه  امكان دارد     
  :                       ميكن يم

)2-19 (                                 l dlρ
π ε

= ∫
RE

R 3
1

4 �

  

 با توجـه  يستي را با Rياز رو يورد ن رات م يياثر تغ .  بود qيرات اعمال شده بر رو    يي تغ ،ان شد يآنچه ب 
 . اعمال كرديز برداريبه قواعد آنال

ن بعـد از كـدام   ي ـنكه ايك بعد از فضا است، بسته به ا    ي يع شده رو  ي بار توز  يم كه بار خط   يگفت
 : آن عبارتند ازيسه مدل اصل.  به وجود خواهد آمدي مسائل متفاوت،دستگاه انتخاب شود

 )4-2مثال (ت ينها ي خط بار ب-1
 )4-2ن يتمر( خط بار محدود -2
  )5-2مثال( حلقة بار -3
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   ساكنيكيدان الكتري مسائل محل يكلتم يالگور
  .ميكن ي شكل مشخص مي مورد نظر را رويليفرانسي المان د-1

 ييجـا (م كه جهت بردار مكان از نقطة منبـع  يكن يدقت م . ميكن  يمدا  ي را پ  R و   R بردار مكان  -2
  .است) ميدان را در آنجا بدست آوريم ميخواه ي كه مييجا(دان يبه نقطة م) ميكه بار دار

  :يدر حالت كل) 10-1(م كه طبق رابطة يدقت دار. ميابي ي را مdl، با توجه به شكل-3

dl h du h du h du= + +1 1 2 2 3 3  
  .كيب متري ضريگريها و د  مولفهيكيم يد دقت كنيز باي در دو چيعنين ي ا

  )شود يح ميدر ادامه تشر. (ميدان را حدس بزني مييم جهت نهايكن ي مي سع-4

  . ميكن يرا محاسبه م) 19-2( انتگرال رابطة -5

-1(گـر بخـش   يكبـار د يشود  يشنهاد مينرو پيست، از ا اdl∫F از نوع ) 19-2(انتگرال رابطة   : تذكر
 .ديرا مطالعه كن) 21-1(و به خصوص مثال ) 10-1
 

  :ر را به ما نشان دهندي قصد دارند نكات ز،اند  كه در ادامه آمدهييمثالها
   . )5-2( و )4-2(  يمثالها. كنند ي مي حل را بررسيتم كلي الگور-1
ده را يچيم مسائل پيتوان ي مكادر مدل نيا ن و روابط قرار گرفته در     ج قانون كول  ي با استفاده از نتا    -2

 )5-2ن يتمر( .مي حل كنيبه راحت
 

 يا   را در نقطـه    lρكنواخـت ي يت بـا چگـال    ي ـنها  ي ب ـ ك خط بـارِ   ي يكيدان الكتر يشدت م  4-2مثال  
 . دين كنيي تع)3-2(  شكلاز  pمثل

  
  :ميريگ ي را در نظر مdzيليفرانسيالمان د) 3-2(مطابق شكل : حل
 م بردارها را بر حسبيكن ي ميهمواره سع: ن بردار مكانييتع: 1گام 

  :مينجا داريم در ايسيم بنويا  كه انتخاب كردهي دستگاهيپارامترها

           z rz r= − +R a a ،z r= +R 2 2  

dl است كه يهيبد: dlمحاسبة: 2گام  dz=  
  ئله ـارن مسـفاده از تقـبا است: دانـي ميين جهت نهاييتع: 3گام 
 ت ينها يخط بار ب: 3-2شكل   . مقدار داردraدان فقط در جهتيد كه ميد ميخواه

rdE 

dE 

 
 
 
 
 
 
 

z  

  
  

z

 
 
 

dz
  
 

 
 
 
 
 

r

p
R

zdE
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  .ان خواهد شدي ب)5-3-2(دان در بخش ي ميين جهت نهاييع تيلـ روش ك:تذكر
  :ميدار) 12-2(ده در رابطة ـبه شـر محاسيرار دادن مقادـا قـب: گرالـل انتـح: 4گام 

( )
(   )l r zr z dz
r z

ρ
π ε

−
=

+
∫

a aE 3
2 2 2

1
4 �

 

 za از عامـل  يناش فرد است پس انتگرال    zتابع نسبت به  . مين انتگرال را حل كن    يم ا يست بتوان يكاف
جة گام ياگر از نت.  خواهد بودraند فقط در جهتيدان برآي م،يعنين يا. ك بازة متقارن صفر استيدر 
تش ينده اهميدر آ است كه ين مطلبيا(م، ي كني نبود آن را بررسياجيگر احتيم د يكرد  ي استفاده م  3

  :ميپس دار) گردد يتر م روشن

( )
l r l rr r zdz

r r zr z

ρ ρ
π ε π ε

+∞
= =

++ −∞
∫

a aE 3 2 2 22 2 24 4� �

 

)2-20 (                                    l
rr

ρ
π ε

=E a2 �

  

  
α و  بـا فـرض داشـتن   )4-2( از شـكل  pك خط بار محدود را در نقطهيدان  ي  م  5-2مثال   α و1 2 

  .ديبدست آور
  
  
  
  
    
  
  
  
  

  : ن بردار مكانييتع: 1گام  :حل

z rz r= − +R a a ،z r= +R 2 2  

dl است كهيهيبد: dlمحاسبة: 2گام  dz= 

   5- 2 شكل مثال :5-2شكل  خط بار محدود: 4-2شكل 

 
 
 
 
 
 
 
 

z 

α1

 

α2

 

p

 
 
 
 
 
 
 

z  

  
  

 
 

z

 
 
 

dz

 
 
 
 
 

r

p
R
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 za و ra از يب ـي ترك يي نهـا   م پس جهـت   ي ندار يچگونه تقارن يه: داني م يين جهت نها  ييتع: 3گام  
  .است
  :ميدار) 19-2(ر محاسبه شده در رابطة يبا قرار دادن مقاد: حل انتگرال: 4گام 

( )
(   )l r zr z dz

r z

ρ
π ε

−
=

+
∫

a aE 3
2 2 2

1
4 �

  

( ) ( ) ( ) ( )
  l l

r z r z

z z z
r z z r

rr r z r z r z r zz z z

ρ ρ
π ε π ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + +− − −⎝ ⎠⎝ ⎠

a a a a
2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2

1 1 1

1
4 4� �

( ) ( ) ( ) ( )
    l

r z
z z r r

r r z r z r z r z

ρ
π ε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

a a2 1
1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2
2 1 2 1

4 �

  

)2-21 (          [ ](cos cos ) (sin sin )l
r zr

ρ
α α α α

π ε
= + + −E a a1 2 1 24 �

  

 .ديان كني ب)6-2( داده شده در شكل β2 وβ1ياي را بر حسب زوا)5-2( پاسخ مثال :4-2ن يتمر

  
ست؟ مطـابق  ينامحدود ن Eدانيچرا م.  بار، نامحدود استلة نامحدودِيك مي يبار كل رو : 2پرسش  

  .ز نامحدود استي نE نامحدود باشد،qقانون كولن اگر
  

)دان را در نقطه   ي م )7-2( در شكل    :5-2ن  يتمر , )A 3  يد كه خط بارها   يتوجه كن . دي بدست آور  1
.  بار آنها متفـاوت اسـت  ي و در ضمن چگالنامحدودندك طرف يها فقط از  محوريقرار گرفته شده رو 

  ]3[ )دي استفاده كن)5-2(جة مثال ي از نت:ييراهنما(
  
  
  
  
  
  
  5-2ن يشكل تمر: 7-2شكل  4-2ن يشكل تمر: 6-2شكل   

z

p
 

 
 

β 2

 
 
 
 

β1 A

 
 

x

1

3

 

y  

 
ρ2

  
  
 

ρ3
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لـه  ي محـور م ي رويا  را در نقطـه lρي و چگـال a به شـعاع يا  رهي از حلقة دا   يدان ناش يم  6-2مثال  
  .ديبدست آور

  
  :ن بردار مكانييتع: 1گام : حل

             z rz a= −R a a  ،z a= +R 2 2  

dl :dlمحاسبة: 2گام  a dϕ=      
  جهي نتيا رهياز تقارن دا: داني ميين جهت نهاييتع: 3گام 

  )ميكن ي مينده بررسين موضوع را در آيا( za:ميريگ ي م
  :ميدار) 19-2(ر محاسبه شده در رابطة ي با قرار دادن مقاد:حل انتگرال: 4گام 

( )
(   )l r za z ad

a z

ρ
ϕ

π ε
− +

=
+

∫
a aE 3

2 2 2

1
4 �

  

 ييچـون جهـت نهـا   ( اسـت    صفر ra انتگرال عامل  م كه يابي ي، در م  مي استفاده كن  3جة گام   ياگر از نت  
  :پس)  حذف گردديي در جواب نهاraدي با بوده و لذاzaدانيم

( )
  l zz a d

a z

π ρ ϕ
π ε

=
+

∫
aE

2

3
2 2 2

1
4 � �

 

)2-22  (                               
( )

l
z

z a

a z

ρ

ε
=

+
E a3

2 2 22 �

  

 
  ي از بار سطحي ناشيها داني م-2-3-4

 يشده رو عي بار توز،يبار سطح. ميكن ير دوباره مطرح ميي تغي را با كمي خطيان بارهايان بهم
  :مي دارqي پس برا،است) هيك روي يرو(دو بعد از فضا 

)2-23       (                                    sq dsρ= ∫  

  :م كهيريگ يجه ميمشابه قبل نت

)2-24                (                    s dsρ
π ε

= ∫
RE

R 3
1

4 �

  

 
 

 حلقة بار : 8-2شكل 

z 
  
  
  
  

x
 

y 

a dϕ

 

ϕ

r a=
 

R

( , , )z� �

lρ

مثال كليدي
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 ـا بـه ب ي ـ و ي و سطحي خطيها ن باريشود، ارتباط ب يان مين قسمت بي كه در ا يديمطلب جد  ان ي
 يبـرا  . اسـت ي خط ـيها عيج توزي با استفاده از نتايع سطحي از توز ي ناش يها  دانيگر محاسبة م  يد
  :م كهيست بدانيظور كافن منيا
)2-25                 (                          

l s dlρ ρ=  
  

  .نشان داده شده است ) 8-2(ن يو تمر) 8-2(ن مطلب در مثال يا
  

 aشـعاع  محـور قـرص بـه    ي را روsρي بـار سـطح  يك  قرص به چگالي از يدان ناشيم  7-2مثال  
 .ديدا كنيپت را ينها يك صفحة بيدان يبا استفاده از آن م. ديابيب

  

z: ن بردار مكانييتع: 1گام : حل rz r= −R a a ، z r= +R 2 2  

ds :dsمحاسبة: 2گام  r dr dϕ=    
  za: ميريگ يجه مـي نتيا رهيارن داـاز تق: دانـي مييت نهاـن جهييتع: 3 گام

  :ميدار) 24-2(ر محاسبه شده در رابطة ي با قرار دادن مقاد:حل انتگرال: 4گام 

        
( )

(   )   
a

s r zr z r dr d
r z

π ρ
ϕ

π ε
− +

=
+

∫ ∫
a aE

2

3
2 2 2

1
4 � � �

  

    :شود يجه مي نت3مشابه قبل از گام 

             
( )

  
a

s
z

z r dr d
r z

π ρ
ϕ

π ε
=

+
∫ ∫E a

2

3
2 2 2

1
4 � � �

  

  :پس
)2-26(          ( )s

z
z

a z
ρ
ε

= −
+

E a
2 2

12 �

 

  :تذكر
  :ميم، داريان كني ب)9-2( مشخص شده در شكل θةيدان را بر حسب زاويم مي اگر بخواه-1

)2-27                       (         ( cos )s
z

ρ
θ

ε
= −E a12 �

 

 قرص بار : 9-2شكل 

  
  

z
 

x

y  
 

ds r dr dϕ=

r a= 

R

( , , )z� �

sρ

θ
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θا يو   (∞→aت ينها يك صفحة بي ي برا-2 →9   :ن صورتيدر ا) ��

)2-28                        (               s
z

ρ
ε

=E a2 �

  

  
 .دي از حلقة بار محاسبه كنيدان ناشيمثال قبل را با استفاده از م  8-2مثال 

  
  :ميسينو ي من رابطه را مجدداًيا. شود يان ميب) 22-2(ك حلقة بار با رابطة ي از يدان ناشيم: حل

( )
l

z
z a

a z

ρ

ε
=

+
E a3

2 2 22 �

 

l، )25-2(طبق رابطة   sdlρ ρ=شكل مشخص است كهي از روي از طرف dl dr= پس l s drρ ρ= 
  :                       مين صورت داريدر ا

( )
   s

z
z r dr

r z

ρ

ε
=

+
dE a3

2 2 22 �

 

  :ميرين رابطه انتگرال بگيست از ايكاف

( )
   a

s s
z z

z r dr z
a zr z

ρ ρ
εε

⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟

+⎝ ⎠+
∫E a a3 2 22 2 2

122 ��
�

  

  
 ي بـا چگـال  يك ـي بـار الكتر ي و دارا  a بـه شـعاع    ي  كـره  ي را بـرا   يكيدان الكتر ي شدت م  :6-2نيتمر

cossρيسطح ρ θ=   :دير محاسبه كني در حالات ز�
  . در مركز كره)الف
z و z محوري رويا  در نقطه)ب a>.  
z و z محوري رويا  در نقطه)پ a<. 
  

 فـرض  )9-1(ار مكان را مشابه بـردار مثـال    بردشود يشنهاد مي پپ و ب يها  حل قسمت  يبرا: تذكر
  ديكن
  

مثال كليدي
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sكنواختيري غ ي با چگال  ي  بار سطح   9-2مثال   k Rρ ع يتوز) 10-2( شكل   ي پوستة مخروط  ي رو =
 .دي ـروط را محاسـبه كن  مخ ـي روQد و كل بـار ي را در راس مخروط بدست آورEدانيم. شده است

 )81كارشناسي ارشد آزاد برق (
  : حل

=RR: ن بردار مكانييتع: 1گام  −R a ، R=R   

ds :sinمحاسبة: 2گام    ds R dR dθ ϕ=  

−z: داني ميين جهت نهاييتع: 3گام  a      

  : ميدار) 24-2(ر محاسبه شده در رابطة ي با قرار دادن مقاد:حل انتگرال: 4گام 

sin( )  ....R z
k R kR dR d

R

π

ϕ
π ε ε
− −

= = =∫ ∫E a a
2 1

2
334 8

�

� �� �

� 

  .دي كنيبررس را دوباره )24-1(شود مثال  يشنهاد ميد پياگر در حل انتگرال فوق مشكل دار
ل يم، كـه بـدل    يري ـانتگرال بگ  سطح مخروط    يع بار رو  يست از توز  ي محاسبة كل بار مخروط، كاف     يبرا

  .ميكن ي حل آنرا به خودتان واگذار ميسادگ
  

   ي  منطبق بـر صـفحه  sρكنواختي ي و چگال∞ به ابعادي بارداري  صفحه، آزاد ي  در فضا   10-2مثال  
x y z+ + =2 3 4   .دي را در مبداء مختصات بدست آورين بار سطحيا از يدان ناشيم.  وجود دارد6

  )74كارشناسي ارشد برق (
sت از رابطة  ينها  يك صفحة ب  ي از   يدان ناش ي م :حل

n
ρ
ε

= ±E a2 �

ن رابطـه  ي ـد، كه در ا  يآ  ي بدست م  

na      ر آن ي ـ نقـاط ز ي بـرا )−( صـفحه و علامـت  ي نقاط بالاي برا)+( بردار عمود بر صفحه و علامت
  :مي صفحة مذكور دارير براين تفاسيبا ا. است

  :ديآ ي بدست م)43-1( بردار عمود بر سطح از رابطة -
( , , ) ( )
( , , )

x y z
n x y z

f x y z
f x y z

+ +∇= = = + +
∇ + +

a a a
a a a a

2 2 2

2 3 4 1 2 3 4
292 3 4

  

اء را در صـفحه قـرار   ن موضـوع مختـصات مبـد   ي ـ اي بررس ـيبرا. ن صفحه قرار داردير اي مبداء در ز -
  :نصورتيم كه در ايده يم

>           ن صفحه استير ايمبداء ز →6�  
  :م داشتيدان خواهي ميپس برا

y 

x 

z 

m1 6 �� 

  9-2شكل مثال : 10-2شكل 
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( )s
x y z

ρ
ε

= − + +E a a a1 2 3 42 29�

  

  .ديدان حلقة بار حل كني را با استفاده از م)9-2(مثال  :7-2ن يتمر
  

  ي از بار حجمي ناشيها داني م-2-3-5
 سه بعد از فضا اسـت  يع شده روي، بار توزيبار حجمم كه، يكن يشتر مطرح م ي ب  تكرارِ يرافقط ب 

  :مي دارqيپس برا
)2-29                                  (     vq dvρ= ∫  

  :نيبنابرا

)2-30                       (          v dvρ
π ε

= ∫
RE

R 3
1

4 �

 

 يهـا  عي ـج توزي را بـا اسـتفاده از نتـا   يع حجمي از توزي ناشيها دانيم ميتوان يباز هم مشابه قبل م 
  :ميست بدانين منظور كافي ايم، برايدست آور بيسطح

)2-31(                                          s v dlρ ρ= 

 كه يمثال. ميكن ي قبل است كه حل آنها را به مسائل آخر فصل واگذار م         ز مشابه يتم حل ن  يالگور
  .ل كندي را تحليع حجميك توزي) 31-2(و ) 28-2(د قصد دارد تا با استفاده از روابط يآ يدر ادامه م

انـد فقـط و     شـده ينجا بررسي كه تا به اييها نيها و تمر    م كه تمام مثال   يكن  ي م دياكنجا دوباره ت  يدر ا 
رات يي ـجـاد تغ ين قـانون و ا ي ـم مختـصر ا ياند و تنها هنـر مـا تعم ـ    لة قانون كولن حل شده    يوسفقط ب 

ك حـل مـسائل    ي ـ تكن ين خود به معنـا    يكه ا . ت حل انتگرال بود   ي در شكل رابطه و در نها      يمختصر
  .س استيالكترومغناط

  

zيه چگالـ بيمـار حجـ ب 11-2مثال 
d
ρ

ρ =
2   در �

dني بيفضا dz−
≤ ≤2 2

  يكيدان الكتريم.  قرار دارد

 ن فضا چقدر است؟يداخل ا
  

  ع بارين توزي حل ايت براينها يدان صفحة بياز م: حل
dzن ي بي در فضايع حجميتوز. ميكن يفاده مـ است = 2

  

dz = − 2
 

dz = 2
 

z = �

 
 
 
 
 

dz
  
   

 
 
 
 
 
 
 
 

p

  11-2شكل مثال : 11-2شكل 

مثال كليدي
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dzو   = −
2

. انـد  ب شـده يا هم تركـ بzت كه در جهتـاس )تينها يد ببا ابعا(ت صفحه ينها  يب ي دارا 
sصورت حات بهصف ني هر كدام از اي، بار سطح )31-2(رابطة   قـبر طب  v dzρ ρ=م يخـواه  يم.  است

ن منظـور از    ي ـ ا يبـرا . ميابيب) )11-2( مشخص شده در شكل      pمثل(نقطة دلخواه    كي دان را در  يم
ك صـفحة  ي ـ از يدان ناش ـي ـم ميدان ـ يم. ميكن ي از تمام صفحات ذكر شده استفاده م      يجمع آثار ناش  

s بـه صـورت   )27-2( آن طبـق رابطـة       ي نقـاط بـالا    يت بـرا  ينها  يب
z

ρ
ε

=E a2 �

ر ي ـ نقـاط ز ي و بـرا 

sآن
z

ρ
ε

= −E a2 �

ن ير ا ي از تمام صفحات ز    يدان ناش ي ابتدا م  pدان در نقطة  ية م  محاسب يبرا.  است 

  :ر قابل محاسبه استيها طبق انتگرال ز  دانين ميپس جمع آثار ا. ميكن ينقطه را محاسبه م

)2-32    (                                     z
s

z
d

dzρ
ε

−

∫ a

2
2 �

  

ن ي ـدان هر كدام از ايم كه ميدقت دار. ميكن يدا مين نقطه را پي اية صفحات بالا   هم سپس جمع آثارِ  
s برابرpصفحات در نقطة

z
ρ
ε

= −E a2 �

ر قابل محاسبه يها طبق انتگرال ز  دانين مي پس جمع آثار ا،

  :است

)2-33 (                                       
d

s
z

z

dzρ
ε
−
∫ a
2

2 �

  

يحال با قرار دادن مقدار واقع
sρ م داشتي خواه)33-2( و )32-2( و جمع روابط:  

    

d d
z z

s s
z z z

d dz z

ddz dz z dz z dz z
d d d

ρ ρ ρ ρ ρ
ε ε ε ε ε

− −

⎛ ⎞−
= + = − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫E a a a

22 2
2

2 2

2 2
2 2 2 2 4

� � �

� � � � �

            

  
 جهـت  يود، از طرف ـ بz ازي بار تابعيع حجميد كه توزي مشاهده كرد)11-2(در مثال  : 8-2ن  يتمر
  . بدست آمدzaزيدان ني ميينها

ز در يدان ني ميي باشد، جهت نهايريع بار تابع هر متغين، توز يد كه در دستگاه كارتز    ي نشان ده  )الف
  .ر استيجهت همان متغ

  ز صادق است؟ي ني و كرويا  استوانهيها  دستگاهيا استدلال فوق براي آ)ب
  ست؟ي چ)2-2(ن ين استدلال با تمري ا ارتباط)پ
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 داني ميي محاسبة جهت نها-2-3-6
دان را ي ـ ميي جهـت نهـا  يم تا بدون حل مسئله و به صورت شـهود يكن ي مين قسمت سع  يدر ا 

شـامل  كـه   ييهـا   انتگـرال ،شود كه در حـل مـسائل   يدان باعث مي مييمحاسبة جهت نها  . ميدا كن يپ
 از ياري در بـس ياز طرف ـ. مير حـل را كـاهش ده ـ  يگرفته و مـس در نظر را صفر است گر ي ديها    جهت

توانـد حـائز    ين موضوع مينرو اياز ا . شوند  ينه حذف م  يدان، دو گز  ي با محاسبة جهت م    يسوالات تست 
  .ت باشدياهم
  :ميكن يگونه عمل منيدان اي ميي محاسبة جهت نهايبرا
  .ميكن ي از مسئله را رسم ميا   شكل ساده-1
  .ميكن ي را فرض مي مثبت بار آزمونِ، نظر در نقطة مورد-2
العلامـت جاذبـه     ن دو بار مختلفي بيرويدافعه و نن دو بار مثبت از نوع      ي ب يرويم كه ن  ي توجه دار  -3

  )12-2مطابق شكل . (است
. ميكن ـ ينـد را رسـم م ـ  يدان برآي ـ را انتخاب كرده و مي مناسبيها  با توجه به تقارن مسئله المان   -4

  .ند استيجهت بردار برآ  هم،ييجهت نها
  
  
  
  
  
  

  .ديابيت را بينها يك خط بار بي از يدان ناشي ميي جهت نها 12-2مثال
  

ن دو المـان متقـارن را از   يهمچن ـ. مي ـا  را در نظر گرفته+بار آزمون)  الف-13-2( مطابق شكل   :حل
  . خواهد بودraن دو بردار در جهتيد اني است كه برآيهيبد. ميا  خط بار انتخاب كردهيرو
  
  
  
  
  
  
  
  

+ 

  
  
  

+ 

+ 

  
  
  
  − 

  
  
  

+ 

  
  
  

+ 

   + + 

 ين دو بار الكتركي بيروين: 12-2شكل 

 ج ب الف

 12-2شكل مثال : 13-2شكل 

مثال كليدي
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در اين حالـت بايـد دقـت    . شد مي)   ب-13-2(گرفتيم پاسخ مشابه شكل  ها را متقارن نمي    اگر المان 
) نهايـت اسـت   چون خط بار بي(ها يك المان متقارنِ با خود نيز دارند           كنيم كه هر كدام از اين المان      

-2(ايـن موضـوع در شـكل    . س براي بدست آوردن جواب درست بايد آنها را نيز مد نظر قرار دهيم         پ
  . خواهد بودraجهت نهايي همان نشان داده شده كه باز هم)  ج-13
  
  

  .دين كنييتعرا ك خط بار محدود ي از يناشدان ي مييجهت نها: 9-2ن يتمر
  

  .ديابي محور آن بيرو يا ك حلقة بار و در نقطهي يدان را براي ميي  جهت نها13-2مثال
  

  قارنـ متيها مانـز اليارن است، ما نـستم متقـي چون س:حل
  ييهت نهاـشود ج ي مههمانطور كه مشاهد .ميكن يم  انتخاب

  . استzaداني م
  
  
  
  
  

sinλي با چگالك حلقةي يدان را براي ميي  جهت نها14-2مثال  ρ ϕ=   :ديابير بي و در نقاط ز�
  . در مبداء مختصات)الف
  .از آنz محور حلقه و به فاصلةي رويا  در نقطه)ب

. ميده يش ميها را در هر بخش حلقه نما  آن علامت باري را رسم كرده و رويا  شكل ساده  )الف: حل
 فرض كـرده و آن را مطـابق   +ك باريره را معادل يدا  مي ن ي رو  مثبتِ يتمام بارها  ) الف -15-2شكل(

حـال  . ميده ي انجام مي منف ي بارها  مجموعة ي را برا  يعمل مشابه . ميده  ي قرار م  y محور يشكل رو 
)   ب-15-2(مطابق شـكل  . افتيم يدان را خواهي ميي جهت نهايبا فرض بار آزمون در مبداء به راحت    

  . استy−aپاسخ
  :در اين شكل

  . خط ميدان ناشي از جاذبة بار منفي و بار آزمون واقع در مبداء مختصات:aبردار
  .و بار آزمون واقع در مبداء مختصات خط ميدان ناشي از دافعة بار مثبت :bبردار

  

 13-2شكل مثال : 14-2شكل 

x
 

           

z

y

+
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. ميده ـ ي قرار م ـz محورين تفاوت كه بار آزمون را بر رو    يم، با ا  يكن  ي مشابه قسمت قبل عمل م     )ب
  . خواهد بودy−aداني مييجهت نها)   ج-15-2(مطابق شكل 

  

sinλيك حلقة بار با چگالي از يدان ناشيحاسبة م  با م  :10-2ن  يتمر ρ ϕ= د كه جهـت  ي نشان ده�
  . استy−aها ،z محوري رويا دان در نقطهي ميينها

  

cosρ  بار  15-2مثال θ� به شعاعيا   سطح كره  ي رو aمحاسـبة  مطلـوب اسـت  . ع شـده اسـت  ي توز 
  )81كارشناسي ارشد آزاد برق ( .دان در مبداء مختصاتي مييجهت نها

  
 -16-2شـكل . (ميكن ـ ي آن فرض م ـي و علامت بارها را رو  از مسئله را رسم كرده   يا   شكل ساده  :حل
 اسـت  يهين شكل، بـد يجه به ا با تو . ميريگ  يكمك م )  ب -16-2(، از شكل    يساز  با اعمال ساده   )الف

  .  استz−aداني مييكه جهت نها
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 14-2شكل مثال : 15-2شكل 
 ج ب الف

 15-2شكل مثال : 16-2شكل 
 الف

 ب

  
  
  
  
  
  
  
  

+

           
  
  
  
  

z

x
 

y
+

−

  

z

  
  
  
  

  y 

  
  

x
 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ + 

+ 

+  

+ 

+ 

− 

− 

− 

− 
 
 − 

− 

−  
 
 
 
 
 − 

  
  
  
  

  y 

  

z 

  
  

x
 

  
 
 
 

+
 

  −

  

+

x
 

           
  
  
  
  

z

y           
          

+
  
  
  
  

+
 

  
  
  

+
 

     + 

+
 

  
  
  

+
 

  
  
  
  

+
  
 

  
  
  
  
  

+
 

     − − 
  
  

 − 

− 
  −  

− 

− 

x
 

           
  
  
  
  

z

y

+
 

  
  
  
  
  

+
 

− 

a 

b 



  الكترومغناطيس مهندسي، تئوري، كاربردها و روش حل مسئله                                                      84

 

cosρ بار :11-2 نيتمر θ� به شعاع  يا   سطح كره  ي رو a محاسـبة  مطلـوب اسـت  . ع شده است ي توز 
  .ها و خارج كرهz محوري رويا دان در نقطهي مييجهت نها

cosvρيبار حجم : 12-2ن  يتمر ρ θ= مطلـوب  . ع شـده اسـت    ي ـ توز a به شعاع    يا   در داخل كره   �
) از فضا با مختصات ي نقطة دلخواهيع بار براين توزي از ايدان ناشي محاسبة ماست ), ,p R θ ϕ.   

  
   قانون گاوس-2-4

م و يان كردي قانون كولن ب   يك را بر مبنا   ي الكترواستات يها  داني محاسبة م  ينجا روش كل  يتا به ا  
جة قـانون  يم و نتيا تعميد  يآ  يآنچه در ادامه م   . تواند تمام مسائل را حل كند       ين قانون م  يم كه ا  يگفت

ز ي ـك همه چيدر الكترواستات. ميمحاسبه كنتر  دان را راحتي است تا ميديا راهكار جديكولن است و   
 شـار و  ي از چگـال   يت ـيدان، هـر كم   ي ـبـا داشـتن م    ).  از بارها  يكه آن خود ناش   (دان است   ي از م  يناش

م قـانون كـولن   يكن ـ ينروست كه ادعا مياز ا . رو قابل محاسبه خواهد بود    ي و ن  يل گرفته تا انرژ   يپتانس
  .تواند تمام مسائل را حل كند يم

 محاسبة ي را برايتر توان راهكار ساده يك مسئله مينامي و د ستمي با توجه به نوع س     ن همه، يبا ا 
 است كـه  يها بوده و كاربرد آن معطوف به موارد ن راهكاري از ا  يكيقانون گاوس   . دان استفاده كرد  يم

 از هـر سـطح   Eداني ميدارد كه شار كل خروج يان ميقانون گاوس ب. تقارن در مسئله مشهود باشد    
تواند هـر سـطح بـستة     ي مSسطح.  است�εم بري آزاد، برابر كل بار داخل سطح تقس       يبسته در فضا  

  : باشديفرض

)2-34       (                                
S

Q
ε

=∫ E . ds
�

�  

  :ر استيبه صورت ز) 3-2( آن هم مطابق يا م نقطهو فر. است) 5-2(ن همان رابطة يكه ا

)2-35                   (                     ρ
ε

∇ =. E
�

  

  
 مناسب مسئله را يك سطح گاوسيتوان با انتخاب  ي كه تقارن در مسئله مشهود باشد م   يدر موارد 
  .حل كرد

   :يعنيتقارن 

  .اشدع بار متقارن بيشكل و محل توز) الف
  .ميكن يكره را نامتقارن فرض م ميك نيك كره متقارن و ي -:         مثلاً

  .ميريگ يك استوانة محدود را نامتقارن در نظر ميت را  متقارن و ينها يك استوانة بي -              
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  :ي، كه به معناع بار متقارن باشديتوز)ب
  . بار ثابت باشدي چگال-1  
  :ستيا اگر ثابت نيو 
 از يك ـين فقـط تـابع   ي از شعاع و در كـارتز    ي فقط تابع  ي چگال ي و كرو  يا   استوانه يها   در حالت  -2  

  .ها باشد مولفه
Rρعي توز-:     مثلاً 2

cosρعي توزيك كره متقارن ولي در � θدر همان كره نامتقارن است� .  
cosعي توز -           zρ�   ـ   ي در دستگاه كارتز  cosxعي ـ توز ين متقـارن ول zρ�  ن دسـتگاه   ي در هم ـ

  .نامتقارن است
  

Reρع ي مثال توزيبرا. تقارن الف و ب است  هر دويشرط استفاده از قانون گاوس برقرار: تذكر −
 در �

  .تقارن استكره نام ميك ني در يك كره متقارن ولي

 .ت با استفاده از قانون گاوسينها يدان خط بار بي محاسبة ممطلوب است  16-2مثال 
  

  :مين صورت داريدر ا. ميريگ ي را در نظر ميا  استوانهيك سطح گاوسي) 17-2(مطابق شكل: حل

              ( ) l
S

QE S E S Q E r l lε ε π ρ
ε

= = → = → =∫ E . ds 2� �
�

�    

                                           lE
r

ρ
π ε

= 2 �

  

  .تر  سادهي با حلي است ول)20-2(كه همان رابطة 
  
  

ρي بار حجمي با چگاليك ابر الكترون ي از   ي ناش Eداني م  17-2مثال   ρ= Rة ي ـ در ناح� a≤ ≤� 
ρو = aRةي در ناح�  .دين كنيي را تع<
  

  :مي با استفاده از قانون گاوس دار:حل

)(a                            
S

QE S E S Qε
ε

= = ⇒ =∫ E . ds �
�

� 

  .ميسيع بار متفاوت داشته باشد بنوي كه توزي هر قسمتي برايستين قانون را بايا
  : داخل پوستهيبرا

 ت ي نهايط بار بخ: 17-2شكل 

L 

             

          r 

مثال كليدي
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  Q dV Rρ ρ π= =∫ 34
3�

  ،  S Rπ= 24  

  : م داشتي خواهa)(با قرار دادن در رابطة

)2-36      (                   R≤ ≤� �        RRρ
ε

=E a3
�

�

 

   : پوسته خارجيو برا

  Q dV aρ ρ π= =∫ 34
3�

  ،   S Rπ= 24 

  : مي دارa)(با قرار دادن در رابطة

)2-37                 (          aR >            
R

a
R

ρ
ε

=E a
3

23
�

�

 

 خارج پوسته از فرم قانون كولنيدان برايرفت م  يهمانطور كه انتظار م   
R
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠2

كنـد، بـه    ي م ـيروي پ1

 يروي ـ برابر اسـت بـا ن  ،ك وارد بر بار خارج پوسته ي الكترواستات يرويم ن ييگو  يل است كه م   ين دل يهم
  .  كل بار در مركز كره فرض شوديوارد بر همان بار وقت

  
 مطـابق شـكل   ي كولمب بر متر مكعب در حجم كرة حفره دارρي با چگاليكي بار الكتر 18-2مثال  

كارشناسـي ارشـد   ( .دي ـابي بx محوري درون حفره و رو    را يكيدان الكتر يم. ع شده است  ي توز )2-18(
  )73برق 
ك كـره بـا   يم يكن يدار، فرض م  در نظر گرفتن كرة حفرهيبه جا. ميكن ياز جمع آثار استفاده م   : حل
ع ين دو توزيدان داخل حفره از جمع آثار اينصورت ميدر ا. مي دار−ρيك حفره با چگالي و ρيچگال

مطـابق شـكل    .ميكن ي  استفاده م )36-2(ن منظور از قانون گاوس و رابطة        ي ا يبرا. گردد  يمحاسبه م 
  : عبارت است ازρي از كرة با چگالxدان در فاصلةي م)2-19(

xxρ
ε

=E a1 3 �

  

Rدان در فاصلةيو م x−2
  :−ρع باري از حفرة با توز

( . ) ( )xR xρ
ε
−

= − −E a2 53 �

�  

  :دان كليو م

xRρ
ε

= + =E E E a1 2 6 �
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  .ديابي بهك نقطة دلخواه داخل حفري يدان را براي م)18-2( در مثال :13-2ن يتمر
zي بـه چگـال    ي بار حجم ـ  :14-2 نيتمر

d
ρ

ρ =
2 dني ب ـي در فـضا   � dz−

≤ ≤2 2
دان ي ـم.  قـرار دارد 

  )ديني را بب)11-2(مثال . (ديابين فضا را با استفاده از قانون گاوس بي داخل ايكيالكتر
  .ديريجه بگيا نت، قانون كولن ريا ك بار نقطهي ي با اعمال قانون گاوس برا)الف :3پرسش 

  د؟يد با استفاده از قانون كولن به قانون گاوس برسيتوان يا مي آ)ب              
  ا قانون گاوس معتبر است؟ي نباشد، آ2قا ي در قانون كولن دقR اگر توان)پ              

  
جـاد  يدان را اي ـن مي ـ كـه ا  يبارع  يتوز. ر داده شده باشد   يه صورت ز  دان ب يد م ي فرض كن   19-2مثال  
  .ديدا كنيكرده پ

                
               z l

oth
≤ ≤�     z

z

E  z 
K  

=⎧
⎨ =⎩

E a
E a

�     

    
ρ  ست از رابطةي كاف:حل

ε
∇ =. E

�

  :توان گفت يدان ميم م با توجه به فرمي استفاده كن

                                              dE
dz

ρ ε= �
  

               :       ن صورتيدر ا
,

z l
z l z
< <
> <
�

�
  Eε

ρ
⎧

= ⎨
⎩
� �

�
 

z پاسخ در:سوال = lz و�    چگونه است؟=
 :ميكن ير عمل مينگونه مواقع به صورت زير اد. مي داريوستگين دو نقطه ناپيدر ا

( )dE E kz k   z
zdz z z

ρ ε ε ε ε δΔ −
= → = = = = −

Δ =Δ Δ� � � �
��

�
  

R
 

. R5� 

. R5� 

  
  
  

x
  
 ρ

 

( . ) ( )xR x− −a5� 

. R5�
o 

  
  
  

x

xx a 

  فاصله از نقطة مورد نظر:19-2شكل  18-2شكل مثال : 18-2شكل 

  19-2شكل مثال : 20-2شكل 

  
  

z

    

E 

L

k

مثال كليدي
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( ) ( )k E ldE Ez l  k E l  z l
zdz z z

ρ ε ε ε ε δ−Δ
= → = = = = − −

Δ =Δ Δ
�

� � � � ��
  

  

)داني م،ي با تقارن كروي  بار20-2مثال )( )sin e
 

 

a R

R

Rq
Rπ ε

−⎡ ⎤−
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

E a2

1
4

�

�

. جاد كرده استي را ا

  .ديابيع بار را بيتوز
  : طبق قانون كولن:حل

R
Q
Rπ ε

=E a2
1

4 �

  

  :ميده ي قرار ميورت سوال را با قانون كولن مساودان داده شده در صيم

( )( )sin e
 

 

a R

R R

Rq Q
R Rπ ε π ε

−⎡ ⎤−
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥
⎣ ⎦

E a a2 2

1 1
4 4

�

� �

  

  :دهد يجه ميكه نت
)a          (                          ( )( )sin e a RQ q R −= −1�  

  : داردينكه بار تقارن كرويبا توجه به ا
)b      (                            Q dv R dRρ ρ π= =∫ ∫ 24  

  :م داشتيخواه) b( و )a( ياز تساو

( ) ( )e cosa R a R a Rq e a R R edQ
dV R

ρ
π

− − −− −
= = 24

�  

  .دي قانون گاوس حل كنيليفرانسي را با استفاده از فرم د)20-2( مثال :15-2ن يتمر
  
  يكي شار الكتري چگال-2-5

ان كرده ي را بDيكي شار الكتري چگال،طي محيكي الكتراتِيدان به خصوصيت مي حذف تابعيبرا
ε=Dو آن را به صورت     E� واحد آن. ميكن يف م ي تعر( )c

m 2
 و با قرار دادن آن در قانون گاوس  است

  :ميرس ير ميبه رابطة ز
)2-38 (                                     ∫= sQ d.D     

  :ميكن يف مير تعريگذرد را به صورت ز ي مs كه از سطح دلخواهيشار
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)2-39   (                                     
S

sϕ = ∫D . d  

  

 ـ از يشار عبوردهد كه  ي من اصل را به ما نشانيسة دو رابطة فوق ا يمقا  مـشخص  سـطح ك ي
  .بار موجود در آن حجمكل برابر است با 

  

ي با چگـال   ي  بار خط   21-2مثال  
l

z
a

ρ ρ= �
azaهـا از  z محـور  ي رو  . گرفتـه اسـت   قـرار  −>>

R شـعاع  بـه    يا   از كـره   ي عبور يكي محاسبة مقدار شار الكتر    مطلوب است  a=  و بـه مركـز مبـداء       2
  )83برق آزاد كارشناسي ارشد ( .مختصات

  

  :م چه مقدار بار در داخل كره قرار گرفته استينيست بب ايكاف: حل

  
a a

a

z zdz dz a
a a

ϕ ρ ρ ρ
−

= = =∫ ∫2� � ��
  

   

 ـ آزاد م  يدر فضا  :16-2ن  يتمر x بـا شـدت    يك ـيدان الكتر ي y zE E E= + +E a a a1 2 .  وجـود دارد   3
arاسـتوانه بـه شـعاع    ميك نيشار گذرنده از سطح   مقدار   lzl و= ϕ و−≥≥ π<  را محاسـبه  �>

  .ديكن
  

شـار  . ر واقـع هـستند  ي مطابق شكل زB وAب در نقاط  ي به ترت  q2 و q1يا   دو بار نقطه   :22-2مثال  
 q1 يا ك از دو بار نقطـه ي هر  يكياگر مقدار شار الكتر   .  است ϕن حالت برابر  ي در ا  Sگذرنده از سطح  

ن ي باشد، ارتباط بϕ2 وϕ1ب برابريگذرانند به ترت ي م S از سطح  يگريكه در حالت عدم حضور د      q2و
  ]4[ .ديابين شارها را بيا

   راq2 ازي شار ناشي و چگالD1  را باq1 از باري شار ناشيچگال: حل
  ل ـ كيكي شار الكتريرد چگال در موياز طرف. ميده يش مي نماD2 با 

  :ميدر فضا دار
                                       = +D D D1 2  

  :پس
         ( )s s s sϕ ϕ ϕ= = + = + = +∫ ∫ ∫ ∫D.d D D .d D .d D .d1 2 1 2 1 2  

  
 كـره قـرار   ير روي به گونة زيا حلقه. ميده ي را قرار م q بار a به شعاع  يا   در مركز كره    23-2مثال  

 د؟يشار خارج شونده از حلقه را بدست آور. ميده يم

   22-2شكل مثال : 21-2شكل 

S 

       

na 

  
  
  
  
  

q1   
  
  

             A 

  
  

q2 

B 
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  )84برق آزاد كارشناسي ارشد (
به صورت يا ك بار نقطهيدان ي م:حل

R
q

Rπ ε
=E a24 �

  ست ازي است كاف

  :         م كهيتوجه دار. مياستفاده كن) 39-2( رابطة 
sin    Ra d dθ θ ϕ=ds a2  

     a sin    sin   R
S

qs d d a d d
a

ϕ ε ε θ θ ϕ θ θ ϕ
π

= = =∫ ∫ ∫E . d E . a2 2
24� �

 

)2-40                         (              ( cos )q
ϕ θ= −12  

 
  

د ي ـري را در نظر بگ)23-2 (شده در شكل ان داده   ـ نش يا  سطح استوانه : 17-2ن  يتمر
 اسـتوانه بـا    يهـا    كـه لبـه    ي محـور آن قـرار دارد، بـه نحـو          يرو qيا  كه بـار نقطـه    

 ي را كـه از سـطح جـانب       يشـار زان  ي ـم. شـوند   يده م ي از محل بار د    β و αيها  هيزاو
  .ديابيا بگذرد ر ياستوانه م

  
  
  

شـار گذرنـده از   .  اسـت  q بار ي و به مركز مبداء مختصات دارا      5 به شعاع  يي  كرة رسانا   24-2مثال  
yصفحة =   ]4[ .ديابي را ب4

  
 در مبداء مختصات قرار qيا ر نقطهك با ي كره   ي كه بجا  يدان در خارج كره با حالت     يم م يدان  يم: حل

.  در مبداء مختصات واقـع اسـت  q كره، بار  يم بجا يكن  يجه فرض م  يدر نت . كسان است يگرفته است،   
y محاسبة شار گذرنده از صفحة     يحال برا  =  است، شار گذرنـده از  ياف، ك يا  ن بار نقطه  ي از ا  ي ناش 4

yرة فصل مشترك صفحة   يدا = R و كرة    4 = y را از شار گذرنده از صفحة   5 =  يبـرا . مي كـم كن ـ 4
  :ميريگ ي كمك م)40-2(ز رابطة ي و ن)24-2(ن منظور از شكل يا

yن صفحةت بودينها ي با توجه به ب)الف = q است كه شار گذرنده از آن برابريهي، بد4
2

.  خواهد بود
ن ي ـ از اي از شار ناشيمي نيند، از طرفيب يصفحة راست م مين صفحه را در تمام ني ا qقت بار يدر حق (

  )گذرد يصفحة چپ م ميگر از ني ديميصفحة راست و ن  ميبار، از ن
  
  

   23-2شكل مثال : 22-2شكل 

z 

α β
 

Q 
 17-2ن يتمرشكل : 23-2شكل 

q 
a θ 

مثال كليدي
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qϕ =1 2
  

  رة فصل مشتركي  شار گذرنده از دا)40-2( با توجه به رابطة )ب
y صفحة  = R و كرة4 =   : به صورت5

( cos )q
ϕ θ= −2 12

  

cosθ ، )24-2(كه مطابق شكل  = 4
5

  :، پس

           ( cos ) cosq q q qϕ ϕ θ θ− = − − = =1 2
21

2 2 2 5
  

  
 و در فاصــلة z محــوريكنواخــت روي بــه طـور  ρي خطــي بــا چگـال يكــي  بـار الكتر 25-2مثــال 
z h< zرة واقع در صفحة   يا از د  يكيچه مقدار شار الكتر   . ع شده است  ي توز �> =  و به a به شعاع �

  ]4[ گذرد؟ يمركز مبداء مختصات م
  

 و گذرنـده از  يا نقطه از بار ين رابطه شار ناشيطبق ا. ميكن ي استفاده م )40-2(باز هم از رابطة     : حل
  :ر استيره به صورت زيمقطع دا

                               ( cos )q
ϕ θ= −12

  

  يها انـ از تمام الميد شار ناشي پس با،مي داريع خطيك توزينجا يدر ا
  :مي را محاسبه كن)25-2(  شكل

         ( cos ) ( )dz dz zd
z a

ρ ρ
ϕ θ= − = −

+2 2
1 12 2

  

  :پس

( ) ( )( )
h

h
z dz z z a h h a a

z a
ρ ρ ρ

ϕ = − = − + = − + +
+

∫ 2 2 2 2
2 2

12 2 2�
�

  

  
  يكيل الكتري پتانس-6- 2

 يگري قانون كولن و ديكي: ميا  كردهيدان معرفي محاسبة ميرا را بينجا دو روش كليتا به ا
ل ي بر محاسبة پتانسيها، مبتن داني محاسبة مي را برايگرين قسمت راهكار ديدر ا. قانون گاوس

 25-2مثال شكل : 25-2شكل 

 24-2مثال شكل : 24-2شكل 

            z 

h 

dz 

� 
  
  

a  

 

  
  

θ 

z 

y = 4 

y       

  
  

   θ 

5 
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كه آنها را دوباره در ) 8-2(و ) 7-2(ح است كه طبق روابط يلازم به توض. ميكن ي مي بررسيكيالكتر
ل يم پتانسيدان، قادريد، بلكه با داشتن ميدان رسيتوان به م يل مي از پتانسم نه تنهايده ير نشان ميز

 .مي است كه در ابتدا گفتيزيش از آن چين قسمت بي پس ارزش ا،ميز محاسبه كنيط را نيمح

)2-41                              (             V−∇=E 

)2-42                          (             V V l− = −∫E . d2 1  

  
 .ديرا بدست آور) 9-2رابطة  (يا ك بار نقطهيل يپتانس) 42-2(  با استفاده از رابطة 25- 2مثال 

  
  :ميدار) 30-2( با قرار دادن رابطة كولن در :حل

    
R

R R
R

q q qV V dR
R R Rπ ε π ε π ε

− = − = −∫ a . a
2

1

2 1 2
2 14 4 4� � �

 

R قرار دادنيعنيت، ينها يل در بيبا فرض مبداء پتانس
V
= ∞⎧

⎨ =⎩

1

1 �
  :م داشتي خواه

)2-43      (                                   qV
Rπ ε

= 4 �

  

  
 با توجه به يگردد و از طرف ي ميكيل الكتريش پتانسيدان باعث افزايحركت در خلاف جهت م

ش ين جهت افزايدر خلاف ال ي، پتانسرديگ ي جهت مي مثبت به منفيرها از باEدانينكه ميا
ن ي دارد؛ در مورد اي فراوانيس كاربردهايار مهم است و در الكترومغناطيبس) 42-2(رابطة  .ابدي يم

  :رديقرار گتواند مورد توجه  ير ميرابطه نكات ز

Vدي نكنيچگاه سعيه - 1 =1  ي  مقدارV1در اكثر سوالات. دي آن را حذف كن،جهي قرار داده و در نت�
  . در مسئله استيك بخش اصليمخالف صفر دارد كه محاسبة آن، 

 لازم آن را به يها  را به صورت كامل در دستگاه مورد نظر نوشته و با استدلالdl همواره- 2
  .دياز خود كاهش دهي مورد نيها مولفه

 ن حالت در موردي در ا،دي دستگاه مورد نظر قرار دهي را جهت مثبت و اصلdl همواره جهت- 3
  :توان گفت ي انتگرال ميمرزها

  



93                                                                                                          واستاتيك الكتر:فصل دوم

  
)2-44       (  

  
  

  
ل هم قابل بحث ي در پتانس،دان مطرح شديش بارها در مي كه در مورد انواع آرايمشابه مطالب

ش از حد ين قسمت از بسط بياند، در ادهان شين مطالب به صورت كامل در آنجا بياز آنجا كه ا. است
  .ميكن ي كرده و فقط به ذكر روابط اكتفا ميآنها خوددار

qV از رابطةحال
Rπ ε

= 4 �

  :ميش بار داري انواع مختلف آراي به ازاوم يكن ي استفاده م

  
lV                            ) 45-2(:                       ي خطي بارهايبرا dl

R
ρ
π ε

= ∫ 4 �

  

sV                            ) 46-2(:                     ي سطحي بارهايبرا ds
R

ρ
π ε

= ∫ 4 �

  

vV                            ) 47-2(                    :ي حجمي بارهايبرا dv
R

ρ
π ε

= ∫ 4 �

  

  
 :ود، عبارتند ازش يآنچه به سرعت از روابط فوق استنتاج م

  . نبودن بردار مكان و بسنده كردن به اندازة بردار مكان- 1
در ) داني ميين جهت نهاييتع(دان يل، گام سوم حل مسائل مي با توجه به اسكالر بودن پتانس- 2
 .ستمعنا ينجا بيا

F فوق از نوعيها انتگرال-3 dv∫دان ي اند و بر خلاف م)dv∫F (تر استار سادهيمحاسبة آنها بس. 

دان بوده يتر از محاسبة مل سادهي محاسبة پتانسيدهند كه در حالت كل ي موارد فوق نشان م:جهينت
افته و يل را يدان، ابتدا پتانسيم مي محاسبة مستقيجاده بهيچينرو بهتر است تا در مسائل پيو از ا

ند، در يآ ي را كه در ادامه مييهامثال .ميدان را بدست آوري مV−∇=Eسپس با استفاده از رابطة
  :مياش بار قرار دادهي بر اساس نوع آراييهار بخشيز
  
  يا نقطهي از بارهاي ناشيكيل الكتريپتانس -6-1- 2
  
  

  

1مختصات نقطة 

∫
�

�
V V− = −2 1   lE . d

2مختصات نقطة 
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 .يكي الكتريقطب از دويل ناشي محاسبه پتانسمطلوب است 26- 2مثال 
  )82 برق كارشناسي ارشد آزاد(

   :ميدار. ميكن ياستفاده م) 43-2( از رابطة :حل

      ( )qV
R Rπ ε

= −
1 2

1 1
4 �

  

 
  :ميز محاسبه كردي همانطور كه قبلا نياز طرف

R R R≈ 2
1 2 ،   

cosR R d θ
+ =⎧

⎨ −⎩

R R R1 2

2 1

2
�

  ⇒   
⎧ = +⎪⎪
⎨
⎪ = −
⎪⎩

dR R

dR R

2

1

2

2

 

  :ميبا قرار دادن در رابطه دار

)2-48 (            RV
Rπ ε

=
P . a

24 �

   ⇒ cosR Rq q dV
R R R

θ
π ε π ε

⎛ ⎞− ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

2 1
2

2 14 4� �

  

  
  ي خطي از بارهاي ناشيكيل الكتريپتانس -6-2- 2

  .ديابيت را بينها ي از خط بار بيل ناشي پتانس 27- 2مثال 
  

  يريكارگ به. ميكن يل استفاده مي حل مسائل پتانسي از روش كل:حل
  :ميكن ي مي بررس)18-2(ن ـيل را در تمرـيدان در محاسبة پتانسـيم

z:  ن اندازة بردار مكانيي تع:1گام  r= +R 2 2  

dzdlنجا ي است كه در ايهيبد: dlمحاسبة: 2گام  =  
 :ميدار) 45-2(با قرار دادن در رابطة : حل انتگرال: 3گام 

l l ldz dzV dl
R z r z r

ρ ρ ρ
π ε π ε π ε

+∞ +∞

−∞

= = =
+ +

∫ ∫ ∫2 2 2 24 4 2� � � �

 

)يعني) 59-1(با توجه به رابطة  )dx Ln x x a
x a

= + +
+

∫ 2 2
2 2

  مي خواه

  : داشت

 يكي الكتريدوقطب: 25-2شكل 

  
  
  
  

 ت ينها يخط بار ب: 26-2شكل 

 
 
 
 
 
 
 

z  

  
  

 
 

z 

 
 
 

dz  

 

 
 
 
 
 

r 

p 
R 

 

z
 

y 

x 

d 

Q+ 

Q− 

θ R1 

R 
R2 

p 

cosd θ 

مثال كليدي
 

مثال كليدي
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( ) ( )l l

z
V Ln z z r Ln z Ln r

z

ρ ρ
π ε π ε

= ∞ ⎡ ⎤
⎢ ⎥= + + = −⎢ ⎥
⎢ ⎥= ∞⎣ ⎦

2 2

2 2� ��

  

  :مي دار�rل دريبا فرض مرجع پتانس

)2-49 (                                   l rV Ln
r

ρ
π ε

= 2
�

�

  

 نكهيو با توجه به ا) 20-2رابطة ( تينها يدان خط بار بيه از مستفاد با ا:18- 2ن يتمر
∫−= lV d.E   )49-2رابطة . (دين خط بار بدست آوري  ايل را برايپتانس   

  
له ي محور مي رويا  را در نقطهlρي و چگالa به شعاعيا رهي از حلقة دايل ناشيپتانس 28-2مثال 

  .ديبدست آور
  

  :حل

z :ن اندازة بردار مكانيي تع:1گام  a= +R 2 2  

dl :dlمحاسبة: 2گام  a dϕ=  

 :ميدار) 45-2( با قرار دادن در رابطة: حل انتگرال: 3گام 

( )
  lV a d

a z

π ρ ϕ
π ε

=
+

∫
2

1
2 2 2

1
4 � �

  

  :شود يجه مي نتيبه سادگ

)2-50 (                                      l aV
a z
ρ

ε
=

+2 22 �

     

  :م داشتيم، خواهيان كني نشان داده شده در شكل بθةيم آن را بر حسب زاوياگر بخواه

)2-51 (                                       sinlV ρ
θ

ε
= 2 �

  

=−∫نكه يو با توجه به ا) 22-2رابطة (دان حلقة بار يبا استفاده از م) الف :19- 2ن يتمر lV d.E    ،
  .ديرا بدست آور) 50-2رابطة (ك حلقة باردار ي از يل ناشيپتانس

 حلقة بار : 27-2شكل 

z   
  
  
  

x
 

y

a dϕ

 

ϕ

r a=
 

R
 

( , , )z� �

lρ

 

θ
 



  الكترومغناطيس مهندسي، تئوري، كاربردها و روش حل مسئله                                                      96

 

را ) 22-2رابطة ( از حلقة باردار يدان ناشي ،مV−∇=Eو استفاده از) 50-2رابطة ( با داشتن )ب
  .ديريگجه بينت
  
  لي خطوط هم پتانس- 6-3- 2

دان از يافتن رابطة ميتوان پس از  ين جهت ميدان عمودند از ايها بر خطوط م ن خطيا
 ن راه،ي اما راحتر.كمك گرفت) ليفرانسيدر درس معادلات د( قائم يرهاي مربوط به مسيها بحث

  :دير توجه كنيل زه مثاب. ك مقدار ثابت استي قرار دادن آن با يل و مساويمحاسبة پتانس
  
  .ديابي را بيكي الكتريل دو قطبيپتانس  معادلة خطوط هم 29- 2مثال 

  
cosq  با رابطيل دوقطبيم پتانسيان داد نش)26-2( همانطور كه در مثال :حل dV

R
θ

π ε
= 24 �

ان يب

  :ن صورتيدر ا. شود يم
cos cos cos cosv

q d cV c c R c R c
R R
θ θ

θ θ
π ε

′
′′= = → = ⇒ = ⎯⎯→ =2

2 24 �

  

  
. گر قرار دارنديكدي از d به موازات هم و به فاصلة−λوλيها ي  دو خط بار با چگال30- 2مثال 

  )86كارشناسي ارشد آزاد برق ( .ديابي بpل را در نقطة دلخواهيرابطة پتانس
  

بر طبق . ميكن ياستفاده م) 49-2(از رابطة  در نظر گرفته و )28-2(ن دو خط را مشابه شكل يا: حل
  :ميجمع آثار دار

  

                      l l
p

r rV Ln Ln
r r

ρ ρ
π ε π ε+ −

−
= +

2 2
� �

� �

  

  :دهد يجه ميكه نت

)2-52 (                     l
p

rV Ln
r

ρ
π ε

−

+

= 2 �

  

  

  .ديدا كني پ)30-2( مثال يل را برايپتانس  معادلة خطوط هم:20-2ن يتمر

 يكي الكتريدوقطب: 28-2شكل 

  
  
  
  

         

z

x
y

r+ r−
p

lρ
lρ−

مثال كليدي
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q در مبدا مختصات و بارq بار:21-2ن يتمر
− 2

axها درx محوري در رو سطح .  قرار دارد=

Vليپتانس هم =   )77كارشناسي ارشد آزاد برق ( .دين كنيي را تع�
  توانند متقاطع باشند؟ ي م،اوت متفلِيپتانس ا دو سطح همي آ:4پرسش 

  
  ي سطحي از بارهاي ناشيكيل الكتريپتانس - 4-  6- 2

  :م كهيكن ين دو جمله بسنده ميبه هم
  .مياستفاده كن) 46-2(ق مناسب از رابطة يد به طري با-1
  .ميز بهره ببري ني خطيها عيج بدست آمده از توزيم از نتايتوان ي م-2

 ي رويا  را در نقطهa و شعاعsρيسك بار با چگاليك دي از يش نايكيل الكتري  پتانس31- 2مثال 
  .ديمحور آن محاسبه كن

  
  :)29-2(با توجه به شكل : حل

                z rz r= −R a a و z r= +R 2 2  

                             ds r dr dϕ=  
  :م داشتي خواه)46-2(پس طبق رابطة 

( )
  

a
sV r dr d

r z

π ρ ϕ
π ε

=
+

∫ ∫
2

1
2 2 2

1
4 � � �

  

  :كه با حل آن

( )
( )  

a
s s s

a
V r dr d r z a z z

r z

π ρ ρ ρ
ϕ π

π ε π ε ε
= = × × + = + −

+
∫ ∫
2

2 2 2 2
1

2 2 2

1 24 4 2� � �� � �

  

  
  .دي حل كن)28-2(جة مثال ي را با استفاده از نت)31-2(   مثال 32- 2مثال 

  
  :مي محاسبه نمودريك حلقه بار را به فرم زيل يپتانس) 28-2( مثال در: حل

 l rV
r z
ρ

ε
=

+2 22 �

  

 سك بارداريد: 29-2شكل 

  
  
  
  

         

z 

x
 

y
 

  

ds r dr dϕ= 

  
  

r a=
 

R

( , , )z� �
 

 



  الكترومغناطيس مهندسي، تئوري، كاربردها و روش حل مسئله                                                      98

 

lبا فرض s drρ ρ= يريگ ل كبار انتگراي و:  

( )a s sr drV a z z
r z

ρ ρ
εε

= = + −
+

∫ 2 2
2 2 22�

��

  

  
 با استفاده از رابطة. ميسك باردار را محاسبه كرديك ديدان ي م)7-2(  در مثال 33- 2مثال 

V l= −∫E . dدي برس)31-2(ك حساب كرده و به پاسخ مثال سين دي ايل را براي پتانس.  
  

م كه ي متعدد نشان داديها م، ضمن حل مثاليل را ذكر كرديت پتانسي بخش اهميدر ابتدا: حل
 از شما خواسته شد )19-2( و )18-2(نات يدر تمر. دان استيل به مراتب راحتتر از ميمحاسبة پتانس

ن است به ين دو تمرين مثال كه مشابه هميا. ديبرس) و برعكس(ل يدان به پتانسيتا با محاسبة م
  .ر حل شده استيعنوان نمونه در ز

  :ر محاسبه شدي و به صورت ز)26-2(سك باردار در رابطة يك ديدان يم

( )s
z

z
a z

ρ
ε

= −
+

E a
2 2

12 �

  

  :ميل را محاسبه كنيم پتانسيتوان ي م)42-2(با استفاده از رابطة 

( )( )s s
z z

zV l dz a z z
a z

ρ ρ
ε ε

= − = − − = + −
+

∫ ∫E . d a . a 2 2
2 2

12 2� �

  

  
=V با استفاده از رابطة:22- 2ن يرتم −∇E3محاسبه شده در  (دارسك باريل دين پتانسي و همچن 

  .ديريجه بگيرا نت) 26-2رابطة (سك باردار يك ديدان يم) ريمثال اخ
cosρع باري توز:23-2ن يتمر ρ θ=  مطلوب است.  قرار داردa به شعاع يا  سطح كرهي رو�

  . و خارج كرهz محور ي رويا ع در نقطهين توزي از ايل ناشيمحاسبة پتانس
  
  ي حجمي از بارهاي ناشيكيل الكتري پتانس- 6-5- 2

V  استفاده از رابطة با ت ين دسته از مسائل اغلب با قانون گاوس و در نهايا V l− = −∫E . d2 1 
ن رابطه در اغلب يا. ديغافل نشو) 47-2(شود كه از رابطة  يد مين حال باز هم تاكي با ا،شوند يحل م
  )ديني را بب35-2مثال . (ن راه حل استي بهتر، ندارنديچگونه تقارني كه هيمسائل

  
 .دي بدست آور�ρ باري باردار با چگالي پوستة كروي را برايكيل الكتري پتانس 34-2مثال 
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  هـد، با توجيدر ضمن توجه كن. مـيكن يفاده مـاز قانون گاوس است :حل
   شروعية خارجيز از لايت است ما نينها يل در بيپتانس نكه مرجعيبه ا 
bRيبرا. ميرس يم ي داخلياـه هيكرده و به لا    :مي دار<
  ( )q b aπ ρ= −3 34

3   مـيخواه) 43-2( ق رابطةـطبورت ـن صي در ا�
  : داشت

                                                           ( )b aV
R

ρ
ε
−

=
3 3

3
�

�

  

bRaيبا استفاده از قانون گاوس برا   :مي دار>>

     ( )  ( )
S

QE S E S Q E R R aε ε π π ρ
ε

= = → = → = −∫ E . ds 2 3 344 3� � �
�

�  

( )
R

R a
R

ρ
ε
−

⇒ =E a
3 3

23
�

�

  

V  ن حالت با استفاده از يدر ا V l− = −∫E . d2 )نكهي و ا1 )b aV
R bR

ρ
ε
−

=
=

3 3

1 3
�

�

 :مي دار

( ) ( )   ( ) ( )
R

R R
b

b a R a aV dR V b R V
b R b R

ρ ρ ρ ρ
ε ε ε ε
− −

− = − ⇒ = − + − +∫ a . a
3 3 3 3 3

2 2
2 2 12

1 1
3 3 6 3
� � � �

� � � �

  

                :              پس

bR

bRa

aR

>

<<

<

        

( )

   

( )

b a

b R aV
R

b a
R

ρ
ε

ρ ρ ρ
ε ε ε

ρ
ε

⎧
−⎪

⎪
⎪⎪= − −⎨
⎪
⎪ −⎪
⎪⎩

2 2

2 2 3

3 3

2

2 6 3

3

�

�

� � �

� � �

�

�

  

  

R:يع بار حجميتوز 35- 2مثال  a
R a
≤ ≤
>
�    cos

V

ρ θ
ρ

⎧
= ⎨
⎩
�

�
   

   را در نقطةيكيل الكتريپتانس.  داده شده استيختصات كرودر م
 ( , , )P x y z h= = =� h. (دي محاسبه كن� a>(  

  
  :توان گفت ي م)31-2( طبق شكل :حل

- z Rz a= −R a a  
-  cosa z a h θ= + −R 2 2 2 2  

a

b

ρ� 

  

z
 

  
  
  

y
 

θ
 

  
  
  

R 

  
  

x
 

  
  
  

ϕ

  
  

r
 
 

( , , )p h� � 

  
  
  

  34-2شكل مثال : 30-2شكل 

 35-2شكل مثال : 31-2شكل 

مثال كليدي
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 - sindv R dR d dθ θ ϕ= 2  
  

  :)47-2(طبق رابطة 
cos sin  

(  cos )

a

V R dR d d
R h R h

π π ρ θ θ θ ϕ
π ε

θ
=

+ −
∫ ∫ ∫
2

2
1

2 2 2

1
4 2

�

� � � �

  

  :ميكن ير استفاده مير زير متغيي حل انتگرال فوق از تغيبرا

 cosu R h R h θ= + −2 2 2 2  
  :توان نوشت يبر طبق رابطة فوق م

h R u h R− < < +  ،    cosR h u
R h

θ
+ −

=
2 2 2

2
sinu   و   du R h dθ θ=2 2  

  :پس

a
h R

h R

R h u
u duR hV R dR d

u R h

πρ ρϕ π
π ε π ε

−

+

+ −

= = ×∫ ∫ ∫

2 2 2

2
22 2

4 4
� �

� �� �

  

( ) ( ) 

( ) ( )

a a
h R

h R

R h u h R h Rdu dR R R h dR
h

a
R h R h R aR h a h a h a h

−

+

+ − + −
× = − − + −

− + −
= − + − = − − + +

∫ ∫ ∫
2 2 2 3 3

3 2
2

4 4 4 4
2 2 2 2 3 3

2 22 3 3

2 8 84 12 12 2

� �

�

  

  )ديني را بب78-2مثال . (ميكن يان مي معادل بي دوقطبين سوال را پس از معرفيتر حل ا روش ساده
  

kي حجمي و چگالaك كره به شعاعيل را در مركز ي پتانس:24-2ن يتمر Rρ   ديابي ب=
  
  يع متقارن كروي در توزيكيل الكتري مفهوم پتانسيكيزي فيبررس -2-6-5-1

  : همواره،كنواختي  باردارِيك پوستة كرويم كه در ياد داريه به يك پايزياز ف
  . درون پوسته صفر استيا ك وارد بر بار نقطهي الكترواستاتيروي ن- 1
 بار پوسته در مركز يست كه تماميقع در خارج پوسته، همانند حالت وايا  وارد بر بار نقطهيروي ن- 2

  .مركز شده باشدآن مت
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. ز برقرار استيدان ني مي برايكسانيحات يدان، توضيرو و شدت ميك نيبا توجه به ارتباط نزد
 سه مرحله ين منظور طي ايبرا. ميان كنيل بي پتانسي را برايم بحث مشابهيخواه ين قسمت ميدر ا
  .ميده يارائه م) 34-2(  مثالي را برايديدگاه، راه حل جدين ديان ايبا ب
  
 در p همچونيا ل نقطهيقرار گرفته، پتانس)  الف-32-2( شكل ي پوستة كروي بر روQ بار)لفا

  :ن پوسته برابر است بايداخل ا
( )pV V a=  

  .ميست كه در آن بار داريا ن نقطهيخرل در آي برابر پتانسp نقطةليدر واقع پتانس
  

 در خارج p همچونيا ل نقطهيقرار گرفته، پتانس)  ب-32-2( شكل ي پوستة كروي بر روQ بار)ب
  :ن پوسته برابر است بايا

p
QV

Rπ ε
= 4 �

  

كه كل بار در مركز پوسته قرار گرفته ي وقتpل نقطةي معادل است با پتانسpليقت پتانسيدر حق
  .باشد

  
  
  
  
  
  
  
قرار )  ج32-2( شكل ي در داخل پوستة كروي با تقارن كرويع بار حجميد، توزي حال فرض كن)ج

از جمع آثار استفاده ن منظور ي ايبرا. مي كني بررسpم پتانسل را در نقطةيخواه يم. داشته باشد
  :ميكن يم
  
  :pري زيها  از پوستهيل ناشي پتانس-1

 را محاسـبه  p و پوسـتة   ين پوسـتة داخل ـ   ي موجودِ ب ـ  يست بارها يمطابق بحث قسمت ب كاف    
  :ن صورتيدر ا. ميكن

a 

b 

Q 
p 

  
  
  

 يپوستة كرو: 32-2شكل 
 ج ب الف

a 

b 
Q 

p 
R 

a 

b 
ρ 

p 

R 
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)2-53            ( 
R

Ra

a

dRRdv
V dRR

R R R

ρ πρ
ρ

π ε π ε ε

′′
′′= = =

∫∫ ∫
2

2
1

4 1
4 4� � �

   

  :pي بالايها  از پوستهيل ناشي پتانس-2
ست كه يا  ن پوستهيل در آخر  يبرابر پتانس ) ها  ن پوسته ي از ا  يناش (pليمشابه قسمت الف پتانس   

  :يعني. ميدر آنجا بار دار

)2-54     (             b b

b bR R

dRRV V V R dR
R

ρ π ρ
π ε ε

′′ ′ ′= + = +
′∫ ∫

2

2
4 1
4 � �

  

  :ر خواهد بودي به صورت ز) ج-32-2( شكل p نقطةيل برايپس پتانس

)2-55       (         R b

p ba R
V dR R dR VR

R
ρ ρ

ε ε
′ ′ ′′= + +∫ ∫21 1

� �

  

  
ر  ديعن ـيع اسـت،  ي ـح بودن رابطة فوق متقارن بـودن توز ي همانطور كه ذكر شد، شرط صح    :تذكر

  :يحالت كل
( )f Rρ ρ= �  

  

 داخـل  R به فاصـلة   يا  ل در نقطه  يد كه پتانس  ي نشان ده  )55-2( با استفاده از رابطة      :25-2ن  يتمر
 را 21-3 مثـال  (:دي ـآ ير بدسـت م ـ ي ـ از رابطـة ز aكنواخت و به شـعاع ي ي بار حجم  ي با چگال  يا  كره

  )دينيبب

)2-56       (                           ( )V a Rρ
ε

= −2 236
�

�

  

ع شده يكنواخت توزي به صورت −Q كه در آن بار   a به شعاع  يك ابر كرو  ي در مركز    :26-2ن  يتمر
a به فاصلةيا ل را در نقطهيپتانس.  قرار گرفته استQيا ك بار نقطهياست، 

2
  .ديابي از مركز كره ب

   
  
  ع باريل و توزيرابطة پتانس -2-6-5-2
  : همچونيل از روابطين در محاسبة پتانسيش از ايپ

 vV dv
R

ρ
π ε

= ∫ 4 �
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ن رابطه ياگر ا. ميك انتگرال به هم مرتبط نمودي با ل رايع بار و پتانسيقت توزيدر حق. مياستفاده كرد
 آن يليفرانسير به فرم ديم به صورت زيتوان يم، ميع بار بناميل و توزي رابطة پتانسيرا فرم انتگرال

  :ميدا كنيدست پ
  :م كهيدان يم

ρεερ =∇⎯⎯⎯ →⎯ ==∇ ) (            E.EDD. 

)  كه با استفاده از اتحاد  )    ϕ ϕ ϕ∇ = ∇ + ∇. E . E E   :م داشتي خواه.
(  )      ( )  Vε ε ε ε ε ρ∇ = ∇ + ∇ = ∇ −∇ + ∇ =. E . E E . . E  . 

  :دهد يجه ميكه نت
)2-57                        (               Vε ε ρ− ∇ + ∇ =E .2  

∇εمين صورت اگر فرض كنيدر ا =  :مي دار�

)2-58          (                              V ρ
ε

∇ = −2  

م يند، در فصل سوم به صورت كامل در مورد آن بحث خواهي گومعادلة پواسونرابطة فوق را 
 ياديل كمك زيم به ما در حل مسائل پتانسيا  كه از آن كسب كردهيا هي اوليين حال آشنايبا ا. كرد

  .آموزند ين رابطه را به ما مير دو كاربرد ساده از اي زيها مثال. خواهد كرد
  

Vرت در فضا به صويل الكتركي  پتانس36-2مثال  x y z= + +2 22 3 كل بار موجود در . باشد ي م6
  )79برق آزاد كارشناسي ارشد ( .دي را محاسبه كنm3 به شعاعيا داخل كره

  
  :ميكن يدا مي بار را پيچگال) 58-2( با استفاده از رابطة :حل

...Vρ ε ε= − ∇ = = −2 1� ��  
  : كل بار كرهيو برا

( ) n cQ aρ π ε π π ε π
π

− − −= × = − × = − = − × = − =−33 9 84 4 11 3 36 36 1 1 13 3 36� �� � � � � �  

  
zن دو صفحة  ي   ب   37-2مثال   = z و � = ) ي به چگال  يكي بار الكتر  3 )zρ ε= +1 اگـر  .  قـرار دارد  �

zل دريدان و پتانس يم = zل را دري برابر صفر باشد، پتانس� = كارشناسـي ارشـد   ( .دي ـكن محاسبه 3
  )73برق 
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  :ميكن ياستفاده م) 58-2(ر محاسبة رابطة ياز مس: حل

( )zρ ε∇ = = +. D 1 �  
  : خواهد بود، پسzدان فقط در جهتيم) 8-2(ن يجة تمري طبق نتياز طرف

( )D zz D z k
z

ε ε
⎛ ⎞∂

= + → = + +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

2
1 2� �

  

  :داني ميبا توجه به شرط مرز

, z
z zE z k E k z

z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + = → = → = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

E a
2 2

2 2� �
�

  

  :)41-2(طبق رابطة 
z V z zE V z V k

z
⎛ ⎞∂ ′= −∇ → + = − → = − + +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

2 3 2

2 6 2
  

  :لي پتانسيبا توجه به شرط مرز

z zV k V V
z z

⎛ ⎞′= → = → =− + → =−⎜ ⎟
⎝ ⎠= =

3 2
96 2 3

� �
�

  

  

yصفحة: 27- 2ن يتمر = yيبرا.  كامل استيك رساناي � > ر ي به صورت زيكيل الكتري پتانس�
  :است

( )( , ) sina xV x y V e a y−= �  
x صفحةيبار موجود رو yي برا x< < >y و �∞    چقدر است؟�1>

  
ج در يك اِشكال راير به ي مثال زيم، با بررسيل آشنا شديدان و پتانسيحال كه به طور كامل با م

دان و يم(ت ين دو كمي اين قسمت در بررس ي كار آخر  ن بخشِ يا. ميپرداز  يدان و بار م   يدرك مفهوم م  
  .ديان فصل را حل كنيد مسائل پايتوان يشتر مين بي تمرياست، برا) ليپتانس

  
ن سـطح  ي ـ نقـاط ا ي موجود نباشد و تماميكيگونه بار الكتر چي ه S  اگر در سطح بستة     38-2مثال  

Vل معلومِ يتانس پ يبسته دارا   ين سطح بـسته چـه نظـر   يدان نقاط داخل اي باشند، در مورد شدت م�
  ؟توان داد يم

مثال كليدي
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اند، پـس از همـين رابطـه شـروع      ميدان و پتانسيل به هم ارتباط پيدا كرده ) 41-2(طبق رابطة   : حل
  :كنيم مي

V= −∇E  
  :از طرفي

V V cte∇ = → =2 �  
  :پس

V
V cte

= −∇ =
=

E �  

ل مشخص  ياگر پتانس . ميكردل استفاده   يه پاسخ از پتانس   ي توج ي همانطور كه مشاهده شد، برا     :تذكر
 ـي از نبود بار در مح   يدر حالت كل  م و   يدان نظر ده  يم در مورد م   يتوانست  ينبود، نم  تـوان   يـط نم

شـود   ي اسـت كـه تـصور م ـ   يجين اِشكال رايا. جه گرفت يط را نت  ي آن مح  يدان برا يبودن م  رصف
  !ستيدان هم نيست ميهرجا بار ن

  
 را در آن نقطـه بدسـت   Vديتوان يا ميد، آي را داشته باشE، فقطيك نقطة فرض  ي اگر در    :5پرسش  

  د؟ياز داري نيگريد؟ اگر نه، چه اطلاعات ديآور
دا كند، چون از نقطـة  يد كاهش پي باEد،يكنواخت نفوذ كن يك كرة باردار    ي اگر به داخل     :6پرسش  

ك ي ـنكـه بـه مركـز بـار نزد    يگر، بـا توجـه بـه ا   ياز طرف د  .  درون كره وجود دارد    يشاهده بار كمتر  م
  باشد؟ چرا؟ ين دو اثر، غالب ميك از ايكدام. دا كنديش پيدان افزايد ميد بايشو يم
  
   ساكنيكيدان الكتريها در م ي هاد-2-7

 و يهـاد  مهي، ن ي هاد :شوند يم م يدسته تقس  به سه    يكي مواد بر اساس خواص الكتر     يبه طور كل  
م، بـا  يكن يها را مطالعه م قي قرار داده و در قسمت بعد عا    يها را مورد بررس     ين بخش هاد  يدر ا  .قيعا

بحث را با . ميپرداز ي آنها نمين درس به بررسيك در ايها در الكترون يهاد مهي ن فراوانتوجه به كاربرد
 يسپس سع. ميپرداز يه ميط اولي شراي، به بررسياده با هي اولييك سوال شروع كرده و پس از آشناي
بـا توجـه بـه    . مي و رفتـار آن كـسب كن ـ  ي از هـاد ي، درك درسـت ي مفهوميها  ان مثال يم با ب  يكن  يم

 را طلـب  يا العـاده  ن قسمت دقـت فـوق   يس، مطالعة ايها در الكترومغناط  ي استفاده از هاد   يگستردگ
  .كند يم
  

  ؟افتد ي ميچه اتفاق.  قرار گرفته باشديك هاديدرون  يكي الكتريد بارهاي فرض كن:سوال
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رو وارد كرده و باعـث  يدان بر بارها نين ميل خواهد شد، اي تشكي در هاديكيدان الكتر يك م ي: جواب
نكه همـة بارهـا بـه سـطح     يافت تا اين تحرك آنقدر ادامه خواهد يا. شود يگر ميكديدور شدن آنها از    

 صـفر  يدان درون هـاد ي ـ هم بـار و هـم م  ،ن حالتيع كنند در اي توزگر رايكدي مجدداً برسند و   يهاد
  :مي داري درون هادي براسكونط ياست كه همواره در شرال ين دليبه هم. خواهد بود

)2-57                        (           =E �   ،   ρ = � 
ط گذرا رخ خواهـد داد  ي كه در شراياتفاقات. ط سكون استي شرايد كه عبارت فوق فقط برا  يتوجه كن 

  .ميكن يان مي ب بعد را در فصل
  

در حـوزة امـواج   (ل خـاص  ي حفاظت وسايها  از راه يكي. ته ساكن يسيحفاظت الكتر   39-2مثال  
 را يا ن شكل حفره  يدر ا .  است )33-2( كامل مطابق شكل     يك مجموعة هاد  يقرار دادن آن در     ) بلند

 يروي ـن( F12 يروهـا ي نيبـا بررس ـ . ميا  را درون آن قرار دادهq1جاد كرده و بار ي كامل ا يك هاد ير  د
نحوة حفاظت ) در صورت امكان (هانر آيمحاسبة مقادن يهمچن و   F21و  ) 1 به بار    2وارد از طرف بار     

  .ديح دهيرا توض
  

   صفر است،يل هـادـ در داخq2 از بـار يدان ناشــيم: حل
  :توان گفت يز صفر بوده و ميدان در حفرة مذكور نـي پـس م

F12= يعنيكـند،  يوارد نم q1اري بر بـيرويچ ني هq2بار    قت يدر حق. �
  ني صفر است و با اq1 باري در خـارج كره بر رويع بارياثر هرگونه توز

  ل حضوريبدل. مي كره حفاظت كنج را نسبت به خارq1م باريستم قادري س
 كـرة  ي سـطح خـارج  ي روq1ل بـار ين دليشود و به هم ي بر سطوح كره القاء مييها  ، قطعا بار   q1 بار
پـس  . كنواخت نخواهد بوديع ين توزي در خارج كره ا q2ل حضور بار  ي به دل  يشود، ول   ي پخش م  يهاد

 يق در مورد چگونگيل نداشتن اطلاعات دقي به دليكند ول يرو وارد مي نq2 بر q1م باريدان ياگر چه م  
ك حالت خاص، بـا فـرض      يدر  . مي را محاسبه كن   F21م  يتوان  ي، نم ي هاد ي سطح خارج  ي رو q1عيتوز

  :توان گفت ي از كره دور باشد، مي به اندازة كافq2نكه باريا

R

q q
R

R a
π ε

=
>>

F a1 2
21 24 �

  

  
   آزادي فضا–ي در فصل مشترك هاديط مرزي شرا-2-7-1

دان ي ـروشـن اسـت كـه اگـر شـدت م     .  داردي به شكل سطح بـستگ    ي سطح هاد  يع بار رو  يتوز
ن مولفه در يم ايكن يه ميه تجزي پاي به بردارها آن را  ي وقت يعني( باشد   ي مولفة مماس  ي دارا يكيالكتر

   39-2 مثالشكل : 33-2شكل 

q1 a 

R 

q2 
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آورد و  يجه بارها را به حركت در مي نموده و در نتي مماسيرويك ن يد  يتول )دان وجود داشته باشد   يم
 ي روEداني ـط سـكون، م يپس تحـت شـرا  . ن رفتن حالت تعادل بار خواهد شد   يباعث از ب  عمل  ن  يا

گـر  يعبـارت د   ، بـه  )جاد نشود ي ا يتا آن مولفة مماس   (جا عمود بر سطح است       همهدر   ي هاد كي سطح
 ياضيتوان به صورت ر ين مطلب را ميا. ل استيپتانس ك سطح همي ي سطح هاد،ط سكونيتحت شرا

  :ميريكمك بگ) 34-2( است از شكل ين منظور كافي اي، برااثبات نمود
  
)2-58                (         tE = �   

t
abcda

  l E  w
w

= Δ = ⇒
Δ →∫ E . d �

��  

 

) 2-59                   (     s
nE ρ

ε
=

�

  
n s

S

  s  E  s  sε ρ= Δ = Δ ⇒∫ D . d �� 

  
  
  
  
  
  
  
 

) دان در سطح فلز به صورت  ياگر م   40-2مثال     )x y zE= − +E a a a2  ي سـطح يچگال. باشد �2
 )87ق برآزاد كارشناسي ارشد (  سطح فلز چقدر است؟يبار رو

  
ست ي ـكاف.  استnEدان فوق همان مولفةي پس م،عمود استآن  سطح فلز بر سطح يدان رو يم: حل

  :ميابي آنرا باندازة

( )nE E E= + − + =2 22 2 1 9� �  

 :ميع بار داري توزين صورت برايدر ا

s nE Eρ ε
ε

= =
9

� �
�

  

  

  هوا - يمرز هاد: 34-2شكل 

   آزاديفضا

  يهاد

 
 
 
 
 
 
 

D  

ND  

               tD  

 
 
 
 
 
 

SΔ  
 
 

          hΔ  

hΔ  

 
 
 

a  

b  

           d  

       

 c   

wΔ  

 
 
 
 
 
 
 
 

wΔ  

 
 
 

E  
NE  

tE  

 
 
 
 
 
 
 

hΔ  
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z در   يتينها  ي ب ي  صفحة هاد   41-2مثال   =  به موازات λ يك خط بار با چگالي.  قرار گرفته است �
   صفحه چگونه است؟ي رويي بار القايچگال.  از آن قرار داردdصفحه و به فاصلة

  
 يدان داخل هـاد يشود، م يجاد مي اي در فضا و البته در داخل هاديداني م،در اثر حضور خط بار : حل

 القـاء  ي سـطح هـاد  ي رو ييهـا   ه موجود خواهد بود؛ چرا كه به سرعت بار        ي اول يط گذرا يفقط در شرا  
ع ي ـ توز مخـالف علامـت  يي القايها   بار يقطعا علامت چگال  .  صفر گردد  يدان داخل هاد  يشود تا م    يم

 باشـد  يد به نحويع باين توزيم، آنگاه مقدار ايري در نظر بگ  σ را يي القا ي بارها ياگر چگال . ه است ياول
 توان عبور از مرز يلازم به ذكر است كه مولفة مماس( صفر باشد ي داخل هاددانِي ميكه مولفة عمود

tE  همـواره    )58-2( و هوا را ندارد، چرا كه طبق         يمشترك هاد  = ع ي ـ از توزيدان ناش ـي ـپـس م ) �
σيعني(ت  ينها  ي صفحة ب  ي رو σبار

ε2 �

 از خط بـار در هـر نقطـة      يدان ناش ي م يد با مولفة عمود   يبا) 

ن ي ـمطـابق ا . ميكن ـ ي استفاده م ـ)35-2( محاسبة پاسخ از شكل يبرا.  برابر باشديدلخواه داخل هاد 
  : عبارت است ازير داخل هاد از خط بار ديدان ناشي ميشكل مولفة عمود

          
( ) ( )

n
dE

d r d r

λ

π ε
= ×

+ +
1 1

2 2 2 22 22 �

  

  :پس

   
( ) ( )

n
dE

d r d r

σ λ
ε π ε
= − = − ×

+ +
1 1

2 2 2 22 22 2�
�

  

  :تيدر نها

)2- 60                     (              
( )s

d
d r
λρ

π
= −

+2 2
  

  :تذكر
ع ي مخالف علامت توز  ،يي بار القا  يل است كه علامت چگال    ين دل ي در رابطة فوق بد    ي علامت منف  -1  

  .ه استيبار اول
   صفحه چقدر است؟ي روييبه نظر شما كل بار القا: سوال -2  

  .ي با علامت منفيله است ولي ميقا برابر كل بار روي دقييمقدار كل بار القا: جواب     
  

 يدان در سطح هادي ميمولفة عمود: 35-2شكل 

nE  

  
  
  

           

          E  

z  

  
  
  

      d  

r  

  
  
  
  

r  
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ر دان دي ميم كه مولفة عمود   يدان  ي، م يدان در سطح هاد   ي م يط مرز ي با توجه به شرا    :29-2ن  يتمر
با توجه بـه  .  صفر استين مرز مساويدان در اي ميوسته و مولفة مماسي پ، و هوايسطح مشترك هاد 

  .دي حل كنيگري را با روش د)40-2( مثال يژگين دو ويا
z در يتينها  ي ب ي صفحة هاد  :30-2ن  يتمر =  و بـه  ي هـاد ي بالاQ يا بار نقطه.  قرار گرفته است�

  :د كهينشان ده.  از آن قرار داردdفاصلة
  كند؟ يت مي تبع)61-2( صفحه از رابطة ي رويي بار القاي چگال)الف
  . است−Q صفحه برابر ي روييكل بار القا) ب

)2-61      (                            
( )

s
Q d

d r
ρ

π
= −

+
3

2 2 22
  

  
zصفحه   42-2مثال   = تـابع  .  كامل استي وسط آن از جنس هادaكره برجستة به شعاع     مي و ن  �
  :ن سطح عبارت است ازي اي بالايل در فضايپتانس

                 coscos aV R
R

θ
θ= − +

3

2
  

  .ديابيبكره را  مي ني رو سطح صاف وي روي بار سطحيچگال
  
  

پـس ابتـدا   .  اسـت يدان در مجاورت سطح هـاد ي ميط مرزيهدف سوال استفادة مناسب از شرا    : حل
  :ميكن يدان را محاسبه ميم

cos sinR
a aV
R R θθ θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= −∇ = + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
E a a

3 3

3 3
21 1  

 دارد، پـس رابطـة فـوق    ي فقـط مولفـة عمـود   يدان در مجاورت سطح هـاد يم كه م  يدان  ي م ياز طرف 
 ـ         يعمود يها  مجموع مولفه   )59-2(طبـق رابطـة   . كـره اسـت   مي مربـوط بـه سـطح صـاف و سـطح ن

،s nEρ ε=   : پس�
  :كره مي ني برا)الف

 جهتينكه بردار عمود بر سطح كره دارايبا توجه به ا
Raتوان گفت ي است، م:  

 42-2شكل مثال : 36-2شكل 

y
  

z  

 
 
 
 
 

x
  

  
  
  
  
  
  
  

a
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cosn R
aE E
R

R a R a
θ
⎛ ⎞

= = +⎜ ⎟
⎝ ⎠= =

3

3
21  

  :پس
cossρ ε θ=3 �  

  : سطح صافي برا)ب
د ي ـست، باي ـن مولفه ني ايدارا) حيبه طور صر(دان ي كه م يياز آنجا .  است zaن سطح يبردار عمود بر ا   

 يروش مذكور طولان. جاد گرددي اzaم تا مولفةيه كنيه تجزي پايها  را به مولفهθa وRaكةي يها بردار
  :د كرد كهيد، قبول خواهي دقت كنياگر كم. اد استيبوده و احتمالِ خطا در آن ز

z θ πθ
− =

=
a a

2
  

  : سطح صافيپس مولفة عمود

sinn
aE E
Rθ θ

π πθ θ

⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
= =

3

31

2 2

  

  :پس

s
a
R

ρ ε
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

3

31�
  

RR  به شـدت   يكيكتردان ال يم :30-2ن  يتمر
=E a3   آزاد ي در فـضا ي در دسـتگاه مختـصات كـرو 

cmR در يك كره فلز  ياگر  . موجود است  =  آن جمـع  ي سـطح داخل ـ يرد، چقـدر بـار رو  ي ـ قـرار گ 3
  ]8[ شود؟ يم

 ي بـرا يجـذاب  يها كي، تكنيسي الكترومغناطيها ستميها در س  يبا توجه به حضور گستردة هاد     
، يپاسـخ   هـم ياير، قـضا يمثـل روش تـصاو  . ( و درك هر چه راحتتر آنها ابداع شده اسـت       ييپاسخگو

ان ي ـها را در فصل سـوم ب     ن روش يعمدة ا ...)  و   ي خازن يها  ستميت، س يب ظرف يل، ضرا يب پتانس يضرا
دا ي ـ پ هـا دسـت   ي از هـاد يشتري هدفدار به فهم بي شده تا با ارائة مثالها    يدر ادامه سع  . م كرد يخواه
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تـر و البتـه     سـاده ي حل ـ  راهيهـا دارا  ن مثالي از ايخحات فوق ممكن است بر    يبا توجه به توض   . ميكن
  .ميا  در فصل بعد آورده از آنها را مجدداًين جهت برخيخلاقانه باشند، از ا

  
) b و a يها   به شعاع  ي كرو يدو هاد    43-2مثال   )b a>   بـه هـم وصـل      ي هاد ميك س ي توسط 

هـا قـرار     كرهي روQبار كل. شود ي بزرگ فرض ميلي خbسه باي در مقا  ين دو هاد  يفاصله ب . اند  شده
   )72كارشناسي ارشد برق ( : محاسبةمطلوب است .دارد

  .ها  كرهي بار رو)لفا
  .ها  در سطح كرهيكيدان الكتريشدت ماندازة  )ب

، دو يم هـاد ي س ـ پس از وصل شدن . ميكن  ي فرض م  Q2 و Q1ب  يها را به ترت      كره ي بار رو  )الف :حل
  :پس. شوند يل ميكره هم پتانس

)I (                               Q Q Q Q
a b a bπ ε π ε
= → =1 2 1 2

4 4� �

  

  : با توجه به فرض مسئلهياز طرف
)II                          (                Q Q Q+ =1 2  

  :مي دارIب صورت و مخرج در تناسب رابطةي تركيژگياز و
IIQ Q Q Q Q Q Q

a b a b a b a b
+

= = ⎯⎯→ = =
+ +

1 2 1 2 1 2  

  
  
  
  

  :پس
)III                       (          bQ Q

a b
=

aQ و 2+ Q
a b

=
+1  

  :م داشتي خواهيز به سادگيها ن داني مي برا)ب

)IV     (  
( )

Q QE
b b a bπ ε π ε

= =
+

2
2 24 4� �

  و 
( )

Q QE
a a a bπ ε π ε

= =
+

1
1 24 4� �

  

  :جينتا     
شتر مثـل  ي بيا با انحنا ي(ز  يت  ل دارد در نقاط نوك    ي تما يكيم كه بار الكتر   يريگ  يجه م ي نت III از -     

  .متمركز شود) كرة كوچكتر

 43-2شكل مثال : 37-2شكل 

a 

Q1 Q2 

b 
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 بـا شـعاع نـسبت عكـس دارد و در سـطح كـرة               يك ـيدان الكتر ي م د كه شدت  يتوان فهم  ي م IV از -
   . دارد، بزرگتر استيشتري بيكوچكتر كه انحنا

  
V6 و V45لي پتانس يب دارا ي به ترت  a2 و aيها   با شعاع  يدو كره فلز   :31-2ن  يتمر  اگر  . هستند �

  ]3[ ل هر كدام چقدر خواهد شد؟ي پتانس،ميم نازك به هم متصل كنيك سين كره را با يا
  

 مركـز   هـم )38-2( مطـابق شـكل   c وa،bيها  رسانا به شعاع يسه پوستة نازك كرو     44-2مثال  
 وصل شـود،  Sدياگر كل. بارند يگر بي و دو پوستة د  است Q برابر a به شعاع  ية كرو بار پوست . هستند

  ]4[ كند؟ ي ميريي چه تغaل پوستة با شعاعيها، پتانس دن باريپس از به تعادل رس
  

   پس ازc با شعاعي در خارج از پوستة كرويكيدان الكتريع ميتوز: حل
  يك سطح گوسيرا اگر يكند؛ ز ي نميچ تفاوتيد با قبل از آن هي وصل كل

   فرض c با شعاعية كروـرون از پوستيها و در ب با كره مركز مـ هي كرو
  هـ است كه بQ برابريح گوسـن سطيداخل ا حالت بار در هر دو ،مـيكن
  دان يـع ميـل مشابه توزيـه دلـب .رار داردـن كره قيقارن درون اـطور مت 

 كـه  يتنها تفاوت. كسان استيد يبعد از وصل كل ل وـ قبb وaيها تة با شعاعـن دو پوسـي ب يكيالكتر
 بـا  ين دو پوستة كـرو ي بيكيدان الكتريد مين است كه در حالت وصل كلين دو حالت وجود دارد ا     يب

ل پوستة ير اختلاف پتانسيين تغيبنابرا. گردند يل ميپتانس شود و دو كره هم ي صفر مc و bيها  شعاع
 ـي ـدان در حالت قطع كلي كه ميلي در دو حالت برابر است با اختلاف پتانس   a با شعاع  يوكر ن دو يد ب

ن دو كـره در  ي ب ـيك ـيدان الكتري ـنكـه م يبا توجه به ا. كند يجاد مي ا c و bيها   با شعاع  يپوستة كرو 
ديطع كلحالت ق

R
Q

Rπ ε
=E a24 �

  : برابر است باa به شعاعيل پوستة كروي است، اختلاف پتانس

( )b c

R Rc b

Q QV l dR
R c bπ ε π ε

⎛ ⎞Δ = − − = = −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫E . d a . a2

1 1
4 4� �

�  

  
ــال  ــ 45-2مث ــزي ب ــره فل ــمين دو ك ــا   ه ــعاع ه ــه ش ــز ب cmaيمرك cmb و�1= = ــتلاف �4  اخ

V27ليپتانس cmRدررا ل يپتانس. ن شده استيكه كره بزرگتر زمي برقرار شده به طور� = 3   بدست�
  )85برق آزاد كارشناسي ارشد  (.ديآور
  

  :ر استين مسائل به صورت زي حل ايروش كل: حل

a

c
 

b
  S

Q
 

 44-2شكل مثال : 38-2شكل 
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   از آنيـ ناشدانـي فرض كرده و مي كرة داخلي را روQارـب 
  داني مي خطسپس با استفاده از انتگرالِ. ميكن يم را محاسبه

  ه بهـبا توج. ميابي يل دو صفحه را مي، اختلاف پتانسيكيالكتر
  ارـ بيعنيتنها مجهول مسئله  ل،يمشخص بودن اختلاف پتانس

Qتم به سهولي را كه بخواهيتيحال هر كم. شود ي مشخص م  
   ي كرة داخلي را روQبار :مين مثال داري ايبرا. ميكن يدا مي پ

  :ر استين دو كره به صورت زي بي از آن در فضايدان ناشيم، ميكن يفرض م

R
Q

Rπ ε
=E a24 �

  

  :ميل دو صفحه داري اختلاف پتانسيبرا

( ) ( )
a

R Rb

Q QV a V b dR
R a bπ ε π ε

⎛ ⎞− = − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ a . a2

1 1 274 4� �

�  

  :پس

Q

a b

π ε×
=
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

27 4
1 1

��  

  :ن دو كرهي بيل هر نقطة دلخواه از فضاي پتانسيحال برا

( ) ( )V R V b−
R V

R Rb

Q QdR
R R bπ ε π ε

⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ a . a2

1 1 34 4
�

� �

�  

ان ي ـن مثال، اسـتفاده از روش لاپـلاس اسـت كـه آن را در فـصل سـوم ب                يتر حل ا    روش ساده : تذكر
  )ديني را بب28-3مثال . (ميكن يم
  

 و  ي داخل يها استوانه .باشند ي م c و a،bيها  شعاع يمحور دارا   هم ي فلز ةسه استوان  :32-2ن  يتمر
  قـرار داده  sρ ي سـطح ي بـه چگـال  يكي بار الكترياني مة استوانياند و رو ن وصل شده  ي به زم  يرونيب
  .دي را بدست آوريبار استوانه داخل ي سطحيچگال. شود يم
  

  يا رهـ كيكنواخت بر روي به طور Q باري خالياـ در فض:33-2ن يتمر
  هـ كR1 به شعاعيره، كرة رسانائـن كيا. ده استـ پخش شR2عاعـ به ش

  ن دوي بي را در فضايكيدان الكتريم. دـكن ي من شده است را احاطهـي زم
  )77كارشناسي ارشد برق  (.دي كره محاسبه كن

 

R1

R2

Q
 

 45-2شكل مثال : 39-2شكل 

 33-2ن يل تمرشك: 40-2شكل 

a
 

b
 

  
  
  

    
V27� 

مثال كليدي
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نكـه  يبـا فـرض ا  .  قـرار دارد a بـه شـعاع    يك كرة هاد  ي از   d در فاصلة  Qيا    بار نقطه   46-2مثال  
   كره چقدر است؟ي رويي محاسبه شود، مقدار كل بار القا)62-2( از رابطة ييلقا بار ايچگال

  )84كارشناسي ارشد آزاد برق (

)2-62                  (      ( )
( )cos

s

Q d a

a a d ad
ρ

π θ

−
= −

+ −

2 2

3
2 2 24 2

  

شـود و   يجاد م ـي اي در داخل هاديدانين بار، مي، در اثر حضور ا )41-2(حات مثال   يمطابق توص : حل
-2 تـا  56-2 روابط يعني (يود هاديشوند تا ق ي القاء مي سطح هادي بر رو  يي بارها يعيبه صورت طب  

 )4-3(ن يتمرو آن را در ( در صورت سوال داده شده يي القا يها  ن بار ي ا يچگال. خته نشوند يبرانگ) 58
 كـل سـطح   ين رابطـه رو ي است از ا ي كاف يي القا ي محاسبة كل بارها   يبرا. است) م كرد ياثبات خواه 

  :مي كنيري انتگرالگكره

( )
( )

sin
cos

s

Q d a
Q ds a d d

a a d ad

π π
ρ θ θ ϕ

π θ

− −
= =

+ −
∫ ∫ ∫

2 2
2 2

3
2 2 24 2

� �
    

  :م داشتيت خواهيشود و در نها ي حل م)35-2( مشابه مثال يكه با روش

)2-63           (                          
ind

aQ Q
d

= −  

 يد حل دستة مهم ـيكلرابطة فوق . ميكن ي مير نامگذاري را بار تصوييالقابار ن مقدار  يدر فصل سوم ا   
  .ك استيدة الكترواستاتيچياز مسائل پ

  
  
  
  
  
  

 يل كرة هاديپتانس.  قرار داردa به شعاع يك كرة هاد  ي از   d در فاصلة  qيا     بار نقطه    47-2مثال  
  چقدر خواهد بود؟

  
ن ي ـ ايابتـدا چگـال  . شـود  ي آن بار القـاء م ـ يم، پس روي داريچون در فضا هاد   : كيروش كلاس : حل
بـار  (ع ي ـن دو توزي ـ اسپس با اسـتفاده از جمـع آثـارِ   ) 62-2رابطة (م يآور ي را بدست ميي القايها  بار

?indQ =
 

q
 

d
 

a
 

θ
 

 46-2شكل مثال : 41-2شكل 
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ر اسـت و آن را بـه عنـوان    ي ـار وقتگين روش بسيا. ميكن يل را محاسبه ميپتانس) يا   و بار نقطه   ييالقا
  ).34-2ن يتمر. (ميكن ي به شما واگذار منيتمر

  .ر استفاده كرديا روش تصاوي يپاسخ ة هميتوان از قض ي حل ميبرا: ي ابتكاريها روش
. ميكن ـ ين سوال استفاده مي پاسخ به اي برا يپاسخ  ة هم يان اول قض  ياز ب : يپاسخ  ة هم ياستفاده از قض  

  .ميكن يان ميروش فوق را در فصل سوم به طور كامل ب
  
  : يپاسخ ة هميان اول قضيب

ع مذكور بـر  يم توزيكن ي، ابتدا فرض مي خارجع بارِي در حضور توزيل سطح هادي محاسبة پتانس يبرا
 ـ ي ـن توز ي از ا  يل ناش ي است پتانس  ي واقع شده، حال كاف    يسطح هاد  دا ي ـع پي ـ توزيع را در محـل قبل

  . استيل سطح هاديل محاسبه شده برابر پتانسيپتانس. ميكن
  :ميكن ير به مسئله اعمال مي را به صورت زروش فوق

 يبـرا .  قرار گرفتـه ي از كرة هادd در فاصلةqشود، بار   يده م ي د ) الف -42-2(همانطور كه در شكل     
در )  ب-42-2مطابق شكل(اشته باشد  قرار دي سطح هادي روqم باريكن يل فرض ميمحاسبة پتانس 

q بار به صورتيل در محل قبل ين صورت پتانس  يا
dπ ε4 �

ل ين پتانـس ي ايپاسخ ة هميطبق قض.  است

  . برابر استيل سطح هاديبا پتانس
  )15-3 مثال. (ميريگ ياد مير در فصل سوم ين سوال را بر اساس روش تصويحل ا -
  
  
  
  
  
  

از روش  (يگـر يا هـر روش دلخـواه د   ي ـك  ياز روش كلاس  را با استفاده     )47-2( مثال   :34-2ن  يتمر
  .دي حل كنمجدداً) دير استفاده نكنيتصاو

  
ل ي كـه در پتانـس  a به شـعاع   ي از مركز كرة هاد    d به فاصلة  q بار )43-2( در شكل    :35-2ن  يتمر

 ـ ي ـ با يا  چه رابطـه  . فر قرار دارد، واقع است    ص  در ي سـطح  بـارِ ي برقـرار باشـد تـا چگـال       d و aنيد ب
  ]4[ باشد؟B نقطةي بار سطحي برابرِ چگالA،8نقطة

  
  

?V = 

q d 

a 

q 

?V = d 

a 

 47-2شكل مثال : 42-2شكل 
 ب الف
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 اسـت كـه بـار بـه طـور      ين معن يا به ا  يل باشد، آ  يپتانس   باردار، هم  يك رسانا ياگر سطح   : 7پرسش  
ا بار بـه طـور   يدان در سطح رسانا ثابت باشد، آيكنواخت در سطح آن پخش شده است؟ اگر اندازة م       ي
  ع شده است؟يكنواخت توزي

  
 به صورتر ي زيها عيتوز.  در مركز مختصات قرار داردR به شعاعيي رسانايپوستة كرو  48-2مثال 

  :گرفتههمزمان در فضا انجام 
  .ميا ه  سطح كره قرار دادي را روQ بار-
  .ميا  از مركز قرار دادهa را در داخل پوسته و به فاصلةq1يا  بار نقطه -
  .ميا  از مركز قرار دادهb را در خارج پوسته و به فاصلةq2يا بار نقطه -

  ]4[ .ديابي را بهل سطح كريپتانس
  

در سطح كره )  سطح كرهيروقرار گرفته  (Q از باريل ناشيپتانس. ميكن ياز جمع آثار استفاده م: حل
Qبه صورت 

aπ ε4 �

ز ي ـدر سطح پوسته ن   ) قرار گرفته در داخل پوسته     (q1 از بار  يل ناش يپتانس.  است 

qحات گذشته از رابطة يبر طبق توض  
aπ ε

1

4 �

قـرار   (q2 از بـار يل ناشيت پتانسيهادر ن. ديآ ي بدست م

 بـه صـورت   )47-2(جة مثال يدر سطح پوسته، طبق نت)  از مركزbگرفته در خارج پوسته و به فاصلة 
q

bπ ε
2

4 �

  :ل سطح پوسته عبارت است ازيپس پتانس.  خواهد بود

q qQV
a a bπ ε π ε π ε

= + +1 2

4 4 4� � �

  

  

Vلي از جنس رسانا با پتانس     a به شعاع  يا   كره :36-2ن  يتمر زولـه  ين كـره ا ي ـ در فضا وجود دارد؛ ا�
+qحال بار . است R) R را در فاصلة   1 a> (    ل كره چقـدر خواهـد     يپتانس. ميده  ياز مركز كره قرار م
  شد؟

 35-2ن يشكل تمر: 43-2شكل 

  
  
  

B 

q 

d 

a 

  
  

       A 

مثال كليدي
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a) dك كرة رسـانا بـه شـعاع       ي از مركز    d را به فاصلة   qيا    بار نقطه   49-2مثال   a> ( يكـه دارا 
R( از بار و كـره  R به فاصلةيا  در نقطهيكيل الكترياگر پتانس. ميكن ي است، منتقل م   Qبار d>> (
با

R 2
  .دي را محاسبه كنQ متناسب باشد، مقدار بار1

 ي مـسئله بـه درسـت   يهـا   ست از داشـته   ي ـكاف! ميستم نـدار  يط س يل شرا يتحل به   ياجيتچ اح يه: حل
 دور بايلي در فاصلة خ   ليپتانسطبق فرض سوال    . مياستفاده كن 

R 2
ستم ي ـ سيعن ـي متناسب اسـت،  1

  :يعني ،كند ي عمل ميك دوقطبيمشابه 

Q q= −  
  :ااما، دو پرسش از شم

  د؟يكن يل ميرا چگونه تحل...)  و يي القاين بارهاييتع( سوال يكيزيط فيشرا: 8پرسش 
، بـر  يك هـاد ي ـع بار در مجاورت سـطح  يك توزيم كه در اثر حضور      ين آموخت يش از ا  يپ: 9پرسش  

ا ي ـ باشـد و  ي مقدار بارِ مشخصي داراين است كه اگر هاديحال سوال ا. شود ي بار القاء ميسطح هاد 
ر؟ و اگـر  ي ـا خيشود  يمتصل باشد، باز هم بر سطح آن بار القاء م   ) ر صفر يالزاما غ  (ينيل مع يانسبه پت 

  ستم را همزمان برآورده سازد؟ي از سيوديد چه قي باييا القيها ن باريشود مقدر ا يالقاء م
  .م كردي خواهير بررسي تصاوين دو سوال را در فصل سوم و با استفاده از تئوريپاسخ ا

  
 مطـابق شـكل   b بـه شـعاع    ي كـرو  يا   از جنس رسانا با حفره     aزوله به شعاع  ي ا يا    كره  50-2 مثال

b را در فاصلة   qيا  بار نقطه . مفروض است 
2

ر مركز حفره چقدر ل ديپتانس. ميا  از مركز حفره قرار داده
  )86كارشناسي ارشد برق ( است؟

  
  يادـ در سطوح هييارهاـ داخل حفره بqور بارـر حضـدر اث: حل

  ارـب. ميكن يدا ميل را پين بارها، پتانسيبا اعمال اثر ا. شود يم  القاء
    سطحيكـي. نديب يابل خود مـ را در مقيادـطح هـ س دويا طهـ نق

  يي بار القايچگال. ي كرة هاديسطح خارج يگريـ د حفره ويداخل
 −qزي ـ ن كـره يسـطح خـارج   ي رو ييم، كل بـار القـا     يكن  ي فرض م  −sρ حفره را  ي سطح داخل  يرو
ر ي ـ به صـورت ز  از آنهايپتانسل ناش . استع شدهي سطح كره توز يكنواخت رو ي كه بصورت    ،باشد  يم

  :است

s dsq q q q q qV b b a b b a a b
ρ
π ε π ε π ε π ε π ε π επ ε

⎛ ⎞= − + = − + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

2 1 1
4 4 4 4 4 44 2

� � � � � �
�

  

  
  
  
  

 50-2شكل مثال : 44-2شكل 

a
 

b
2

 

b2

        

b 

q
 

ε �
 

 رسانا
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ار نازك به پوستة يم بسيك سي توسط ي مركزي، كرة رسانا )45-2(   در مجموعة شكل       51-2مثال  
a3 در فاصلة  C1يا  بار نقطه .  متصل شده است   ي كرو يرسانا

2
ن حـال  ي عدر.  قرار داردي از كرة مركز  

C1  كارشناسـي ارشـد بـرق      ( .ديابي را ب  يل كرة مركز  يپتانس. شود  ي اعمال م  يگر به پوستة كرو   ي بار د
86(  

  : ميكن يباز هم از جمع آثار استفاده م: حل
قرار گرفته و بـه طـور    يج خاريح رسانا ـ سط يشود، تماما رو    ي اعمال م  ي كه به پوستة كرو    C1 بار -
 لي پتانـس  ،عي ـن توز ي ـا )a4 كرة به شعاع   ي رو يعني. (شود  يع م يكنواخت توز ي

( )
V

aπ ε
=1

1
4 4�

 را   

Rدر a<   .كند يجاد مي ا4
 كـرة بـه   ي سطح خارجي را هم روC−1يگرفته بار سطح ن دو رسانا قرار     ي كه در  ب    C1يا   بار نقطه  -

 پوسـته القـاء   ي سطح  خارجي را روC1ز باري و نa3 پوستة به شعاع   ي سطح داخل  يز رو ي و ن  aشعاع
ل ي پوسـته قـرار دارد پتانـس      ي سطح خارج  ي كه رو  C1بار. كند  يم

( )
V

aπ ε
=2

1
4 4�

R را در a< 4 

R سـطوح   ي رو ي سـطح  ي و بارهـا   C1يا  بـار نقطـه   . كند  يجاد م يا a=و R a= ش  آنچنـان پخ ـ 3
R در يكيدان الكتر يشوند كه م    يم a>  يچرا كه مجموع بار قرار گرفته در سطح گوس. ( صفر گردد3

Rل در ي پتانس يعني) صفر است  a= R و 3 =  صـفر  ين بخش از بارها برابـر هـم و مـساو        ي ا ي برا ∞
ن بخـش از  ي ـ از ايل ناش ـيم به پوسته وصل است، لذا پتانـس يلة سي بوسaاست و چون كرة به شعاع 

  .بارها صفر است
    :پس

V V V
aπ ε

= + =1 2
1

8 �

  

  
  
  

  
  
  
  
  

λ ثابتي بار خطي و چگالr به شعاعيكي الكتري از بارهايا در شكل مقابل، حلقه  52-2مثال    در �
)مركـز پوسـته نقطـة     .  رسانا قرار گرفته اسـت     يك پوستة كرو  يمركز   , , )c− �  بـوده و پوسـته بـه        �

 51-2شكل مثال : 45-2شكل 

  
  

c1  

  
 

  
  

 
a3

2
 a 

a3  

a4 
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Vليپتانس s∫Dاندازة شار. ت متصل است ينها  ي در ب  يا   نسبت به نقطه   � . dاز صفحة ي عبور x = � 
  )87كارشناسي ارشد برق  (چقدر است؟

  
ة ي در لايدها كيم تمام بار يدان يم. ميپوسته را درك كن لي مشخص بودن پتانسست اثرِ ايكاف: حل

دان داخـل   ي ـچـون م  (اسـت    ل ثابت ي پتانس ي هاد ي در تمام فضا   ياز طرف شود،    ياش جمع م    يخارج
Vي پوستة هادلي پتانسيپس وقت ) صفر استيهاد   :توان گفت يماست  �

QV
bπ ε

=
4�

�

  

  :جهيدر نت
Q V bπ ε= 4� �  

Qدان در خارج كره ي ميعنين يست كه پوسته را فرا گرفته، ايا ي كل بار موجود در داخل سطح گوس
  :پس!)  مشخص استيداخل سطح گوسچون كل بار (مشخص است 

R
Q

Rπ ε
=E a24 �

  

  :م كهيريگ يجه مينت
دان خارج پوسته يل پوستة رسانا، بار داخل آن در ميبا توجه به مشخص بودن پتانس "

  " .ر استيتاث يب
xطح ـار گذرنـده از س ـ    ـ بدست آوردن ش   يم، برا يدان خارج پوسته را محاسبه كرد     ـيحال كه م   = � 
s∫Dكافيست . d   را روي سطح x = بدون حل نيـز    ) 24-2(طبق توضيحات مثال    .  حساب كنيم  �

  :توان گفت كه مقدار اين شار برابر است با مي
Q Q V bϕ π ε= = = 22 � �

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

y 

V � a 

λ �

b

  
  
  
  

r 

z

x

 52-2شكل مثال : 46-2شكل 
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 يا ، بـار صـفحه  ي نامتناهي موازين دو صفحة رسانايب ي در فضا)47-2(  همانند شكل  53-2مثال  
σيكنواخت به چگال  ي Vاگر.  موجود است  �

m
σ
ε
=1�

�

�  باشد، ولتمتـر متـصل بـه دو صـفحه چـه            �

  )87كارشناسي ارشد برق ( دهد؟ ي را نشان ميولتاژ
  
  
  
  
  
  

σكنواختي يحضور بار سطح  : حل . كنـد  يجـاد م ـ يع اين توزين ايي بالا و پاي را در فضا  ييها  داني م �
عين توز ي ا يدان در بالا  يم

z
σ
ε

a
2
�

�

ن آن يي و در پا   
z

σ
ε

− a
2
�

�

 بـودن  يبا توجه به نامتناه.  خواهد بود

) ن صفحات خـازن  يدان در ب  يمشابه م . (ندك  يجاد نم يها ا   دانين م ي در ا  يريي، رسانا تغ  يصفحات هاد 
  :خواند، پس ي مينيي تا صفحة پايي را از صفحة بالايكيدان الكتري ميولتمتر انتگرال خط

( ) ( ) .
down V

up
V l σ σ

ε ε
− − −= = − × + × = − × × = −∫ E . d 3 3 36 1 4 1 5 2 1 12 2

� �

� �

� � � � �  

  
ل دو يپتانس. گر قرار دارنديكدي از  d به فاصلة  Aار بزرگ با مساحت   ي بس يدو ورق هاد    54-2مثال  

ن دو ورق قـرار داده  ية بي در وسط ناحqگر حامل باريك ورق دي. باشد ي ولت م�V و �بيورق به ترت  
  ]6[ .شود يم
  

  .دين كنييه تعيناح  را در دوEداني و مVلي پتانس)الف
 .ديابي را بيانيل ورق مي پتانس)ب
 
  
  
  
  

 وجود نداشـته باشـد، در    qم ورق حامل بار   يابتدا فرض كن  . ميكن  ياز جمع آثار استفاده م    ) الف: حل
  :ر استين صفحات به صورت زي بيدان در فضاين صورت ميا

 54-2شكل مثال : 48-2شكل 

 53-2شكل مثال : 47-2شكل 

 
 
 
 
 

mm1� 
+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + 

σ � 

mm4 

  

            V  

q 
V� d 

� 

� 

مثال كليدي
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d

z z
VV dz
d

= − → = −∫ E . a E a�� �
  

حال اثر صفحة  .مين صفحات استفاده كرديدان در بي ميكنواختيدر بدست آوردن رابطة فوق از اصل    
دانين صفحه م  يا. ميكن  ي م ي را بررس  qحامل بار 

z
q
A ε

a2 �

دان ي ـ و م  2ة  ي را در ناح   
z

q
A ε

− a2 �

 

  :مين صفحات داريدان بي ميپس برا. كند يجاد مي ا1ة يرا در ناح

z
V q
d A ε
⎛ ⎞

= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

E a1 2
�

�

  

z
V q
d A ε
⎛ ⎞

= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

E a2 2
�

�

  

 يبرا. ميدان استفاده كني ميست از انتگرال خطين صفحات كافيل در هر نقطة بينس محاسبة پتا  يبرا
  :ن صورت استيمثال پاسخ قسمت ب بد

  )ب
d d

q z z z
V Vq q dV dz dz
d A Aε ε
⎛ ⎞

− = − = − − + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫E . a a . a2 2
1 2 2 4

� �
� �

� �

�  

  ل ـيح به پتانسـازن مسطـك خيحة ـدو صف :37-2ن يتمر
   از صفحاتيكي از x به فاصلةqبار اند و صفر وصل شده

   باشد،dصفحه برابر لة دوـن فرض كه فاصيبا ا.  قرار دارد
   و حاتـ صفي شده روءة مقدار بار القاـ محاسبتمطلوب اس 

  .ن دو صفحهي بيل در فضايتابع پتانس
  
   ساكنيكيدان الكتريها در م كيالكتر يد - 8- 2

هـا    از الكتـرون ي تعـداد كم ـ يط عـاد يم كه در شـرا يدان يم، ميا ها آشنا شده قين با عا  يش از ا  يپ
ن ي ـدر ا. ار كـم اسـت  ي آنهـا بـس  ينرو رسـانندگ ي ا  از ؛ت گردند يت وارد باند هدا   يتوانند از باند ظرف     يم

 را مطـرح  يشـدگ  ين مفهـوم بـردار قطب ـ  يدان بر آنها و همچن ـيرات ميها و تاث قي عايقسمت انواع كل 
  .ميكن يم

 مثبـت و  يها ن مراكز ثقل باري بييجا ك جابهيرد يگ ي قرار ميكيدان الكتريق در م  يك عا ي يوقت
 اسـت  ييجا ن جابهي انجام اي چگونگ، كردهيبند ك را دستهيالكتر يآنچه انواع د  . شود  يجاد م ي ا يمنف

 .مطرح است يقطب ري و غيكه بر اساس آن دو نوع ملكول قطب

 37-2ن يشكل تمر: 49-2شكل 

d q

x 
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 در جهـت  ي مثبـت و منف ـ ي، بارهـا يدان خـارج ي ـ و به واسطة اعمال ميرقطبي غيها در ملكول 
دان يجهت با م  كه همدهند ي ميقطبك دويل يجا شده و تشك  جابه، خود متقابلِةب جاذيرويمخالف ن

  )50-2مطابق شكل. (است
  
  
  
  
  
  

 بـا  ييهـا  يجاد دوقطب ـي ازين وجود دارد و اثر آن ي به صورت دائم ييجا   جابه ي قطب يدر ملكولها 
ك جهت كه همـان جهـت   يها در   ين دو قطب  ي ا ،يدان خارج ي است كه با اعمال م     ي تصادف يها  جهت

   )51-2لمطابق شك. (رنديگ ي است قرار ميدان اعماليم
  
  
  
  
  
  
  
  دهي قطبيها قي بار معادل در عايها عي توز-2-8-1

 يل بررس ـ ي ـن دلا ين از مهمتـر   ي ـا.  اسـت  يك ـي الكتر يرة انـرژ  يها ذخ   كيالكتر يمشخصة همة د  
 در يعن ـي ،شـوند  يده م ـي قطبيكيدان الكتريها در اثر م قيم عايهمانطور كه گفت  .ها است   كيالكتر يد

 يرا بـرا ) قطـبش (ون يزاس ـين بـردار پلار ي ـش از اي پ ـيشود، از طرف    ي م جادي ا يكي الكتر يآنها دوقطب 
  :مي مطرح كرديكي الكتريدوقطب

)2-64         (                                    q=P d  
نكـه كـل   ي اي مختلـف وجـود دارد، بـرا   يهـا   با جهتيدگيت بردار قطبينها  يده ب يك جسم قطب  يدر  

  مك جسيقطبش 
  :ميكن يورژانس عمل مي مشابه اثبات رابطة د،ميده را محاسبه كنيقطب

)2-65     (                                    lim

n V

k
k

V V

Δ

=

Δ →
=

Δ

∑ P
P 1

�
  

   يقطب  جسم يدگيقطب: 51-2شكل 

   يقطب ري جسم غيدگيقطب: 50-2شكل 
=E �

 
 

         
 

E 

          
 

E 

d

 
 
 

Q−
 

 
     

 
 

Q+  
  
،

 
 

Q+
 

 

Q+
 

 
 

Q− 

 

Q−
 

  
  
  
  
 
 

d 
  

 
 

        

 d 

 
 
  
 

  
 

E
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  د؟يگو ي چه مP بردار:سوال
توان بار خالص  يهم مق، ين درون جسم عايتواند آزادانه حركت كند، بنابرا يها بار نم قيدر عا :جواب

 ي در دين بارهـا چگونـه و بـا چـه مقـدار     يدهد كه ا ي نشان م Pبردار. يكيدان الكتر يداشت و هم م   
  .شوند يع ميك توزيالكتر

 :شوند ير محاسبه ميها به صورت ز عين توزيف ايطبق تعر

b               )           66-2:                   (دي مقي     بار سطح n  σ = P . a  

b        )                 67-2:                   (دي مقي     بار حجم   ρ = −∇ . P   

 يها عي آن توزيست از رويكاف. ميستي مواجه نيديز جديا چ داده شده، بP كه برداري در مسائليعني
  .مي گذشته موارد خواسته شده را محاسبه كنيها افته و با روشي بار معادل را

  
zP را با قطبش   ي استوانة قائم توپر   55-2مثال    =P a    ي را رو  يك ـيدان الكتر ي ـم. دي ـري در نظـر بگ 
zو) محور استوانه(ها zمحور l>  . استa و شعاع آنl2طول استوانه. دي بدست آور2

  
  :ميابيد را بي مقيد بارهايبا. ميون را داريزاسي بردار پلار :حل

b   ρ = −∇ =. P �  

     ( )b n z zP p
z

σ = = − = −
=

P . a a . a1 �
  

     ( )b n z zP p
z l

σ = = + =
=

P . a a . a2 2
 

. ميه كرده و بـا هـم جمـع كن ـ   در نقطة مورد نظر محاسب     از دو صفحة باردار را       يدان ناش يست م يكاف
 )27-2(طبـق رابطـة   . ميكن ـ ياسـتفاده م ـ  )7-2(جة مثـال  ين منظور از نت ي ا يبرا)  ب -52-2شكل  (
  :ر استيسك بار به صورت زيدان ديم

  
            

  
  
  
  
  
 ب الف   55-2شكل مثال : 52-2شكل   

x
 

y b pσ = −1
 

 
 

b pσ = +2
 

θ1
 

θ2
 

z  

         

z 

 
 

x
 

y
 

  

zP=P a�  

مثال كليدي
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( )coss
z

ρ
θ

ε
= −E a12 �

  

  :پس

( ) ( cos ) (cos cos ) s s
z z z

z P
a z

ρ ρ
θ θ θ

ε ε ε•

= − = − ⇒ = + = −
+

E a a E E E a1 2 2 12 2
1 12 2 2� �

  

  
 ي داراbي و شـعاع خـارج   aيكره به شعاع داخل ـ     مينق به شكل    ي عا يك پوسته كرو  ي :56-2مثال  

RPون به صورتيزاسيبردار پلار  =P aاست�  .  
  .               ديد را بدست آوري معادل مقيبارهازان يمد و ي معادل مقي بارهايچگال)الف
). (ديركز كره بدست آورل را در مي پتانس)ب )V ∞ = �(  
  

  :ميد داري مقي سطحيها ي چگاليبرا. ميكن يمشابه مثال قبل عمل م: حل

                   ( )b n R RP p
R a

σ = = − = −
=

P . a a . a1 � �
  

                  ( )b n R RP p
R b

σ = = + = +
=

P . a a . a2 � �
  

b د از رابطةيد هم باي مقي حجمي بارها يبرا   ρ = −∇ . Pم، با توجه به ثابت بودن بردار ي استفاده كن
  ؟!شود يصفر م) bρنيو همچن(ورژانس يجه ديون، مشتق آن و در نتيزاسيپلار

  
ك تـابع نـسبت بـه    ي ـ يها ن مجموع مشتق مولفهيورژانس را در دستگاه كارتزيد بتوان دياگر چه، شا 

 ،ورژانسيد يست و در حالت كليگر صادق ني ديها  دستگاهي برايانين بي چنيد وليهمان مولفه نام
  !!ستيمشتق ن

  

  .ميا ان فصل اول آوردهي را در پا)17-1( حل آن مسئلة ي است كه برايجيراد فوق اشتباه كاملا رايا
  :)35-1(طبق رابطة . ميكن يد را محاسبه مي مقي حجمي بارهاي برايپس دوباره چگال

 ( ) ( ) ( )h h A h h A h h A
h h h u u u

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
∇ = + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

. A 2 3 1 1 3 2 1 2 3
1 2 3 1 2 3

1  

  :سپ
  ( sin  )

sinb
PR P

R R R
ρ θ

θ
∂⎡ ⎤= −∇ =− =−⎢ ⎥∂⎣ ⎦

. P 2
2

21 �
�

  

   56-2شكل مثال : 53-2شكل 

a 
b 
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  :ميكن يل از جمع آثار استفاده مي محاسبة پتانسي برا)ب
bσ ازيل ناشيپتانس   : در مركز كره1

sinb ds P a PV a d d
a a

π π

π
σ

θ θ ϕ
π ε π ε ε

− −
= = × =∫ ∫ ∫

2 21
1

24 4 2
� �

�
� � �

  

bσ ازيل ناشيپتانس   : در مركز كره2

sinb ds P b PV b d d
b b

ππσ
θ θ ϕ

π ε π ε ε
= = × =∫ ∫ ∫

2 22 2
2 4 4 2

� �
� �

� � �

  

  : در مركز كرهbρ ازياشل نيپتانس

( )sin
b

b
a

P
P b ads RV R dR d d

b R

ππρ θ θ ϕ
π ε π ε ε

− −
= = × =∫ ∫ ∫ ∫

2 22
3

2

4 4 2

�

��
� �

� � �

  

  : پس
( )P b a

V V V V
ε
−

= + + =1 2 3
�

�

  

  
zP آن بـه صـورت  يشـدگ  يزه شده و بردار قطبي پلارa به شعاع  ي كرو يقي  عا  57-2مثال    =P a� 
  .ون در مركز كرهيزاسين پلاري از اي ناشيكيدان الكتريم محاسبة مطلوب است. است

  )72 و برق 82 اي هستهكارشناسي ارشد (
  :ميكن ي را محاسبه ميي القاي بارهايچگال:  حل

         ( ) cosb n z R  P    p
R a

σ θ= = =
=

P . a a . a� �
  

                         bρ = −∇ =. P �  

  .ميابيز كره ب را در مركين بار سطحي از ايدان ناشيست ميكاف
  :نين تمريام، مطابق پاسخ يا انجام داده )6-2(نيرا در تمرنكار يا

                                         
z

P
ε

= −E a
3
�

�

  

  
ر د بـا ي ـ تولين به معنايا ايآ. جاد كرديك ايالكتر ي را در دي و سطحيع حجمي دو توز  Pبردار: سوال

  شود؟ ي بار چه مياست؟ پس اصل بقا

  23-2شكل مثال : 54-2شكل 

  
  

        y 

  
  

x  

z 

a

zP=P a� 
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در ضـمن همـانطور كـه در      . جاد كرده و نه بار آزاد     يد را ا  ي مق يك مجموعه از بارها   ي Pبردار: جواب
 ـ مقيمجموع بارها) شود ي محاسبه م  ي به راحت  ي هر حالت  يو برا (مثال فوق مشاهده شد       ـد ي ك ي

نـرو  ينـشده و از ا ) ا كـم ي ـو (به كل فضا اضافه  ) يبار آزاد ( يزي و عملا چ   ده صفر است  يجسم قطب 
ر ي ـ زيهـا  ن مطلب را در مثال   يكاربرد ا . ستندي هم ن  ين دو مناف  ي بار همواره برقرار بوده و ا      ياصل بقا 

  :دينيبب
  

 ي مكعب شكل كه دو وجه مقابل آن رو   كِيالكتر  يك د ي نقاط   يون برا يزاسي  بردار پلار   58-2مثال  
zصفحات = z و � a=واقع هستند، به صورت cos zP zπ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
P a2�

زة ي ـ پلاريكـل بارهـا  .  اسـت 

  ]4[ شود، چقدر است؟ يك جمع ميالكتر ين دي كه در داخل ايحجم
  

. اسـت ك همواره برابر صفر يالكتر يك دي در ي و حجم  يزة سطح ي پلار يم مجموع بارها  يدان  يم: حل
 چـون بـردار   ياز طرف ـ.  اسـت يزة سـطح ي ـنـة مقـدار بـار پلار   ي، قر يزة حجم ين مقدار بار پلار   يبنابرا
 ـها مولفه دارد، بار پلار    zون فقط در جهت محور    يزاسيپلار z دو وجـه ي فقـط رو  يزة سـطح  ي =  و �

z a=پس. ودش ي جمع م:  
( ) ( ) ( ) [ ]( ) ( )v s s z zQ Q S a z a z a a a P P a Pρ= − = − × − = − + = + = − − − =⎡ ⎤⎣ ⎦P . P .2 2 22� � ��  

  
 اطـراف  a به شـعاع يدرون كرة فرض.  مختصات واقع شده استء در مبداqيا   بار نقطه59-2مثال  

Rي خلاء و در فـضا     يا  بار نقطه  a≥ ر بـه صـورت     ي ـ متغ ي نـسب  يب گـذرده  ي بـا ضـر    يك ـيالكتر  ي د

r
a
R

ε = R(رون از كره ي بي در فضايزه حجميكل بار پلار.  قرار دارد1+ a> (چقدر است؟  
  

 يبـرا . ك همـواره برابـر صـفر اسـت    يالكتر يك دي در ي و حجميزة سطحي پلاري مجموع بارها  :حل
 دور از مبـداء  يل ـين مـسئله در نقـاط خ  يم؛ چون در ايريگ يستم كمك مي سيكيزيط فيشروع از شرا  

)R   :جهيم داشت، در نتيزه نخواهيت بار پلارينها ي پس در ب، است1 برابر با rεمقدار) ∞→

R) سطح كره دري رويزة سطحيكل بار پلار( a= −  خارج از ي در فضايزه حجمي  كل بار پلار=
  كره

R سطح يون در نقاط رويزاسيبردار پلار a=برابر است با :  

( )
( )R a R a R a R a R a R a

r

q
R a a

ε
ε π= = = = = == − = − = − = ×

=
P D E D D D 2

1 1 11
2 2 4�
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  :پس
( )s R a R R

q
a

ρ
π== − = − ×P . a a2

1
2 4

R سطح كره در ي رويزة سطحي بار پلاري چگال=  a=  

s
qaρ π− × = −24 2

   خارج از كرهي در فضايزه حجمي  كل بار پلار=  

  

 برابر با  a به شعاع  يا   درون كره  يدگي  بردار قطب   60-2مثال  
R

aP
R
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

P a
2

2�
 R است، كه در آن  

Rفاصله تا مركز كره است و      > a به مركـز كـرة فـوق و شـعاع     يده درون كرة فرضي، كل بار قطب   �
2

 

  ]4[ چقدر است؟
  

  :راي درون كره صفر است، زيد حجمي بار مقي چگال:حل

  b
aR P

R R R
ρ

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞∂
= −∇ =− =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

. P
2

2
2 2

1
� �  

  : سطح كره عبارت است ازي رويد سطحي بار مقيچگال

  b R P
R a

σ = =
=

P . a �
  

  : كره عبارت است ازي رويد سطحيپس كل بار مق
Q a Pπ= 24 �  

 و در −Qدي ـد صفر شود، مقدار بـار مق ي در كره باي و حجميزة سطحي كه مجموع بار پلار    يياز آنجا 
a با شعاعيا ده به مركز كرهي پس كل بار قطب.مبداء مختصات قرار دارد

2
  . است−Q، همان

  
 كـه همـواره    يا  ست بـه گونـه    يد بار ن  ي تول ي به معنا  يشدگ  يحات داده شده قطب   يمطابق توض : سوال

 كه در آن قـرار  يطيحك بر ميالكتر ير ديده صفر است، پس تاث يجسم قطب ك  يد  ي مق يمجموع بارها 
  ست؟ي چ،گرفته است

  :ديد توجه كنيآ ي كه در ادامه مين سوال به بخشي به ايي پاسخگويبرا
 
  كيالكتر يب دي و ضريكي شار الكتري چگال- 2- 8- 2

  :ميديد. مي كرده بوديف كرده و روابط مربوطه را بررسي را تعريكي شار الكترين چگاليش از ايپ
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)2-68                (                             ε=D E�  
هـا را بـر    كي ـالكتر ير ديما تاث. ها مطرح نشده بودند   قيم كه هنوز عا   ي بدست آورد  ين رابطه را زمان   يا

  :ميم و داريكن ي مطالعه ميكي شار الكترير آنها بر چگاليط با تاثيمح
)2-69  (                                        ε= +D E P� 

  :م كهينگونه بحث كنيم ايتوان يجاد نشده مي ايم بار آزادينكه مطمئن شوي ايبرا
  :شود يان مير بيقانون گاوس به صورت ز

)2-70                        (                 ρ∇ =. D  
 اگـر  يشوند، ول ـ  ي در نظر گرفته نم    bρدي مق ي است و بارها    آزاد يتنها بارها  ρدر معادلة بالا  

د را در ي ـد هر دو بار آزاد و مق    ي، با ميسي بنو يكيدان الكتر ي شدت م  يبرام قانون گاوس را     يبخواه
  :يعني. ميرينظر بگ

)2-71                      (            ( ) b  sε ρ ρ= +E . d�  
  

) داني ـبا توجه به مشخـصة آن در م  (يخط ري و غ يتوان به انواع خط    يگر م يز منظر د  ها را ا   قيعا
ب مشخـصة  يوابسته بـه ش ـ  (eχيكي الكتريرندگي به نام پذي پارامتري خط يها قيدر عا . م كرد يتقس

ا مطـابق   ر يك ـيدان الكتر ي ـتوان بردار قطبش و شدت م      ين صورت م  يدر ا . شود يف م يتعر) ان شده يب
  :ر به هم ربط داديرابطة ز

)2-72                       (                 eε χ=P E� 

  :ميدار) 69-2(ن مقدار در رابطة يبا قرار دادن ا
   ( ) e eε ε ε χ ε χ= + = + = +D E P E E E1� � � � 

) به صورتيف گذرده نسبيبا تعر )r eε χ=   :م داشتي شار خواهي چگالي برا1+
)2-73         (                         r r  ε ε ε= =D E E�  

 بـه صـورت     εير خط ـ ي ـ غ يهـا  كيالكتر ي د ي است و برا   ي خط يها قيرابطة فوق فقط مخصوص عا    
  .شود يان ميس بيماتر

  .ت بزرگ فرض كردينها يك رسانا را بيك يالكتر يتوان ثابت د يد كه مينشان ده :9پرسش 
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دان قطـبش  ي ـع شـده كـه م    ي توز ي طور a و شعاع  εي با گذرده  يا   در داخل كره   Qبار  61-2مثال  
 بوده و با   يداخل كره در جهت شعاع    

R
 را در داخـل كـره   E وP ،D يهـا  داني ـم.  متناسب اسـت 1

  .ديع بار را بدست آوري توزيمحاسبه كرده و چگونگ
 است و بايدان قطبش داخل كره شعاعيم: حل

R
  :توان فرض كرد كه ي ميعني متناسب است، 1

R
k
R

=P a  

  :مي دار)69-2(ن صورت طبق رابطة يدر ا
( )ε ε ε= − = −P D E E� �  

  :پس

( ) ( )
,R in R

k k
R R

εε
ε ε ε ε

= = =
− −

E a D E a
� �

  

  : دو روش وجود داردk محاسبةيبرا
بـا  . ستميدر س بار و سپس بدست آوردن كل بار آزاد موجود  ي محاسبة چگال  :kروش اول محاسبة  

  :شود يمحاسبه م) k( است، تنها مجهول مسئله Qنكه كل بار آزاد برابريتوجه به ا
  :ميريگ يورژانس مي ديكي شار الكتري بار، از چگالي محاسبة چگاليبرا

( ) ( )R
k k

R R
ε ερ

ε ε ε ε
⎛ ⎞

= ∇ = ∇ =⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠
. D . a 2

� �

  

  :مي كل بار آزاد داريبرا

( ) ( )
sin

ak k aQ dv R dR d d
R

π πε ε πρ θ θ ϕ
ε ε ε ε

= = =
− −∫ ∫ ∫ ∫

2 2
2

1 4
� � �

� �

  

  :پس
( )Q

k
a

ε ε
π ε
−

= 4
�  

   بهي كرويك سطح گوسيم، پس با فرض ي آزاد داري در خارج كره فضا:kروش دوم محاسبة

 در خارج كره به صورت يكي شار الكتر يم كه چگال  يريگ  يجه م ي نت يراحت
out R

Q
Rπ

=D a24
 . اسـت 

in يعني(وسته باشد ي شار در مرز پيد چگالي باياز طرف outD D= (پس:  

مثال كلي
دي
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( )
( )Qk Q k

R R a
R a

ε εε
ε ε π π ε

−
= → =

−
=

24 4
�

�

  

  :مي قرار دهي را در روابط قبلkستي مسئله كافيهابة خواسته محاسيحال برا

in R
Q
a Rπ

=D a
4

   ،  
in Rπ ε

Q
a R

=E a
4

 ،  ( )
R

Q
a R
ε ε
π ε
−

=P a4
� ،  

R
Q
a R

ρ
π

= a24
  

  
بـار آزاد. ر داردي متغ rε با يا و به مركز مبداء مختصات مادهm1 به شعاع    يادرون كره   62-2مثال  
Vρكنواختيي با چگال  يحجم  ـ بـار مق ياگـر چگـال  . ع شده استين كره توز  ي درون ا  1= يد حجم ـي

)درون كره به صورت )bv
RRρ = − 2

[ديابي را بrε، باشد . 4[  
  

،  به مركز مبداء مختـصات پخـش شـده باشـديا درون كره�ρكنواختيي بار حجم  ياگر چگال : حل
 درون كره به صورت  يكيدان الكتر ي م )17-2(طبق حل مثال    

R
ρ

=D a3
از آنجا كـه در.  خواهد بود�

) چرا؟. ( باشدR ازيد تابعي فقط باrεجه گرفت كهيتوان نت ي است، مR ازي فقط تابعbvρن سواليا
  :پس

( ) ( ) ( )R R R
r r rR R R
ρ ρε

ε ε ε ε
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= → = − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

E a P D E a a1 1 11 13 3 3
� �

�
�

  

  :نيهمچن

  
( )bv

r

RR
R R R

ρ
ε

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞∂
= −∇ =− − =−⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

. P 2
2

1 1 113 2
  

  :ميكه با حل آن دار

( ) ( )r r

R RR R C
R R Rε ε
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂

− = → − = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

3 4
2 21 3 1 31 12 8

  

Cبا فرض  = �:  

( )
( ) r

r

R R
RR R

ε
ε

⎛ ⎞
− = → = =⎜ ⎟ −⎝ ⎠ −

2

2 2
1 3 1 81 38 8 31 8
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 ي با نفوذ نـسب ي خطيقي و به مركز مبداء مختصات را با عا       m1 به شعاع  يا  درون كره   :38-2ن  يتمر
rε  كنواختي ي با چگال  يبار آزاد حجم  . ميا   پر كردهVρ اگـر  . ع شـده اسـت    ي ـن كره توز  ي درون ا  1=

) درون كره به صورتيد حجمي بار مق  يچگال )bv
RRρ = − 2

ن يبه تفاوت ا: تذكر (.ديابي را بrε باشد،
  )دي توجه كن)62-2 (سوال با مثال

 وجود دارد كه بار يد حجمي بار مقي، تنها در نقاطيق خطيك عايد كه در  ي نشان ده  :39-2ن  يتمر
  آزاد وجود داشته باشد؟

  
  ق و قانون گاوسيدان در عاي م-2-8-3

ون را يزاس ـيل آن بـردار پلار  ي تحل يم برا يم، ناچار ي بار آزاد داشته باش    يقيستم عا يك س ياگر در   
 )67-2(دان و استفاده از رابطة ي بدست آوردن ميشدگ ي محاسبة قطبن راهِي بهترياز طرف . ميدا كن يپ

 يم، چگـونگ يرا درك كـرد )  آزاديدر حضور بارهـا (ها  قيدان در عا  يت محاسبة م  يحال كه اهم  . است
باشـند،   ي تقارن مي داراي مورد بررسيها ستمينكه اكثر س  يبا توجه به ا   . ميكن  ي م ين آن را بررس   افتي
ط استفاده از ين شرايش از ايپ . قرار داديها مورد بررس قيط استفاده از قانون گاوس را در عا     يد شرا يبا

  :ميقانون گاوس را مطرح كرد
  )ع باريتقارن محل توز( تقارن شكل -1
  ع باريز تقارن تو-2

ط ينجا علاوه بر شرايدر ا. كند ي فرق مي بحث كمها قي آزاد بوده و در عا ي فضا يط فوق فقط برا   يشرا
  :فوق

  .د متقارن باشديز بايط ني محيب گذردهي ضر-3
اگـر  . ميق كنيع بار را تحقيط تقارن توزيست همان شراي كاف يب گذرده ي ضر  تقارنِ ي بررس يبرا

ب ي كـره، ضـر  يمـثلا اگـر در فـضا   . ميم از قانون گاوس استفاده كنيتوان يط برقرار نباشد نم   ين شرا يا
 بـه صــورت يريپــذ نفـوذ 

r R
ε =

 ـتــوان از قـانون گــاوس اسـتفاده كــرد و   ي باشـد م ــ1 فــرم  اگــر بيل

cosr Kε θ=  ه به پاسـخ   مسئليكيزيط في از شرايستين قانون استفاده كرد و بايتوان از ا    ي باشد نم
  .اند ن موضوع پرداختهي به ا)61-2( و )59-2( يها مثال. ديرس
  

 قـرار  bي و شـعاع خـارج   aي، به شعاع داخل   يك پوسته كرو  ي در مركز    qيا  بار نقطه   63-2مثال  
 پوسته به صورت   ل دهنده ي ماده تشك  يگذرده. دارد

R
ε ل دو ياخـتلاف پتانـس  . كند ير م يي با شعاع تغ   �

  )87كارشناسي ارشد آزاد برق  (.ديابيسطح پوسته را ب
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 يكيدان الكتري به شدت ميكي شار الكتريم با محاسبة چگاليكن ي ميم، سع ي در فضا بار آزاد دار     :حل
  :ده از قانون گاوس بلامانع استحات فوق استفايم، با توجه به توضيبرس

R
q

Rπ
=D a24

  

  :دان داخل پوستهي ميبرا

                              
R

q
Rε π ε

= =
DE a4 �

  

  : ميآور يل را بدست ميحال اختلاف پتانس

     a

a b b

q dR q bV V l Ln
R aπ ε π ε

− = − = − =∫ ∫E . d 4 4� �

  

  
) يقيب عاي با ضر aبه شعاع  به شكل كره     يقي عا ي  در مختصات كرو    64-2مثال   )Rε ε= +1  و �2

Rيبا بار حجم  
a

ρ ρ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠
1�

 يك ـيدان الكتري ـانـدازة م . مركز با مبداء مختـصات مفـروض اسـت     هم 

aRدر = 2
  )86كارشناسي ارشد برق (  چقدر است؟

  
 از قـانون  يك ـي شـار الكتر يافتن چگـال ي ـ يم برا يتوان  ي م يقيب عا يقارن بودن ضر   با توجه به مت    :حل

  :مي داخل حجم كره دارR به شعاعيا  كرهيبرا :ميگاوس استفاده كن

sinRR D Q dv R dR d d R R
a a

ππ ρ ρ θ θ ϕ ρ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫2 2 3 444 1 3� �

  

aRدر = 2
  :م داشتي خواه

R R
aaD

R
aR

πρ π
ρ

π

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠= =

=

3 4

2

4
113

4 48

2

�
�  

  :سپ

  23-2شكل مثال : 55-2شكل 

qε 
b

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a   
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( )
( )

a
aDE

a
Ra aR R

ρ
ρ

ε
ε ε

= = =
+

+
= =

11
1148

48 1
1 2

2 2

�

�

�

�

  

  
εيريب نفوذپذي با ضريكيالكتر  ي از د  يا   كره :40-2نيتمر ε= 2  ي بار حجم ـي با چگالa، به شعاع�
  .ديابي را در مركز كره بيكيل الكتريپتانس.  ساخته شده استρثابت

 است، εيت گذردهي با قابليقي كه از جنس عاية كرويك لاي در مركز Qيا    بار نقطه    65-2مثال  
ك ي ـمجموعه را داخل ن يا.  استb آن برابريروني و شعاع بa برابرية كروي لايشعاع درون . قرار دارد 

 ي و پوستة هـاد يق كروية عايكه لايطور م، بهيده  ي قرار م  cن شده به شعاع     ي زم ي هاد يسطح كرو 
Rي در نـواح   E و Dيها  دانيم. مركز باشند   هم a< <�  ،a R b< < ،b R c< R و> c>ز ي ـ و ن

aد را دري مقي بارهايها يچگال R b≤   .دي بدست آور≥
  

R دريك سطح گوسيبا فرض : حل c<م كهيريگ يجه مي نت:  

,

,

,

R

R

R

Q R a
R

Q a R b
R

Q b R c
R

π ε

ε π ε

π ε

⎧
< <⎪

⎪
⎪

= → < <⎨
⎪
⎪

< <⎪
⎩

a

DE a

a

2

2

2

4

4

4

�

�

�

      و 
R

Q
Rπ

=D a24
  

a يبرا R b≤   :مي دار≥

R
Q

R
ε εε

π ε
−⎛ ⎞= − = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
P D E a2 2 2 24

�
�

  

    ( )b n R R
Q Q

R a R a
ε ε ε ε

σ
π ε π ε

− −−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
P . a a . a1 2 2 24 4

� �  

    ( )b n R R
Q Q

R b R b
ε ε ε ε

σ
π ε π ε

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
P . a a . a2 2 2 24 4

� �  

  b
QR

R R R
ε ε

ρ
π ε

⎡ ⎤⎛ ⎞−∂ ⎛ ⎞= −∇ =− =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
. P 2

2 2
1

4
� �  

Rيت برايو در نها c>:  
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Rي در فضايزاد موجود در داخل هر سطح گوس   ل كره، بار آ   يبا توجه به صفر بودن پتانس      c> صفر ،
tot. (دان همواره صفر استيه مين ناحيپس در ا. است

tot
QV Q

Rπ ε
= = → =4 � �(   

  
 ـ   ي كرو كِيالكتر  يك پوستة د  ي در مركز    Qيا    بار نقطه   :41-2ن  يتمر  و شـعاع  aي بـه شـعاع درون

  ]8[ .دي را مشخص كنP وE ،V ،D.  استrεكيالكتر يب ديضر.  قرار گرفته استbيرونيب
  
ع شـده  ي ـ توزa به مركز مبـداء مختـصات و شـعاع   يي سطح كرة رساناي روQبار آزاد    66-2ثال  م

sinrεي با گذردهيا رون از كره را با ماده    ي ب يفضا. است θ= + ل سطح كـره را  يپتانس. ميا  پر كرده21
  )87ارشد برق كارشناسي ( .ديابيب

  
 حق اسـتفاده از  يكي شار الكتري محاسبة چگالي پس برا،ستيط متقارن ن ي مح يب گذرده يضر: حل

  :ميريگ ي مسئله كمك ميكيزيط فياز شرا. ميقانون گاوس را ندار
 ـي عـا يط مـرز يدر قـسمت شـرا  (وسته است يدان در مرزها پ  ي م ي مولفة مماس  -  يلش را بررس ـيق دل
ر ييد تغيك فاصلة ثابت از مركز كره نباي ي به ازاي شعاعيكيدان الكتري م،θراتييپس با تغ) ميكن يم

  .كند
ك كـرة بـاردار در   ي ـدان ي ـهمانند م (د  ي با يكيدان الكتر ي ثابت، م  θكي ي با دور شدن از كره به ازا       -

  :يعنيابد، ي كاهش R با عكس مجذور) ثابتrε بايفضا

R
k
R

=E a2
  

  :م داشتي خواهيكي شار الكتري چگالي برا)73-2(طبق رابطة 

( )sinr R
k
R

ε ε ε θ= = +D E a2
21� �

  

  :ميكن ي عمل م)58-2( مشابه مثال k محاسبةيبرا

( )sin sins R R
kQ dS R d d
R

π π
ρ ε θ θ θ ϕ= = = +∫ ∫ ∫ ∫D . dS a . a

2 2 2
21�� ��  

  :كه با حل آن

cos cosQ k k
π

π ε θ θ π ε⎡ ⎤= − + = ×⎢ ⎥⎣ ⎦
31 12 2 23 3� �

�

�

  

  :پس
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R R

Q
Q Qk

R R
π ε

π ε π ε
= → = =E a a2 2

3
23 3

2 2
�

� �

�
� �

  

  :ميز داريل نيسن پتايبرا

a a

R R

R a
Q Q QV l dR

R R a
R

π ε π ε π ε∞ ∞

=

⎡ ⎤
− = − = − = =⎢ ⎥

⎣ ⎦
= ∞

∫ ∫E . d a . a2
3 3 3

2 2 2� � �

�
� � �

  

  
 يب ديط كه ضـر يك محي در ،باشد ي م�Vلي پتانسي را كه داراa به شعاع يكره فلز : 42-2ن  يتمر

 آنيك نسبيالكتر 
r

a
R

ε =   ؟ شدل كره چقدر خواهدين صورت پتانسيدر ا. ميده ي قرار ماست 1+
  
  يكيدان الكتري قطبش متقارن و م-2-8-4

دان ي ـون بـه م يزاسين صورت است كه با داشتن بردار پلاريق بديك قالب متداول از سوالات عا     ي
ن سـوالات مـشابه آنچـه در    ي حل ايروش كل. ميدا كنيدست پ) مرتبط با آن يها تيجه كميو در نت (

ن ي از ايدان ناشيافتن م ي معادل و سپس     يها  عي انجام شد، محاسبة توز    )57-2( تا   )55-2( يها  مثال
ز ي نيتر روش ساده. ر استي وقتگيهمانطور كه مشاهده شد،  روش فوق اگر چه ساده ول. هاست عيتوز

ز ي ـن شـرط آن ن    يمهمتـر كه البتـه    .  حالات خاص قابل استفاده است     ي برخ يط برا وجود دارد كه فق   
تقارن قطبش، مشابه تقارن . متقارن باشد و هم قطبش) قي عايفضا(د شكل ي هم بايعنيتقارن است، 

يها  مثال قطبشيبرا.  بار در قانون گاوس استيچگا
RR

a1و RP a�)  ك كره متقارن و ي يبرا...)  و

cosيها قطبش
RR

θ a2
zPو(!)   a�)  اند  همان كره نامتقارنيبرا...) و.  

ط يدان، بـسته بـه شـرا   ي ـ محاسـبة م يز متقارن باشد برايستم كاملا متقارن، قطبش ن يك س ياگر در   
  :ر عمل كرديتوان به صورت ز يممختلف 

  
   در فضا نباشديچ بار آزادي ه-2-8-4-1

  :ميريگ يجه ميحات مرتبط با آن نتيو توض) 70-2(ن حالت طبق رابطة يدر ا

  ∇ =. D �  
  :راندي ممكن به صورت زيها  فصل اول،  پاسخ17جة مسئلة يطبق نت
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, ,r R
cte cteD cte
r R

= = =D a D a2
  

 بـه  يا  ا در دسـتگاه اسـتوانه     ي ـو  ) يدر هـر دسـتگاه    (ت   ثابت اس  يكي شار الكتر  يا اندازة چگال  ي يعني
صورت

r
cte
r

=D a قالـب  ي دارا يا در دستگاه كـرو    يباشد و     ي م 
R

cte
R

=D a2
آنچـه در تمـام    .  اسـت  

 برابر صـفر در  يخازنري غيها  ستمي تمام س  ي را برا  ن مقدار يا. باشد  ي م cteروابط مشترك است مقدار   
  :م، پسيريگ ينظر م

=D �  
=ε ن صورت طبق رابطةيدر ا +D E P�:  

)2-74              (               
ε

= −
PE
�

       ε= + →E P��  

   
، منوط بـه محاسـبة انتگـرال      )ر صفر است  يالزاما غ كه   (cteقين مقدار دق  يي تع يخازن  ستمي در س  -1

  . استين دو هادي بيدان در فضاي شدت ميخط
 ـ ي كـه اخـتلاف پتانـس      ي است متـشكل از دو هـاد       يستمي، س يستم خازن ي س -2 ن آن دو مقـدار    يل ب

  . استيمشخص
  :دير توجه كنيبه مثال ز

 بردار قطبشي داراa به شعاع  يا  كره  67-2مثال  
R

k
R

=P a2
دان را در داخـل و خـارج   ي ـم.  است

 .ديابيكره ب
  

 و رابطـة  بالاحات ارائه شده در ي پس طبق توض، تقارن هستند يز قطبش دارا  يستم و ن  يشكل س  :حل
)2-74(: 

oth

aR <
  R

k
Rε

⎧−⎪= ⎨
⎪⎩

a
E 2

�

�

 ( )−⎯⎯⎯→44 2   
oth

aR <
   R

k
R
⎧
⎪= ⎨
⎪⎩

a
P 2

�
  

 بـردار  ي داراbي و شـعاع خـارج  aيت به شـعاع داخل ـ ينها ي ب يا  ك پوستة استوانه  ي :43-2ن  يتمر
 به صورتيونيزاسيپلار

r
k
r

=P aديابي را در داخل و خارج كره بيكيدان الكتريمشدت .  است.  
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   بار آزاد متقارن استيفضا دارا -2-8-4-2
ستم وجود ي در سيچ بار آزاديم هيكن يابتدا فرض م. ميكن ين حالت از جمع آثار استفاده ميدر ا

سـپس  . ميابي ـ يدان را م ـ  ي م )74-2(حات قسمت الف و رابطة      ين حالت طبق توض   ينداشته باشد، در ا   
دان را ي ـن صورت مي، در ا )مي در فضا ندار   يق و قطبش  يچ عا يه(م  يكه فقط بار آزاد دار    م  يكن  يفرض م 

ع بار نامتقـارن اسـت و   يم، قطعا توزي از قانون گاوس استفاده كن   اگر نشود (ستفاده از قانون گاوس     با ا 
و دان كل در هر نقطه از فضا از جمع ديم. ميكن يدا ميپ) ميينما عمل ،حات قسمت پ  يد طبق توض  يبا
  :دين مثال توجه كنيبه ا .ديآ يدان محاسبه شده بدست ميم
  

 بـردار  ي كـه دارا bي و شـعاع خـارج    aي بـه شـعاع داخل ـ     يك پوستة كرو  ي  در مركز     68-2مثال  
 به صورتيشدگ يقطب

R
k
R

=P a2
  .  قرار گرفته استQيا باشد، بار نقطه ي م

  )79كارشناسي ارشد برق ( .دين كنييدان را در تمام فضا تعي م)الف
  .ن دو پوسته صفر گرددي بيدر فضادان يمد كه ين كنيي تعي را به نحوk مقدار)ب
  

با توجـه  . ز در فضا وجود دارديآزاد نون، بار   يزاسيعلاوه بر پلار  . مي متقارن دار  ستم تماماً يك س ي :حل
  :ميكن يحات قسمت ب استفاده ميبه تقارن بار از توض

  :ر استي به صورت ز)67-2( طبق حل مثال يشدگ ي اثر قطب)الف

,

,

a R b

oth

< <
  R

k
Rε

⎧
−⎪

⎪= ⎨
⎪
⎪⎩

a
E

2

1
�

�

  

  : است كهيهيبد. ميكن ي را اعمال ميا حال اثر بار نقطه

R
Q

Rπ ε
=E a2 24

  

  :پس

,

,

R

R

k Q a R b
R R

Q oth
R

ε π ε

π ε

⎧⎛ ⎞
− + < <⎪⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪
⎪= ⎨
⎪
⎪
⎪⎩

a

E

a

2 2

2

4

4

� �

�

  

aي طبق پاسخ فوق برا)ب R b< <:  

مثال كليدي
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R
k Q Qk
R Rε π ε π

⎛ ⎞
= − + = → =⎜ ⎟
⎝ ⎠

E a2 24 4� �

�  

 بـردار  ي داراbي و شـعاع خـارج  aيت به شـعاع داخل ـ  ينها  ي ب يا  ك پوستة استوانه  ي :44-2ن  يتمر
 به صورت  يونياسزيپلار

r
k
r

=P a ي بـا چگـال  يتينهـا  ين پوسته خط بار بيدر مركز ا .  استlρ  قـرار 
  .ديابي را در داخل و خارج كره بيكيدان الكتريمشدت . گرفته است

  

  متقارن است ري بار آزاد غيفضا دار -2-8-4-3
 ي محاسبة چگـال يعني. ك استيمسئله استفاده از روش كلاس   حل   ط تنها راهكارِ  ين شرا يتحت ا 

  .ستمي موجود در سيها د و جمع آثار تمام باري مقيها بار
  
  :اين معناست كه ينجا بديعدم تقارن بار آزاد در ا: تذكر

  .ع بار متقارن نباشدي توز-1
. جـاد كنـد  يتقـارن ا ك حالت ناميستم  ي نسبت به كل س    يع بار متقارن است ول    ياگر چه توز  ا،  يو   -2
ا قـرار  ي ـ و )43-2(ن ير از مركز استوانه در تمـر    ي غ يت بار در محل   ينها  ي ب  مثال قرار گرفتن خطِ    يبرا

  .يك پوستة كروي يها  از قطريكيت در امتداد ينها يك خط بار بيگرفتن 
  

   ساكنيكي الكتريها داني ميط مرزي شرا-2-8-5
 : ميكن ي تكرار مها قي عايبرا را ،مينجام داد اي هاديط مرزيدر مورد شراكه مشابه آنچه 
hΔبا فرض (ي مولفة مماسيبرا � →   :ميدار) �

 t t
abcda

l E w E w= Δ − Δ =∫ E .d 1 2 �� 

)2-75    (                                            t tE E=1 2   

  : دارد يان ميكه ب
  

  .وسته استي پ، در سرتاسر فصل مشتركE يمولفة مماس
  :براي مولفة عمودي �

∇ρدانيم مي =. Dپس :  
  

  :كنيم اعمال مي) 56-2(حال انتگرال فوق را بر روي استوانة شكل 

( )
S

s dv dvρ= ∇ =∫ ∫ ∫D .d .D�
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( ) ( )1 2 2 1 2 1 2n n n s
S

s s s s h s
h

ρ ρ= + Δ = − Δ = Δ Δ = Δ
Δ →

∫ D . d D . a D . a a . D D
�

� 

)2-76                           (            n n sρ− =D D1 2  
  :مي كه در فصل مشترك بار آزاد نداشته باشي حالتيبرا
)2-77               (             n nE Eε ε=1 1 2 2       ⇒   n n=D D1 2  

  
ك مـرز  ي ـ توسـط  )25-2(شـكل   مطابق ε2 وε1يها يك با گذردهيالكتر يط دي دو مح 69-2مثال  

. سازد ي مθ1ة ي را دارد و با امتداد قائم زاوE1 اندازةP1 در نقطةيكيدان الكتريم. اند بدون بار جدا شده
 .ديابي ب2ط ياقع در مح وP2دان را در نقطةياندازه و جهت م

  
sin  :     حل sint tE E E Eθ θ= → =1 2 1 1 2 2  

         cos cosn nD D E Eε θ ε θ= → =1 2 1 1 1 2 2 2  
  :جه گرفتيتوان نت يپس م

        tan
tan

θ ε
θ ε
=2 2

1 1

   ⇒    sin sin
cos cos
θ θ

ε θ ε θ
=1 2

1 1 2 2

 

  :م داشتي خواهياضي حل ري  با كم

sin cosE E ε
θ θ

ε
⎛ ⎞

= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
2 21

2 1 1 1
2

    ،  cos sinD D ε
θ θ

ε
⎛ ⎞

= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
2 22

2 1 1 1
1

  

  69-2شكل مثال : 57-2شكل 

 ط يمرز دو مح: 56-2شكل 

D1

D2

θ1  

θ2

nD1

tD2

ε1

ε2

nD2

 
 

tD1

hΔ
 

 
 
 

hΔ 
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D2
  

na
2
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چـه  ) يبازتـاب كل ـ ( مـرز خـارج شـود    ي نشود و از رو2ط يدان وارد محيم خط مي اگر بخواه :سوال
  )مي حفاظت كنين خارجداي را در مقابل خطوط م2ط يم محيتوان ين كار ميبا ا( لازم است؟ يطيشرا

  
ط ينـد شـرا  يآ ي كـه در ادامـه م ـ   يسه مثال .  را نشان داد   يط مرز ي شرا يك حالت كل  يمثال فوق   

  .كنند ي ميها به وضوح بررس ك از دستگاهي هر ي را برايمرز
  

yةي  رو  70-2مثال   x z− + =2 2 ي نسبيها ية با گذردهين دو ناحي مرز ب6
rε =

1
rε. و 3 =

2
4 5 

)اگــر در نقطــة . ك قــرار دارديــة يــمبــداء در ناح. اســت , , )P 2 ك بــه صــورت يــة يــدان ناحيــ م�2
x y z= − − +E a a a1 4 2   ]8[ .ة دوي ناحين نقطه برايدان در همي محاسبة ممطلوب است باشد، 6

  
 را يمولفة عمـود  . مياج دار يدان احت ي مماس و عمود م    يها  ولفه به م  يط مرز ي محاسبة شرا  ي برا :حل

جـة  ي محاسـبة مولفـة ممـاس هـم از نت        يبرا. ميآور  يه بدست م  ي بردار نرمال رو   يدان رو ير م يبا تصو 
  :ه عبارت است ازي روبردار نرمالِ. م كرديب دو مولفه استفاده خواهيكتر

n x y z
f
f

∇
= =− + +
∇

a a a a2 1 2
3 3 3

  

  :كية ين در ناحداي ميپس مولفة عمود
( )n n n n x y z= = =− + +E E . a a a a a a1 6 4 2 4  

tياز طرف n= +E E E1 1   :مي دارtE1ي براي براحتnE1 وE1، با توجه به داشتن1

t n y z= − = − +E E E a a1 1 1 4 2  

  :ميكن يستفاده م ا)77-2( و )75-2(حال از روابط 
t t y z= = − +E E a a2 1 4 2  

.n n n n x y zε ε= → = = − + +E E E E a a a2 2 1 1 2 11 5 6 3 6  

  :جهيدر نت
t n x y z= + = − − +E E E a a a2 2 2 6 8  

  
در . ق اسـتفاده كـرد  ي عا يها  يتوان از عدس    ي م يكي الكتر يها  داني همگرا كردن م   يبرا   71-2مثال  
حه و سـمت چـپ آن   ك صـف ي ـ كه سطح سمت راسـت آن    ، نشان داده شده   يك عدس ي مقابل   شكل

مثال كليدي
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R به شعاع  يا  كره r   به صورت  يكيدان الكتر ي م Pدر نقطه .  است � ϕ−a a5 ق ي عـا  يگـذرده .  است 3
  ]1[  باشد؟x محوري موازيدان در سمت راست عدسيد چگونه باشد تا ميبا
  
 هـم  يدان داخل عدس ـيد مي باشد، باx محوري موازيدان در سمت راست عدسيم مي اگر بخواه  :لح

مرز سمت ). يدان در مرز سمت راست عدس     ي م ي مولفة عمود  يوستگيل پ يبدل(ن جهت باشد    يدر هم 
 در ي و مولفة مماس ra در جهت  ين مرز مولفة عمود   يره است پس در ا    يك دا ي از   ي بخش يچپ عدس 

  :جهيدر نت. باشد ي مϕaجهت
  :ي مولفة مماسيبرا

                          E Eϕ ϕ= = −1 2 3  
  :ي مولفة عموديبرا
           

r r r r
r r

E E E Eεε ε
ε ε ε

= → = =
2 2

2 2 1 1 2 1
5�

�

  

  :پس
             

r r r
r

E Eϕ ϕ ϕ ε
= + = − +E a a a a

2

2 2 2
53  

  :ميان آن در مختصات قائم داريبا ب

( ) ( )sin  cos  cos  sin  x y x y
r

ϕ ϕ ϕ ϕ
ε

= − − + + +E a a a a
2

2
53  

  : صفر باشدyب مولفةيد ضري باشد، باxدان فقط در جهتينكه مي ايبرا

cos sin .r
r

ε
ε

− = → = =
2

2

5 53 45 45 1 663
  

  
 يكي الكتريريب نفوذپذي با ضر  يكيزوتروپيك ا يالكتر ي از جسم د   a به شعاع  يا  كره  مين  72-2مثال  

ε1   يك ـي الكتريريب نفوذپــذي در مجـاورت هـوا بــا ضـرεــيچ بــار آزاديه ـ.  قــرار دارد�  ن ي در مـرز ب
ــالكتر يد ــدارد  ي ــود ن ــوا وج ــدت م. ك و ه ــش ــيدان الكتري ــيك ــ در داخ ــه    ميل ن ــا رابط ــره ب ك

sin  cos  R
RR θθ θ= +E a a1 2

ك و هـوا   ي ـالكتر ين د ي ب ـ ي را در تمام مرزها    E2.شود  ي مشخص م  
  .ديبدست آور

  
  :حل

  : مرز كره با هوايبرا

   71-2شكل مثال : 58-2شكل 

R � 

45�

y

 
 
 
 

x
 

 
     

         

 p 

مثال كليدي
 



 الكترومغناطيس مهندسي، تئوري، كاربردها و روش حل مسئله                                                      142

 

  : است پسRaي و مولفة عمودθaيمولفة مماس
  :ي مولفة مماسيبرا

          cos cosR aE E
R a

θ θ θ θ= = =
=

1 2 2 2
  

  :ي مولفة عموديبرا

sin sinR R RE E E R a
R a

ε ε
ε ε θ θ

ε ε
= → = =

=

1 1
2 1 1 2�

� �

  

  :پس
sin cosR R R

aE E aθ θ θ
ε

θ θ
ε

= + = +E a a a a1
2 2 2 2�

  

  :كره مي نينيي مرز هوا و قاعدة پايبرا
−zي و مولفة عمود raيمولفة مماس  aرا  يدان بـردار ي ـن است كه ابتدا ميك ايه حل كلاسرا.  است 
گـر  يروش د. از استخراج شوندي مورد نيها ان كرده و سپس مولفه  ي و قائم ب   يا   استوانه يها  در دستگاه 

  :ن صورت است كهيبد

r R πθ
=

=
a a

2
     و   

z θ πθ
− =

=
a a

2
  

  :پس
  :ي مولفة مماسيبرا

sinr r RE E E R rθπ πθ θ
= = = =

= =1 2 1

2 2
  

  :ي مولفة عموديبرا

cosz z z
RE E E ε

ε ε θ
ε

π
θ

= → = =

=

1
2 1 1 2 2

2

�
�

�  

  : پس
r r z z rE E r= + =E a a a2 2 2  

  

   72-2شكل مثال : 59-2شكل 
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zهيناح  73-2مثال   < )كي ـالكتر يب د ي با ضـر   يقي از عا  � )
z

ε ε= +
zهي ـ پـر شـده و ناح      �11 > � 

zEيكيدان الكتر يم. هواست  =E a�  ه  ي در ناحz > zزه در   ي ـ پلار يكل بار حجم  .  وجود دارد  � < � 
zابعاد صفحه (چقدر است؟  = a را� b×دي فرض كن(.  

  )84برق غير متكمركز  المپياد(
  :م، پسي بار آزاد ندار در مرز:حل

z
zE E E E E

z
ε ε ε ε= → = → =

+
E a2 2 1 1 2 1 2 1� �

  

  :مياج داريزه به بردار قطبش احتي پلاري محاسبة بارهايبرا

( )r z
E

z
εε ε= − =
+

P E a21 1
� �

�
  

  :پس

( )b
E

z
ερ = −∇ =
+

. P 21
� �  

  :ميكن يدا ميد پي بار مقيل از چگايريگ انتگرالبا كل بارها را 

( )b b
EQ a b dz a b dz E a b E a b

zz
ε

ρ ε ε
∞ ∞

∞
⎡ ⎤= × = × = × × − = ×⎢ ⎥+⎣ ⎦+∫ ∫ 2

1
11

� �
� � � �� �

�

  

 ـ   d به ضـخامت   يقي عا :45-2نيتمر zن صـفحات  ي كـه ب = z و � d=     ب ي ضـر  ي قـرار گرفتـه دارا
zكيالكتر  يد

d
ε ε ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
1�

zE=Eيدان خـارج ي ـك تحـت م  ي ـالكتر  ين د ياگر ا . باشد  ي م  a�  قـرار 

  .دي را بدست آوري و حجمي القاء شدة سطحيها  باريچگال. رديگ
  

 را در هـر دو  E. قـرار دارد   ε2 و ε1يهـا  يه با گـذرده   ي در  مركز دو ناح     Qيا  بار نقطه   74-2مثال  
 )83سي ارشد فيزيك كارشنا( .ديه محاسبه كنيناح
  

نكـه  ي با توجه به اياز طرف.  خواهد بودي به صورت شعاعيا ك بار نقطه  يدان  ي است كه م   يهي بد :حل
پـس  .) دي دقت كن)60-2( به شكل(اند  يشعاع ها هم  با هم برابر باشند و آن     يستي مماس با  يها مولفه

  : ميريگ يجه مينت

t tE E E E= ⇒ =1 2 1 2  

  :مي قانون گاوس دارن وجود بر طبقيبا ا

مثال كليدي
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( )s D S D S R D D Qπ= + = + =∫ D . d 2
1 1 2 2 1 22�  

ε=D :ياز طرف E1 1 ε=D و 1 E2 2  : پس،2

                           ( )R E Qπ ε ε+ =2
1 22  

  :تيو در نها
)2-78        (         

( ) R
Q

Rπ ε ε
=

+
E a2

1 22
  

  
 كه مرز دو ي قرار دارد به نحوε2 وε1يها يه با گذردهيح در مركز دو نا يك كرة هاد  ي  75-2مثال  

  : كره قرار داشته باشدي روqاگر بار. گذرد يه از مركز كره ميناح
  ست؟ي بار القاء شده در هر طرف آن چيچگال) الف
  .ديتكرار كن نباشد، قسمت الف را ياگر كره هاد) ب
  

  :ميريگ ي كمك م)59-2( از رابطة يي محاسبة بار القاي باشد براي اگر كره هاد)الف: حل

s nEρ ε=  
دان ي ـم.  اسـت ي مولفة عمـود ي بوده و فقط دارا    يدان شعاع يع متقارن بار م   ي با توجه به توز    ياز طرف 

  :دان عبارت است ازي  م)78-2 (طبق رابطة. ميا  محاسبه كرده)74-2(حاصل را در مثال 

( ) R
Q

Rπ ε ε
=

+
E a2

1 22
  

  : عبارت است ازيي بار القايپس چگال

( )S
Q

R
ε

ρ
π ε ε

=
+1

1
2

1 22
  ،     

( )S
Q

R
ε

ρ
π ε ε

=
+2

2
2

1 22
  

. مي ـاج داري ـون احتيزاس ـي به بـردار پلار يي القاي بارها ي محاسبة چگال  ي نباشد برا  ي اگر كره هاد   )ب
  :)69-2(طبق رابطة 

( )ε ε ε= − = −P D E E� �  

  :پس.  است)78-2(دان رابطة ي همان مEكه
( )

( ) R

Q
P

R
ε ε

π ε ε
−

=
+

a1
1 2

1 22
�   ،  ( )

( ) R

Q
P

R
ε ε

π ε ε
−

=
+

a2
2 2

1 22
�  

nσ از رابطةي سطحي بارهاي چگالياز طرف = P . aجهيدر نت. ديآ ي بدست م:  

  74-2شكل مثال : 60-2شكل 
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( )
( )

( )R

Q
R
ε ε

σ
π ε ε

−
= − = −

+
P . a 1

1 1 2
1 22
�    ،   ( )

( )
( )R

Q
R
ε ε

σ
π ε ε

−
= − = −

+
P . a 2

2 2 2
1 22
�  

  
  ونيزاسي بردار پلاريط مرزي شرايس برر-2-8-6

در آنجـا  . ميان كـرد ي ـك بي ـالكتر يدان را در مرز مـشترك دو د ي م يط مرز يدر قسمت قبل شرا   
 ي را برايروابط مشابه. مي داشتي متفاوتيها پاسخ) ا عدم وجود آن يو  (بسته به وجود بار آزاد در مرز        

  :ميكن ي ميبررسن روابط را در سه قالب مختلف يان كرد، ايتوان ب ي بردار قطبش ميط مرزيراش
  زه در مرزي در صورت وجود بار پلاريط مرزي شرا-1
   در صورت وجود بار آزاد در مرزيط مرزي شرا-2
  ي خطيها قي در عايط مرزي شرا-3

  :ميكن يك مطالعه مير به تفكين حالات را در زيا

  زه در مرزيدر صورت وجود بار پلارون يزاسي بردار پلاريط مرزي شرا-2-8-6-1
.  استbσزهي پلاري بارهاي سطحي چگال،ε2 و ε1يكي الكتر يريب نفوذپذ يق با ضر  ي دو عا  در مرزِ 

 دو طرف مـرز برقـرار   Pونيزاسي بردار پلاري عموديها مولفهن ي بيا م كه چه رابطه   ينيم بب يخواه  يم
bد به صورتي مقي حجمي بارهاي چگال)69-2(طبق رابطة . است   ρ = −∇ . Pست از فرم يكاف.  است

 انجـام  )76-2(مشابه آنچه در اثبات رابطـة  ( مرز را انجام داد      ي رو يري استفاده كرده و حدگ    يانتگرال
  :)شد

( ) ( )n n n b
S

s s s s hρ= + Δ = − Δ = − Δ Δ∫ P . d P . a P . a a . P P1 2 2 1 2 1 2�  

hΔبا فرض  → �:  
                             b bs h sρ σΔ Δ Δ�  

  :پس
                              ( )n n bσ− = −P P1 2  

  :اي
)2-79               (       n n bσ= −P P1 2  

  
  ي خطيها قيون در عايزاسيدار پلار بريط مرزيك شراي -2-8-6-2

طبـق  . دان را به قطـبش ارتبـاط داد     ي م يط مرز يتوان شرا   ي م ي است، به راحت   يق خط يچون عا 
  :)72-2(رابطة 

 ونيزاسي بردار پلاريمرزط يشرا: 61-2شكل 
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( )e rε χ ε ε= = −P E E1� �  
  :از آنجا كه

t tE E=1 2  
  :پس

( ) ( )t t e t e t
r r

P P P Pχ χ
ε ε ε ε

= → =
− − 2 1

1 2

1 2 1 2
1 1

1 1� �

  

  :نكهيبا توجه به ا
  n nE Eε ε=1 1 2 2  

  :جهيدر نت

( ) ( )n n e n e n
r r

P P P Pε ε
χ ε χ ε

ε ε ε ε
= → =

− − 2 1

1 2

1 2
1 2 1 1 2 21 1� �

  

  :پس به طور خلاصه
)2-80                                                  (

e t e tP Pχ χ=
2 11 2  

)2-81                                              (
e n e nP Pχ ε χ ε=

2 11 1 2 2  
  

ط بـار  ي كه در مرز دو محي حالتيون برايزاسيط بردار پلاري شراي بررس ي برا يراهكار: 46-2ن  يتمر
  استفاده كرد؟ )كدام اثرها؟(توان از جمع آثار  يا ميآ. ديآزاد وجود دارد ارائه كن

  
  كيالكتر يمقاومت د -2-8-7

د در ي مقيرها كوچك باييجا به ، باعث جايكيدان الكتري بخش ذكر شد ميهمانطور كه در ابتدا   
 باشـد،  ي قـو يلي خيكيدان الكترياگر م. آورد ي را به وجود ميشدگ يشود و قطب يك ميالكتر يمادة د 

 شـتاب  يك ـيدان الكترير ميها تحت تاث الكترون. كشد يرون ميها ب ها را به طور كامل از ملكول  الكترون
 و صـدمه  يت دائم ـ ير وضـع  يي ـ به شدت تصادم خواهند كـرد و تغ        ي ملكول يا  افته و با ساختار شبكه    ي

ش يهـا پ ـ   از تصادمي ناشيشدگ ي قطبيممكن است اثر بهمن. دن به ماده را موجب خواهند شد  يرسان
) نـد يجرقة فوق در هوا را كرونا گو. (دي بوجود آي بزرگيها اني شود و جريماده ممكن است هاد   . ديآ
 ـالكتر يشكست دده را   ين پد يا  ـكي ك مـادة  ي ـ كـه  يك ـيكتردان الي ـحـداكثر شـدت م  . نامنـد  ي م
  .شود يده مي ماده نامكيالكتر يمقاومت دتواند بدون شكست تحمل كند،  يك ميالكتر يد
  

 يفـضا .  اسـت bي خـارج ي و شعاع هادaي داخليك كابل هم محور، شعاع هاد    ي  در    76-2مثال  
ولتاژ .  پر شده استBEكيالكتر ي و مقاومت د εكيالكتر  يب د يضر با   يكيالكتر  ي با د  ين دو هاد  يب
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 يقيك شكـست عـا  ي ـالكتر ي از دييچ جـا ي كمتر باشد تا در هيد از چه مقدارياعمال شده به كابل با    
  ]6[ فتد؟ياتفاق ن

  
شتر از ي ـد بي ـك نباي ـالكتر ي از ديا چ نقطـه  ير ه ـ دان د يفتد م ي اتفاق ن  يقي آنكه شكست عا   يبرا: حل

ك را بر حسب ولتاژ اعمـال شـده بـه دو           يالكتر  ي درون د  يكيدان الكتر يم. ك باشد يالكتر  يمقاومت د 
دان درون  ي ـ باشـد، م   λي درون ـ ي هـاد  ي رو ي بـار خط ـ   ياگـر چگـال   . ميكن ـ  ي كابل محاسبه م   يهاد

  :ك برابر است بايالكتر يد

rr
λ
π ε

=E a2
  

  : باشديروني بي شعاع هادb وي دروني شعاع هادaجه اگريدر نت
a

b

bV dr Ln
r a

λ λ
π ε π ε

= − =∫ 2 2
  

  :شود كه يجه مير نتياز دو رابطة اخ

r
V

br Ln
a

=E a  

دا ي ـد اكسترمم رابطة فـوق را پ يافتد با يدان در آن اتفاق ميشدت من يشتري كه بي محاسبة محل يبرا
. ميكن ـ يدا م ـي ـن محل را پي ا)43-2(جه شده از مثال ي نتيكيزير فين كار و با تعب  يبدون انجام ا  ! كرد

دان ي ـن شـدت م يشتري ـادتر اسـت پـس ب  ي ـشتر، ز ي ـ ب ي انحنـا  يدان در نقـاط دارا    يم شدت م  يدان  يم
rدر a=نيبنابرا. افتد ي اتفاق م:  

B B
V bE E V E a Lnb aa Ln

a

= < → =  

. بـا شـعاع      ي مـس  ي داخل ـ يك هاد يمحور شامل     ك كابل هم  ي :47-2ن  يتمر cma =  يك دي ـ ،  �5
rε.كيالكتر يك جامد با ثابت د    يالكتر =1 4 ك ي ـالكتر يه روغـن بـا ثابـت د   ي ـك لاي ـ و  �r تا شـعاع   8

.rε =2 2 ــعاع4 ــعاع �r از ش ــا ش cmb ت = ــ2 ــد ي م ــت . باش ــالكتر يدمقاوم ــادي ــر  ةك م ــد براب  جام
( )kV

mdE = × 34 1� )ك روغـن برابـر      يالكتر يدمقاومت   و   � )kV
mdE = × 33 1�  و �rانـدازه .   اسـت  �

دان در دو ي ـ كـه حـداكثر شـدت م   يد، به طورين كنييمحور را تع    كابل هم  ين دو هاد  ي ب �Vليپتانس
  .ك حاصل شوديالكتر يط ديمح
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  عادل مي دوقطب-2-8-8
ن حالـت   ي ـدر ا . جاد شـده باشـد    ي ا ي قطب يها  ق ممكن است از ملكول    ير كه ذكر شد، عا    همانطو

 يبـرا . انـد   شـكل گرفتـه  ي است كـه در جهـات دلخـواه   يكي الكتريقطب ت دوينها  ي از ب  يبيق ترك يعا
ل ي ـن دليم، به هم ـيكن يها را محاسبه م ين دوقطبي ايون حاصل جمع بردار   يزاسيمحاسبة بردار پلار  

  :است كه

lim

n V

k
k

V V

Δ

=

Δ →
=

Δ

∑ P
P 1

�
  

تـوان بـا    يموجود باشـد، م ـ ) يع باري هر توزيبرا( محاسبة راحت عبارت فوق  ي برا ياگر راهكار 
 است ين راهكار بحثيا. ع را بدست آوردين توزي از ايل ناشيدان و پتانسيانبر، ميك روش مياستفاه از 

 يقطب ـ ر دوك بـردا ي ـتوان بـا   يم را يع باريهر نوع توز .شود  يان م ي معادل ب  يكه تحت عنوان دوقطب   
  :مير استفاده كنيع بار از رابطة زيو نوع توز) عيمحل توز(ست با توجه به شكل يكاف. ان كرديمعادل ب

)2-82                                  (        dq= ∫P R  

 المان بار است كه dqبزند و رـع بار سيد به تمام نقاط توزي با است كه  ي بردار مكان  Rطة فوق ـدر راب 
  :ر باشدي زيها تواند به صورت يع ميبسته به نوع توز

dq dsσ=   ،   dq dlλ=    ، dq dvρ=  
 .انـد  هـ به خود گرفت ـ  يدوقطب البـم، ق يپرداز يـها م ـ آن يـ به بررس   كه ييها  از قطبش  يا دهـبخش عم 

دان و ي ـتوان از روابـط مربـوط بـه م    ي معادل، م  يدگيقطب س از محاسبة  ـها، پ  ونه قطبش گن  ـي ا يبرا
  :مي آورير مي در زاًن روابط را مجدديا.  استفاده كرديكيالكتر يل دوقطبيپتانس

  
 )2-83             (       

R Rπ ε
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

R . PE R P3 2
1 34 �

  

)2-84                   (           RV
Rπ ε

=
P . a

24 �

  

  
  
  
 ي برايعني موجود باشد، ية دوقطبيط اولي كه شرا خواهد بود برقراري است روش فوق در صورتيهيبد
P=صورت بردارنير ايجموع بارها صفر گردد، در غ ك مجموعة متقارن م   ي بوده و بـا اسـتفاده از آن    �

  .ل را محاسبه نموديدان و پتانسيتوان م ينم

  معادليدوقطب: 62-2شكل 

R 

dq 

  
  

x 

z 

  
  
  
  

y 
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zP=P است كه با قرار دادن     )14-2( همان رابطة    )83-2(رابطة   - a يك ـي الكتريدان دوقطب ـي به م 
  .انجامد يم
  

zة واقع در صفح  a به شعاع  يا   حلقه ي  رو  77-2مثال   = sinlρي بـا چگـال  ي، بار� λ ϕ=ع ي ـ توز
  .ديابيل را در نقاط دور بيدان و پتانسيم. شده است

  
  :ميكن ي معادل را محاسبه مي بردار دوقطب)82-2(با استفاده از رابطة : حل

ldq dlρ= =∫ ∫P R R  

, r rdl a d r aϕ= = =R a a  

( ) ( )sin sinr ra ad a d
π π

λ ϕ ϕ λ ϕ ϕ= =∫ ∫P a a
2 22
� �

  

sin (cos sin )x y ya d a
π

λ ϕ ϕ ϕ ϕ λ= + =∫P a a a
22 24
�

  

  :م داشتيل خواهيدان و پتانسي مي  برا)84-2(  و )83-2(حال با استفاده از روابط 

( )  sin sin R y

y

a
R R R

a

λ θ ϕ
π ε π ε

λ

⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

R . PE R P a a
P a

2

3 2 3
2

1 3 34
4� �

  

  sin sinR

y

aV
R R

a

λ θ ϕ
π ε π ε

λ

= =

=

P . a

P a

2

2 2
24

4� �

  

  
cosSρي با چگال  ي بار aك كرة به شعاع   ي ي  بر رو   78-2مثال   ρ θ=  يگشتاور دوقطب .  قرار دارد  �

  .ديل را در نقاط خارج از كره محاسبه كنيدان و پتانسيافته، ميع بار را ين توزيا
  

  :ميكن ي معادل را محاسبه ميبردار دوقطب: حل

sdq dsρ= =∫ ∫P R R  

( )cos sin ,s Rds ds a d d aρ ρ θ θ θ ϕ= = =R a2
�  

  :پس

مثال كليدي
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cos sin Ra d dρ θ θ θ ϕ= ∫P a3
�  

  :يساز ش و سادهيها  حول مولفهRaبا بسط

( )cos sinz za d d a
π π

ρ θ θ θ ϕ ρ π ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟⎝ ⎠∫ ∫P a a
23 2 3 22 3� �� �

  

  :جهيدر نت
)2-85                         (            

zaπ ρ=P a34
3 �

  
  :م داشتيز خواهيل نيدان و پتانسي ميبرا

  ( cos  sin  )R

z

P
R R R

a P a

θθ θ
π ε π ε

π ρ π ρ

⎛ ⎞= − = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =

R . PE R P a a

P a

3 2 3

3 3

1 3 24 44 4
3 3

� �

� �

  

( cos  sin  )R
a

R θ
ρ θ θ

ε
= +E a a

3

3 23
�

�

  

  cosR

z

aV
R R

a

ρ θ
π ε ε

π ρ

= =

=

P . a

P a

3

2 2

3
4 34

3

�

� �

�

  

ن دو ي ـ درك تفـاوت ا  يبـرا .  است )35-2( و مثال    )6-2(ن  ي حل تمر  ي برا يگريراه حل فوق روش د    
  .دي كنيروش مجددا آنها را بررس

  
cosvρي حجم ي با چگال  ي بار aك كرة به شعاع   ي ي بر رو  :48-2نيتمر ρ θ= گـشتاور  . ار دارد  قر �

  )89كارشناسي ارشد برق ( .دي محاسبه كنع بار راين توزي ايدوقطب
  

 مختلـف بـار را   يهـا   عي ـزل تو يدان و پتانـس   ي معادل، م  يوقطبر با استفاده از د    يدر چند مثال اخ   
تـوان عمـل    يون م ـيزاس ـي حالات خاص فقط در صـورت داشـتن بـردار پلار         يدر برخ . مي كرد يبررس

شود و از  يد مي مق ي و حجم  ي سطح يجاد بارها ي است كه قطبش باعث ا     يهيبد. ادد را انجام    يمشابه
  .تر است  سادهيحل كم م فقط راهيستي مواجه نيدينرو با موضوع جديا

  
 در مبـداء مختـصات قـرار دارد و بـردار قطـبش در آن      a بـه شـعاع  يقي  مركـز كـرة عـا     79-2مثال  

zP=P aديابيرون را بيل نقاط درون و بيدان و پتانسيز مي معادل و نيگشتاور دوقطب.  است�.  
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  :ميكن ي محاسبه م،ونيزاسيف پلاري را با استفاده از تعريكي الكتريگشتاور دوقطب: حل

zv P a
v

πΔ
= → Δ = Δ =
Δ

PP P P a 34
3�

  

  :ميدكر ين صورت عمل ميبد م،ي را داشتياگر قصد استفاده از قالب كلاگر 
cosp n R Pσ θ= = =P . a P . a �

  

  :)82-2(طبق رابطة .

cos( cos ) sinp Rdq ds a P a d d a P
π π

θ ϕ

π
θσ θ θ ϕ θ π

= =

−
= = = =∫ ∫ ∫ ∫P R R a

32 2 3 4 3� �� �

�

zP aπ=P a 34
3�

  

  . استيجة قبليكه همان نت
  :ميل خارج كره داريدان و پتانسي محاسبة ميبرا

  ( cos  sin  )R

z

P
R R R

a P a

θθ θ
π ε π ε

π ρ π ρ

⎛ ⎞= − = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =

R . PE R P a a

P a

3 2 3

3 3

1 3 24 44 4
3 3

� �

� �

( cos  sin  )R
a

R θ
ρ

θ θ
ε

= +E a a
3

3 23
�

�

  

  cosR

z

aV
R R

a

ρ θ
π ε ε

π ρ

= =

=

P . a

P a

3

2 2

3
4 34

3

�

� �

�

  

ن ي مشابه تمـر يحل د راه يم و با  يشو  يل داخل كره با مشكل مواجه م      يدان و پتانس  ي محاسبة م  يا برا ام
  :ميكن ي عمل ميگري محاسبة آن به گونة ديبرا. )ر استيار وقتگيكه بس(م يارائه كن) 2-6(

RV   طبـق رابطـة    يك ـي الكتر يل دوقطب ـ يپتانس
Rπ ε

=
P . a

24 �

 رابطـه  ني ـاگـر در ا . شـود  ي محاسـبه م ـ   

  :م داشتي خواهي از دوقطبيل ناشي پتانسي باشد براdvPها به فرم يدوقطب

)2-86                           (          dvV
Rπ ε

= ∫
P . R

3
1

4 �

  

P) zP=Pبا توجه به ثابت بودن بردار a� (رون آورديوان آن را از انتگرال بت ي، م:  
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V dv
Rπ ε

= ∫
RP . 3

1
4 �

  

 حل انتگـرال  يبرا.  وجود دارد  dvPيم كرده و در هر عنصر دوقطب      ي تقس dvحجم كره را به عناصر    
  :ميكن ينطور عمل ميفوق ا

ρي با چگاليا اگر كره dvدان آن به صورتيم، ميداشت ي م1=
Rπ ε

= ∫
RE1 3

1
4 �

  :بود، پس ي م

V = P . E1  
ρكنواختي ي با چگاليا دان كرهي مE1كه   :)17-2( است و طبق حل مثال 1=

,

,

R

R

R R a

a R a
R

ε

ε

⎧ <⎪
⎪= ⎨
⎪ >
⎪⎩

a
E

a
1 3

2

3

3

�

�

  

  :پس
cos ,

cos ,

z R

z R

P RRP R a
V

a PaP R a
R R

θ
ε ε

θ
ε ε

⎧ = <⎪
⎪= ⎨
⎪ = >
⎪⎩

a . a

a . a
33

2 2

3 3

3 3

�
�

� �

�
�

� �

  

  :ميكن يان ولتاژ استفاده مي گراديدان از منفي محاسبة ميبرا

(cos  sin  ) ,

( cos  sin  ) ,

R

R

P R a

V
a P R a

R

θ

θ

θ θ
ε

θ θ
ε

⎧
− <⎪

⎪⎪= −∇ = ⎨
⎪
⎪ + >
⎪⎩

a a

E

a a
3

3

3

23

�

�

�

�

  

  
 منطبـق بـر سـطح    xyصفحة. ديري را در نظر بگaك به شعاع يالكتر  يكرة د   ميك ن ي: 49-2ن  يتمر

zP=Pصورت  بهzدر جهتكره  مين. مسطح است a� زه شده استيكنواخت پلاري بطور.  
 و سطح مسطح بدسـت  ي سطح كروي را رو يد سطح ي بار مق  ي و چگال  يد حجم ي بار مق  ي چگال )الف
  .ديآور
 يا جهي چه نت.ديمحاسبه كن)  و مسطحيكرو(كره  مي ني سطح خارجي را رويد سطحي كل بار مق)ب
  د؟يريگ يم

 .ديابيد كل را بي مقي بارهايكي الكتري گشتاور دوقطب)پ
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هـاي     گشتاور دوقطبي الكتريكي را با استفاده از تعريف پلاريزاسيون محاسبه كرده و توافق پاسخ              )ت
  . قسمت پ و ت را نتيجه بگيريد

  
آيا اين بدين معناست كه ميدان .  بردار دوقطبي معادل براي يك توزيع صفر بدست آمده است :سوال

  حاصل از اين توزيع در فضاي خارج آن صفر است؟
در حالـت كلـي ميـدان ناشـي از يـك      . به طور قطع در فضاي خارجِ توزيع ميدان داريم   ! خير :جواب

قطبـي، دوقطبـي،    مثل يـك (هاي معادل   ناشي از چندقطبيهاي توزيع بار را به صورت مجموع ميدان    
انتگرال بسط لژاندر تـابع   اين اثرها به صورت     . كنيم  آن توزيع تعريف مي   ) قطبيn2و.... قطبي ،     چهار

  :شوند محاسبه مي

)2-87          (       ( )cosn
nn

n
R P dv

R
ϕ ρ

π ε

∞

+
=

⎡ ⎤
= − ∇ ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∫E 1

1 1
4 ��

  

n يبرا (يقطبn2كيل يدان و پتانسين رابطه ميطبق ا =   :ر متناسب استيبا روابط ز) ∞ تا �

)2-88    (                                    
nE

R +∝ 2
1  

)2-90                                        (
nV

R +∝ 1
1  

  
  تي خازن و ظرف-2-9

 يگـر ي دي و رو+Q بـار يك ـي يد كـه رو يري در نظر بگ )63-2( را مطابق شكل     يدو جسم هاد  
ل يتوان اختلاف پتانس ي م،كسان استي يك هاديل تمام نقاط يچون پتانس.  قرار داشته باشد −Qبار

  :ان كردير بي را به صورت زين دو هاديب

)2-91   (                         V V V l
+

+ − −
= − = − ∫ E . d  

 بـار مثبـت   يار داي هـاد ي رويا  تـا نقطـه   ي بـار منف ـ   ي دارا ي هاد ي رو يا  انتگرال فوق از نقطه   
ا ي ـ آزاد و ي كـه توسـط فـضا   يخـازن از دو هـاد   .شود يده ميب خازن نامين تركيا. شود يمحاسبه م

. تواند كاملا دلخواه باشد يها م   يشكل هاد . ل شده است  ياند، تشك   ك از هم جدا شده    يالكتر يط د يمح
 و +Q بـار ،يك هـاد ي ـ يجة انتقال بار، رويصل شود، در نت متين دو هادي بdc كه منبع ولتاژ  يوقت
ت خـازن بـه شـكل     ي ـظرف. ن بار متناسب با ولتـاژ اسـت       ي مقدار ا  ،رديگ  ي قرار م  −Q بار يگري د يرو

  :ر قابل محاسبه استي به صورت زي در حالت كلد و داريط بستگي محي و گذردهيهندس
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 )2-92(                                 s
A

A

sQc
V l

ε
= =

∫
∫

E . d

E . d2

1

�  

ت خـازن چهـار   ي ـ محاسبة ظرفي برا.شود يت به بار و ولتاژ اثبات مي ظرف ياز رابطة فوق عدم وابستگ    
 :مي داريروش كل

 ي را ناشEدانيسپس م. ميريگ يدر نظر م را −Q باريگري دي و رو+Q باريك هادي يرو -1
V بـا اسـتفاده از   يدر گـام بعـد    . ميكن  يدا م يپن بارها   ياز ا  l= −∫E . d  ل را ي  اخـتلاف پتانـس

  .ميابي يت را مي ظرف )92-2(ز از رابطة يت نيدر نها. ميكن يمحاسبه م
 بـا  افته،يستم ي سيستم در نظر گرفته و رابطة آنرا در فضا     ي را دو سر س    Vلياختلاف پتانس  -2

نكـه يسپس با توجه به ا    . ميكن  يدا م يدان را پ  ي م V−∇=Eاستفاده از 
s

Q sε= ∫ E . d�
 بـار را    

ل ي پتانسافتن رابطةي: توجه. (ميابي يرا مت ي ظرف )92-2(ز از رابطة    يت ن يمحاسبه كرده و در نها    
 )ميكن ي ميستم را با استفاده از روش لاپلاس در فصل بعد بررسي سيدر فضا

 .م كرديان خواهين روش را جداگانه بيا: يليفرانسي استفاده از روش د-3
ت چگونـه  ي ـ، ظرفيد كه در صورت داشـتن انـرژ  يم ديدر بخش بعد خواه  : ي استفاده از انرژ   -4

  )ا بالعكسيو ( .شود يمحاسبه م
  :ميكن يدا ميت سه خازن مهم را پيامه ظرفدر اد

  
 .ديت خازن تخت را محاسبه كني ظرف80-2مثال 

  
  :ميكن ي  فرض م)64-2( را مطابق شكل −Q و+Q ي بارها:حل

 مدل خازن : 63-2شكل 

    Q− 

   
 

Q+

    a 
    b 



   155                                                                                                            الكترواستاتيك:فصل دوم

 

                        s Q D S Q= → =∫D . d     

   : پس، استي منفيمت بارها مثبت به سيدان از بارهايجهت م
                                

z
Q

sε
= −E a  

  :    جهيدر نت
d

z z
Q QV V V l dz d

s sε ε+ −= − = − = =∫ ∫E . d a . a
�

  

حات مربـوط  يشود توض ـ يشنهاد مي پ،ديا علامتها در انتگرال فوق مشكل دار ين مرزها و    يياگر در تع  ( 
QCطبق رابطةست يفحال كا )دي را دوباره مطالعه كن )44-2(به رابطة 

V
  :ميابيت را بي ظرف=

)2-93              (                          SC
d
ε

=    

  
 .دي را محاسبه كنيا ت خازن استوانهيظرف  81-2مثال 

  
   +Q و باري سطح داخلي را رو−Q  بار)65-2(شكل  مطابق :حل
  :ميدار. ميده ي قرار ميخارج  سطحيرا رو

                            s Q D S Q= → =∫D . d    

  :Sدان و سطحيبا اعمال جهت م

                       ( ) r
QD r l Q

r l
π

π ε
−

= → =E a2 2
  

  :ميكن يدا ميل را پيحال پتانس
b

a

bQ Q bV V V r Ln r Ln
aL L aπ ε π ε+ −= − = − = =∫ E . d 2 2

 

  :تيو در نها

)2-94(                                      LC bLn
a

π ε
=

2     

  

 خازن مسطح : 64-2شكل 

 يا خازن استوانه: 65-2شكل 

 
 
 
 
 

V

z

 
 
 
 

d
 

 
 
 
 
 �

  
  
  

 

++++++++ 

 
 
 
  
  
 
 
 − − − − − − − − − 

 
 
 

E

 
 

y
 

 
 

 
 

x 

z
 

 
 
 

L

 
 
 

     
 

Q−
 

 
 
 
 

      
 

Q+
 

مثال كليدي
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  يليفرانسيروش د -2-9-1
ن صورت اگـر بـه   يل شده در اي با هم تشكيت بخش سر ينها  يك خارن از ب   يم كه   يكن  يفرض م 
 پس ،م داشتيت خواهك خازن تخي عملا ،مي نگاه كنيكروسكوپيها به صورت م ن بخشيهر كدام از ا

 :توان نوشت يم
     :ي سريها ت هر كدام از جزءيظرف -

( )
( )
Sdef C

def d
ε

=  

  :   ستميت كل سيظرف -

)2-95(                              ( )
( )

def d
C def c Sε
= =∫ ∫

1 1 

 يد براي را مدل كنCيليفرانسيد جزء ديست بتواني، كافن روشيت خازن با اي محاسبة ظرف  يبرا
 :نكار لازم استيا
  .ديرا قرار ده)) ريا متغيثابت  (ياز هر نوع(ستم ي سي گذردهεي بجا-1
 .دي فرض را قرار دهي سطح هادي مساحت خارجSي بجا-2
ل آن مولفه يفرانسي آنگاه د،شوند ي مي با هم سري شما در چه جهتي فرضيي جزيد خازنهايني بب-3

 ...) وdrيا  خازن استوانهي و براdz خازن تخت يمثلا برا. (دي قرار دهddef)( يرا به جا
  .دينير ببين روش را در مثال زي كاربرد ا

  
 .دي را محاسبه كنيت خازن كرويظرف 82-2مثال 

  
  :مي آن داريبرا. مي در نظر گرفتيك خازن فرضيمطابق شكل  :حل

1- S Rπ= 24  
2- dRddef =)(    

  :م داشتيخواه) 57-2(حال با استفاده از رابطة 
( ) ( )

b

a

def d dR
C S R a bε ε π π ε
= = = −∫ ∫ 2

1 1 1 1
4 4

  

  :  پس
)2-96              (                         C

a b

π ε
=

−

4
1 1

  

 يروخازن ك: 66-2شكل 

 

a
 

 

b
 

 
 
 
 
 
 

dR
 

مثال كليدي
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b (يك كرة هاديت ين رابطه ظرفيتوجه به ابا    :ر خواهد بوديبه صورت ز) ∞→
)2-97           (                           C aπ ε= 4  

  .ديابي بيليفرانسي را بدون استفاده از روش ديت خازن كروي ظرف :49-2ن يتمر
  

 ـ يرا كـه عـا     يت خازن كـرو   يظرف  83-2مثال   aي آن دارا  ين صـفحات هـاد    يق ب
R

ε ε
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

21�
 

  )81فيزيك كارشناسي ارشد ( .ديباشد ، بدست آور يم
  

ت قـرار   ي ـل ظرف يفرانـس ي را در المـان د     يست گـذرده  يم، كاف يكن  ي عمل م  )82-2( مشابه مثال    :حل
  :ميده

( ) tan
( )( )

b b b

a a a

b
def d dR dR dR R

aC S R a R a aR aR
ε π ε π ε π εε π

−= = = = =
+ ++

∫ ∫ ∫ ∫ 1
2 2 2 2 2

2
2

1 1 1
4 4 41 4 � � �

�

  

  :پس

tan
C

b
a

π ε
π−

=
⎡ ⎤⎛ ⎞−⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

1

4

4

�  

  .كند يك انتگرال ميل به حل ين خازنها را تبديرت  سختيليفرانسيروش در كه مشاهده شد، همانطو

  .ديابي بيليفرانسي را با استفاده از روش ديا ت خازن استوانهيظرف: 50-2ن يتمر

 )98-2(توان بـه صـورت رابطـة         ي را م  يك خازن كرو  ي يت جزئ يد كه ظرف  ي  نشان ده   84-2مثال  
  :نشان داد

)2-98(                                                        ddC

a b

ε Ω
=

−1 1
   

sindكه در آن  d dθ θ ϕΩ =.   

  :م كهيدان ي م:حل
( )

( )
Sdef C

def d
ε

=  
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)ياز طرف )def d dR=و  sinS R d dθ θ ϕ= ∫   :، پس2

( )
( ) sin sin

b

a

def d dR a b
C def c S R d d d dε ε θ θ ϕ ε θ θ ϕ

−
= = = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫2

1 1
1 1  

sin d d d
C C

a b a b

ε θ θ ϕ ε Ω
= → =

− −

∫ ∫
1 1 1 1

  

  :جهيدر نت
ddC

a b

ε Ω
=

−1 1
  

اي ـ θ وابسته بهيعني( در آنها نامتقارن است ε كهيرابطة فوق در حل مسائل 
ϕ

 يادي ـكـاربرد ز )  اسـت 
  .دارد

  
b) b وaيهـا  مركـز بـه شـعاع       هـم  ي كـرو  ي از دو سطح هاد    يروك خازن ك  ي  85-2مثال   a> (
ــشك ــت يت ــده اس ــيفــضا .ل ش ــاد ي ب ــرة ه ــاين دو ك ــر  ي را ع ــا ض ــاهمگن ب  يب گــذردهيق ن

( )( )sin cosε ε θ ϕ= + + 21 كارشناسـي ارشـد بـرق    ( .ديابين خازن را بيت ايظرف.  پر كرده است�1
89(  

  :)98-2( پس طبق رابطة ،ط نامتقارن استي محيگذرده: حل

( ) ( ) ( )sin cos sinsin cos sin d dd dddC

a b a b a b

ε θ ϕ θ θ ϕε θ ϕ θ θ ϕε
⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟+ +Ω ⎝ ⎠= = =

− − −

2
1 11 1 21 1 2 2

1 1 1 1 1 1
�

�

cosبا توجه به صفر بودن انتگرال ϕ2در بازة مورد نظر  :  

( )sin sin cos sinC d

a b a b a b

π
π

ε π ε π επ θ πθ θ θ θ θ×⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = − + − = +⎜ ⎟ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦− − −
∫ 2 3 33 2 1 2 21 1 1 1 1 12 2 4 2

� � �
�

�
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  ن محاسبة خازيليفرانسيافتة روش ديم يتعم -2-9-2
ر ما را در  يان ز يدو ب . اند جاد شده ي ا ي و مواز  ي سر يها ز از مجموعه خازن   ين خازنها ن  يتر دهيچيپ

  :دهند ي ميارين اَشكال يل ايتحل
  
ن صـورت  ي ـ، در ا باشـد يمـواز  خـازن  يها با سـطوح هـاد      كيالكتر ياگر مرز مشترك د    �

 .اند يسرل شده با هم ي تشكيها نخاز
  
ن صـورت  ي ـ، در ا باشـد عمـود  خـازن  يهـا بـر سـطوح هـاد     كيالكتر ياگر مرز مشترك د  �

  .اند يموازل شده با هم ي تشكيها نخاز
 در ي جزئ ـيهـا  تي ـ شـدن ظرف ية سـر ي ـان شد، بر پاي بيليفرانسيها روش د     كه بر اساس آن    ياصول

 ي و مـواز ي سـر يهـا   از جـزء يبيده ممكن است خازن تركيچيك مدل پيدر . ك خازن بود يساختار  
ن اسـاس در  ي ـبـر ا .  اسـتفاده شـود  يليفرانـس يم روش د  يونـه مـوارد لازم اسـت از تعم ـ        نگيباشد در ا  

SCرابطة
d
ε

ن ي ـ حـل ا   يروش كل . كنند  ير م يي تغ يليفرانسي به صورت د   S و هم  dزمان هم    هم ،=
  :ميا  كردهير بررسيمسائل را در مثال ز

  
  .دي را محاسبه كن)67-2(ت گوة شكل ي  ظرف86-2مثال 

  
 ي و مـواز   يبات سر ي است كه با ترك    يهيبد. ميكن  ي را انتخاب م   )68-2( مشابه شكل  يابتدا المان : حل

 و ي سرϕها در جهت  ن المان ي ا ، منبع يريبا توجه به نحوة قرارگ    . ميرس  ين به شكل كامل م     الما نيا
ϕقت صفحات   يدر حق . (اند  ي مواز rدر جهت  = πϕ و � = 4

 ـ ا ي صفحات هـاد    ل ين خـازن را تـشك  ي
)ي سـر يهـا   تمـام المـان    ي برا )68-2(با توجه به شكل     ) داده است  )def d r dϕ=و  S a dr= و 

)ز به صورتي نيت جزئيظرف ( ))
( )
Sdef def C

def d
ε

  :، پس!  است=

( ( )) a drdef def C
r d
ε

ϕ
=  

 ـد كه هم  يتوجه كن . مي را اعمال كن   ها  ن المان ي ا ي و مواز  يبات سر يست اثر ترك  يكاف شه اول اثـر  ي
  :جهيدر نت. ميكن ي بودن را اعمال ميسر

( )
( )

rr d a drdef c
def c a dr a dr r

ϕ ϕϕ ε
ε ε ϕ

= = → =∫
1 � �

�
�

  

مثال كليدي
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  :ميكن يدا ميها را پ  المانيموازب يحال ترك

b

a

a dr a b a bC Ln Ln
r a a

ε ε ε
ϕ ϕ π

π
ϕ

= = =

=

∫
4

4
� �

�

  

  
  
 
  
  
 
  
  

 بـه  rεيب نفـوذ نـسب  يك بـا ضـر  ي ـالكتر يه دي ـك لاي. مي دارa به شعاعي فلز يا    كره  87-2مثال  
كارشناسي ارشد برق  ( برابر شود؟  2ت كره   ي چقدر باشد تا ظرف    d.ميهد  ي آن قرار م   ي رو dضخامت

77(  
ر ي ـ بـه صـورت ز  )97-2(، طبق رابطـة  a به شعاعيك كرة فلزيت يم كه ظرفيدين د يش از ا  يپ: حل
  :است

C aπ ε=1 4  
  :شود يجاد مي اي، دو خازن سركيالكتر يقرار دادن دبا 

C C C
= +

2 21 22

1 1 1  

  :كه
( ),rC C a d

a a d

π ε ε
π ε= = +

−
+

21 22
4 41 1

�
�

  

  :طبق خواستة مسئله
C C aπ ε= =2 12 8 �  

  :پس

 ل يفرانسيالمان د: 68-2شكل   86- 2گوة مثال : 67-2شكل 

V

 
 
 
 

ϕ�    

a    

 
 

a    

b    

  ل  يفرانسيالمان د

a    

dr

r dϕ    
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( )r r

a a d
a a d a a a d a dπ ε π ε ε π ε ε

− ⎛ ⎞+= + → = − +⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

1 1
1 1 1 1 1 1 1

8 4 4 2� � �

  

  :جهيدر نت
( ) ( ) r

r r
r

a d a d a a d aε
ε ε

ε
+ = + − + → =

−
2 2 2

  

  
فاصـلة دو  . ديري را در نظر بگa با شعاع−lρ وlρي چگال له با ي دو م  .مهيخازن دو س    88-2مثال  

d) adله از هميم   . است) <<
  .دي را بدست آورلهين دو ميبخازن بر واحد طول  )الف
  .ديرا بدست آور لهي هر مخازن بر واحد طول )ب
  

. دا شـود يت پيم تا ظرفيكن يم ميتقسآن  را بر بارل شروع كرده و سپس ي با محاسبة پتانس   )الف:حل
 و )30-2( مثال  در العلامت را  هم اندازه و مختلف    يها   از دو خط بار با بار      يل ناش يخوشبختانه پتانس 

  :ميا  محاسبه كرده)52-2(طبق رابطة 
l

p
rV Ln
r

ρ
π ε

−

+

= 2 �

  

  :ميكن ي را از هم كم ميل در سطح دو هاديل، پتانسي محاسبة اختلاف پتانسيبرا

, ,

l l
a b

r rV V V Ln Ln
r r

r d a r a r a r d a

ρ ρ
π ε π ε

− −

+ +
− + − +

Δ = − = −
= − = = = −

2 2� �

  

  
  
  
  
  
  
  
  

  88- 2 مثال يها يمقطع هاد: 70-2شكل   88-2شكل مثال : 69-2شكل   

  
  
  
  

         

z
 

x
 

y
 r+ r−

p

lρ

lρ−

d   

a    a    

 
 

d a−   
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d al l l ld a a d a dV Ln Ln Ln V Ln
a d a a a

ρ ρ ρ ρ
π ε π ε π ε π ε

>>− −
Δ = − = ⎯⎯⎯→ Δ

−2 2� � � �

�  

  :لذا
l

l

LQC LddV LnLn
aa

ρ π ε
ρ
π ε

= = = �

�

  

  :پس خازن بر واحد طول عبارت است از

abC dLn
a

π ε
= �  

لـه دو برابـر   يت هـر م ي ـ قابل اثبات است كـه ظرف  يبه راحت . له بود ين دو م  يت ب ي رابطة فوق ظرف   )ب
لـه معـادل   يت دو م  ي ـ ظرف يب سـر  يد كه ترك  ي است دقت كن   ين منظور كاف  ي ا يمقدار فوق است، برا   

 نصف هر كدام از آنهاسـت،   ،ي مساو  دو خازنِ  يب سر ي ترك ين آن دو است، از طرف     ي ب يت خازن يظرف
  :پس

)2-99               (                        
anC dLn

a

π ε
=

2 �  

  
R) RL و شـعاع   Lله به طول  يك م يت  يظرف  89-2مثال     كارشناسـي  ( .دي ـرا محاسـبه كن  ) <<

  )79ارشد برق 
  :ميكن يطة دلخواه از فضا را محاسبه مك نقيل يابتدا پتانس. ميكن يمشابه مثال قبل عمل م: حل

( )

L L
l l

L Lp

L L y
dx dx QV Ln

R L L Lx y y

ρ ρ
π ε π επ ε

− −

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠= = =
⎛ ⎞+ − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

2
2

2 2
1 22 22 2 2 2

2 2
4 44

2 2
� �

�

  

yست در رابطة فوقيله، كافيل سطح مي محاسبة پتانسيبرا R=مي قرار ده:  

L L R
QV Ln

L L L R
π ε

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠=
⎛ ⎞− + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
2

2
2

2 2
4

2 2
�

  

  :ميكن ير عمل مي ساده كردن رابطة فوق به صورت زيبرا
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L L R L R L RR
L L L

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥+ = + ≅ + = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

2 2 2 2
2 2 1 21 1

2 2 2 2 2
  

  :پس

L L R RLQ QL LV Ln Ln
L L R RL L

L L L R
π ε π ε

+ + +
= =

− + +
>>

2 2

2 2
2 2

4 4
2 2

� �

  

Q L Q LV Ln Ln
RL L R
L

π ε π ε
= =24 2� �

  

  :جهيدر نت
LQ QC Q L LV Ln Ln

L R R

π ε

π ε

= = =
2

2

�

�

  

  :ميله داري خازن در واحد طول ميت برايدر نها

)2-100                  (                  C LLn
R

π ε
=

2 �  

  

  

  

  

  
ز با ين حالات نيدر ا) يق خازنيعا(شوند  يزن مطرح مق به صورت خايلات عاا از سوياديبخش ز

 مطـرح  يهـا  كسان فرض نكرده و فقط از روشيم، آنها را با مباحث خازن يستي مواجه نيديبحث جد 
  . ديدان استفاده كنيق و ميشده در عا

 79-2شكل مثال : 71-2شكل 

R

 
 
 

x    

 
 
 
 

P
   

 
 

dx    

y   

 
 
 

x  
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Vلي پتانـس  ي را كه دارا   a به شعاع  ي  كرة فلز   90-2مثال   ب يط كـه ضـر  يك مح ـي ـباشـد در      ي م ـ �
 آن يك نسب يالكتر  يد

r
a
R

ε = ل كره چقدر خواهـد  ين صورت پتانسيدر ا. ميده يباشد، قرار م ي م 1+
  )85 المپياد غيرمتمركز برق (؟شد
  

  :ر استي خارج كره به صورت زيكي شار الكتري طبق قانون گاوس چگال:حل

R
Q

Rπ
=D a24

  

  :ميدان هم داري ميبرا
Q aVπ ε= 4 � �    ،     

( ) R
Q
R R aε π ε

= =
+

DE a4 �

  

  :ميكن يل را محاسبه مي پتانسيحال براحت

( )
a a

a

Q QV l dR dR
R R a R R a a

Q R QLn Ln V Ln
a R a a

a

π ε π ε

π ε π ε

∞

∞ ∞

⎡ ⎤= − = − = −⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

∞
= = =

+

∫ ∫ ∫E . d 1 1 1
4 4

2 24 4

� �

�
� �

  

  
>Rة  ي  ناح  91-2مثال   <3 ق هموژن با  ي شامل عا  ين دو كرة هاد   ي ب 5

r R
ε =

اگر كـرة  . باشد ي م 1
كارشناسـي   (.دي ـابين دو كـره را ب يل ب ـ ين صورت تابع پتانس   ي باشد، در ا   ��V1لي پتانس ي دارا يداخل

  )83اي  هستهارشد 
ρنكه ي با توجه به ا:حل =   :پس) ق بار آزاد ندارديعا( است �

R R
k k
R Rε

∇ = → = → = =
D. D D a E a2�  

( ) ( )V V R V R l= = − = = − = = − ∫ E . d
3

5
3 5 12 1 2� � � � �  

kV dR k Ln k
R Ln

= = → =∫
5

3

5 2
53
3

�
�  

  :ن دو كره عبارت است ازيل بيتابع پتانس

مثال كليدي
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.( ) ( ) ( ) .
R

V R V V R l dR Ln
R R

− = − = − = =∫ ∫E . d
5

5 3

39 15 55 1 39 15��  

( )( ) . .V R Ln Ln R Ln R= − + = −39 15 5 1 163 39 15� �  

  
  ]14[ :مطلوب است )27-2( خازن شكل يبرا  92-2مثال 

  .ديد را بدست آوري مقي بار حجمي چگال)الف
dzد در سطحي مقي بار سطحيگال چ)ب    چقدر است؟=
  

  :م پسيستم بار آزاد نداري سي در فضا:حل

  ∇ =. D �  
  :پس) ل مشخصي با پتانسيدو صفحة هاد(م ي داريستم خازنيك سيچون 

D k=  
  :دانيبا توجه به جهت م

( )zk= −D a  
( )zk

z
d

ε ε

−
= =

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

aDE
1�

  

  :ليبا توجه به معلوم بودن اختلاف پتانس

( )( )d z
z

k Vk dl dz V Ln V k
z d Ln
d

ε
εε

+

−

−
− = − = ⇒ = → =

⎛ ⎞+⎜ ⎟⎝ ⎠

∫ ∫
aE . d . a 2 21

� �
� ��

�
�

  

  :پس

( ) ( ) ( ),z z
V V

d Ln d z Ln
ε

= − = −
+

D a E a2 2
� � �  

( ) ( ) ( )( )z z z
V V V

d Ln d z Ln Ln d d z
ε ε ε

ε ⎛ ⎞= − = − − − = − −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
P D E a a a1 1

2 2 2
� � � � � �

�
  

( )b
V VP

z Ln z d z d z Ln
ε ερ

⎛ ⎞∂ ∂ ⎛ ⎞= −∇ = − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ +⎝ ⎠ +⎝ ⎠
. P 2

1
2 2

� � � �  

dzد در سطح ي مقي بار سطحي چگال)ب =:  

  92-2شكل مثال : 72-2شكل 

 
 
 
 
 

V�

 
 
 
 
 

z

 
 
 
 

d

 
 
 
 
 �

( )z
d

ε +1�
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( ) ( )b n z z
V V

Ln d d z d Ln
z d z d

ε εσ
⎡ ⎤⎛ ⎞=− − = − − − − = −⎜ ⎟⎢ ⎥+⎝ ⎠⎣ ⎦= =

P P . a a . a2 1
1 1

2 2 2
� � � ��  

zنكه سطحيبا توجه به ا   d=ن بود كهي است، انتظار هم همي هادnEσ ε=  آن را يدرسـت . ( باشد�
  )دي كنيبررس

  
 ي، چگال ين صفحات هاد  ي ب ي مواز يقي عا يها  هيبا لا  )37-2(شكل   خازن مسطح    يبرا  93-2مثال  

z سطحيد را براي آزاد و مقيبار سطح d=14[ .ديه بدست آوري هر دو ناحي برا[  
  

  ن ـي اياز طرف.  استz−aدان در جهتيا توجه به شكل مـب: حل
  ت، ـ اسيفة مماسـادل مولـط معيمرز مشترك دو مح يبرا مولفه 

  ا ـ است و بيفة مماسـ موليط داراـفق ن دوي ايراـب يعني ميدان 
  ط، يدر مرز مشترك دو مح دانيمولفة مماس متوجه به پيوستگي 

  ق دويعا !برابر است ط با هميدر دو محگيريم كه ميدان  نتيجه مي
)كنواخت و به صورت ي محيط ثابت است پس ميدان   )z

V
d

= −E a� . ـر را بـا  يرابطة اخ  ك انتگـرال  ي
  :توان محاسبه نمود يز مي نيخط

( ) ( )
d

z z z
VV E dz E d V
d

= − − → = ⇒ = −∫ a . a E a�
� ��

  

( ) ( ) ( ) ( ),z z
V V
d d

ε ε ε ε ε ε= − = − − = − = − −P D E a P D E a1 1 1 1 2 2 2 2
� �

� � � �
  

  :پس

( ) ( ) ( ) ( ),
f fS n z z S n z z

V V V V
d d d d

z d z d

ε ε ε ε
ρ ρ= = − − = = = − − =

= =
D .a a . a D .a a . a

1 2
1 1 2 2

1 2
� � � �

( ) ( ),b n b n

V V
d d

z d z d

ε ε ε ε
σ σ

− −
= − = − = − = −

= =
P . a P . a1 2

1 1 2 2
� � � �  

  
 يانرژ -2-10

، بـه طـور     يستمي ـ هـر س   ي عمل يياصولا كارا .  است يستمي هر س  ين پارامترها ي از مهمتر  يانرژ
ن اسـت كـه   ي ايكيستم الكترواستاتيك سي ي از طراح  يهدف اصل .  آن وابسته است   يم به انرژ  يمستق

 93-2شكل مثال : 73-2شكل 

V�

z

 
 
 
 

d
 
 

 
 �

ε1 ε2
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ن ي موجود بوده و اي انرژ ي از فضا مقدار مشخص    ية خاص ي شوند تا در ناح    ي طراح يا  ها به گونه    دانيم
ر قرار ندهد ي از فضا را تحت تاثيدان بخش خاصين ميم ايد بخواهيشا.  منجر به انجام كار گردديانرژ
بحـث   )شـوند  يان ميوست فصل بيدر پ(ميكن ياستفاده مته ساكن يسين صورت از حفاظت الكتر  يدر ا 
  :ميكن يوسته به صورت جداگانه مطرح مي گسسته و پي بارهاي را برايانرژ

  
 

   گسستهي بارهاي انرژ-2-10-1
از مبـداء  واحـد بـار مثبـت      ك نقطه، برابر است بـا كـار لازم جهـت آوردن             ي يكيل الكتر يپتانس

  :ل به آن نقطهيپتانس

)2-101  (                                       WV
q

=   

د كـه  يفرض كن. مي آشنا شويكي الكترواستاتيم با مفهوم انرژيتوان يش ساده ميك آزمايبا انجام   
 يروي ـگونـه ن  چيگر ه ـيكـد يگر فاصله دارند كه بر يكدي از يت واقع شده و به حدينها  يبارها ابتداً در ب   

ن بار بـا  ي انتقال اوليبرا. مي درك موضوع استفاده كني برا ) 74-2(د از شكل    ييايب.  وارد نكنند  يكولن
Wم، لذا ياز نداري نييرويچ ن ي، به ه  ين واگن فرض  ياستفاده از ا   =1 ن ي انتقال دوم ـين حال برايبا ا . �

   :نرويز ام، اي غلبه كنين بار و بار اولين اي بي كولنيروي بر نيستيبار، با

)2-102         (   
( )

bx

b aa

Q Q Q Q
W dx Q V

x xx x π επ ε−∞
= − = =

−−∫ 1 2 1 2
2 2 12 44 ��

 

Vن رابطه يدر ا    Q2م كـه بـار  يكرد ياگر فرض من حال يبا ا. ك استي از بار شمارة يل ناش ي ، پتانس  1
Rبه فاصـلة  ) ليمبداء پتانس (ت  ينها ي را از ب   Q1يا  در فضا وجود داشته و بار نقطه       م در ي آورده باش ـ  12

  :ر خواهد بوديره شده در فضا به صورت زي ذخين صورت انرژيا

)2-103               (              QW Q V Q
Rπ ε

= = 2
2 1 1 1

124 �

  

  

دو بـار حركـت   دان هـر    ي ـدر عمل با حـضور م     . كسان هستند يها    شود پاسخ   يهمانطور كه مشاهده م   
  :پس.  دانست)103-2( و )102-2( از روابط يبيتوان ترك يستم را مي سينرو انرژي از ا،كنند يم

)2-104(                               ( )W Q V Q V= +2 1 1 2 2
1
2
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Qد اثر انتقال بار   ييايحال ب   از ي ناشيروهايد بر ن ين حالت با  ي است كه در ا    يعيطب. مي كن ي را بررس  3
Q موجوديبارها Q و1   :مي غلبه كن2

( ) ( )
c cx x

a b

c a c b

Q Q Q Q
W dx dx

x x x x
Q Q Q Q

Q V Q V
x x x x

π ε π ε

π ε π ε

−∞ −∞
= − −

− −

= + = +
− −

∫ ∫1 3 2 3
3 2 2

1 3 2 3
3 1 3 2

4 4

4 4

� �

� �

  

  :نصورت كار كل انجام شده عبارت خواهد بوديدر ا

( )totalW W W W Q V Q V V= + + = + + +1 2 3 2 12 2 12 23�  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

 ين صـورت انـرژ  ي ـر اي ـرا در غ ي ـرد، ز ي ـ انجام گ  يام به آر  يستيحركت انجام شده توسط بار با     : تذكر
 گسسته ساكن   يا  بار نقطه  Nل گروه ي پتانس يتوان نشان داد انرژ    يم. كند  ير م ييستم تغ ي س يجنبش

  :ديآ ير بدست مياز رابطة ز

)2-105 (                                   
N

k
e k kW Q V

=

= ∑1
2 �

  

  .گر استي دي از بارهاي ناشkQ در نقطةيكيل الكتري پتانسkVدر رابطة فوق
. شـوند  ي خاص، محاسـبه م ـ ي انجام عملي در طيرات انرژيي با تغ، معمولاًيسوالات مبحث انرژ  

 يرات مساوييتغستم پس از اعمال  ي س يه بدست آورده و با انرژ     ي را در لحظة اول    يد انرژ ي با يعنين  يا
  .ميقرار ده

  گسسته ي بارهايانرژ :74-2شكل 

 الف

 ب

 ج

Q 1
 

 
 
 

Q 2
   

 
 
 

      Q 1
 

Q 3
 

Q 2
      Q 1
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ma الاضلاع به ضلع   يك مثلث متساو  ي رئوس   ي رو qيا سه بار نقطه    94-2مثال   = .  قـرار دارنـد    2
. الاضلاع بـه ضـلع  يك مثلث متساوين سه بار به رئوس    يكار لازم جهت انتقال ا     mb =1   را بدسـت 5

  )77كارشناسي ارشد برق ( .ديآور
  

  :ميكن ي م محاسبه)105-2(رابطة ه طبق ي حالت اوليستم را براي سيانرژ :حل

( )q q q qW q
a a a aπ ε π ε π ε π ε

= + + =
21 2 2 2 3

2 4 4 4 4� � � �

  

  :ر خواهد بودي به صورت زي انرژbپس از انتقال به فاصلة

( )q q q qW q
b b b bπ ε π ε π ε π ε

′ = + + =
21 2 2 2 3

2 4 4 4 4� � � �

 

  :ين دو انرژيكار لازم برابر است با اختلاف ا

( ) ( )
.

q q qW W
b aπ ε π ε π ε

′= − = − = − =
2 2 23 1 1 3 1 1

4 4 1 5 2 8� � �

   كار لازم

  
 قـرار  a الاضلاع بـه ضـلع     يك مثلث متساو  ي در رئوس    m به جرم  qيكيسه بار الكتر    95-2مثال  
فـرض  (اهـد بـود؟   ت چقدر خوينها ي از بارها مجاز به حركت باشد، سرعت آن در ب       يكياگر  . اند گرفته

  )77كارشناسي ارشد برق  () وجود دارندي كولنيروهايد اصطكاك صفر است و تنها نيكن
ره شـدة  ي ـ ذخ ي هستند، انرژ  aالاضلاع به ضلع    ي رئوس مثلث متساو   ي كه سه بار رو    ي در حالت  :حل
  : عبارت است ازيكيالكتر

q qW q
a aπ ε π ε

= × × =
21 2 33 2 4 4� �

  

  :ره شده عبارت است ازي ذخيرود، انرژ يت مينها ي از بارها به سمت بيكي يوقت
q qW q

a aπ ε π ε
′ = × × =

21 22 2 4 4� �

  

q qW m v W mv
a aπ ε π ε

′ + = → − + =
2 2

2 21 3 1
2 4 4 2� �

  

  :پس

مثال كليدي
 



 لكترومغناطيس مهندسي، تئوري، كاربردها و روش حل مسئلها                                                      170

 

qV
a mπ ε

=
�

  

  
ت حـداقل  ي ـنها ي بيك صفحة رساناي نسبت به h را از ارتفاع m به جرم  q  بار كوچك   96-2مثال  

 وارد بـر  ي گرانـش يروياز ن(چگاه به سمت صفحه برنگردد؟ يم تا هي رو به بالا پرتاب كن  يبا چه سرعت  
  ]4[ )ديبار صرفنظر كن

  
  .ت برودينها يد تا بي آنكه بار به سمت صفحه برنگردد بايبرا: حل
  : در لحظة پرتابي جنبشيانرژ

K mv= 21
2� �

  

 ـ ي ـ ذخيكيل الكتري پتانسي در لحظة پرتاب نصف انرژ    يكيل الكتر ي پتانس يانرژ و  qن بـار يره شـده ب
 ييمـة بـالا  ي در نيك ـيدان الكتريع م يرا توز يز) ميشو  يدر فصل بعد با آن آشنا م      ( است   −qشريتصو

  : صفحة رسانا صفر استينييمة پايدان در ني در نصف فضا وجود دارد و ميعني رسانا، صفحة
( )

( )
q qU

hπ ε
⎡ ⎤−

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

1
2 4 2�

�

  

. ميكن ـ يت صفر فـرض م ـ ينها ي را در بي جنبشيم، انرژيخواه يبا فرض آنكه حداقل سرعت لازم را م  
  :ودش يت باشد صفر فرض مينها ي بار در بيز وقتي نيكيل الكتري پتانسيانرژ

U K∞ ∞= = �  
  :ي انرژيطبق قانون بقا

K U K U∞ ∞+ = + = + =1 1 � � �  

  :جهيدر نت
q qmv V

h m hπ ε π ε
− = → =

2
21

2 16 8� �
� �

�  
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  وستهيپ ي بارهاي انرژ-2-10-2
 ـا م ي ـل  يتوانند وابسته به پتانس    يها م ن رابطه ي ا ،مي دار يوسته روابط مختلف  ي پ ي بارها يبرا دان ي

ع ي ـوابسته به نوع توز(ريتوان از روابط ز   ي م كل فضا وسته را در    ي پ ي از بارها  ياموعه مج يانرژ. باشند
  :بدست آورد) بار

)2-106    (                                l
c

W V dlρ= ∫
1
2

  

)2-107 (                                   s
s

W V dsρ= ∫
1
2

  

)2-108(                                   l
v

W V dvρ= ∫
1
2

  

تـوان بـا    ي و نم ـ كل فضا گرفتـه شـوند  يد رويها بان انتگراليام كـه    يكن  يد م يدوباره تاك 
 از فضا يحذف بخش( .ره شده در آن بخش را بدست آورد ي ذخ ي از فضا انرژ   ي بخش يمحاسبة آنها رو  

پـس در  ))  آمده باشديكتريز فاصلة نزدا(د يايت به نقطة مورد نظر نينها ين است كه بار از ب  يمعادل ا 
، دان استي استفاده از مياسبة انرژگر محيراهكار د . ندارديكيزي فيچ معناين حالت انتگرال فوق ه    يا

ره شـده در آن از رابطـة   ي ذخي انرژي وجود داشته باشد چگاليكيدان الكتري از فضا م  يا هياگر در ناح  
  :ديآ ير بدست ميز

)2-109              (                            ew = D . E1
2

    

ه انتگـرال  ي ـ در آن ناحي انـرژ يد از چگـال ي ـه باي ـك ناحيره شده در    ي ذخ يافتن كل انرژ  ي يبرا
  :توان گفت ي م، باشندي موجود در فضا خطيها قياگر عا. گرفت

)2-110                    (            eW ε
ε

= =E D2 21 1
2 2

  

ره شده ي ذخي از فضا به كار برد و انرژي هر بخشيتوان رو ين رابطه را مي ايخلاف روابط قبلبر 
م، آن را يدان را محاسبه كنيست ميستم كافيك سي ي محاسبه انرژ  يراب. در آن بخش را بدست آورد     

  .ميري بگانتگرال حجم مورد نظر ي فضاي و از آن رومي قرار ده)110-2(رابطة در 
  

 V با ولتـاژ ثابـت  يك باتريخازن به . شود يده مي كشيق به درون خازن   يك قطعه عا  ي  97-2مثال  
Vرابطة. متصل شده است Q−عبارت است از :  

( )
VQ

k k x
=

+

3

1 2
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  ]8[ .ديابيق را بي وارد بر عايروين.  از خازن استيا ق تا نقطهي از عايا  فاصلة نقطهxكه در آن
V رابطة:حل Q−م داشتي خواهي انرژي داده شده، پس برا:  

( ) ( )
V V dV VW V dq V

k k x k k x
= = × =

+ +∫ ∫
2 4

1 2 1 2

3 3
4�

  

  
 sρتـ ثابيا چگالـ بيحة بزرگ بار سطحـك صفي ي   رو98-2مثال 

  ي موازhةـ به فاصل−lρيگالـ با چL طولهـ بيا لهيم.  موجود است
  ور ـله به طـيار لازم جهت چرخاندن مـك. حه وجود داردـن صفـي با ا

  ]3[  بر صفحه چقدر است؟ يعمود
  
  

  : عبارت است از)28-2(رابطة ت طبق ينها يك صفحة بي از يدان ناشيم ميدان ي م:حل

S
y

ρ
ε

=E a2 �

  

 عبارت ي به عمودي از حالت افقO از نقطةx در فاصلةdx به طولdqكار لازم جهت چرخاندن بار    
  :است از

( )S S S l
y l y x yx x

dW dq l dq dx dy x dxρ ρ ρ ρ
ρ

ε ε ε
= − =− + =∫ ∫a . d a . a a2 2 2

� �

� � �

  

  :تيو در نها
L S l S lW x dx Lρ ρ ρ ρ

ε ε
= =∫ 2

2 4�
� �

  

  
 .ديابي را بρي و چگالaكنواخت به شعاعيك كرة باردار يل ي تشكي لازم برايانرژ   99- 2مثال 

  )87كارشناسي ارشد آزاد برق (
  :ميسينو يپاسخ را دوباره م. ميا  كردهي بررس)11-2(ع بار را در مثال ين توزيدان ايم :حل

aR

aR

>

<
    

 

 

R

R

R

a
R

ρ
ε

ρ
ε

⎧
⎪
⎪= ⎨
⎪
⎪⎩

a
E

a
3

2

3

3

�

�

 

  98-2شكل مثال  :75-2شكل 

 
 
 

Sρ
 

 
 

       
 

x 

 
 
 
 
 

       
 

y 

 
 
 

lρ−
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

dx

 
 
 
 
 
 
 
 

x

 
 
 
 
 

       
 

O 

مثال كليدي
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  :ميكن ياستفاده م )110-2(از رابطة حال 

( ) ( )       
a

a

aW R R dR R dR
R

ρ ρε π π
ε ε

∞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫

2 23
2 2

2
1 4 42 3 3� �

� �

 

)2-111(                              a QW
a

π ρ
ε π ε

= =
2 5 24 3

15 2� ��
  

  
dv حل انتگرال ازي بود براR ازيابعدان فقط تينكه مي با توجه به ا-1   R dRπ=   استفاده24

  .ميكرد
د ي ـم بـار تول يتوان ي نميعني(ت است   ينها ي ب يا جاد بار نقطه  ي ا يانرژ) 111-2( با توجه به رابطة      -2  
   ))بار ياصل بقا(م يكن
  

 بـه  يك ـي الكتري بارهـا a2ي و خـارج aي بـه شـعاع داخل ـ  يك پوسـته كـرو   ي ـ ي رو :51-2ن  يتمر
ره ي ـ ذخ يانـرژ . انـد  ع شده يتوز) ي كرة خارج  يرو (sρ2و) ي كرة داخل  يرو (sρ ي سطح يها يچگال

  ديشده در فضا را بدست آور
  

ره شـده در  ي ـ ذخي انـرژ مطلوب اسـت .  قرار داردa به شعاع يك كره هادي ي روq بار 100-2مثال  
 .خارج كره

  
  :داني استفاده از م:روش اول: حل

  :ميدان داري ميبرا

aR

aR

>

<
       

R
Q

Rπ ε

⎧
⎪= ⎨
⎪⎩

E
a24 �

�
 

  :م داشتيخواه) 110-2(از رابطة با استفاده 

sin
a

Q QW E dv dv R dR d d
R R

π πε ε
ε θ θ ϕ

π ε π ε

∞

= = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫
22 2

2 2
2 2 4 2 2 4

1
2 2 16 2 16

� �
�

� �� �

 

)2-112(                                       
   

QW
aπ ε

=
2

8 �
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  :لياستفاده از پتانس: روش دوم
  :ل در سطح كره عبارت است ازيپتانس

QV
aπ ε

= 4 �

  

  :پس

   
Q dQ QW V dq

a aπ ε π ε
= = =∫ ∫

2

4 8� �

  

  
  :دير حساب كنيكار لازم را در موارد ز. مي دارρي و چگالaدو كره به شعاع  101-2مثال 

  .كنواخت حاصل شودي ي و چگالa به شعاعيا  دو كره با هم ادغام شوند و كره)الف
   حاصل شودρكنواختي ي با چگاليا  دو كره با هم ادغام شوند و كره)ب
  

 ρي و چگـال a بـه شـعاع  يا   سـاختن كـره    ي بـرا  ي لازم بـرا   ي انـرژ  )99-2( طبق حـل مثـال       :حل
aπ برابر ρ

ε

2 54
15 �

  :ن مقدار استيها دو برابر ا ة كرهي اوليپس انرژ.  است

 aW π ρ
ε

=
2 5

1
8

15 �

  

  : عبارت است ازد بارهاي جدين حالت چگالي در ا)الف

aQ

a a

π ρ
ρ ρ

π π

× ×′′ = = =

3

3 3

42 3 24 4
3 3

  

  :دي كرة جديپس انرژ
  a aW π ρ π ρ
ε ε
′

= =
2 5 2 5

2
8 16

15 15� �

  

  :و كار لازم برابرست با

   a a aW W W π ρ π ρ π ρ
ε ε ε

Δ = − = − =
2 5 2 5 2 5

2 1
16 8 8

15 15 15� � �

  

  :د عبارت است ازين حالت شعاع جدي در ا)ب

a a a aπ ρ π ρ′ ′× × = × ⇒ =3 3 34 42 23 3
  

مثال كليدي
 



   175                                                                                                            الكترواستاتيك:فصل دوم

 

  :دي كرة جديپس انرژ
( )  aaW

π ρπ ρ
ε ε
′

= =
2 532 5

2

16 2 48
15 15� �

  

  :ابرست باو كار لازم بر
( ) ( )

   a a aW W W
π ρ π ρ π ρ

ε ε ε
Δ = − = − = −

2 53 2 5 2 5
3

2 1

16 2 4 8 8 4 4 115 15 15� � �

  

  
 را تـا  ين هـاد ي ـاطـراف ا .  قـرار دارد   R1 به شعاع  ي كرو يك كره هاد  ي ي بر رو  Qبار :52-2ن  يتمر

 ي صرف پوشاندن كره هـاد ي چقدر انرژ  باشد ،  εيقي عا ياگر گذرده . ميپوشان  ي م يقي با عا  R2شعاع
  شده است؟

  
  ي خازنيها ستمي سير انرژيي تغيكيزي فيبررس -2-10-3

 يت اسـتفاده از انـرژ  ي ـ محاسـبة ظرف يهـا   از راهيكي ،م كهيدر مبحث خازن گفتو ن يش از ا يپ
  :م كهيد بدانين منظور باي اي برا،)و بر عكس(است 

)2-113(                                         W CV= 21
2

    

)2-114     (                                     QW
C

=
21

2
  

در اثر . ديريبگ را در نظر    Cيت خازن ي و ظرف  Vلي، اختلاف پتانس  Qةي با بار اول   يدو جسم هاد  
Cدي جديت خازني دو جسم، ظرف  يياججاب ستم را ي ـن سي ـم كار انجام شـده در ا يخواه يم. شود ي م′

  :ميريگ ي ممكن را در نظر متِدو حال. مي كنيبررس

  :)ن دو جسم وصل شده استي بيك باتري يعني ( ثابت باشدVليپتانس) الف
ش يگر و افـزا يكـد يك شـدن آنهـا بـه        ي خازن و نزد   يها  ن حالت در صورت آزاد شدن ورق      يدر ا 

W ستمي س يكي الكتر ي انرژ ،ت خازن يظرف CV= 21
2

ستم و كـار  ي ـ سيش انرژ يافزا. ابدي يش م ي افزا 
  .شود ين مي تامي باتريعني يلة منبع خارجيانجام شده توسط خازن، بوس

  :)ستي به آنها وصل ني دو جسم مجزا بوده و باتريعني ( ثابت نگه داشته شودQبار) ب
ك ي ـگر نزديكـد يهـا بـه      ي جاذبـة بارهـا، هـاد      يروين صورت با رها شدن خازن، به علت ن        يدر ا 

ابـد و  ي يش مي افزاCيت خازنيجه ظرفيدر نت. ابدي ي خازن كاهش ميها ين هاديشوند و فاصلة ب     يم
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QWستمي س يكي الكتر يانرژ
C

=
21

2
 يدان از انـرژ ي ـابد، پس كار انجـام شـده توسـط م   ي ي  كاهش م 

  .شود ين ميستم تامي سيكيالكتر
  

 ـ  يم ـ.  اسـت  �ϕ برابر vم و حج  A به مساحت  S سطح بستة  يل نقاط رو  يپتانس  102-2مثال   م يدان
 S سـطح يكة عمود بـر سـطح، در تمـام نقـاط رو    ي و بردار   يكيدان الكتر ي بردار م  يحاصلضرب داخل 

ل ي پتانـس يانـرژ . طح مفـروض وجـود نـدارد      در خارج س   يسيچ منبع الكترومغناط  ي است و ه   �Eبرابر
  ]4[ .دي داخل سطح بحث كنيد و در مورد انرژيابين سطح را بيره شده در خارج ايذخ
  

  :ن استيره شده در خارج سطح چني ذخيكيل الكتري پتانسي انرژ:حل

out nS S S S
U V ds ds ds Aε ε ε ε

ϕ ϕ ϕ ε ϕ= = = = =∫ ∫ ∫ ∫E . ds E . a E E E1
2 2 2 2 2
� � � �

� � � � � � � �� � � �  

توان محاسبه  يطلاعات داده شده نم   ره شده درون سطح بسته را با ا       ي ذخ يكيل الكتر ي پتانس ياما انرژ 
  .ستي درون سطح بسته مشخص نيكيل الكتريا پتانسيدان و يع ميرا توزيكرد؛ ز

  
 .دي دوباره حل كن)113-2(ت و رابطة ي را با استفاده از ظرف)98-2(مثال   103- 2مثال 

  
Cبـه صـورت  ) 96-2( مطـابق رابطـة     يت خازن كرو  ي ظرف :حل

a b

π ε
=

−

4
1 1

 ،b=∞ بـا فـرض  . اسـت 

  :ك كره برابر خواهد بود بايت يظرف

C aπ ε= 4  

QVز برابريل كره ني پتانسياز طرف
aπ ε

= 4
  :ميدار) 97-2( پس با استفاده از رابطة 

( )( )Q QW CV a
a a

π ε
π ε π ε

= = =
2

2 21 1 42 2 4 8
  

  
 يپوستة داخل. ميار داري در اختc وa،bيها مركز به شعاع  همي هادي سه پوستة كرو   104-2مثال  

ره شده در ي ذخيانرژ. ميده ي را قرار مQ بارياني پوستة ميم و رويكن ين وصل مي را به زميو خارج
  .ديستم را بدست آورين سيا
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  م ي داريمطابق شكل دو خازن كرو. ميكن ي عمل م)101-2(مشابه مثال  :حل
  :پس. اند  شدهيكه با هم سر

                    C

b c

π ε
=

−
2

4
1 1

�       ،         C

a b

π ε
=

−
1

4
1 1

�  

  : آنهايب سريو معادل ترك

              ( ) ( )
eq

c b a a c b
C C C ab cπ ε

− + −
= + =

1 2

1 1 1 1
4 �

  

QW ياز طرف
C

=
21

2
  :، پس

( ) ( )c b a a c bQW
ab cπ ε

− + −
=

2

8 �

  

  
   قطبشي انرژي چگال-2-10-4

.  اسـت يره كـردن انـرژ  ي ـهـا ذخ  كي ـالكتر ين ذكر شد، مشخصة همة د     يش از ا  يهمانطور كه پ  
  :ق عبارت است ازيره شده در عاي ذخي انرژيچگال

)2-115                            (        ew = P . E1
2

  
  

rεك يالكتر ي با دي خازن مسطحي قطبش را برا ي انرژ 105-2مثال   = المپيـاد  ( .دي ـ محاسـبه كن 6
  )87غيرمتمركز برق 

P قطبشي انرژ ي چگال )115-2(طبق رابطة   : حل . E1
2

دان در يكنواخت بودن ميبا توجه به .  است
  :م داشتي خواهي هادان صفحاتيم

QQ ds E A Q E
A

ε
ε

= → = → =∫E. 6 �

  

  :ميون داريزاسي بردار پلاريبرا

( )r
r

ε ε ε
ε

= − =
=

P E E1 56� �
  

 104-2شكل مثال  :76-2شكل 

a

c

b
Q
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  :پس

e
Qw

Aε
= =P . E

2

2
1 5
2 36 �

  

  : قطبشيو كل انرژ

p
Q Q d QW A d

A A C
AC

d

ε ε
ε

= = =

=

2 2 2

2
1 5 5 5
2 36 72 126� �

�

  

  
  
  رو و گشتاوري ن-2-11

  :ديآ ير بدست مي از رابطة زيكيالكتردان يك جزء باردار واقع در مي وارد بر يرويف نيطبق تعر
)2-116     (                                dq= ∫F E  

 ـ     يق بس ين طر يرو از ا  ي محاسبة ن   معمولاً ،ع بار ي توز يدگيچيبا توجه به پ     در يار مـشكل اسـت ول
ج ي ـروش را. افـت يناسـب دسـت   وتون به پاسـخ م يتوان با استفاده از قانون سوم ن    ي از موارد م   يا  پاره

  .م شديوست فصل با آن آشنا خواهي است كه در پيرو استفاده از روش كار مجازيمحاسبة ن

z از z در امتـداد محـور  λكنواخـت ي ي و چگال  L به طول  يك بار خط  ي  106-2مثال   z تـا � L+� 
a) z و شـعاع ρيكنواخـت بـا چگـال   ي ي كرويك بار حجم  ي. قرار دارد  a>� (   و مركـزش در مبـداء

  )76كارشناسي ارشد برق ( .ديور را بدست آي كل وارد بر بار حجميروين. مختصات قرار دارد
  

 را محاسـبه  ي وارد بـر بـار خط ـ  يرويالعمل ن عمل و عكس. ميريگ يوتون بهره مي از قانون سوم ن   :حل
  :ميكن يم
  : از مركز كره برابر است باz در فاصلةي كروي از بار حجمي ناشيكيدان الكتريم

Q aρπ= 34
3

      ،
z

Q
zπ ε

=E a24 �

  

  :پس

z L

z z z z

z L
Q Q QF E dq dz

z z z z L
z

λ λλ
π ε π ε π ε

+

=

+
⎛ ⎞⎡ ⎤= = = − = −⎜ ⎟⎢ ⎥ +⎣ ⎦ ⎝ ⎠

∫ ∫ 2
1 1 1

4 4 4
�

�

�

� � � � �
�
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  :جهيدر نت

( )z
a LF

z z L
λ ρ

ε
=

+

3

3 � � �

  

  
cmRق بـه شـعاع    ي از جنس عا   يك پوستة كرو  ي 107-2مثال   كنواخـت حامـل بـار    ي بـه طـور   �1=
ي به چگال  يسطح

Sρ π

−

=
31

36
 )77-2( همانند شكل    يت كوچك ينها  يه سوراخ ب  ن پوست ي ا يرو.  است �

cqيا جاد شده و در سوراخ بار نقطه      يا μ=1يروي وزن، اندازة نيرويبا صرفنظر از ن. شود ي قرار داده م 
  )76كارشناسي ارشد برق ( .ديابي را بqوارد بر بار

  
 قـرار دارد برابـر   q كـه بـار  يا ها در نقطـه  گر باري ديكيدان الكتريدت مم شيدان يهمانطور كه م : حل

Sρ
ε2 �

  پس.  است

  :رو برابر است باين

              .

,

NS

c
S

F q

q μ

ρ
ε

ρ
π

−

= =

= =
3

52
1 136

�

�
�

  

  
توانـد بـدون      ي كـه م ـ   يك ـي الكتر يك دوقطب ـ ي :53-2ن  يتمر

 در  )78-2(دوران كند، همانند شـكل      اصطكاك حول محورش    
اگـر جـرم كـل    .  قرار گرفته است   �Eكنواختي يكيدان الكتر يم

ار يدان بـس  ي با خطوط م   ية دوقطب ية اول ي بوده و زاو   mيدوقطب
كارشناسـي ارشـد بـرق    ( : محاسـبة  مطلوب است . كوچك باشد 

87(  
  .يد بر دوقطب واريروين) الف
  .ي فركانس نوسان دوقطب)ب
  
  
  

  53-2ن يشكل تمر :78-2شكل 

  107-2شكل مثال  :77-2شكل 
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  ي وارد بر واحد سطح هاديروي ن-2-11-1
ك ي وارد بر سطح يرويشود كه ن    ي نشان داده م   يان فصل دوم، براحت   ي پا 34جة مسئلة   يطبق نت 

  :ديآ ير بدست ميمرز از رابطة ز

)2-117                          (        ( )
ds

σ
= +

F E E1 22
  

  :ق به صورتي و عاي مرز هادير براين مقاديا.  است2 و1 يدان در نواحي مE2 وE1ه در آنك

, n
σ
ε

= =E E a1 2�  

  : با برابر استي وارد بر واحد سطح هاديرويجه نيدر نت

)2-118                           (            
nds

σ
ε

=
F a

2

2
  

 آن يل بـالا  ي پتانـس  تـابع .  كامل است  ي هاد )108-2( سطح نشان داده شده در شكل        108-2مثال  
  :عبارت است از
                  coscosV R a

R
θθ= − + 3

2
  

  
  )ديني را بب42-2مثال (. دياي را بي وارد بر بخش كرويروين
  )79اي  هستهكارشناسي ارشد (

  ي بار سطحيدان و چگالي م)42-2(مطابق حل مثال : حل
  :ند از عبارت

cos sinR
a aV
R R θθ θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= −∇ = + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
E a a

3 3

3 3
21 1  

cossρ ε θ=3 �  
  :ميكن يدا مي پ)118-2( را با رابطة ي وارد بر بخش كرويروين

cos sin Ra d dε θ θ θ ϕ
ε

= ∫F a2 2 21 92 �
�

  

  :ني در دستگاه كارتزRaسطبا ب

. cos sinz z
aa d π εε π θ θ θ= × =∫F a a

2
2 3 94 5 2 4

�
�

  

  108-2شكل مثال  :79-2شكل 

y

  
       

z  

x

  
  
  
  
  

a

مثال كليدي
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  يرو و گشتاور وارد بر دوقطبي ن-2-11-2
  :ر استي به صورت زEيكيدان الكتري واقع در مPي وارد بر دوقطبيروين
)2-119(                                    ( )= ∇F P . E  

  :ر برابر استيشود كه عبارت فوق با رابطة ز ي اثبات م، فصل اول21طبق مسئلة 
)2-120                       (             ( )= ∇F P . E  

  :ديآ ير بدست مي از رابطة زيكي الكتريف گشتاور وارد بر دوقطبيطبق تعر
)2-121               (                        = ×T P E  

  :ميكن ير توجه مي به موارد زي وارد بر دوقطبيرويدر محاسبة ن: تذكر
  .ن گردديي تعيها براحت عي از توزيكيدان ي كه ميا  به گونه،ميكن ي را انتخاب مي دستگاه مناسب-1
 اسـتفاده  )119-2(، بهتـر اسـت از رابطـة    يك دوقطبيع بار و  يتوزك  ين  ي ب يروي محاسبة ن  ي برا -2
  .ميكن
  .دي استفاده كن)120-2( از رابطة ين دو دوقطبي بيروي محاسبة ني برا-3
  

 را يرو و گـشتاور وارد بـر دوقطب ـ  ين. ر دارد قرا qيا   از بار نقطه   R به فاصلة  Pي دوقطب 109-2مثال  
  )88كارشناسي ارشد فيزيك ( .ديابيب

  
  ، ـوتون استـفادهي از قـانون سوم نيطبـ وارد بر دوقيروـيافتن ني يبرا: حل

  ارد  وqر بارـ است كه بيـيروي ني منفي وارد بر دوقطبيروـيپس نم يكن يم
  :ر استيكند به صورت ز يجاد مي در محل بار ايه دوقطبك يدانيم. شود يم

                 ( cos  sin  )R
P

R θθ θ
π ε

= +E a a3 24 �

  

  :پس.  استq−Eي وارد بر دوقطبيروي و نqE به صورتيا  وارد بر بار نقطهيروين

( cos  sin  )R
P q

R θθ θ
π ε
−

= +F a a3 24 �

  

 از بـار    ي ناش ـ يك ـيدان الكتر ي ـم. مي ـاز دار ي ـ ن يا  دان بـار نقطـه    ي ـ به م  يگشتاور دوقطب  محاسبة   يبرا
 به فرم ي در محل دوقطب   qيا  نقطه

R
q

Rπ ε
=E a24 �

 )121-2(ن صـورت طبـق رابطـة    ي است در ا

  :م داشتيخواه

  109-2شكل مثال  :80-2شكل 

R

p

q
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( ) sinR

z

q p q
R R

P P
ϕθ

π ε π ε
= × =

=
E P a a

a
2 24 4� �

  

  
  .ديكنند، محاسبه كن ي  بر هم وارد م)18-2( شكل يها يقطب ه دو را كييروي ن110-2مثال 

  
  :يي در محل بالاينيي پايدان دوقطبي م:حل

( cos  sin  )R
P

R θθ θ
π ε

= +E a a3 24 �

  

م پـس  ي اسـتفاده كن ـ )120-2( بهتر است از رابطـة    ين دو دوقطب  ي ب يروي محاسبة ن  ي برا )الف و ب  
Pابتدا  . Eم ينك يدا مي را پ)zP=P a�(  

( cos sin  )P
R

θ θ
π ε

= −P . E
2

2 2
3 24 �

  

  :پس

( ) ( ) ( )sin cos sin cosR
P

R θθ θ θ θ
π ε

⎡ ⎤= ∇ = − −⎣ ⎦F P . E a a
2

2 2
4 6 64 �

  

  :) الف-81-2( شكل يبرا

)2-122        (                     z
P

Rθ π ε
=

=
F a

2

4
6

4 ��
  

  :) ب-81-2( شكل يو برا

)2-123      (                      
R

P
Rπ π εθ

=
=

F a
2

4
3

4
2 �

  

P ين حالت براي در ا)ج . E) كهRP= −P a (ميدار:  
cosP

R
θ

π ε
= −P . E

2

32 �

  

  :پس

( ) [ ]cos sinR
P

R θθ θ
π ε

= ∇ = +F P . E a a
2

4 32 �

  

مثال كليدي
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  :جهيدر نت

R
P

R θπ π εθ
⎡ ⎤

= +⎢ ⎥= ⎣ ⎦
F a a

2

4
3 2 2

2 2 2
4 �

  

  
  
  
  
  
  

 قـرار داشـته و   −d وdب در نقاطي به ترتx محوري رو−q وqيا  دو عدد بار نقطه    :54-2ن  يتمر
xيكي با گشتاور الكتريكي الكتريك دوقطبي x z zP P= +P a aمحوري رو zوارد بر يروين.  قرار دارد 

  .دي را محاسبه كنيدوقطب
  

  :حرف آخر
 فصل با قانون كـولن شـروع   يدر ابتدا. مي كردي ساكن را بررس  يكي الكتر يدانهاين فصل م  يدر ا 

نجـا عنـوان   يدر ا. كنـد  يك را حـل م ـ    ين رابطه تمام مـسائل الكترواسـتات      يم كه ا  يم و ادعا نمود   يكرد
  :شود كه يم

ك رابطة ساده بـه  ي با يهمگ ) يل گرفته تا انرژ ياز پتانس (گر فصل   ي د يها   بخش ،ديديهمانطور كه د  
اگـر  . شتر آن اسـت ين و تكرار بي تمر ي برا يليدان و دل  يت م ين موضوع اهم  يا. شدند يدان مرتبط م  يم

ت شما را در حل مسائل يل بود كه خلاقين دلي فقط به ا،ميان كردي را بيانبريحل م در طول فصل راه
 هـستند كـه    ية موارد فرمـول   يدان است، بق  ي محاسبة م  يانيس به ب  يدرس الكترومغناط . ميش ده يفزاا

اد يز) ژة آنيت ويبا توجه به اهم(ن فصل ياگر چه تعداد صفحات ا. دان كرده استيآنها را وابسته به م
   ... . بوديم چند برگ كافيم اساس بحث را طرح كنيخواست ي اگر مياست ول

  
  :امة فصلو اما در اد

ل ي ـ بودنـد كـه بـه دل   ينها مطالبيا. ميا وست ارائه داده يك پ ي را در قالب     يدر قسمت بعد مطالب   
ن مطالـب  ي ـ ايريادگي ـ. مي كـرد ي مطالب از ذكر آنها در ضمنِ فصل خـوددار      ي از گسستگ  يريجلوگ
قبل بـا ارائـة   مشابه .  آن در ادامة موارد مطرح شده خواهد بوديها نرو شمارة بخشي بوده و از ا  يالزام
. م پرداخـت يدار خواه  و نكتهيدي كليها به حل مثال!) ك به محاورهي نزديبا زبان  (يحات ضرور يتوض

  110-2شكل مثال  :81-2شكل 
 الف ب ج

45� 
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 ـبـا ا . ل كنندة موضوع خواهند بـود يان هر مثال، تكمي ذكر شده در پا يها  نيتمر مـسائل  ن همـه در  ي
  .ميا قرار داده مرور ي مسئله برايم و به تعداد كافيا نها غافل نشدهز از آيان فصل نيپا
  
  
  
 ها وستيپ

  يكيدان الكتري خطوط م-12- 2
 را كـه در آن      ي جهت حركت ذرة بـاردار     يكيدان الكتر يخطوط م 

ك ذره يگر اگر يبه عبارت د. كند يد، مشخص مريگ  يدان قرار م  يم
ر حركـت   يك مـس  ي يرد رو ي قرار گ  يكيدان الكتر يك م يباردار در   

دان ي ـلـة خطـوط م   ر همـان معاد   ين مـس  ي ـكنـد كـه معادلـة ا       يم
ن ي ـدان در هر لحظه بر اينكه بردار م يبا توجه به ا   .  است يكيالكتر

 يتـوان بـه تـساو    ي مير مماس است، با توجه به شكل براحت  يمس
  : افتير دست يز

)   2-124      (                         
x

y

E
E

dx
dy
==αtan   

  :توان گفت يم يكه در حالت كل
)2-125          (                             l k=d E  

 .دي بدست آورlρيت با چگالينها يل بيلة طويك مي يدان را برايمعادله خطوط م 111- 2مثال 
  

lع به صورت  ين توز ي ا ي برا دانيم) 13-2(رابطة  طبق  : حل
rr

ρ
π ε

=E a2 �

پس طبـق رابطـة     .  است 

  :م داشتيخواه) 2-125(

( cos sin )l
r r x y x y

k k x y
r r r x y x y

ρ
ϕ ϕ

π ε
= = = + = +

+ +
E a a a a a a2 2 2 22 �

  

y x

dy dx dy dx dy dx Ln y Ln x Ln c y c xy xE E y x
x y x y

= → = → = ⇒ = + ⇒ =

+ +2 2 2 2

 

  . استxyدان به صورت خط راست در صفحةي خطوط م،ميهمانطور كه انتظار داشت

 دان يخطوط م: 82-2شكل 

        

        y 

            
 

    
 

yE 

 

      
 
 
 

         
 

                     

 E 

            
 
 

         

     

xE 

          

 α 

 
 
 
 

          

 x 

مثال كليدي
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  .يكي الكتري دوقطبيدان براي محاسبة معادلة خطوط ممطلوب است  112-2مثال 
  

)ع به صورتي توزني اي براداني م ،)11-2( طبق رابطة    :حل cos sin )R
P

R θθ θ
π ε

= +E a a3 24 �

 

  :ميدار. است
cos sin

cos sin sinR

dR R d dR R d dR d Ln R Ln Ln c
E E Rθ

θ θ θ θ
θ

θ θ θ
= → = → = ⇒ = +

2 22
  

  :پس
sinR c θ= 2    

  
sin بـا رابطـه    ي در مختصات كـرو    يكيدان الكتر ي م 113-2مثال  

cosRR θ
θ
θ

+
= +E a a1ان شـده  ي ـ ب

)اگر بار در نقطه. است , , )π °1 4 �
  كند؟ ي برخورد مrبه محور يا رد، در چه نقطهي قرار گ

  
  :ميكن يمشابه قبل عمل م: حل

cos
sin sinR

dR R d dR kd Ln
E E R Rθ

θ θ
θ

θ θ
= → = → =

+ +2
1

1 1
  

  :ميكن يدا مي را پkبا قرار دادن نقطة مورد نظر، مقدار

, .R kπθ= = → =1 4 64
  

  :پس
.

sin
Ln

R θ
=

+
1 4 6

1
  

r،πθدر محل برخورد با محور = 2
:  

. . .
sin

Ln Ln R
R πθ θ
= = → =

+ =
1 4 6 2 3 1 21 2
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 يـك . باشـد   مـي �ρثابـت  چگالي به حجمي الكتريكي بار  دارايaشعاع به كره يك :55-2نيتمر
 .دهيم مي قرار كره مركز نزديك در را الكترون يك و كرده ايجاد كره محيط تا از مركز باريك شكاف
  .آوريد را بدست الكترون حركت معادله

  

xها قرار دارنـد و از نقـاط  zت به موازات محورينها ي بي دو بار خط  114-2مثال   a= . گذرنـد  ي م ـ±
شوند، در فواصل دور به دو مجانب كه با هـم   يك بار جدا مي از θهيرو كه با زاو   يد دو خط ن   يثابت كن 

θهيزاو
2

  .كنند يل ميسازند م ي م

ها، اثر همـان   ك به خط بار يدان خارج شود، در فواصل نزد     ي خط م  nخط بار، د از هر    ي فرض كن  :حل
ن خطوط ين ا ية ب يبار غالب است پس زاو    

n
πθ = ده ي ـدر فواصـل دور اثـر هـر دو بـار د        .  خواهد بود  2

  :شود پس يم

n
π θ

θ = =2
2
2 2

  

  
 ،هـا منطبـق اسـت   z را كه محور آن بر محـور     a بلند به شعاع   يا  م اگر استوانه  يدان  ي م 115-2مثال  

xE=Eكنواختي يكيدان الكتر يدر م ) 83-2(مطابق شكل    a�  ي رو ي بـار سـطح    يم، چگال ي قرار ده 
cosS استوانه برابر  يسطح خارج  Eσ ε ϕ= 2 �  كـه از نقـاط دور بـا    يداني ـاگر هر خط م  .  خواهد بود  �

yفاصلة h<د، حداكثر مقدارينماشود به سطح آن برخورد  يك مي به استوانه نزدhچقدر است؟   
]4[  

yخطـوط ) 84-2(اگـر مطـابق شـكل    . ميريگ  ي از استوانه را در نظر م      Lطولِ: حل h=و y h= − 
 آنگـاه شـار گذرنـده از    ،كننـد  يه برخورد م ـك شدن به استوان ي باشند كه پس از نزد     ين خطوط يآخر

 كـه بـه   ين دو خط ذكـر شـده، بـا شـار    يها و بx، عمود بر محورL در نقاط دور، با طول   يليمستط
  .رسد، برابر است يمة سمت چپ استوانه مي از نLطول

  :ليز مستطشار گذرنده ا
( )h L Eε2 � �  

  . داردي عمود است و فقط مولفة شعاعي بر سطح خارجيكيدان الكتريچون استوانه رسانا است، م
( ) ( ) cosS r rr a r a Eσ ε ε ϕ= = ⇒ = =E . a E a2� � �  

  :استوانه ميشار وارد شده به ن
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( )cos cosr rE a L d a L E d a L E
π π

π πε ϕ ϕ ε ϕ ϕ ε− = − =∫ ∫a . a
3 3
2 2

2 2
2 2 4� � � � � �

  

  : پس،مقدار دو شار محاسبه شده برابرند

h L E a L E h aε ε= → =2 4 2� � � �  

  
. دي ـريدر نظـر بگ را  ،اند  قرار گرفتهB وA كه در نقاطqيا دان دو بار نقطهي  خطوط م116-2مثال  
 دارد كـه  يار دور مجـانب يشـود، در نقـاط بـس    ي جـدا م ـ Aع در از بار واق ـθةي كه با زاو  يدانيخط م 

   .ديابي ب راϕ وθنيرابطة ب. كند ي قطع مC درϕةي را با زاوABخط
  

  . ميكن ي استفاده م)40-2( و رابطة يكي از مفهوم شار الكتر:حل
  يك با فقط شار ناشيل نزدـ، در فواص)85-2(كل ـبه شبا توجه 

   θةي و زاوA به راسيار مخروطـش. شود يده ميد از همان بار 
  : عبارت است از

( )cosqϕ θ= −12
  

 عبـارت  ϕةي به راس  و زاويشود، پس شار گذرنده از مخروط يدر نقاط دور اثر تمام بارها مشاهده م    
  :است از

( )cosqϕ ϕ′′ = −
2 12

  

  :ميريگ يجه مينت) ز برقرار باشدي ن)!( شاريد اصل بقايبه هر حال با(ها  ن شارياز برابر قرار دادن ا

 116-2شكل مثال  :85-2شكل 

  115-2شكل مثال  :84-2شكل   115-2شكل مثال  :83-2شكل 

    
       

 

x

y

h

h
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( ) ( )cos cosq qθ ϕ− = −1 12
  

  :جهيدر نت
( )cos cosθ ϕ= −2 1  

ابه شـكل  ـ مـش qα وqيا هـار نقط ــ دو ب  :56-2ن  يتمر
 از خطــوط يكــي. انــد  قــرار گرفتــهxمحــور ي رو)2-86(
 ـاگـر زاو  . شده است تم در شكل رسم     سيدان س يم  ـ ي ن ية ب

آنگاه .  باشدx، θ1 و محور  qدان خارج شده از بار    يخط م 
 ـ  ـين خط م  ية ب يزاو  xورـ و مح ـqαارـدان وارد شده به ب

  چگونه است؟

z در صفحةيكيل الكتر ي   پتانس   117-2مثال   = ) با رابطة� , ) cosxV x y e y−=شـود  ين م ـيي تع .
)ك الكترون در نقطة   ياگر   , )P π

6�
ت چنـد  ها و جهت شروع حرك ـyن محورية بيزاو.  قرار داده شود   

  )77كارشناسي ارشد برق  (درجه است؟
  

  :ميآور ي را بدست ميكيدان الكتريابتدا م: حل
               cos sinx x

x yV e y e y− −= −∇ = +E a a  

  :ميكن يدان را در نقطة مورد نظر محاسبه ميم

cos sin
( , )

x x
x y x ye y e y

P π− −= + = +E a a a a3 1
2 2

6�
  

3 برابر x با محور  Bةيزاو 6 برابر y و با محور   ��  ـ   ��  ـ الكتـرون در خـلاف جهـت م    ي اسـت ول دان ي
12ةي با زاويعنيكند،  يحركت م   .هاy نسبت به محور��

  
  روي محاسبة ني برايار مجاز روش ك-2-13

ن ي ـدر ا.  اسـت يك، روش كـار مجـاز  ي ـزي مختلف ف  يها نهيرو، در زم  يافتن ن ي يها  از روش  يكي
ر يي ـجـا گـردد و سـپس تغ   ب  جـا xΔرو، بـه انـدازة كوچـك     يشود كه جسم تحت اثر ن      يروش فرض م  

  :رو برابر خواهد بود باين صورت نيدر ا. شود ي حساب مييجاب ن جاي از اي ناشwΔيانرژ

  117-2شكل مثال  :87-2شكل 

     

 y 

  
 

12 ��
 

 

  
 
 
 
 

3 ��
  

 
 
 

x 

 56-2ن يشكل تمر :86-2شكل 
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             θ2  

 

 

 θ1  

  qα  
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)2-126(                                
x

W W
x x

Δ ∂
= =
Δ ∂

F   

 ي برايروش كار مجاز. مي را داشته باشي محاسبة انرژييست توانايرو كاف ي محاسبة ن  ي برا يعني
  :ميكن ير مطرح ميا در ز آنها ر،ان استي دو بي ساكن دارايكي الكتريدانهايم
  : بار ثابت-1

ر در ي به فرم ز)126-2(ن صورت رابطة ي در ا،ر نكندييواقع بر جسم تغ، بار ييجا به  جاياگر در ط
  :ديآ يم
)2-127(                                         W= −∇F  
  : ولتاژ ثابت- 2

  :ديآ ير در ميبه فرم ز) 126-2(ن صورت رابطة ي در ا،ر نكندييجسم تغ، ولتاژ ييجا به  جاياگر در ط
)2-128(                                          W= ∇F  

 بـه جـسم وصـل    ي مثلا اگر منابع،افتد يچگاه همزمان اتفاق نم   ين دو حالت ه   يم كه ا  يتوجه دار 
دهند و  يجا شدن جسم كار انجام م به ز با جايآن منابع ن) ل است متصي كه به باتريمثل خازن(باشند 
  .كند ير ميي جسم تغيبار رو

  
 يهـا  ني ماش ـي در مطالعـة اصـول اساس ـ    ي كـاربرد  يهـا    از روش  يك ـيرو  ي ن يروش كار مجاز  : تذكر
.. .رو، گـشتاور، ولتـاژ و       ي ـن ن ي، ارتباط ب ـ  يكين الكتر ي هر ماش  ين اصول برا  يچرا كه ا  .  است يكيالكتر

  . د شدي با آنها آشنا خواه1يكي الكتر يها نياست كه در درس ماش
  

 .ديابي بي را به روش كار مجازيا ن دو بار نقطهي بيروين 118- 2مثال 
  

  :ر استين دو بار به صورت زين اي بي انرژ:حل
QW Q V Q

xπ ε
= = 2

1 1 1 4 �

 

  :شت دامي  خواه)127-2(رابطه بر طبق 
Q Q Q QWW

x x x xπ ε π ε
⎛ ⎞∂ ∂

= −∇ = − = − =⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠
F 1 2 1 2

24 4� �
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 وابـسته  يت و انـرژ ي به ارتباط ظرف توان گفت مجدداً   ين قسمت م  ي كه در مورد ا    يا ن نكته يآخر
  :م كهيدين ديش از ايپ. است

)2-129                         (          QW C V
C

= =
2

21 1
2 2

  

دان در آنهـا  يرات م يي به خازن و تغ    ي به نوع  ،ك در صنعت  ين كاربرد الكترواستات  يشتريدر عمل ب  
ستم يك سي يروين.  دارديكاربرد فراوانرو يت در محاسبة ن ياده از ظرف  نرو استف ياز ا . گردد يمعطوف م 

  :ديآ ي از رابطة فوق بدست ميريگ  با مشتقيخازن
  : با ولتاژ ثابتيستم خازنيس

)2-130                     (                    CF V
x

∂
=

∂
21

2
  

  : با بار ثابتيستم خازنيس

)2-131  (                                     Q CF
C x

∂
=

∂

2

2
1
2

  

  

  . جاذبه استيروي ني بودن آن به معناي دافعه و منفيروي نيرو به معناي مثبت بودن ن:يادآوري
  

 يك خـازن بـا صـفحات مـواز     ي وارد   )88-2( مطابق شكل    rεي نسب ي با گذرده  يقيعا 119-2مثال  
  ]8[ .ديابيق را بي وارد بر عايروين. شده است

  
  ن ـي ايم، برايابي يت خازن را مي ابتدا ظرف:حل

  )88-2(معادل سه خازن شكل ت يمنظور ظرف
  :ميكن يدا ميرا پ

( )
( )r

r

b x l x lC
d t d t

ε ε ε
ε

−
= +

+ −� �
  

  :)130-2(طبق رابطة 

( )
r

r

l lF V
t d t d

εε ε
ε

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥+ −⎣ ⎦

21
2 � �

  

  
  )73كارشناسي ارشد برق ( .دي را بدست آور)88-2 (مة مثالي وارد بر خط دوسيورين 120-2مثال 

  119-2شكل مثال  :88-2شكل 

b 

 
 
 
 
 
 

V� 

 
 
 
 

rε d 
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ل كليدي
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  :ميا ستم را در همان مثال محاسبه كردهين سيت اي ظرف:حل

C dLn
a

π ε
=  

  :مياستفاده كن) 131-2(ست از رابطة يكاف

F V
dd Ln
a

π ε−
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
2

1
2

  

  
 −Q و+Q كه بارbي و شعاع خارجaيق هوا با شعاع داخلي با عايك خازن كرويدر  121-2مثال  

  )83فيزيك ي ارشد كارشناس( شود؟ ي وارد مي بر واحد سطح كرة داخلييرويچه ن.  هاست  كرهيرو
  

 برابريت خازن كروي ظرف:حل

a b

π ε

−

4
1 1

  :ستم عبارت است ازي سيانرژ.  است�

( )Q b aQW
C abπ ε

−
= =

221
2 8 �

  

R وارد بر سطحيروين a=برابرست با :  

R R
W Q

R a a aπ ε
∂

= − =
= ∂

F a a
2

28 �

  

R وارد بر واحد سطحيروين a=:  

R
Q

a aπ π ε
= =

FF a
2

2 2 44 32 �

  

  
  

 و S كه سطح هر الكتـرود آن يخازن مسطح  :57-2ن  يتمر
Vي است به باترdفاصلة دو الكترود از هم    قطعه .  وصل است�

w) d بــه ضــخامتيقيعــا w> (عــرض الكترودهــا را   و هــم
 كه بر سطح ييروين. ميكن ي وارد خازن م)89-2(مطابق شكل   

  .دي را بدست آورشود يمق وارد ي عايعمود
  57-2ن يشكل تمر :89-2شكل 

V�

z

 
 
 
 

d

 
 
 
 

�
ε

ε �
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ε � 
 

w
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ع يك ماير در ي مطابق شكل ز bي و شعاع خارج   aيمحور با شعاع داخل     ك كابل هم  ي  122-2مثال  
  .ديع را محاسبه كنيش ارتفاع مايمقدار افزا.  قرار گرفته استεيق با گذردهيعا
  

  :مي با هم داريم، دو خازن موازيكن يستم را محاسبه ميت سي ابتدا ظرف،ري اخيها  مشابه مثال:حل

                 ( )L x xC b bLn Ln
a a

π ε π ε−
= +

2 2�  

  :م داشتيرو خواهي ني برا)130-2(طبق رابطة 

                      ( )F V bLn
a

π ε ε= −21 2
2 �

  

   جاذبه با يرويبرد كه ن ي بالا مييع را تا آنجايرو سطح ماين نيا
  :مي وزن داريروي ني براياز طرف.  گردديفوق مساو يروين

( )M g S g h b a g hρ π ρ= = −2 2  
  :پس

( )

( )
V

h bb a g Ln
a

ε ε

ρ

−
=

−

2

2 2

�  

  
  تيل و ظرفيب پتانسي ضرا- 14- 2
  ر درست است؟يا جملة زيآ: يك سوال اساسي

  ".  صفر استيل هاديم، پتانسي بار نداشته باشيك هادي ي اگر رو"
 يك بخش درس ـي به عنوان    ،)14-2 يعني(ن بخش   ي ا ،شود  ي است كه باعث م    يزين همان چ  يا

ن مـدل بـا   ي ـا. ستمها اسـت ي ـتر در مورد س    ك مدل كامل  ي انيازمند ب ي به آن ن   ييپاسخگو. ان شود يب
  .ل همراه استيب پتانسيضرا

  
ب ي آنها به ترتيم كه رويكن يفرض م. دهد  ي با شكل دلخواه را نشان م      يسه هاد  )91-2(شكل  

توان به شكل  يها را م ين هاديك از ايل هر ين صورت پتانسيدر ا. اند ته قرار گرفQ1، Q2، Q3يبارها
  :ان كردير بيز

  122-2شكل مثال : 90-2شكل 

 
  
  
  

 
 
 

h 

V� 
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)2-132      (       

V P Q P Q P Q

V P Q P Q P Q

V P Q P Q P Q

= + +

= + +

= + +

1 11 1 12 2 13 3

2 21 1 22 2 23 3

3 31 1 32 2 33 3

 

  :شوند و به يده ميل ناميب پتانسي ها ضراijPكه در آن

  ن آنهايط بي محي گذرده-3         محل قرار گرفتن آنها در فضا -2          ي شكل هاد-1
  .دن داريبستگ

  .م دادي تعمي دلخواهيتوان به هر تعداد هاد ين رابطه را ميا
ل آن ي در فضا موجـود باشـد پتانـس   يك هاديش از ي اگر ب، كهن استي ا)132-2( رابطة   يمعنا

ن ي ـبـا ا . داردگـر فـضا   ي ديهـا  يم با بار هـاد ي مستقي بلكه وابستگ،ستيفقط به بار خودش وابسته ن  
  :م كهينگونه پاسخ دهي بخش ايم به سوال ابتدايتوان ير ميتفاس

 نداشـته  يگـر ي دينكـه در فـضا هـاد      ي مشروط بر ا   ،ن جمله درست است   ي ا )132-2(مطابق رابطة    "
ب ي شكل گرفته باشند كه ضرايا  به گونه،ان شدهي با توجه به سه شرط ب،ا در صورت وجوديم و   يباش

  ". ر باشدل آنها صفيپتانس
 چـرا بـا وجـود صـفر بـودن      ،م كهيريم بپذيتوان يم )32-2(ن  يحات است كه در تمر    ين توض يبا ا 

د بـا قواعـد مطـرح شـده در     يتوان ين را مين تمريا. مي آن بار دار يباز هم رو  ،  يل استوانة داخل  يپتانس
l∫Eها و استفاده از انتگرال     يبحث هاد  . dتوان  ي باشد ميها خط ين هاديط بيگر محا .دي ، حل كن

  :نشان داد كه
ij jiP P=  

ن وصـل شـده و   ي بـه زم ـ اول يهاد.  آزاد قرار دارندين در فضايمع  با شكل نا يدو هاد  123-2مثال  
 دوم يل هادي اول صفر و پتانسي هاديد كه بار روينشان ده.  وجود ندارد ي بار خالص  م دو ي هاد يرو
 ]8[ .صفر استز ين

  
  :مي دار)132-2(رابطة  با توجه به :حل

V P Q P Q

V P Q P Q

= +

= +

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

  

     :م كهيريگ يجه مياز اطلاعات مسئله نت

  ي چند هاديستمهايس: 92-2شكل 

2 

3 

 
 
 
 
 
 
 

1 
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Q =2 � ،      V =1 �  
 اول و ي هـاد يرو بـار  م كـه ناچـاراً  يرس ـ يجـه م ـ ين نت ي ـم به ا  ي قرار ده  يينها را در رابطة ابتدا    ياگر ا 
  . صفر باشنديستي دوم هر دو بايل هاديپتانس

در ل را يام، پتانـس iي هـاد ي روiQد با فرض قرار داشتن بـار   يل با يب پتانس ي محاسبة ضرا  يبرا
  .ميكن ين ميل را معيب پتانسي ضرا)132-2(سپس طبق رابطة . ميدا كنيام پiيسطح هاد

Rي به شـعاع داخل ـ يك پوستة كرويمركز با   همR1 به شعاعي هاد يا   كره 124-2مثال    و شـعاع  2
Rيخارج   .ديابيل را بيب پتانسيضرا.  قرار دارد3

  
Q بار ي خارج ي هاد ي و رو  Q1بار ي داخل ي هاد يرو: حل م يكن ـ  ي م ـ يحـال سـع   . ميده  ي را قرار م   2

  :ست، پسيا دان بار نقطهيدان خارج پوسته معادل ميم. ميي را محاسبه نمايل هر هاديپتانس

( ) Q QV V R
Rπ ε

+
= = 1 2

2 3
34 �

  

  :ين دو هاديدان بيم

R
Q

Rπ ε
=E a1

24 �

  

  :پس

( ) ( )
R

R

Q QQV V R R V R
R R Rπ ε π ε

⎛ ⎞ +
− = − + = − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ E . d1

3

1 21
1 1 2

1 2 3

1 1
4 4� �

  

  :م كهيريگ يجه مي نت)132-2(ر محاسبه شده و رابطة يبا توجه به مقاد

P
R R Rπ ε

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
11

1 3 2

1 1 1 1
4 �

  

P P R
Rπ ε

= = =21 12 22
3

1
4 �

  

.  از هـم قـرار دارنـد     d آزاد و بـه فاصـلة      ي در فضا  b و aيها   به شعاع  يدو كرة هاد   :58-2ن  يتمر
  .ديابيستم را بيل سيب پتانسيضرا

  

  124-2شكل مثال  :93-2شكل 

 
 
 
 
 
 

R2
 
 
 
 
 
 
 

R1
 

 
 
 
 

R 3
 

مثال كليدي
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  مركز  همي هاديها ل كرهيب پتانسيضرا -2-14-1
ل بـه  يب پتانـس ي ضـرا iRيهـا  مركز بـه شـعاع    همي كرة هاد nيشود كه برا    ي اثبات م  يبه راحت 

  :ر استيصورت ز

)2-133         (,i j j i j i
j

P P R R
Rπ ε

= = >
1

4 �

    ،     
i i

i

P
Rπ ε

=
1

4 �

  

   خارج همي هاديها ل استوانهيتانسب پيضرا -2-14-2
، كـه شـعاع هـر    )روي ـمعادل با خطوط انتقال ن ( خارج هم    ي استوانة هاد  nيشود كه برا    ياثبات م 

i برابرj وi و فاصلة دو استوانةirاستوانه برابر jrبا فرض : (ر استي باشد به صورت زi j ir r>>(  

)2-134          (          ,i i i j
i i j

P Ln P Ln
r rπ ε π ε

= =
1 1 1 1

2 2� �

  

   خارج همي هاديها ل كرهيتانسب پيضرا -2-14-3
i برابرj وi و فاصلة دو كرةiR خارج هم، كه شعاع هر كره  برابري كرة هاد  nيبرا jR باشد به 

iبا فرض : (ر استيصورت ز j iR R>>(  

)2-135                    (,i i i j
i i j

P P
R Rπ ε π ε

= =
1 1 1 1

4 4� �

  

 q1،  q2يب بارهاي به ترتc وa،bيها مركز به شعاع  همي هادي سه پوستة كروي رو125-2مثال 
 چقـدر خواهـد   يرون ـيل كرة بيم، پتانسين وصل كن ي را به زم   ياگر كرة داخل  .  گذاشته شده است   q3و

  شد؟
  

  :ل عبارتند ازيب پتانسي ضرا)133-2( مطابق رابطة :حل

         ,P P P P
a bπ ε π ε

= = = =11 22 21 12
1 1

4 4� �

  

P P P P P
cπ ε

= = = = =33 32 23 13 31
1

4 �

  

  :مي داريروني و بيل كرة داخلي پتانسي برا)132-2 (طبق رابطة
q q qV P q P q P q
a b cπ ε
⎛ ⎞= + + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2 3
1 11 1 12 2 13 3

1
4 �

  

q q qV P q P q P q
c c cπ ε
⎛ ⎞= + + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2 3
3 31 1 32 2 33 3

1
4 �

  

  125-2شكل مثال  :94-2شكل 

a

c

b
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 ـ  ير م ـيي آن تغيم، بار رويكن ي را صفر م  يل كرة داخل  ي پتانس يوقت ر گ ـيا بـار د ي ـل ي پتانـس يكنـد ول
  :س پ.كند ير نمييها تغ يهاد

q qP q P q P q q a
b c
⎛ ⎞′ ′= + + → = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 3
11 1 12 2 13 3 1�  

  :يرونيل كرة بيجه پتانسيدر نت
( ) ( )q b a q c aq q qV

c c c c a cπ ε π ε
− −⎛ ⎞′⎛ ⎞= + + = +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 31 2 3
3

1 1
4 4� �

  

  
الاضـلاع بـه    يك مثلـث متـساو  ي ـ يهـا    در گوشه  aكسان به شعاع  ي ي سه كرة رسانا   :59-2ن  يتمر
l) lضلع a>> ( در ابتدا بار هر كره    . اند  قرار گرفتهQ ن متـصل  يهـا بـه زم ـ    از كـره يكي.  بوده است

  با چقدر است؟ين شده تقريبار كرة زم. شود تا به حالت تعادل برسد يم
  

Rبا فـرض . گر قرار دارنديكدي از R به فاصلة a به شعاع  ي دو كرة هاد   126-2مثال   a>>ت ي ـ ظرف
  .ديابيستم را بي سين دو كره و انرژيب

  
  :ل عبارتنديب پتانسيضرا) 135-2( مطابق رابطة :حل

,P P P P
a Rπ ε π ε

= = = =11 22 21 12
1 1

4 4� �

  

  :م داشتيها خواه ل كرهي پتانسي برا)132-2(پس طبق رابطة 

V q q
a Rπ ε π ε

= +1 1 2
1 1

4 4� �

  

V q q
R aπ ε π ε

= +2 1 2
1 1

4 4� �

  

  :ستم برابر است باي سيانرژ
q q q qW q V q V
a R aπ ε

⎛ ⎞
= + = + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 2
1 1 2 2

1 1 2 2
21 1 1

2 2 8 �

  

ت ي ـف ظرفي ـم، با توجـه بـه تعر  يازمندي ني هادل دويستم به اختلاف پتانسيت سي محاسبة ظرف  يبرا
  :م كهيكن يفرض م

q q Q= − =1 2  
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  :پس
( )V V Q P P P− = + −1 2 11 22 122  

  :در نهايت
Q a RC

V V P P P R a
π ε= = =

− + − −1 2 11 22 12

1 22 �
  

  
  
  
  
  
  

 يانـرژ . ميكن ـ يم به هم متـصل م ـ يك سي را با )126-2( دو كرة مطرح شده در مثال   :60-2ن  يتمر
  افته؟ي كاهش يا انرژيآ. ديابيستم را بي سيكيالكتر

اگـر  . شوند يبه هم مرتبط مت يلة ظرفي بوسيك مجموعة خازنيل در ينكه بار و پتانس   يجه به ا   با تو  -
  :ميم داريرا معكوس كن)  77-2(رابطة 

)2-136                 (           

Q C V C V C V

Q C V C V C V

Q C V C V C V

= + +

= + +

= + +

1 11 1 12 2 13 3

2 21 1 22 2 23 3

3 31 1 32 2 33 3

  

 و )132-2( روابـط لازم به ذكر اسـت كـه       .شوند يده م ي نام تيب ظرف يضرا ijCبين رابطه ضرا  يدرا
 قدرت بـه  يستمهاي سي و درس بررسي عملي ورت گسترده در كاربردها   آنها به ص   ميو تعم  )2-136(

  .روند يكار م
گر قـرار  يكدي رسانا در مجاورت يدو پوستة كرو) 96-2( همانند شكل ي خال ي در فضا  :61-2ن  يتمر

سـتة دوم نـسبت بـه    ل پوي قرار داده شـود، پتانـس  qيا هرگاه در مركز پوستة اول بار نقطه    . اند  گرفته
ن بار از مركز پوستة اول به مركز پوسـتة دوم منتقـل         ياگر ا . رسد  ي ولت م  �1ت به ينها  ي در ب  يا  نقطه

كارشناسـي ارشـد    (ت چند ولت خواهـد شـد؟  ينها ي در بيا ل پوستة اول نسبت به نقطه     يشود، پتانس 
  )برق

  

  126-2شكل مثال  :95-2شكل 

R    

a    a    
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  كنته سايسي محافظت الكتر-2-15

 ياتي و عمليك موضوع اساسي بحث حفاظت ،يكي الكتريها داني م فراوانِيبا توجه به كاربردها   
ن ي سه روش از ايما به صورت اجمال.  شده است  ين كار طراح  ي ا ي برا ياري بس ينرو روشها ياز ا . است

 كـردن  زولـه يهـا ا  ن روشي ـح است كه اساس تمام ايلازم به توض. م كرديان خواه يها را ب   نوع حفاظت 
  . از بارها استيا ا اثرات نامطلوب مجموعهيدان و يط از ميمح

  :ميا ش آشنا شدهيبا دو روش آن از پ
مطـرح   حفاظـت  ي برايدة عملي اكي ي هاديها يژگيان وي شده تا ضمن بي سع)39-2(در مثال   -1

 مقابـل  م حامل اطلاعـات در   ي حفاظت س  ي و  برا   يزري ل ينترهاي از پر  يروش ذكر شده در برخ    . شود
شتر يحات بيتوض. رود يبه كار م) ج و صفحة كاغذ  ين كارتر ي ب يجاد شده در فضا   يدان ا يم(دان تونر   يم

  .ميكن يرا به خودتان واگذار م
تة ساكن يسي حفاظت الكتري را برايديدة جدي مطرح شده كه پاسخ آن ا      ي سوال )69-2(در مثال    -2

 طحِ مسل موج به مرزِي برخورد ما"وع را در مبحثن موضي ايليمباحث تكم . (گذارد  يار شما م  يدر اخت 
 يد بررس ـ ي ـتوان ي م ـ ،دانها و امواج  ي در درس م   ")ي و مواز  يعمود(ها   يشدگ يك و انواع قطب   يالكتر يد

  )ديكن
م روش اول ي است كه تعم ين اجسام هاد  ي ب يج خازن ي كاهش تزو  ي بر مبنا  ، اما اساس روش سوم    -3

 از Aيتة هــاد پوس ـلةي بوســ)97-2(شـكل  مطــابق  .اسـت 
ن شـده   يد زم ـ ي ـ با Aپوسـتة  (.شـود  ي محافظت م  Bيهاد

ت ي ـب ظرف ي اگر مبحث ضرا   )باشد، كه در شكل فرض نشده     
د يريجه بگيد نتيتوان ي استدلال ميد با كمي بدانيرا به درست  

 Bي هـاد  ي بر بـار رو    ي، اثر Cيل هاد ير در پتانس  ييكه تغ 
ن موضـوع تحـت     يا .)دينيان فصل رابب  ي پا 38مسئلة  . (ندارد

ــوان ــرح ingtic screenElectrosta عنـ ــالات مطـ  در مقـ
 screen مـشابه  Aكننـد پوسـتة   ي چرا كه ادعا م ـ    ،شود يم
  .كند ي محافظت مBيهادعمل كرده و از ) ربال، غسد(

  61-2ن يشكل تمر :96-2شكل 

 ته ساكن يسيحفاظت الكتر: 97-2شكل 

B
C

A

D

c
d

a 

b

 پوستة دوم
 پوستة اول
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  ان فصلي مسائل پا- 16- 2
z كـه در صـفحه    a2 به عـرض   ي نوار يرو -1 = −∞>>∞ قـرار دارد و بـا معـادلات   � xو ay < 

 را يك ـيدان الكتري ـشدت م.  كولن بر متر مربع قرار دارد      σكنواختي يگال با چ  يشود، بار  يف م يتوص
  ]8[ .دي آن، بدست آوري از نوار و بالاd، به فاصلةpدر نقطه

  
lي بـه چگـال    يك ـير الكتر  بـا  ي و دارا  xy در صـفحه   )98-2( مطـابق شـكل      يا لهي م -2 x yρ = −3 
  )ديني فصل اول را بب)19-1(مثال . (ديله را بدست آوري ميع شده رويكل بار توز. باشد يم
  
lρ ي طول ي به چگال  يكي بار الكتر  يل دارا يله طو يك م ي -3 π ε= 2 مطلوب اسـت معادلـه     .باشد ي م �

  )كارشناسي ارشد برق (.دانيخطوط م
  
z سطحي رو -4 = cي با چگالي بار�

m 2σيك سطح كره اي يصحت قانون گاوس را برا.  قرار دارد 
zن سطح يد، چه ايثابت كن =   )دينيان فصل اول را ببي پا11مسئلة . ( را قطع كند و چه قطع نكند�

  
cQر با -5 =  وارد شده به يكيشار الكتر.  قرار داردm2 به شعاعي خارج كره ا)99-2( مطابق شكل  2

  ]3[ .ديكره را بدست آور
  
  
  
  
  
  
  
  
  
q در مبدا مختصات و بار     q بار -6

− 2
axهـا در  x محور ي در رو    ليپتانـس  سـطح هـم  .  قـرار دارد   =

V =   )69كارشناسي ارشد برق  (.دين كنيي را تع�

.  وجود داردsρي بار سطحي و با چگالa به شعاعين كرويك عرقچ ي به شكل    يع بار سطح  ي توز -7
  .دان در مبداء مختصاتي محاسبه ملوب استمط

   2شكل مسئلة : 98-2شكل  5شكل مسئلة : 99-2شكل 

  
  
  

y
  
  
 

. m2 4

z

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

x 

m2
 

Cq = 2

            y 

  
  
  
  

x 

           1 

   
  
  

           2 

F x y= −3 

مثال كليدي
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sin يع بـار سـطح    ي توز -8 , ,
,s

k a r b z
other

ϕ
ρ

< < =⎧
= ⎨
⎩

�
�

 در نظـر    يا  را در مختـصات اسـتوانه      

   محاسبة مطلوب است. ديريبگ
) در نقطه يكيل الكتري پتانس)     ب     يكيدان الكتري شدت م)الف , , )P z �� �   

  

  يكيالكتردان  ي م يستم مختصات كرو  ي در س  -9
,

,

r

r

k r r
k r

r

<⎧
⎪= ⎨

>⎪⎩

a
E

a2

1
2 1

مطلـوب  .  مفـروض اسـت    

  :  محاسبهاست
  .داني بار مولد ميها عيتوز) الف

)ن دو نقطه ي بABVلي اختلاف پتانس)ب  , , )A x y z= = = 2� ) و � , , )B x y z= = =
1 1
2 2 �.  

ل و  يپتانـس .  اسـت  )101-2( مطابق شكل    يع بار خط  يك توز ي يارا د a4 با طول  يبر نور يك ف ي -10
yرهي داي را رويكيدان الكتريشدت م z h+2 2   ]6[ .دي محاسبه كنyz در صفحه2

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
zن دو صفحة  ي ب -11 = z و � = )ي بـه چگـال  يكي بار الكتر3 )zρ ε= +1 دان و ي ـاگـر م .  قـرار دارد �

zل دريپتانس = zل را دري برابر صفر باشد، پتانس� =   .دي محاسبه كن3

y به معادله  ي به شكل سهم   يك بار خط  ي -12 x=2 −yن  ي ب 4 ≤ ≤4 )ي و به چگـال   4 )l
nc
m

ρ = 2  
) را در نقطه يكيدان الكتريم. مفروض است , )1   .دي بدست آور�

 10شكل مسئلة : 101-2شكل  7شكل مسئلة : 100-2شكل 

  
  
  
  
  
  
  

y  

  
 

θ� 

x

z 

  
  
  

x
a2

λ

lρ

a−2

مثال كليدي
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 ي خطي بارهايچگال. قرار دارند) 102-2( مطابق شكل z محوري موازي نامتناهيخطسه بار  - 13
  ]6[.اند  نشان داده شده)102-2(در شكل 

  .دين كنيي تعy محوري روP را در نقطهيكيدان الكتريم )الف
cosλ معادلي با چگاليك بار خطي Pد كه نقطهي نشان ده)ب θ−   .نديب ي را م2
 به دست y محوري مورد انتظار را روي حديها دان حاصل، اندازهيد كه عبارت مي نشان ده)ج
  .باشد ي م−λك خط بار ي از يدان در واقع ناشي، مb→∞ي مثال، برايبرا. دهد يم

lρكنواختي بار ي با چگاليسه بار خط - 14 1
،lρ 2

lρ و 3
ل يك مثلث را تشكي L هر كدام به طول

lنكهيبا فرض ا. دهند يم l lρ ρ ρ= =
1 2 3

2   .ديدان را در مركز مثلث محاسبه كني م2

)يكيك بار الكتر  ي -15 )c−× 98  را كـه از  يك ـيشـار الكتر .  قـرار دارد m2ك كره با شعاعي در مركز   10
±°يياي جغرافيها ن عرضيسطح كره ب   .ديگذرد، را محاسبه كن ي م�2±°يياي جغرافيها  و طول�6

  

. دي ـريدر نظـر بگ ) 103-2( را مطـابق شـكل   يوسته خط ـ يع بار پ  يز با تو  يكي الكتر يك دوقطب ي -16
  .ديجه بحث كنيدر مورد نت.دي را در نقاط دور محاسبه كنيكيل الكتريپتانس

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 متصل هم به مبدا در و دارند  قرارy وxهايمحور مثبت قسمت روي طويل بينهايت ميله  دو-17

)ميله دو اين چگالي خطي .اند ه شد )l
c
m

ρ π ε= 4 �
 ـ cqيبـار الكتريك ـ . باشـد  ي م μ=1  1  بـا جـرم� 

)ساز دو ميله و در نقطه     نيم يگرم در رو   يميل , )1 اي كـه بـه    ن بـار در لحظـه  يسرعت ا. شود  رها مي1
)نقطه , )4   رسد، چقدر است؟ ي م4

 16شكل مسئلة : 103-2شكل  13لة شكل مسئ: 102-2شكل 

p 

  
  
  
  
  
  
  

x  

 

y 

λ− 

  
  
  
  
  
  
  

λ  

 

λ− 
  
  
  
  
  

a  

 

  
  
  
  
  

a  

 

x 

  
  
  
  
  
  
  
  

y 

z 

z L= 

z L= − 
Q+ 

Q+ 

مثال كليدي
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Qربا -18  در امتـداد  يا  بار نقطهNدادتع. ع شده استي توزيا كره مي سطح نيكنواخت روي به طور   1
 يا  نقطـه ين مجموعه بارهايدو عدد از ا. (اش قرار دارد كره و عمود بر قاعده ميمحور گذرنده از مركز ن 

كـره   مي از مركز ن ـيا ن بار نقطه  يامkفاصله)  نشان داده شده است     )104-2(به عنوان مثال در شكل      
  :ابربر

, ,...,k N=1 2     :         k R−12  

Qاندازه Q را بر حسب 2  ـكره برابر صفر باشد، بدست آور ميل در مركز ني كه پتانسي در حالت1 ن ي ـا. دي
  ]6[ .دين كنييتع) N→∞(ت بار نقطه ينها ي بيرابطه را برا

  
كنواخت ي به طور h و ارتفاعbي و شعاع خارجaيق به شعاع داخلي عايا استوانه ميك پوسته ني -19
zp=Pيشدگ ي قطبيدارا aديابيا ب محور استوانه ريك نقطه دلخواه رويل يپتانس.  است�.  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 ـ Sك خازن با مساحت صفحات   ين صفحات   يق ب ي عا يكي الكتر يريب نفوذپذ يضر -20 ن ي و فاصـله ب
z، به صـورت   dصفحات

d
ε ε

ε ε
−

= +2 1
 و xy صـفحه يصـفحات خـازن را مـواز   (كنـد   ير م ـيي ـ تغ1

zدر = z و� d=ديري در نظر بگ(   
  .ديت خازن را بدست آوري ظرف)الف
 خـازن قـرار دارد    ي رو q بـار  يق خازن وقت ـ  يون را در عا   يزاسي بار پلار  ي و حجم  ي سطح ي چگال )ب

  .ديمحاسبه كن
  

z از z در امتداد محور   Aك با سطح مقطع   يق بار يله عا يك م ي -21 = z تـا � l= بـردار  .  قـرار دارد
)لهي ميون برايزاسيپلار ) za z b= +P a2ديد را بدست آوري مقي بار هاي چگال)الف. باشد ي م.  

 18شكل مسئلة : 104-2شكل  19شكل مسئلة : 105-2شكل 

Q 2

Q 1

R

R

Q 1

R



   203                                                                                                            الكترواستاتيك:فصل دوم

 

لـه برابـر  ي در تمام نقـاط م يكيدان الكتري اگر م)جد كل چقدر است؟     ي بار مق  )ب 
zε

=E a1
�

 باشـد،  

  له چقدر است؟ي مي نسبيريپذ ب نفوذيضر
  
  

zه  ي ناح -22 < كيالكتر يب دي با ضريقي از عا  �
z

ε ε ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

11�
zه ي ـ پـر شـده اسـت و ناح    > � 

zE=Eيكيدان الكتر يم. هواست a�  ه  ي در ناحz > zزه در ي ـ پلار يكل بار حجم ـ  .  وجود دارد  � < � 
zابعاد صفحه (چقدر است؟  =   )كارشناسي ارشد برق ()دي فرض كن×ba را �

  
xناحيه در الكتريكي پتانسيل -23 > sinyVصورت به فضا  در� e x−= 42 xاگـر .  باشدي م4 π

= 4
 

>yفاصـله  در شـده  جمـع  بـار  مقـدار  باشـد  كامـل  صفحه رسـاناي  يك < >z و �∞ <  ي رو�5
xصفحه π

= 4
  )79كارشناسي ارشد برق ( است؟ كدام نيست  مبداءي از صفحه كه رو به روي در طرف

zةي ـ اگـر در ناح -24 > rε كـه در آن  � = x اســت،2 y z= − +E a a a2 3 دان يــ كـه م يا هي ـ، زاو5
zة ي ـ در ناح يكيالكتر ≤ rε بـا � =  سـازد، چنـد درجـه اسـت؟     يط م ـي دو مح ـيي بـا سـطح جـدا   5

  )81كارشناسي ارشد برق (

 به شدت  يكيدان الكتر ي م -25
RR

=E a3آزاد موجـود اسـت  ي در فضاي در دستگاه مختصات كرو  .
cmR دريك كره فلزياگر  = كارشناسي  (شود؟ ي آن جمع مي سطح داخليرد، چقدر بار روي قرار گ3

  )يا  هستهارشد 
  

) و مراكز    aي مساو يها   دو كره به شعاع    -26 , , )d� ) و � , , )d−�  برابر  ي ثابت ي حجم ي بارها ي دارا �
ρ� و ρ− d. ( هستند � a< (ديابين دو كره بي بي را در فضا   يكيالكتردان  يم)    كارشناسي ارشـد بـرق
80(  

  
  

بـار  . ل صـفر ولـت متـصل شـده اسـت     يآل با پتانس دهين اي به زمSديق كل ي از طر  يي كرة رسانا  -27
 در Sدي ـكل.  قـرار گرفتـه اسـت   ن كره و در محل نشان داده شده در شكل      ي در مجاورت ا   qيا  نقطه
tزمان = ل كره، يپتانس. گردد يت منتقل مينها ي در بيا  به نقطهي به آرامqشود و سپس بار ي باز م �

  )كارشناسي ارشد برق (ند چند ولت خواهد بود؟ين فرآيپس از ا

مثال كليدي
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V با ولتاژ يك باطري شده و به يكسان با هم موازيازن  دو خ-28  جدا يسپس باطر. اند  وصل شده�
ك يالكتر يب دي با ضريا ها با ماده  از خازنيكيمانند و  ي مي باقيها همچنان مواز  خازنيشده ول

  .ديدا كنيها را پ ن خازني بييل نهاياختلاف پتانس. شود ي پر مrεينسب
  

 ي و شـعاع هـاد  aي داخل ـيشـعاع هـاد  .  مفـروض اسـت    x منطبق بر محـور    يمحور   كابل هم  -29
xeεكي ـالكتر  يب د ي بـا ضـر    يق ناهمگن ين دو رسانا از مادة عا     ي ب يفضا. باشد  ي م bيخارج ε −= � 

  .ديت را محاسبه كنينها ي با طول بين كابلي چنيت خازنيظرف. پرشده است
  

Vلي پتانـس ي آزاد هم مركز بـا مبـداء مختـصات دارا   ي در فضاa به شعاعي فلز يا   كره -30 .  اسـت �
  )كارشناسي ارشد برق (.دييم را محاسبه نماستي كل سيكيل الكتري پتانسيانرژ

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 a به شـعاع ي كره درونيرو. ن شده استي زمb به شعاعياني هم مركز، كره م ياز سه كره هاد    -31
Qبار مثبت  −Qي بار منفc به شعاع يروني كره ب  ي و رو  1  هـا هـوا بـا    ي اطراف هاديفضا.  قرار دارد2

  :مطلوب است. باشد ي م�εيريب نفوذپذيضر
  رات آن بر حسب ييل و رسم تغي محاسبه پتانس)الف
  .ستمين سيره شده در اي دخي محاسبه انرژ)ب
  

 بـر واحـد   يـي روي ، چـه ن bي و شعاع خـارج aيشعاع داخلق هوا با ي با عا يك خازن كرو  ي در   -32
  شود؟ ي وارد ميسطح كرة داخل

  

 27شكل مسئلة : 107-2شكل  26شكل مسئلة : 106-2شكل 

z d= −

z d=

y

z

x

q 

cm4 

S t = � 

V� 

cm2  
 شعاع
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چـه  .  قـرار دارنـد  a به شعاعيا سطح كرهيب بر رويترت بهq4 و q،q−،q2يا چهار بار نقطه-33
كارشناسـي ارشـد     (ه دهـد؟  ي ـر زاو يي ـ درجـه تغ   45ن مجموعه به انـدازة    يزان كار لازم است تا هم     يم

  )فيزيك
  

  :ك مرز عبارت است ازي وارد بر واحد سطح يرويد ني نشان ده-34
( )

ds
σ

= +
F E E1 22

  
    
  .ديدست آوري را ي وارد واحد سطح هاديروي ن34جة مسئلة ي با استفاده از نت-35

  
)اديار زي و به فاصلة بسa2 وaيها كوچك به شعاعي دو كرة رسانا   -36 )d a= گر قـراريكدي از �2
 بـه پاسـخ   ي مناسـب يهـا  بي ـق خازن را محاسبه نموده و سپس با اسـتفاده از تقر           يت دق يظرف. نددار

  .ديابيستم دستين سي اي براياساده
  

Rيهـا  شعاعيب داراي نازك هم محور به ترتيسه كره فلز   -37 1، R2و R3 ن يب ـط يمح ـ.  هـستند
Qبار.  آزاد است  يها فضا كره  به  ي و خارج  ي داخل يهاكره. شود ي قرار داده م   ياني م ي كره هاد  ي رو 2
  .اندن وصل شدهيزم

Qي بار القائ)الف   .دين كنيي را تعي كره داخلي رو1
Qي بار القائ)ب    .ديبدست آور را ي كره خارجي رو3
Vلي پتانس)ج   .دين كنيي را تعياني كره م2
  

د كـه در صـورت صـفر بـودني ـ نـشان ده )108-2(ل و در شـكل      يب پتانس ي با استفاده از ضرا    -38
  . نخواهد داشتBي بر هاديريثچگونه تاي، هCيل در هاديرات پتانسيي، تغAل پوستةيپتانس

  
  
  
  
  
  
  
38شكل مسئلة : 108-2شكل   

B
C

A
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ي با چگال  يبار حجم  -39
x

ρ =
+ 2
1

4
شـدت  . ع شـده اسـت  ي ـ آزاد در مختصات قـائم توز ي در فضا  

) را در نقطة يكيدان الكتريم , , )P 11   )75كارشناسي ارشد برق  (.دي محاسبه كن1
  

sin با رابطه  ي در مختصات كرو   يكيدان الكتر ي م -40
cosRR θ

θ
θ

+
= +E a a1 اگر بـار  . ان شده استي ب

)در نقطه , , )π °1 4 �
  )كارشناسي ارشد برق (كند؟ ي برخورد مr به محوريا رد، در چه نقطهي قرار گ

  
41- n  لي پتانس يارا هر كدام د   يقطره هادV� وستن ي كه از به هم پ     يا ل قطره ياگر پتانس . باشند ي م

V16ديآ يها به وجود م ن قطرهيا   ]3[  چقدر است؟nن صورتي باشد، در ا�
  

 رسانا هستند و فاصلة مراكز آنها از هـم      b و aيها   با شعاع  B و Aيها   كره )109-2(در شكل    -42
d بار به شعاع    ي ب ي كرو يپوستة رسانا .  استc كرة A اگـر  . مركز است رد و با آن هميگ ي را در بر م

dن وصل شده باشد، با شرط     ي به زم  A باشد و كرة   Q بار ي دارا Bكرة b>> سـطح  ي ، چقدر بار رو 
  ]4[ شود؟ ي جمع مBكرة

  
d (d و به فاصلةa برابريها  دو كرة رسانا با شعاع  )110-2(در شكل    -43 a>> (به يم نازكيبا س 

dدر فاصلة خط واصل دو كره و ي روqيا بار نقطه . اند  هم متصل شده  
4

.  از كرة سمت چپ واقع است
هـا چقـدر    ل كـره يزنـد، پتانـس   ي در فضا را به هم نم   يكيدان الكتر يع م يم نازك توز  ينكه س يبا فرض ا  

  ]4[ است؟
  

 از Rرا در فاصلة qيا  م و بار نقطه   يا  ل صفر وصل كرده   ي را به پتانس   يك خازن كرو  يدو پوستة    -44
 تمـام  ين مقـدار را بـرا  يا. ديابي را بي داخلي پوستة كرو يبار القاء شده رو   . ميا  مركز دو كره قرار داده    

  .ديحالات ممكن محاسبه كن
  

نكـه  يبـا فـرض ا  . ل داده اسـت ي تشكλيك خط بار با چگال  ي منتظم را    ي ضلع Nكيهر ضلع    -45
  . باشدR برابري ضلعNني ايطيرة محيشعاع دا

   .h محور آن و به ارتفاعي رويا  در نقطهي ضلعNني از ايدان ناشي محاسبة ممطلوب است )الف
N(ت  ينها  ي به سمت ب   Nل كردن يدان فوق با م   يد كه م  ي نشان ده  )ب ك حلقـة  يدان يبه م ) ∞→

  .شود يل ميبار تبد
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دان ي ـك مي ـ در  ،باشـد   ي م ـ kكي الكتر ي ثابت د  ي دارا يصفحات نامتناه   مي با ن  يقيك گوه عا  ي -46
گـوه در   . ه آن وجود دارد   يك رو ي ي رو pσدي مق ي بار سطح  يچگال.  قرار دارد  Eϕكنواختي يكيالكتر

  .كنواخت استيامتداد عمود بر صفحات كاغذ 
ك بـه دسـت    ي ـ الكتر ي را داخل و خـارج گـوه د        Dيكي شار الكتر  ي و چگال  Eيكيدان الكتر ي م )الف
  .)ديها صرفنظر كن از اثرات لبه.(ديآور
kر ي مقادي را براD وEيها داني م)ب = pσ و5   .دي محاسبه كن1=
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

رة بـا  ي ـدا مي ن ـ ي رو ي با خط  ي چگال )111-2(در شكل    -47
 و در بـازة دو  r2رة بـا شـعاع    ي ـدا  مي ن ي و رو  λ1 برابر r1شعاع

λر نـسبت  ي ـحـالات ز   ك از ي ـدر هر   .  است λ2طرف آن 
λ

1

2

 را  

  :ديابيب
  . صفر باشدoدان در نقطةي م)الف
  . صفر باشدoل در نقطةي پتانس)ب
  

ك ي ـ در امتـداد محـور   λي خط ـي آزاد با چگـال يكي حامل بار الكتر a با شعاع  يم هاد يك س ي -48
  . قرار داردRεيك با گذردهي الكتريد) bبا شعاع(ر ياستوانه مستد

 ـ الكتري استوانه دي و خارجي دو سطح داخل  يد را رو  ي مق يكي بار الكتر  )الف چـه  . دي ـن كنيـي ك تعي
  رد؟د وجود داي مقين بارهاين اي بيارتباط

  .دي بدست آورa در شعاعيم هاديرا در امتداد س) دي آزاد و مقيبارها(  منتجه ي بار خطي چگال)ب
  

 43شكل مسئلة : 110-2شكل 

 47شكل مسئلة : 111-2شكل 

A

 
a   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

c 

 
 

 
d 

B

d
d
4

a a
q

o 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

r1  

  

r2
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د ي ـنشان ده.  قرار دارد ε2 و ε1يها يق با گذرده  يه عا ي از مرز دو ناح    d به فاصله  Qيا بار نقطه  -49
 بـا  يا هي ـ دانـست، كـه هـر دو در ناح   ′qري و بار تصوq از باريتوان ناش ي اول را مةيدان داخل ناح  يم

 ، بـا  qيا  واقع در محل بار نقطـه     ′′q از بار  يه دوم را ناش   يحدان نا ي قرار داشته باشند و م     ε1يگذرده
د كـه بـا انتخـاب      ي ـد نشان ده  ين منظور با  ي ا يبرا: ييراهنما. ( است ε2 كل فضا  ينكه گذرده يفرض ا 

  .)شود ي ارضاء ميط مرزي در هر حالت ، شرا′′qو ′qريمناسب مقاد
  

R به شعاعيا  سطح كرهي روsρكنواختي يبار سطح  -50 Vل ي با پتانسي فلزيا  هم مركز با كره1 � 
R(است،  پخش شده aبه شعاع a>1  (يل در فضاي محاسبة پتانسمطلوب است a R R< < 1.   

  
yيفــضا -51 > yي هــوا و فــضا� < rεيك نــسبيــالكتر يك ديــ بــا � = ر  دq پــر شــده و بــار4

yنقطة a=  را در نظـر  a به مركز مبداء مختـصات و شـعاع  يكره فرض. ها ئاقع استy محوري رو 2

Rحاصل. ديريبگ

L

S

S

s

s
∫
∫

E.d

E.d
 ـ بـه ترت   LS و RS  كه در آن      ـ ي y واقـع در  يهـا  كـره  ميب سـطوح ن > � 

yو <   )كارشناسي ارشد برق ( هستند، چقدر است؟�
  

yل توسط رابطة  يپتانس  دسته سطوح هم   -52 x y c= م كـه   يدان ـ  ي م ـ ياز طرف ـ . شـوند   يان م ي ب 2+

zE = )كه در نقطة يدر صورت .  است � , , )2 5  مقدار7
x

VE
m

= كارشناسي ارشد  (.ديابي را بE باشد، �2
  )برق

  

  . احاطه شده استي كرويك پوستة رساناي توسط Q حامل باريك كرة رساناي -53
  ست؟ي پوسته چي سطح داخليبار خالص رو )الف
 پوسته ي سطح داخلين حالت بار خالص رويدر ا. شود يرون پوسته قرار داده ميگر بي دqك باري )ب
  ست؟يچ

 خواهـد   پوسـته چـه  ي سطح داخلين پوسته و كره منتقل شود، بار خالص روي بي به مكان  q اگر )پ
  بود؟

  مركز نباشند، معتبر است؟ كه كره و پوسته همي شما در صورتيها ا پاسخي آ)ت

 يكنواخت باردار شده و چگاليد كه به طور يري را در نظر بگي نازك، رسانا و منفردي پوستة كرو-54
  :دير بدست آورير حالات ز انتقال بار مثبت آزمون را ديكار انجام شده برا.  استσبار آن

مثال كليدي
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  .ك حفرهيق ي از سطح كره به داخل آن از طر)الف
  ).ريبدون در نظر گرفتن مس(گر ي سطح به نقطة ديك نقطه روي از )ب
  .گر در داخل پوستهيك نقطه به نقطة دي از )پ
و ) ا نـه ي ـپوسـته عبـور كنـد    چـه از  (ر دلخـواه  ي در خارج پوسته در هر مسp ك نقطه مثل ي از   )ت

  .pبرگشت به نقطة
  ا نه؟ي كره مهم است ييا رسانايط فرض شده، آي شراي برا)ث

  :مير داري زي با چگالي بار-55
R R a

a
R a

ρ
ρ

⎧ <⎪= ⎨
⎪ >⎩

�

�
  

Rكنواخت درين بار را به طور يم ا يخواه  يم a<ـ. ميع كني توز   ـ ايراب  لازم ين منظـور چقـدر انـرژ   ي
  است؟

ت فرض ينها ي بz كامل كه در امتداد محوريك رساناي از سطح مقطع     يقسمت) 112-2( شكل   -56
) در نقطة. دهد يشود را نشان م يم , , )P −2 6 sρ ي بار سطحي مرز رسانا و هوا چگالي رو� ε= 1 �� 

ن ي را در ايكيدان الكتريشدت م. ن نقطه بر سطح رسانا مماس است    ي در ا  A مثل يبردار. وجود دارد 
  )كارشناسي ارشد برق (.ديدا كنينقطه پ

  
دان يم.  استx در جهتP ده شده ويكنواخت قطبي به طور    aت به شعاع  ينها  يك استوانة ب  ي -57

   .ديابيل را در داخل و خارج استوانه بيو پتانس
  

 محاسبة شار مطلوب است.  با شعاع قرار دارديا  در مركز كرهq يا  بار نقطه )113-2(در شكل    -58
  )كارشناسي ارشد برق( :ريك از حالات زي در هر S1خارج شونده از سطح

  . باشد�ε ي نسبي گذردهي كره دارا)الف
  . باشدrε ي گذردهي كره دار)ب
  
  
  
  
  

 y    

− 6 

2 
 
 
 

x  

A 

P 
 56شكل مسئلة : 112-2شكل  58شكل مسئلة : 113-2شكل 

a

 
 

θ
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   مقدمه-3-1
 ـ     یا. میک پرداخت ی مباحث الکترواستات  ی کل یدر فصل گذشته به بررس      ین موضـوع را از قـانون تجرب

در ادامـۀ  . می ـن حوزه را مـورد مطالعـه قـرار داد       ی ا ین اصل ی عناو ،لی پتانس یبررسکولن شروع کرده و با      
رو به فـصل  ی و نيح انرژیها و تشر دانی ميط مرزی مواد، شرایدگی قطبيرامون تئور یفصل دوم با بحث پ    

 ی خاص ـيهـا  کیازمند دانستن تکن یک ن یحوزة الکترواستات سائل   از م  ی برخ ن همه، حل  یبا ا . میان داد یپا
 ـا. کند یر حل مسئله را کوتاهتر م ین راهکارها، مس  ینکه دانستن ا  یا ا یاست و    ن ی ـن گونـه مـوارد را در ا  ی
 خـاص حـل مـسائل    يهـا  روشصل را  نـام ف ـ  ازی بخـش نروسـت کـه  یم کرد و از ا  یان خواه یفصل ب 

ا چند مسئلۀ یک  ی ي داشته و بعضا، فقط برا     يادی ز یها گستردگ   ن روش یا. میا  گذاشتهک  یالکترواستات
 دارنـد مـورد   ی جامعی آنها را که گستردگيدین قسمت سه عنوان کلینرو در ایروند؛ از ا یکار م   خاص به 

  :م شد، عبارتند ازیآنها آشنا خواهب با ین مباحث که به ترتیا. میده ی قرار میابیارز
  .ری روش تصو-1
  .نی گریپاسخ ۀ همی قض-2
  . روش لاپلاس و پواسون-3

ان ی ب دائميها انی جريتئورمۀ فصل   ادر اد . دهند  یل م ین فصل را تشک   یمباحث فوق بخش اول ا    
 ی کرده و آمـادگ یس حرکت بار بررستم را در ضمنِی سیکیط الکترواستاتی شرا،با استفاده از آنها  . اند  شده

 يز با موارد ین قسمت ن  ی در ا  .م نمود یکسب خواه ) س ساکن یمغناط(رود به فصل چهارم      و ي برا یمناسب
  :از جمله

  .یانی جريها عیها و توز انی انواع جر-1
  .یوستگی بار و معادلۀ پي اصل بقا-2
  .انی جری چگاليط مرزی شرا-3
  . محاسبۀ مقاومتيها  روش-4

موضـوع   روشن به درك ییها م تا با ارائۀ مثالیا  کرده یها سع   ن قسمت یک از ا  یر هر   د. م شد یآشنا خواه 
  .کمک گردد) تا حد امکان(
  
  ری روش تصو-3-2

دان در نقـاط مختلـف   ی ـ وجود داشته باشد، محاسبۀ م   يک هاد ی در مجاورت سطح     يع بار یاگر توز 
 ـ ی ـم (ي هـاد  يتار سـاخ  يها  یژگیل و ی بدل چرا که .  خواهد بود  ي کار نسبتا دشوار   ،فضا  صـفر،   یدان درون
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 يصورت برانی القاء خواهد شد، در اییها    ار ب ي سطح هاد  يرو) ي مولفۀ عمود  يان در سطح فقط دارا    دیم
افتـه  ی را ي سطح هادي القاء شده رو ي بارها ی چگال یستیابتدا با )  مرتبط تِیکما هر   یو  (دان  ی م محاسبۀ

 يهـا  ه و بـار ی ـع اولی ـ توزياه ـ جمع اثـر (ده از جمع آثار  فضا با استفا  از يا  دان را در هر نقطه    یو سپس م  
 عی توزیدگیچی با توجه به پیسازد، از طرف  ی را در ذهن متصور م     ی طولان يریکه خود مس  . میابیب) ییالقا
. ستندی ـ قابل حل ن ی دست به صورت  دشوار بوده و     ها نسبتاً   محاسبۀ انتگرال ) نگونه است ی ا که معمولاً  (بار
  :میکن یان مینگونه بیر را ای تصاويورر تئین تفاسیبا ا
  

 یو در مـوارد خاص ـ    (یع خط ـ ی ـبا توز  يا بارها ی يا  نقطه ي از بارها  یدان ناش ی کردن م  دای پ یوقت
ر  مـورد نظ ـ )ی خط ـيها قی موارد عایو در برخ ( با اشکال سادهییها يدر مجاورت هاد )  یسطح

 اسـتفاده  ی معـادل یکی از بار الکتري هادين روش بجای با ا،شود یر استفاده م  یباشد از روش تصاو   
  .دارد  نگه بت ثای همان مقدار قبل را دريل سطح هادیس که پتانمیکن یم

 از یل ناش ـیمجمـوع پتانـس  شود که  یر چنان انتخاب می بار تصو  ،ن شده باشد  ی زم يمثلا اگر هاد  
  .گردد بوده صفر ي که قبلا هادی محلر دریو بار تصو یبار اصل

  
  :میکن ی میر بررسین زیر را در عناوی روش تصاويها کی تکن،عیبر اساس نوع توز

  
 ي و صفحات هاديا  بار نقطه)الف                              

  ي و صفحۀ هادیقطب دو)ب                              
   با آني موازي و استوانۀ هادی بار خط)ج                               

  ي و کرة هاديا بار نقطه) د   ا   ه ي در مجاورت هاد
  ي و کرة هادي کروی بار سطح)ه                               
  ن شدهی کرة باردار و صفحۀ زم)و                               

  
  قی عاي و فضايا بار نقطه) الف                               

  ها قیدر مجاورت عا
  قی و کرة عايا بار نقطه) ب                               
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  ها ير در هادی روش تصو-3-2-1
ن ادوات صنعت برق یتر ي، از کاربرديها ذکر شد، هاد     يهمانطور که در فصل دوم و در قسمت هاد        

نظـر    بـه ياز ضـرور ی ـک نی ـ يدر حـضور هـاد  ) هـا  تیر کم یو البته سا  (دان  ی م ینرو برررس یباشد، از ا    یم
ن همـه  ی ـبـا ا  . میهـا آشـنا شـد       ي با روش کار در هاد     يتا حد ) 49-2(تا  ) 45-2( يها  در مثال . رسد  یم

ن قـسمت  ی ـ آنچـه در ا .ب نمـوده اسـت  ی ـد ترغی ـ جديافتن راهکارها یر حل، محققان را به      ی مس یسخت
 ـا. انـد  ش، پژوهشگران از آن اسـتفاده کـرده  یها پ ر بوده که مدت  یدة تصاو یشدة ا  لید، تکم یآ  یم  يهـا  دهی

  .دیوست کتاب مطالعه کنید در پیتوان ی محدود را مير روش اجزا بید مبتنیجد

  ي و صفحات هاديا  بار نقطه-3-2-1-1
 Qيا ک بـار نقطـه  ی ،ن شدهیزم ي هاديبالا h در فاصلۀ قرار گرفتهQيا  نقطهک بار یر  یتصو

  :توان گفت که یم میتر نگاه کن یکیزین مقدار فیم به ایاگر بخواه. ير هادی زhاست در فاصلۀ

 ی بــا چگــال ی ســطحي، بــاري ســطح هــاد ي در بــالاQ معــادليدر اثــر وجــود بــار  

  ( )

Q h

r h



 


3

2 2 22
ال مث ـ( .ر نکند ییدان درون آن تغ   ید تا م  شو  ی القاء م  ي سطح هاد  ي  رو  

ن رابطـه  ی از ایستی با،می سطح را بدست آوريم کل بار القاء شده رو    ی اگر بخواه  )دینی را بب  2-41
ن کـار بـه   ی ـبا انجام ا) دین کار را انجام ده   یم ا یکن  ید م شنهایپ. (میری تمام سطح انتگرال بگ    يرو

 يد سـطح هـا    يد کرد که کل بار القاء شده رو       یافت، مشاهده خواه  ید  ی دست خواه  یپاسخ جالب 
  .ری روش تصوی همان بار فرضیعنی است، Qبرابر 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  ي بار و صفحۀ هادير برای مدل تصو:2-3شکل   ي و صفحۀ هاديا  بار نقطه:1-3شکل   

h

Q

V=  0

z

V=  0

z

+Q
R

R

P(x,y,z)

2

1

-Q
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ن ی ـاز ا.  مشخصات مطرح شده در فوق اسـت ي دارا Qن شکل بار  یدر ا . دیتوجه کن ) 1-3(به شکل   
 کـافی اسـت   حـال   .می ـا  در نظر گرفتـه ، نشان داده شده)2-3(ر را همانگونه که در شکل      یتصوجهت بار   

 ی از جمع آثار ناشي هاديل و در هر نقطۀ بالا    یدان گرفته تا پتانس   یرو و م  ی از ن  یتی محاسبۀ هر کم   يبرا
  .دی توجه کن)2-3( و )1-3( يها  به مثال.مین دو بار استفاده کنیاز هم

  
   .)3-3( شکل ير برای تصوي  مطلوب است رسم بارها1-3مثال 

  
 محاسـبۀ  ي، برا منقطع قرار دارد  ي در مجاورت سطح دو هاد     يا   که بار نقطه   ، نوع نی از ا  یدر مسائل : حل

  :میکن یر استفاده می از رابطۀ زری تصويتعداد بارها

) 3-1(                                                    N


 
  
 

36 1  

  :می دار)3-3( شکل يمثلا برا. ن دو صفحه استیۀ بی زاور وی تصويها  تعداد بارNن رابطهیدر ا

N     
 

36 1 5
6



  

 ين بارهـا رو ی ـذکـر اسـت کـه ا    لازم بـه . می شکل مفروض رسـم کن ـ ير برای بار تصو5دی بایعنین  یو ا 
-3(به شـکل  .  از محل تقاطع قرار دارندیاصلۀ بار اصلبه اندازة ف  ی به مرکز محل تقاطع و شعاع      يا  رهیدا
  .دیابین موضوع را درید تا ایتوجه کن) 4
  
  
  
  
  
  
  
  
  1-3 شکل مثال :3-3شکل   1-3ر شکل ی تصوي بارها:4-3شکل   

+Q

+Q

ٛٛٛ  60
0

+Q

-Q-Q

-Q

  6 

ٛٛٛ  60
0

+Q

  6 

 

 مثال کلیدي
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ن ی زم ـي هـاد شده از دو صفحۀ   مشخص يها  و با فاصله   )5-3( مطابق شکل    Qيا   بار نقطه   2-3مثال  
  .دین کنیی صفحات تعي رویی القاي بارهاجۀینت  را درQ وارد بريروین. شده قرار دارد

  
ن بار را بـا اسـتفاده از      یوارد بر ا   يرویحال ن . میکن  ی انتخاب م  )6-3(ر را مطابق شکل     ی تصو يها  بار :لح

  :پس. میکن یدا میجمع آثار پ

  F F F F1 2 3  

( )x
Q

a 
 F a

2

2 24 2

         ،        
( )z

Q
b 

 F a
2

1 24 2

  

( )
( ) ( )

x z
Q a b
a b 

 
  

F a a
2

3 3
2 2 2

2 2
4 2 2

  

  :میکن یحال از جمع آثار استفاده م

( ) ( )
x z

Q a b
a ba b a b 

    
                    

F a a
2

3 32 2
2 2 2 22 2

1 1
16 

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  5-3ر مربوط به شکل ی روش تصو:6 -3شکل   2-3 شکل مثال : 5-3شکل   

-Q

  z

  a

      b

+Q

  x

F2

1F

3F

+Q-Q

V=  0ٛٛٛ  90
0

b

       x

Q
  a

  z

O

  9 
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ن شـده قـرار   ی زم ـي هـاد  از صـفحۀ h در فاصلۀ ی بار طولی و چگالa به شعاعيا حلقه 3-3مثال  
  )کارشناسی ارشد برق( .دی را در مرکز حلقه بدست آوریکیدان الکتری م.دارد

  
شـده، بلکـه در مـورد هـر نـوع       نی زم ـي صفحۀ هادي بالايا ر نه فقط در مورد بار نقطه ی روش تصو  :حل
ن حالـت،  یدر ا. ن موارد استی از ايا ر نمونهیمثال اخ . ن صفحه، صادق است   ی ا ي بالا یکنواختیع بار   یتوز

 باریک حلقۀ با چگالیست با    برابر ریبار تصو  و به فاصلۀ hنقطـۀ مـورد   دان در ی ـپـس م . ير هادی ز
-2( رابطـۀ  یعن ـی، )6-2(جـۀ مثـال     ی طبق نت  یاز طرف . دیآ  یع بار بدست م   ین دو توز  ینظر از جمع آثار ا    

  :ک حلقۀ باردار عبارتست ازی از h به فاصلۀيا دان در نقطهی، م)22

                           
 

l
z

h a

a h







E a3

2 2 22 

  

   در مرکز آن يع بار حلقوی از توزیدان ناشیر، مین تفاسیبا ا
hیعنی(   (م ـهر یوـدان بار تصیبرابر صفر بوده و در مورد م  

  :میدار

                         

  
l

z

h a

a h










E a3
22 2

2

2 2

  

  
 کـه بـه   یدانیخط م.  از آن قرار داردh به ارتفاع وتینها ین بی صفحۀ زمي بالا qيا   بار نقطه   4-3مثال  

ن برخـورد  ی با صفحۀ زمoي  از نقطهيا  فاصله  در چه  ،شود  ی خارج  م   يا ن از بار نقطه   یموازات صفحۀ زم  
  )67کارشناسی ارشد برق ( .کند یم
  

 در یی القـا   بـار  ی سـطح  یالچگ،  )دی را ببن  30-2ن  یتمر(م  یهمانطور که در فصل دوم محاسبه کرد       :حل
  :ارست از عبo  از نقطۀr به فاصلۀيا نقطه

)3-2              (                          
( )

s
q h

r h








3

2 2 22
  

  3-3 شکل مثال :7-3شکل 

h 

l

 

l

 

 مثال کلیدي
 مثال کلیدي
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بار القا )  بخشيحات ابتدا یو توض  ری تصاو يبر طبق تئور  (است   qنی زم  در صفحۀ  ییچون کل بار القا   
q برابرrفاصلۀ  بهيا   تا نقطه  oشده در فاصلۀ  

2
 qبـار  از شده نی زم صفحۀي که موازیرا خطی، ز است

 سطح انتگرال گرفته و پاسخ را يع فوق رو ی است از توز   یپس کاف  .گذرد ی م qشود از وسط بار     یخارج م 
qبرابر

2
  :پس. ق همان فاصلۀ مورد نظر خواهد بودین طری محاسبه شده از اrمقدار .میریبگ در نظر 

             
( ) ( )

r r r

s
q q h r dr d q q h r dr qds

r h r h

  


 
       

 
    

2 2
3 3

2 2 2 22 22 2 22
    

 
( )

r
qq h

r h

 
    
  

1
2 2 2

1
2



  

  :دهد یجه میکه نت

hh r h
h r h r h

 
       

  2 2 2 2
1 1 1 11 32 2

  

  
  
  
  
  
  
  
  

  
بـا  .  متقاطع را بـه مـا آمـوزش داد   ين دو هادی بير در فضای تصويش بارهای، نحوة نما )1-3(مثال  
بـه  ) هاست باً تمام کتابیج تقریکه مثال را) (2-3(ز روابط فصل دوم، در مثال ین مفهوم و ن  یاستفاده از ا  

 (ي شـدن دو صـفحۀ هـاد      ي است که در صـورت مـواز       یعیطب. میرو پرداخت یمحاسبۀ ن   (  تعـداد ،
 یچگـونگ . مییت استفاده نمـا ینها ی بيها  يدة سرید از ا ینگونه مواقع با  یدر ا . ت خواهد بود  ینها  یر ب یتصاو

  .م نمودی خواهیبررس) 1-3 (نیتمرنگونه مسائل را در یمحاسبۀ ا

  4-3 شکل مثال :8-3شکل 

h

 O   r

   q
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  ي موازيادـن دو صفحۀ هـی بqيا طهـ بار نق:1-3ن یتمر

  ینیی و فاصلۀ بار تا صفحۀ پاhدو صفحه فاصلۀ.  قرار دارد
h
3

  .دیابی را بQ وارد بر باريروـین.  است 
  
  
  ي و صفحۀ هادیدوقطب -3-2-1-2

م یتـوان  یم، میالعلامت فرض کن  مختلفيا  دو بار نقطه،فی را با استفاده از تعریکی الکتر یقطباگر دو 
-3( يها به شکلب یبه ترتن منظور ی ايبرا. میابیبن شده   ی زم يک هاد یر آن را در مجاورت سطح       یتصو
  :دی توجه کن)12-3( تا )10

 )11-3(در شـکل  . دی ـنیب ین شده م ـ ی زم ي را در مجارت سطح هاد     یک دوقطب ی )10-3(در شکل   
 )12-3(در شـکل  . می ـا افتـه یرا ن بارها یر هر کدام از ای معادل آن مدل کرده و تصوي را با بارها  یدوقطب

  :جه گرفت کهیتوان نت یها م ن شکلیاز ا. میا ل کردهی تبدیمدل مذکور را به دوقطب
 

  .است  با جهت مخالفیک دوقطبی ،يحۀ هاد در مجاورت صفیک دوقطبیر یتصو    

مچـون  ه(ن مسائل ی از ايا دسته. آورد ید می را پدیمسائل مختلف ي و سطوح هاد   یمجاورت دوقطب 
هـا را در حـضور        تی ـن کم یگر هم ـ ی د يا  دسته. پردازند  یم... رو و   یل، ن یدان، پتانس ی م یبه بررس ) گذشته

توجـه داشـته   . دهنـد  ی قـرار م ـ یابی ـ، مورد ارزیدگی در حضور قطب  یعنیها،    ی از دوقطب  يتر  عیتعداد وس 
   یـبررس. گردد ی من شده مطرحـی معمولاً در مجاورت صفحات زمی دوقطبير برایوـد که روش تصیباش

  
  
  
  
  
  
  

  
  
  

  در مجاورتی دوقطب:10-3شکل 
  يصفحۀ هاد

  
  
  
  

 مدل بار :11-3شکل 
  ی دوقطبيا نقطه

  
  
  

 ی دوقطب:12-3شکل 
  ریتصو

  1-3ن ی شکل تمر:9-3شکل 

   q

h
h

3

P
d

+ Q

- Q+ Q

- Q

d d
+ P- P

d d
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 ی، از جملـه مبـاحث  )همچون کره(گر یا سطوح دینشده و     نی زم يات مختلف در حضور صفحات هاد     یکم
  .م پرداختینها خواهسمت معادلات لاپلاس و پواسون به آاست که در ق

  
ک ی ـ بـه مـوازات   d در فاصـلۀ )31-3 ( مانند شکلP با بردار ممان   یکی الکتر یقطبک دو ی  5-3مثال  

dRیعنی (R در نقاط دوریکیل الکتری پتانس، قرار داردی نامتناهيصفحۀ هاد (:  
  )کارشناسی ارشد برق( چگونه است؟) الف

  دارد؟ R ازید که چه تابعیبدون حل حدس بزن) ب
  

  !از گرددین یم تا خوانندة هوشمند از حل قسمت الف بیده ی ابتدا به قسمت ب پاسخ م:حل
 ـی مذکور و تصویذکر شد، دوقطبهمانطور که  ) ب ، بـا چهـار بـار    )11-3(تـوان مـشابه شـکل     یرا م ـر آن

 یک ـی الکتریک چهـارقطب ی ـدهد کـه بـا        ین شکل نشان م   ی دقت در ا   یکم.  معادل فرض نمود   یکیالکتر
 و در فواصـل دور از آن      یکی الکتر یقطبn2کی از   ی ناش لِیپتانس) 90-2( طبق رابطۀ    یاز طرف . میمواجه

  :ر متناسب استیبا رابطۀ ز

nV
R  1

1  

با) 13-3( از شکل یل ناشیتوان گفت که پاسخ پتانس ین حل موپس، بد
R 3
  . متناسب خواهد بود1

  :ل عبارتست ازین شکل پتانسیمطابق ا. میریگ یدر نظر م) 14-3( را مشابه شکل یر دوقطبی تصو)الف

 cos cosz R z RP P R RP PV V V
R R R R R R

 
       

 
            

a . a a . a
1 2

2 2
2 1

2 1 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

1 1
4 4 4 4   

  

Rمحاسبۀ يبرا R و1   :دیتوجه کن) 15-3(و ) 14-3 (يها  به شکل2

    sincos sindR R d R d R R R d
R

 

 

          

 

R R d1
1

1 22 2 2 2 2
1 1

22 9 1  
  

  :به صورت مشابه

 مثال کلیدي
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sinR R d 2   

R           :ست که یهی بد کاملاًیاز طرف R R 2 2 4
1 2  

  :نصورتیدر ا

 cos cos sin sinR RP P R d P dV
R R R R

   
     


   



2 2
2 1
2 2 4 3

1 2

4 2
4 4 2  

  

  
  
  
  
  
  
  
  

 ي است که در اثر القـا یعیطب. ست قرار گرفته ايا شده نی زمي سطح هادي بالا Pی  دوقطب  6- 3مثال  
  .دیابی را بیز گشتاور وارد بر دوقطبیرو و نین نیا.  وارد گرددین دوقطبی بر اییروی نيبار بر سطح هاد

  
 سازندة آنهـا   يها ون به مولفه  یزاسی پلار ين شکل بردارها  یدر ا . میکن یعمل م ) 16-3( مشابه شکل    :حل
 مـدل  نیا  و از روابط قرار گرفته در     ) 54-2(ن  یبق حل تمر  م، مطا یقت قصد دار  یدر حق . اند م شده یتقس

م کـه بـردار   یکن ـ ی در ضمن، فرض م ـ.میکن ین روابط را تکرار م یشتر ا ی مرور ب  يبرا. میاستفاده کن  کادر
به صورتون یزاسیپلار z xP P a a  

 يگفتـه بـر رو  قـرار   (ت سـر هـم   پـش یو دوقطب ـ از دی ناش ـ يرویم که ن  ی آموخت )122-2(مطابق رابطۀ   
  :گر عبارتست ازیکدی از Rو به فاصلۀ)  هاzمحور

)3-3  (                                       
z

P
R 

F a
2

1 4
6

4 

  

)  هـا r محـور و به موازات( با هم ي موازی از دو دوقطبی ناشيرویم که نی آموخت )123-2(مطابق رابطۀ   
  :گر عبارتست ازیکدی از Rو به فاصلۀ

P 
d 

+ P - P 
d d 

 

R 
R 

 
 

R 2
1


 

 

R 

R 

1

  9    
 
 

  


 

  14-3شکل   15-3شکل   5-3 شکل مثال :13 -3شکل 
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)3-4(                                         
R

P
R 

F a
2

2 4
3

4 

  

تـوان   یوابط فوق م با توجه به ر   . میانجام ده ) 16-3( شکل   يها  ی دوقطب ين عمل را برا   ی هم کافی است   
  : کل برابر است بايرویگفت که ن

 F F F1 2  

Rجه با فرضیو در نت d   :م داشتی خواه2

   z R
P P

d d   
   F F F a a

2 2

1 2 4 4
6 3

4 2 4 2 

  

 معادل یی بالای از دوقطبیدان ناشیم که میاگر فرض کن -
( cos  sin  )R

P
R  

 
 E a a3 24 

گشتاور از ) 121-2(بطۀ  است، آنگاه طبق را

رابطۀ T P Eون به صورتیزاسی پلاربا فرض. شود ی محاسبه م r zP   p a aن ی، ا
  !دیی را محاسبه نمایضرب خارج

  

  
  
  
  
  
  

  
 یکروسـکوپ ی ميهـا  یک استوانه به شعاع واحد و ارتفاع واحد توسـط دوقطب ـ ی درون يفضا  7-3مثال  

zPPعین توزی ايون برا یزاسیبردار پلار .  شده است  اشغال a که در آن 
C
mP



 
 
  2

91
36
 ـا.  اسـت  ن ی

 ي و فـضا ل صفر ولت قرار داردیپتانس رسانا با    ک صفحۀ نامحدودِ  ی ي، در بالا  )17-3(ر شکل   یاستوانه نظ 
  )85ارشد برق ( .دی استوانه محاسبه کنینییعدة پا را در مرکز قایکیدان الکتریم. اطراف آن خلاء است

P  

d  

P    

P   

  6-3 شکل مثال :16-3شکل 
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 ي روید سـطح ی ـ مقيبارهـا . میکن ـ یر استفاده میافته و سپس از روش تصاوید را ی مقي ابتدا بارها  :حل
  :ب برابرند بای استوانه بترتینیی و پاییسطوح بالا

  .sb z P    P a
2 

      ،        .sb z P  P a
1   

دان را در نقطـۀ  ی ـم. میکن ـ یهـا اسـتفاده م ـ   عی ـن توزی ـ از ا یاز جمع آثار ناش   ) 18-3(ال مطابق شکل    ح
  :میکن یمحاسبه م) 27-2(شده، با استفاده از رابطۀ  خواسته

 coss
z





 E a1

2 

  

  :ند عبارتست ازیدان برآیم

       cos cosz z z
P P
 
  

       
 

E a a a11 45 1 45 12 2 2
  

 

  

  

  

  

  

  

  
  

z، صفحۀ   )19-3 ( در شکل  :2-3ن  یتمر   ک ی ـ
 صـفر  یک ـیل الکتری بـا پتانـس  ی نامتناهيصفحۀ رسانا 

mmzۀ یـــناح. ولـــت اســـت 1و ی خـــالي فـــضا 
mmzبخش 1 يهـا  یسـط دوقطب ـ  ه تو ی ـن ناح ی ا 
گشتاور هـر   .  اشغال شده است   یکروسکوپی م یکیالکتر

z یکروسکوپی م يها  یک از دوقطب  ی
 P a182 1  و 

x  ل ـیانسـ پت .تـ اس111م ـد حجـا در واحـداد آنهـتع  

z  

  
mmz 1  

z    

 18-3شکل  7-3 شکل مثال :17-3شکل 

1 

1
 

  

z     

 
 
 

x  

1 

 
 
 
 
 1
 

  2-3ن ی شکل تمر:19-3کل ش

 مثال کلیدي
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هــا در نقطــۀ  الکتریکــی ناشــی از ایــن دوقطبــی   , , , , . mmx y z  5  چنــد ولــت خواهــد بــود؟  
  )86کارشناسی ارشد برق (

  
  ي و موازي و استوانۀ هادیبار خط -3-2-1-3

)(ین حالت بار خط   یدر ا 
m
c

  قرار گرفته در فاصلۀ d با آن بـه  ي موازيادک استوانۀ هی از محور 
 باشد کـه  يد به نحویر بایع بار تصو  ین ذکر شد، توز   یش از ا  یهمانطور که پ  . میریگ ی را در نظر م    aشعاع

تواند برقرار گردد؟ شرط  ی مي مرز ن حالت چه شرطِ   یاما در ا  . ل در فضا برقرار باشد    ی پتانس يط مرز یشرا
  .ل استیپتانس ک سطح همی معادل يشود، سطح هاد یستنتاج مستم ای سیکیزی فیژگی از ويمرز

  
  
  
  
  

  :م کهیتوجه دار
arنکـه سـطح اسـتوانه را در   ی ا  در درون استوانه باشد تـا      ي مواز یک بار خط  ید  یر با یتصو  ک ی ـ
 ی بررس ـي برا. باشدOP است که در امتداد    یعی طب ، با توجه به تقارن    یو از طرف  . ل کند یپتانس سطح هم 

العلامـت    و مختلـف ي مـساو ن مثال دو خـط بـارِ  یدر ا. می کن یرا با هم بررس   ) 30-2 (د مثال ییایشتر ب یب
خطـوط  م، یدیهمانطور که د  . خواسته شده بود  ) لیپتانس  و البته خطوط هم   (ل  یداده شده و معادلۀ پتانس    

بـا  . میپرداز یر میده گرفته و به محاسبۀ بار تصو      یمثال ا ن  یاز ا . ره شکل هستند  ی دا یل، خطوط یپتانس  هم
ر را معادلین مثال بار تصو   یتوجه به ا   iل را ی پتانـس ي مـرز  شرطِي فرض کرده و صحت برقرار

 :توان گفت که ین منظور می ايبرا. م نمودی خواهیبررس
رد که ی قرار گید به صورتیبا iP نقطۀ،بق شودل بر سطح استوانه منط    یپتانس  ک سطح هم  یاگر قرار باشد    

  :یعنی.  متشابه باشندOMP وiOMP يها مثلث

i iP M OP OM
PM OM OP

   

  :مید داشته باشیگر بایبه عبارت د

i ir d a
r a d
   

 در ی بار خط:20-3شکل 
O  يمجاورت استوانۀ هاد

  d

  a
  P

   l
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  :دهد یجه میکه نت
  
  
  
  
  
  
  
  

)3-5   (                                          i
ad
d


2

   
  :یعنین یو ا
  

ک بـار  ی ـ ، a بـه شـعاع  يا  از مرکـز اسـتوانه  dو بـه فاصـلۀ    ی به چگـال   یک بار خط  ی رِیتصو
aه در فاصلۀ است کیخط

d

2
  . از مرکز استوانه قرار گرفته باشد

  
   :تذکر

ر مـورد نظـر   یهـا بـه اثبـات صـحت بـار تـصو       همانطور که نشان داده شد، با استفاده از تشابه مثلـث         -1
  :دی کنيریگ جهیر نتیۀ زید از قضیتوان یل استفاده از تشابه را میدل. میپرداخت

 یست به قطر مزدوج توافقیا رهی باشد، داcنِیشان از دو نقطۀ ثابت برابر مقدار مع  که نسبت فواصل   ینقاط
  :یعنی. ن دو نقطهیا

FP
PF

GP
PG

ii

  

ل را در ی پتانـس ي بود برابریم، کافیابیدست  )5-3(م به رابطۀ یتوانست  یز م ی بدون استفاده از تشابه ن     -2
ن کـار  یا. می کنیبررس) کسان استیشان  لی پتانس،اند و طبق فرض   سطح استوانه  يکه رو  (G و Fنقاط

  .میا به شما واگذار کرده )3-3(ن یرا در تمر

  .دیریجه بگی را نت)5-3(، رابطۀ 2ان شده در تذکر یة بدی با استفاده از ا:3-3ن یتمر

  

  يا  استوانهير در مجاورت سطح هادی بار تصو:21-3شکل 

O

r

  d

  a

  d i

P  i

r  i

  M

  P
   l

   l

F - G
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,  یبه چگال  یبار خط   دو  8-3 مثال     به فاصلۀ h  فاصلۀ بارهـا . ن قرار دارند ی از زم d  و شـعاع 
 ـ   ی ـ ظرف ،باشـد  ی م ـ a هر کـدام   h(. د  ی ـ را بدسـت آور    ین دو بـار خط ـ    یت خـازن ب a  ,  d a (  

  )کارشناسی ارشد برق(
  

در . مین محاسـبه نمـود  ین مجموعه را بدون در نظر گرفتن اثـر زم ـ       یت هم یظرف) 88-2(در سوال   : حل
شـود   ی محاسبه میراحتب. میپرداز یت می ظرفیبه بررس) 22-3مطابق شکل(ر ی تصوينجا با رسم بارها   یا

  :گردد یر محاسبه می زبه صورتن مجموعۀ بار ی از ایل ناشیانسکه پت

l
p

r r
V Ln

r r

 

 
    

2 3

1 42 

  

Qcل را در سطح فلزات محاسبه کرده و سپس از رابطۀ        یت، ابتدا پتانس  ی محاسبۀ ظرف  يبرا
V

  اسـتفاده 
  :لۀ اول عبارتست ازیل در سطح میپتانس. میکن یم

 
l d hV Ln

a d h


 

  
   

1 22

2
2 2

  

  :لۀ دومیل در سطح میو پتانس

 l
a d h

V Ln
d h


 

   
 
 

22

2
2

2 2

  

  :ن دو برابر است باین ایبل یو اختلاف پتانس

 
l d hV V Ln

a d h


 

   
   

1 2 22

2
2

  

Cت بر واحد طول از رابطۀی محاسبۀ ظرفيبرا
V V




1 2

میکن ی استفاده م:  

)3-6                  (            

 

C
d hLn

a d h

 


 
 
  

22

2
2
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یعن ـی) 88-2( و پاسخ مثال     )6-3(به تفاوت رابطۀ    
anC dLn

a

 


2    يدرصـد خطـا را بـرا     . دی ـ توجـه کن 

mh 1 محاسبه نموده و اثر ،h  دی کنیبررس) 6-3( را بر رابطۀ.  

ن ی ـ ايبـرا . میمه محاسـبه نمـود  یس ـ کابـل دو یت خـازن یا بر محاسبۀ ظرفن ریدر مثال قبل اثر زم    
نجاسـت کـه در   یحـال سـوال ا  . می قبل اسـتفاده کـرد   يها  رح شده در قسمت   رِ مط یمنظور از قواعد تصو   

ر ی ـن زین موضوع را در تمـر یا. ر خواهد کرد یی چگونه تغ  یت خازن ی، ظرف يصورت بزرگ بودن شعاع هاد    
 يهـا  ، مثـال ي با کرة هاد،يع بار و استوانۀ هاد    ی توز  مجاورتِ ادِیبا توجه به تشابه ز    . م کرد یاه خو یبررس

  .میکن ی می قسمت بعد، بررسشتر را دریب

 را در واحـد طـول بدسـت    aل بـه شـعاع   ی ـ طوي مواز مدورِ ي هاد مِین دو س  یت ب ی ظرف :4-3ن  یتمر 
 در نظـر گرفتـه نـشده و    يا ژهی ـچ شـرط و ید که هیدقت کن (. دارند Dها از هم فاصله    می محور س  ،دیآور

  .)د در محاسبات در نظر گرفته شودیست و بایاد نی ز،ه فاصله نسبت بيشعاع هاد

  ي هاد و کرةيا بار نقطه -3-2-1-4
  شده نی زمي و کرة هاديا  بار نقطه-3-2-1-4-1

 روش يهـا   از کاربردی مهم، بخششده نی زميک کرة هادی در مجاورت يا هک بار نقط یگرفتن    قرار
م که بـار  ی، انتظار دارل تقارنیبه دل. دهد ی نشان م  دل را ن م ی  ا  )23-3( شکل   .دهد  یل م یر را تشک  یتصو
 و idمـان جـا همز نیدر ا.  باشـد  OQاصلِ خط وي در درون کره و رو    ی منف يا   ک بار نقطه  ی ،   iQریتصو
 یل نقطـۀ دلخـواه  یابتـدا پتانـس  ) دی ـ توجـه کن 24-3بـه شـکل    (.میری ـگ ی را مجهول در نظر م iQهم  
  : است کهیهیبد. میابی ی را مMمثل

  8-3 شکل مثال :22-3شکل 

h 

d 

p 
  

  

   

   

r1  

r3  

r2  

r4  
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)3-7(                                       i

M
i

QQV
r r 

 
  

 

1
4 

  

  : پس،د صفر باشدین نقاط بایک از ایل هر ی پتانس، با توجه به فرضیاز طرف

( )      i i i
m i

i i

Q Q rQ QV     Q Q
r r r r r 

        
1

4 

  

  : معادل است با،ری مقدار بار تصویعنی

) 3-8     (                                      i
i

rQ Q
r

   

  :م داشتی خواه،میز اعمال کنینجا نی اگر همان تشابه بخش قبل را در احال

OP
OM

OM
OP

PM
MP ii   

  :دهد یجه میتکه ن

d
a

a
d

r
r ii   

  ي در مجاورت کرة هاديا  بار نقطه:23-3شکل 

O
Q

  d

  a

O

r

  d

  a
Q

r

  d

Q

V = 0

i

  i

  i

  M

  ير شده در کرة هادیافتن بار تصوی  :24-3شکل 
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  :     پس

)3-9                           (                   Q
d
aQi     

)3-10                           (                   i
ad
d


2

  

   :توان گفت که یصورت منیو در ا

  اسـت معـادل  ي، بـار a بـه شـعاع   يا ن شـده ی زم ـي کـرو  ي در مجاورت هـاد    Qيا  ر بار نقطه  یتصو

Q
d
aQi   که در فاصلۀ a

d

2
  .  از مرکز کره قرار دارد

  

p) p با گشتاور  یدوقطب  9-3مثال   q d ( به فاصلۀh شـدة بـه شـعاع    نی از مرکز کرة زم ـa  قـرار 
dی دوقطب ياگر فاصلۀ بارها  . دارد h)  و 1 ( ِسـطح کـره را بدسـت    ي رویی القـا باشد، کل بـار 
  )83یزیک کارشناسی ارشد ف( .دیآور
  

ر عبارتند ی تصوين صورت بارهایدر ا. میکن  ی آن مدل م   ي را با بارها   ی، دوقطب )25-3(مشابه شکل   : حل
  :از

( ) a aqq q
h h

       
 

  qر بار ی تصو  :1

 
( ) a aqq q

h d h 
        

2 1
  qر بار ی  تصو: 

  : عبارتست ازییو کل بار القا

 
aq aq aqq q
h h h 

          
1 2

111 1
  

  !د، متفاوت استیزن ید که احتمالاً با آنچه حدس میافته و نشان دهیر را ی تصویدوقطب
  
  
  
  
  h  

q  q  

  9-3 شکل مثال  :25-3شکل 
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 یچگـال د که یهنشان د. شده قرار دارد  نی زم يک کرة هاد  ی از   d در فاصلۀ  Qيا   بار نقطه  :4-3ن  یتمر
  :گردد یر محاسبه میاز رابطۀ ز کره يبار القاء شده بر رو

)3-11              (             
 cos

s

Q d a

a a d ad


 


 

 

2 2

3
2 2 24 2

  

  
 ـا. می را محاسبه نمودییزان بار القا ی مجزا م  ي به بارها  یۀ دوقطب یدر مثال قبل با تجز     ن روش کـار  ی

  .دیر توجه کنیبه مثال ز.  کار برد هز بیوسته نی پيتوان در مورد بارها یرا م
  

y از y محوري روکنواختی ی  بار خط 10-3مثال    تا y L  بـه  يکـرة فلـز  .  مفـروض اسـت 
که طـول  یطور  مفروض است، به)26-3(، مطابق شکل ی از بار خطRفر در فاصلۀ ل ص ی با پتانس  aشعاع  
کارشناسـی ارشـد   ( .دی در کره را بدست آورییبار القا. شود یده می از مرکز کره دۀی تحت زاو یبار خط 

  )75برق 
ن اسـتفاده  یشی ـ گسـسته فـرض کـرده و از نکـات پ    يهـا  عیوسته را به صورت مجموع توزیع پ یتوز :حل

  :ر آن عبارتست ازیم، تصویریله را در نظر بگی ازمdyاگر عنصر. میکن یم
adyadq dy

R y R



    

2 2



  

  :مین اثرات داریو با جمع ا

sinh
L Lady y L Lq a a Ln

R R Ry R


 
                      


2

1
2 2

1
  

  

  !دیان کنی ب را فقط بر حسبییپاسخ نها: نیتمر

  
  
  
  
  10-3 شکل مثال  :26-3شکل   

L 

R 

   y 

  
x O 

 

 
 
 
 
 
 

 

  

 مثال کلیدي
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  کـیده به ی چسبباًیار بلند مطابق شکل به طور تقرـی بسيا لهیم :5-3ن یتمر
   داخل کره،لهین میر این صورت تصویدر ا.  قرار داردa به شعاعي کره هاد

  )فیزیککارشناسی ارشد (  چگونه است؟ي هاد
  
  
  ل مشخصی با پتانسي و کرة هاديا  نقطه بار-3-2-1-4-2

نجاسـت کـه اثـر مـشخص     یحال سـوال ا . می نمودیل صفر بررسی کرة با پتانسير را برا یروش تصاو 
 کافی است ن منظور ی اير استفاده کرد؟ برا یتوان از روش تصو     یا باز هم م   یست؟ آ یل کره چ  یبودن پتانس 

م که یکن یقت فرض میدر حق. می آثار استفاده کن   ل کره را مدل کرده و از جمع       یاثر مشخص بودن پتانس   
Q معادل يبار V R  4      ل آن برابری در مرکز کره قرار داشته که پتانسV پـس فـرض   .  شده اسـت
Qک باریم که یکن  یم V R  4  به قبـل از جمـع   حال مشا! میل صفر داری با پتانسيک کرة هادی و

  .دیر توجه کنی به مثال ز.میکن یآثار استفاده م
  

ن فـرض  ی ـ با ا. شده استده قرار دا a به شعاع  ي فلز ک کرة ی از مرکز    a2ي  به فاصله  q بار  11-3مثال  
Vلی پتانس يکه کره دارا    از طـرف بـار       وارد بر کره   يروین) الف  است q   کـره را  ي رویبـار القـائ   )بو 

  )کارشناسی ارشد برق( .دیابیب
  

  :ندری به صورت ز)10-3(و ) 9-3(مطابق روابط کز کره ر و فاصلۀ آن تا مریار بار تصو مقد) الف:حل

      ,     a q a a aQ q R
a R a


     

2 2

2
12 2 2 2

  

q د باریل باشد با یک سطح هم پتانس   ی ي فلز ه کرة نکی ا ين برا یبنابرا
 2

a به فاصـلۀ 
2

 از مرکـز آن قـرار   

q  وq اما بار،ردیگ
 2

Qد باریسپس با. کنند یل کره را صفر می با هم پتانس ردیره قرار گ در مرکز ک   
  
  
  
  
  

11-3 شکل مثال :28-3شکل 
  

2a

  a
2

  q
2-

Q”   q

  5-3ن ی شکل تمر :27-3شکل 

a  

 مثال کلیدي
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Vتا پتانسیل کره    بدیهی است که  . ودـ شQ a V   4   . ل کره دو بار     ـبنابراین داخq
 2

Qو  در و  

q از ی ناش ـيهـا  روی عبارت است از مجموع ن q وارد بر بار   يروی ن پس. قرار دارد    qخارج کره بار  
2

Qو  
  :جهیدر نت. q بر

( ) ( )( )
q

q q aV q V qQ q q qF aa a a a a
 

        




     
2 2

2 2 2 2
2

42
34 2 4 4 18 4 184 2

  

   


  

 وارد بـر  يرویالعمل ن ق قانون عمل و عکسطب.  استq وارد از طرف کره بر بار   يروی ن qFقتیکه در حق  
  :یعنی qF برابر است با qکره از طرف بار

V qqF
a a 

 
2

218 4




  

ــائ )ب ــار الق ــره    ي روی ب ــل ک ــار داخ ــوع ب ــا مجم ــت ب ــره برابراس ــی ک )یعن )qQ   2
ــارت   ــه عب  و ب

)گرید )qaV  4 2   

  
  زان بار مشخصی با مي و کرة هاديا  بار نقطه-3-2-1-4-3

ن ی ـدر ا. می کـرد ین را بررس ـیل مع ـی بـا پتانـس  يشده و کرة هـاد      نیدر دو قسمت قبل اثر کرة زم      
د بـار  ی ـم بایم همچون گذشته عمل کن ـیاگر بخواه. میکن ی میابیقسمت اثر مشخص بودن بار کره را ارز       

شـده   نیگر مجموع بار درون کره برابر مقـدار مع ـ ینصورت دی در ا،می قرار دهر را درون کره ی تصو يا  نقطه
 حـذف اثـر بـار    ينـرو بـرا  یاز ا). ر کرده اسـت ییر قرار گرفته درون کره تغیبه اندازة بار تصو  (نخواهد بود   

 در ،ۀ کـره ی ـ با علامت مخالف را به همراه مقـدار بـار اول  یر ولی به اندازة بار تصوي، بارکافی است ر  یتصو
  :دیر توجه کنیبه مثال ز. میر استفاده کنیم مشابه قبل از روش تصویتوان ی حال م.میکز کره قرار دهرم
  

ن فـرض  یبا ا.  قرار داده شده است a به شعاع  يک کرة فلز  ی از مرکز    a2ي  به فاصله  q  بار  12-3مثال  
  )اي کارشناسی ارشد برق و هسته( :مطلوب است باشد، q باريره داراکه ک
  .q از طرف بار  وارد بر کرهيروین )الف

  .ل کرهی پتانس)ب
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  :راندیبه صورت ز) 10-3(و ) 9-3 (ر و فاصلۀ آن تا مرکز کره مطابق روابطی مقدار بار تصو)الف :حل

      ,     a q a a aQ q R
a R a


     

2 2

2
12 2 2 2

  

qن حالت کل بار داخل کره برابریدر ا. میده ی مرر را قرایابتدا بار تصو  
 2

 ـ.  است د ی ـ طبـق فـرض با  یول

)د باری بانروی از ا، باشدqمجموع بار داخل کره برابر  )qq  2 بـار  رد تـا مجمـوع  ی ـ در مرکز کره قـرار گ 

qي از بارهـا   ی ناش ـ يروهـا یست از مجمـوع ن     عبارت ـ q وارد بر بـار    يرویحال ن .  باشد qداخل کره 
 2

 و 

( )qq  2 اهد بود بارابر خوب که:  

( ) ( )

( ) ( )
q

q qq q q q q q qq q qF aa a a a a a            


      

2 2 2

2 2 2 2 2 2
2

72 2
34 2 16 32 18 16 2884 2


 

     


  

qFF برابر است با ي بر کره هادq وارد از طرف باريروین   

, ي از بارهـا یل ناش ـیل کره عبارتست از پتانـس  ی پتانس )ب ,q qq q
 2 2 ،    ل یامـا مجمـوع پتانـس

q, ي از بارها  یناش q 2
q,را ی ـ کره صفر است، ز  ي رو  q 2

باشـند پـس    ی آن م ـری و تـصو ی بـار اصـل  

qq از بار  یل ناش یل کره فقط پتانس   یپتانس  2    ل ی پتانـس یعن ـی است که در مرکز کره قرار گرفته اسـت
  :کره برابر است با

qq

a 

 2
4




  

  
ستم را ی ـ کـل س يانرژ.  قرار دارد aبار به شعاع   بدون   ي  از مرکز کره   a2ي  به فاصله  q بار :6-3ن  یتمر

  )فیزیککارشناسی ارشد ( .دیبدست آور
                               

  
                                 

 مثال کلیدي
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  ي و کرة هادي کرویبار سطح -3-2-1-5
ز به کـار  ی ني و کرة هادیر سطح بلکه در مورد بايتنها در مورد بار مجزا و کرة هاد         ر نه یروش تصو 

د کـه  ی ـ مثـال فـرض کن  يبـرا .  معادل همان بار مجزا اسـت ید، بار سطحی فرض کن  کافی است   . رود  یم
a) abمرکز بـه شـعاع      هم ي، کره هاد  sی بار سطح  ی و چگال  b به شعاع  يا  کره  (    را در بـر گرفتـه

م، مشابه قبل یریگ ی در نظر مي را در داخل کرة هاد     يریر، کرة تصو  ی بار تصو  ی محاسبۀ چگال  يبرا. است
  :میریگ یکمک م) 10-3(افتن شعاع از رابطۀ ی يبرا

                                 i
ar
b


2

  

  :میکن ی فرض مbرة کي را روdqبار

               
i i

a adq dq Q Q
b b

      

  :میکن یر استفاده می بار از رابطۀ زی محاسبۀ چگاليبرا

 
i

si
i

Q
r




 24
  

  :م داشتینصورت خواهیدر ا

  a  
i

si s
i

a QQ bQ b Q bb
r a b aa

b

 
  




       

 
 
 

3 3

22 3 3 2 324 4 4
4

  

 یک چگـال ی ـ ،يجاورت کرة هاد در مي کرویع سطح یک توز یم، حضور   یهمانطور که مشاهده کرد   
  .دیر را حل کنین زید تمریتوان یل مطلب می تکميبرا. جاد کردیر را ای تصوي کرویسطح

  
R به شـعاع   يا   سطح کره  ي رو sکنواختی ی بار سطح  :7-3ن  یتمر  بـا  ي فلـز يا مرکـز بـا کـره      هـم  1

Vلیپتانس     بـه شـعاع a       ،پخـش شـده اسـت )R a1  (  يل در فـضا ی محاسـبۀ پتانـس  مطلـوب اسـت 
a R R  1.    

  
  ن شدهی کرة باردار و صفحۀ زم-3-2-1-6

 قـرار  يا شـده  نیدر مجاورت صـفحۀ زم ـ  ک کرة باردارین شکل یدر ا. دی توجه کن)30-3(به شکل 
ر را ی تـصو ي از بارهـا يا م مجموعـه  یخواه  ی م ، در مرکز کره قرار گرفته باشد      Qم بار یکن  ی، فرض م  دارد

a

ir b

  ي و کرة هادي کروی بار سطح:29-3شکل 
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 )31-3(حـال بـه شـکل     . دن ـیل نما یپتانس  هم کره و هم صفحه را سطوح هم        Qم که به همراه   یدا کن یپ
   :دیدقت کن

Qد باری با،شده نی و صفحۀ زميا ر نقطه باير برایبا توجه به روش تصاو    ت ـ را به همان فاصـله از سم ـ
 ـیپتانس شود که سطح کره هم    ی باعث م  Qن بارِ یحال ا . میگر صفحه قرار ده   ید  رِیتـصو ار ـل نباشد، لذا ب

 Q Q     را در فاصلۀ d Q   تصویرِ 1 Q     را در فاصلۀ d پتانسیل   دهیم، حال براي هم      قرار می  1
  :دهیم گیریم و به همین ترتیب ادامه می  را در سمت دیگر صفحه در نظر میQشدن صفحه، بار

( )      ,     
( )

a aQ Q Q Q Q Q
ac c
c




   


2

1 2 12 22 12 2
  

  

  :ر داخل کره عبارت خواهد بود ازبا توجه به این تفاسیر کل با

)3-12       (...... ........ , aQ Q Q Q Q
c


 


 

          

2

1 2 21 1 2 
  

Qشود پاسخ را به     همانطور که مشاهده می      ایم، پـس اگـر مقـدار بـار کـره را داشـته         وابسته کرده
Qباشیم با توجه به این رابطه مقدار بار  ، قابل محاسبه خواهد بود،بودیمکه در ابتدا فرض کرده .  

  :هاي زیر توجه کنید حال به سوال
   پتانسل کره چقدر است؟:سوال اول

......... چون جفت بارهاي    : جواب , ( , ) ,   ( , )Q Q Q Q 2 2 1 کننـد    پتانسیل روي کره را صفر مـی
Qتنها در پتانسیل کره سهیم است از این رو :  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  شده نیو صفحۀ زم کرة باردار :30-3شکل   ر ارائه شدهی مدل تصو:31-3شکل   

a

C

Q

y

c

x

c

a
c

2

2
a
c

2

2

( )

a
ac
c

-
22

2

2
( )

a
ac
c

-
22

2

2

Qo Q- oQ- Q-

O

12
Q Q21
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)3-13    (                                         QV
a 

 4





  

  .دیابیت کره را بیظرف) 13-3(و ) 12-3( با توجه به روابط :سوال دوم
  :می دار:جواب

)3-14       (                    .........Qc a
V

  


 
      

2

24 1 1


  

ق و یو صـفحه در درس عـا   ين گـو  که تحـت عنـوا  ،يلازم به ذکر است که مدل کره و صفحۀ هاد  
زات و ی ـتجه یقی و قدرت عا ي فشارقو يریگ   متدوال در اندازه   يها   از روش  یکی ،شود  ی مطرح م  يقوفشار

  .ش استی تحت آزمايها طیمح
  

  یبیموارد ترک -3-2-1-7
 از آنهـا را در اکثـر کتـب    یبخـش . ر بودنـد ی روش تـصو ی کلينجا مطرح شد، راهکارهایآنچه تا به ا   

 ییها عین همه ممکن است توز  یبا ا .  هستند ی کل يها  جه شدة روش  یز نت ی از آنها ن   يتعدادافت،  ید  یخواه
جـه در اسـتفاده از   ید، و در نت یدا کن یط مختلف پ  یا شرا ی با اشکال گوناگون و      را در مجاورت سطح فلزاتِ    

 از روش لاپـلاس   جز استفاده يا  ج بوده و در اکثر موارد چاره      ین امر کاملاً را   یا. دیر ناتوان شو  یروش تصاو 
ب مـوارد  ی ـک خوانندة هوشـمند قـادر اسـت بـا ترک    ین همه یبا ا. دیندار) بر است  زمان یلیباً خ یکه تقر (

ر، ی اسـتفاده از روش تـصاو  يط مناسب براید شرای در تولیا سعیز استفاده از جمع آثار و یمطرح شده و ن 
 مطـرح  يایستم متفاوت با آنچـه در قـضا  یط سید که اگر شرایتوجه داشته باش . ابدی را ب  يعتریراهکار سر 

 مثـال در  يبـرا . دهـد   ی را بدسـت نم ـ    یچ عنوان پاسخ درسـت    یر به ه  ی استفاده از روش تصاو    ؛، باشد هشد
م، یشـده پـرداخت   نی زم ـي و صفحۀ هاديا  مربوط به بار نقطه  رِی روش تصو  ی به بررس  ،ری تصاو  اولِ قسمتِ

Vلین صفحه به پتانس   ید که ا  یحال تصور کن      ر ین حالت روش تصاوی است که در ا   یعی متصل باشد؛ طب
 ي را بـه نحـو  يع بـار ید توزین روش، ابتدا بای استفاده از ا  يبرا.  را به همراه خواهد داشت     یپاسخ نادرست 

Vل صفحه رایم که پتانس یابیب یی ابتـدا يا ز بار نقطهیع بار و نین توزیم از جمع آثار ایتوان ی کند، آنگاه م 
در اکثـر  (ع ین توزیزان اینجاست که محاسبۀ محل و میمشکل ا. میشده استفاده کن نی زميو صفحۀ هاد  

 يا کرة هادیل مشخص و ی با پتانسي و کرة هاديا آنچه در مورد بار نقطه ! العاده مشکل است    فوق) مواقع
  . میبه نموده بودن روش محاسیم، با همیبا بار مشخص، مطرح کرد

  .دیر توجه کنیر به مثال زی جمع آثار در روش تصاودةی آشنا شدن با ايبرا
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d در فاصله Qيا بار نقطه  13-3مثال   a ک صـفحه  ی ـ ي کـه رو aکره به شـعاع   میک نی از مرکز 2
arاز( صفحه مسطح چقدر اسـت؟    يبار القاء شده رو   . باشد، قرار دارد    یشده م  نی زم تِینها ی ب مسطحِ  

  ]5[)تی نهایتا ب
  

Q (میکن یدا میکره پ می را در ن  Qر بار یابتدا تصو . میکن  یاز جمع آثار استفاده م    : حل ( .کـره   می سپس ن
 میری ـن دو را در نظـر بگ یربوط به ا ر م ی تصو ي، لازم است بارها   ي حذف صفحۀ هاد   يو برا را حذف کرده    

)Q و Q  .( یید که کل بار القا    یتوجه کن)  ر ی تـصو يبرابر با جمع بارهـا ) کره و صفحۀ مسطح    میدر ن
Qیعنی( Q Q Q    ( خواهـد  یا صورت سوال کل بار القاء شده در صفحۀ مسطح را م ـ     ام.  است .

م کـه  یاد گـرفت ی) 30-2(ن یدر واقع در تمر. میاستفاده کن) 61-2( از رابطۀ کافی است  ن منظوری ا يبرا
ر ی ـ بار القاء شـده بـه صـورت ز   یل قرار داشته باشد، چگا  يک صفحۀ هاد  ی ي و بالا  d به فاصلۀ  Qاگر بار 

  :خواهد بود

 
s

Q d

d r



 


3

2 2 22
  

  :ر محاسبه نمودی بار القاء شده در صفحۀ مسطح را به صورت زیتوان چگال یپس م

 

  
s

Q a
Q a

a r a r


 

  
  
    
         

3 3
22 2 2 2

2

2 2 2

2 2 2 2

  

  : شده در صفحۀ مسطح عبارتست ازجه کل بار القاءیدر نت

 

  
ind sa a a

Q a
Q a

Q ds r dr d r dr d
a r a r

  
  

 

  

   
        
         

     
2 2 2

3 3
22 2 2 2

2

2 2 2

2 2 2 2

  

  

...ind
aQQ aQ Q

r a aa ar

          
     
 

2 2 2
2

2 2 3
8 2 54

4
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zPPی دوقطب :8-3ن  یتمر a    بـه شـعاع  ي هـاد يک پوستۀ کرو  ی در مرکز R   قـرار گرفتـه اسـت . 
  )2002المپیاد جهانی فیزیک ( .دیابی پوسته را بی بار القاء شده بر سطح داخلیچگال

  
  ها قی عار دری تصاويتئور -3-2-2

ستم ی ـط سین حالات مح ـی ایم و در تمامی کردیها بررس ير را در هادی تصاويدر قسمت قبل تئور 
ن دو ی مرز ب ـ،ي هاديجا  بوده و بهیب گذردهی ضريط داراین محید ایحال فرض کن . از نوع خلاء بود   

 ییایر استفاده کرد؟ قضایتوان از روش تصاو یز هم م ا با یآ. می متفاوت را داشته باش    يها  یۀ با گذرده  یناح
  .کنند ی میین سوال راهنمای به اییم، ما را در پاسخگویکن یکه در ادامه مطرح م

  
  قی عاي و فضايا بار نقطه -3-2-2-1
  ۀ اولی قض-3-2-2-1-1

   . قرار دارد1ی با گذردهيا هی مطابق شکل در ناحqيا بار نقطه
qرین بار و بار تـصو ی از همیدان ناش یتوان م   یۀ اول را م   یدان در ناح  یم )الف q

 
 


 


1 2

1 2

 دانـست بـه   

ی گذردهيه دارای که هر دو ناحيا گونه   .  باشند1
qری از بار تصویۀ دوم را ناشیدان در ناحیتوان م  یبه طور مشابه م    )ب q


 

 


2

1 2

 يا  دانست، به گونه2

ی گذردهيط دارایکه کل مح   . باشد2

  13-3 شکل مثال :32-3شکل 

Q

aQ   

Q   

 
 
 
 
 

Q
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م، در ضـمنِ حـل،   یکن ـ یدا م ـیۀ اول و دوم پیدان را در ناحی فرض مورد نظر را درست گرفته و م     :اثبات
ل در ی، پتانـس )34-3(مطابق شکل . میکن ی میز بررسیا ندان ری ميل و مولفۀ عمود   ی پتانس يط مرز یشرا
  :ر خواهد بودیۀ اول و دوم به صورت زیناح

qV
R 


2
2 34

     ،      q qV
R R   


 1

1 1 1 24 4
  

  :ط برابر خواهد بودیل در مرز دو محین شرط، پتانسیبر طبق ا. میکن ی میل را بررسی پتانسيشرط مرز

q q q q q qV V
R R R

R R R R
       

   
     

  
1 2

1 1 1 2 2 3 1 2
1 2 3

4 4 4
  

 ین منظـور از منف ـ ی ايبرا. میکن ی میط را بررس  یدان در مرز دو مح    ی م ي مولفۀ عمود  يحال شرط تساو  
  :م کردیل استفاده خواهیان پتانسیگراد

 

 

R x y z a

R x y z a

R R RV V
q q q

z z
z

 

    

    

  



 
    

 


22 2

22 2
2

1 3
1 2

1 2



  

  :م داشتیر، خواهیجۀ اخیب دو نتیاز ترک
)3-15                   (                       q q

 
 


 


1 2

1 2

  

)3-16                      (                    q q


 
 


2

1 2

2  

2

 

1

 

a
 

q
 

1

1
a  

q
 

2  
2  a  

q   

q   

  قی عاي در فضايا  بار نقطه:33-3شکل 
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  ۀ دومی قض-3-2-2-1-2

 بر سـطح  ي، بار ي هاد ي بالا d در فاصلۀ  Q بار يریم که در اثر قرارگ    ینشان داد ) 30-2(ن  یدر تمر 
  :ر استی آن به صورت زیشود که چگال ی القاء ميهاد

 
s

Q d

d r



 


3

2 2 22
  

 صـفحۀ  ي آزاد فـرض کـرده و بـه جـا    يشود که اگر بار مذکور را در فـضا  ی نشان داده م یبه سادگ 
 بـار القـاء شـده    یم، چگالی نظر قرار ده را مدrی نسبی با گذردهیطیحطِ خلاء و م ی مرز دو مح   ،يهاد

  :برابر است با) دیالبته از نوع مق(

)3-17                      (                
b

r
S s

r


 







1
1

  

r یعن ـی( نبـود مـرز   د کرد کـه در صـورت  ید، مشاهده خواه  یاگر به صورت رابطۀ فوق توجه کن       1( ،
  . هم القاء نخواهد شديعتاً باریطب

z سطحيبر رو :اثبات  ر خواهد بودیجۀ رابطۀ زیع نتین توزیا )چرا؟. (مید داری مقی فقط بار سطح:  

bS z zP  P . a  

  :ود کهش یجه میق نتی بودن عای از خطیاز طرف

   S z zb

b

P
r S r zE


    

 
    

P . a
P E1 1   

1  

1  
a  

q  

2  

2  
a  

q   

q   

R 1  

R 2  

R 3  

  قی عاي در فضايا  بار نقطه:34-3شکل 
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z صـفحۀ   درQدانِ بارِی مي از مولفۀ عمودیدان بوده و از جمع آثار ناش  ی م ي مولفۀ عمود  zEکه   
)E یسطحد  ی از بار مق   یدان ناش یز م یو ن ) 1

bS) E تـوان   یپـس در مـورد آن م ـ  . جاد شده است ی، ا )2
  :گفت

   
 

 

cos

b

z z

z

S
z

q q d
d r d r

E E E


   





     
  


 



E a a

E a

1 32 2
2 2 2

1 2

2

4 4

2






  

  :پس

 
 

b

b

S
S r

q d

d r


  

 

 
    

  

3
2 2 2

1 24





  

  :دهد یجه میکه نت

 
b

r r
S s

r r

Q d

d r

 
 

  

 
  

 


3
2 2 2

1 1
1 1 2

  

  
  ۀ سومی قض-3-2-2-1-3

يها یک با گذردهیالکتر يط دین دو محی در مرز بqيا بار نقطه  و1   . قرار دارد2
qریتوان بار تصو   یط اول باشد، م   یدان در مح  ی اگر هدف محاسبۀ م    )الف     را در محـل بـار qـ  رار داد و  ق

ی گذردهيفرض نمود که کل فضا دارا   . است1

)3-18                       (                   q


 
 


1

1 2

2  

qریتوان بار تـصو  یط دوم باشد، میدان در مح  ی اگر هدف محاسبۀ م    )ب   را در محـل بـار q  قـرار داد و 
ی گذردهيفرض نمود که کل فضا دارا   . است2

)3-19                      (                  q


 
 


2

1 2

2  

  



   243                                   هاي دائم  جریاني خاص حل مسائل الکترواستاتیک و تئوريها  روش:فصل سوم

 

ه را یو در تمام فضا، صحت قـض ) وقۀ فیذکر شده در قض (q از بار یدان ناش ی با محاسبۀ م   :9-3ن  یتمر
 بـا قـرار   کافی اسـت  م، یا  محاسبه نموده)74-2(دان خواسته شده را در مثال ی م :ییراهنما. (دیاثبات کن 

  !)دی کنهه را مشاهدیدر آن صحت قض) 19-3(و ) 18-3(دادن روابط 
  
  قی و کرة عايا  بار نقطه-3-2-2-2

   از حلقۀ نشان داده شده دریم که شار خروجینشان داد) 23-2(در مثال 
  : است بابرابر )35-3(ل ـ شک

 cosq  12
  

  

شان داد که شـار  توان    یم ی باشد، به راحت   rی گذرده يم، کرة نشان داده شده دارا     یحال اگر فرض کن   
  :ر محاسبه خواهد شدین حلقه از رابطۀ زی از ایخروج

)3-20   (                        cosr r

r r

q   
 
      

1 1 1
2

  

  
م یق خواهی داخل کرة عاي منطبق بر مبداء مختصات فرض گردد، برایقیاگر مرکز کرة عا: اثبات
  :داشت

 , , r
R R R

r

qq q
R R R




    


    D a E a P D E a2 2 2
1

4 4 4
  

  :ز عبارتند ازید نی مقيبارها یچگال

 , r
vb sb R

r

q
R a a


 

 


    


. P P . a 2
1

4  

  :ر خواهد بودی زبه صورتورد نظر شار خارج شده از سطح مکل 

  vbS S S V
V

dv dv           E . ds D . ds P . ds . P    

 توجه کافی است .  نشان داده شده در شکل محصور شده باشدSلۀ سطحی بوسv که حجميا به گونه
  :نرویم، از اید داری مقی مذکور فقط بار سطحيم که در فضایکن

q  
a  

  

  35-3شکل 
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     sin ... cosr r
sb

r rs

qdS a d d
a

   
     

  
  

      
 

  
2 2

2
1 1 14 2 

  

 یان قـسمت لاپـلاس معرف ـ  یگر هم دارد که آنرا در ضمنِ بیک نکتۀ د  یق،  یر در مورد کرة عا    یروش تصو 
  .م داشتیاز خواهی از حل معادلات لاپلاس نی اثبات آن به اطلاعات کامليچرا که برا. میکن یم

  

در  qيا   بـار نقطـه    :!)شماره  یب(ن  یتمر
 قـرار   aق بـه شـعاع    یک کـرة عـا    یمرکز  

r کـره    یقیب عـا  یضـر . گرفته است   
 ين مجموعـه در فـضا  ی ـا. شـود  یفرض م 

حاصــل انتگــرال . ردیــگ ی قــرار مــیخــال

S
 E . ds  سطح ي بر رو s   که سطح 

 مقابـل شان داده شـده در شـکل         ن يکرو
  .دیابیاست، را ب

  

  نی گریپاسخ ۀ همی قض-3-3
 یپاسـخ  ۀ هـم یها قض ي سطح هادي بر روییها در محاسبۀ مقدار بار القا   ن روش یتر  ي از کاربرد  یکی

مـوارد  . کننـد  ی را دنبـال م ـ یکـسان یان مختلف است که هر دو هدف   ی دو ب  يه دارا ین قض یا. ن است یگر
 آن را  ازيدر فـصل گذشـته، بخـش مختـصر    . نـد ا العاده جـذاب   فوق ین، محدود ول  ی گر استفاده از روش  

 کرده و نحوة کار با آن را    ی را بررس  ی مختلف يها  ه، مثال یان کامل قض  ین قسمت با ب   یدر ا . میمطرح نمود 
  .میریگ یبه طور کامل فرا م

  یپاسخ ۀ همیان اول قضیب -3-3-1
زان یکند تا بدون محاسبۀ م یان به ما کمک م ین ب یا. رود  یار م ک  ل به ی محاسبۀ پتانس  يان اول، برا  یب

  :فیطبق تعر. میرا محاسبه کن... ) دان و یجه میو در نت(ل ی، پتانسي بر سطح هادییبار القا
ع مـذکور  یم، توزیکن ی، ابتدا فرض میع بارِ خارجی در حضور توز يل سطح هاد  ی محاسبۀ پتانس  يبرا

دا ی ـع پی ـ توزیع را در محـل قبل ـ ی ـن توزی از ایل ناشی پتانسافی است  کده، حال    واقع ش  يبر سطح هاد  
  .دیر توجه کنیبه مثال ز. استيل سطح هادیل محاسبه شده برابر پتانسیپتانس. میکن

x  

 
 
 
 
 
 

z  

s  

a  a  

 
 
 
 

a2  

 

r  
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 يل کـرة هـاد  یپتانـس .  قـرار دارد a به شعاع يک کرة هادی از d در فاصلۀqيا  بار نقطه  14-3مثال  
  چقدر خواهد بود؟

 يبرا.  قرار گرفتهيرة هاد از کd در فاصلۀ qشود، بار   یده م ید)  الف -36-3(همانطور که در شکل     : حل
در )  ب-36-3مطـابق شـکل  ( قرار داشته باشـد   ي سطح هاد  ي رو qم بار یکن  یل فرض م  ی پتانس محاسبۀ

q بار به صورت یلـل در محل قبـیورت پتانسـن صیا
d 4 

  ن ـی ایپاسخ ۀ همیق قضـطب. تـ اس

  
  
  
  
  
  

  . برابر استيل سطح هادیل با پتانسیپتانس
  

  .دیر حل کنیصورا با استفاده از روش ت) 14-3(  مثال 15-3مثال 

aqری ابتدا بار تصو   :حل q
d

  را در فاصلۀ a
d

2
نکـه کـره در   یبا توجه بـه ا . میده ی از مرکز کره قرار م

aqم بار یبار بوده، ناچار    یابتدا ب  q
d

       ر، بـار کـل   یب آن با بار تـصو یتا ترک(م  ی را در مرکز کره قرار ده
ل ی پتانـس لـذا : کنند یل سطح کره را صفر م    ی پتانس ر آن، ی و تصو  q، بار یاز طرف ). داخل کره را صفر کند    

qدر سطح کره فقط از بار پس.  شده استی قرار گرفته در مرکز کره ناش:  
a qq qdV

a a d     


  4 4 4  

  
  

  یپاسخ ۀ همیان دوم قضیب -3-3-2
حـاً بـا   یترج(ن یل مع ـی بـا پتانـس   اجـسامِ  دریی محاسبۀ بار القاي را برا  يندان دوم، راهکار هدفم   یب
  :فیطبق تعر. دهد یمقرار ) ل صفریپتانس

  
 مشخص و يمقدار (یل خاصیع بار مختلف در فضا موجود باشد و هر کدام از آنها پتانس  یهرگاه دو توز  

  . استفاده کردپاسخی  هم ه ین قضیتوان از ا ی م،جاد کرده باشندیرا ا) ا قابل محاسبهی

 ب الف  14-3شکل مثال : 36-3شکل 

?V   

q  d  

a  

q  

?V   d  

a  

 مثال کلیدي
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Vلی بتواند پتانس  1یع بار حجم  ی اگر توز  مثلاً عیجاد کند و به صورت مشابه توزی را ا 1 Vلی پتانس2 2 ، 
  :نمود کهتوان اثبات  یم

) 3-21           (                        V dv V dv  1 1 2 2  

ک ی ـ سـطح  ي رویع سـطح ی ـ توزي بـرا مثلاً. می نداریتیچ محدودیع هیلازم به ذکر است که در نوع توز 
  :توان نوشت ی ميهاد

    V ds V ds  1 1 2 2  

هـا را از انتگـرال    لیتوان پتانس ینرو میاز ا. ل استیپتانس ک سطح همی يم که سطح هاد یدان  ی م یاز طرف 
  :رون آورد و نوشتیب

   V ds V ds V Q   1 1 1 1 1 1  

  :م داشتی خواه،می سطح دوم انجام دهين عمل را برایو اگر به صورت مشابه هم

) 3-22               (               V Q V Q 1 1 2 2  
  

 ي هـاد nيهـا  ستمی ـ را بـه س یپاسخ  روش هم عملاً، در روابط فوق   م که استفاده از     یده  یتذکر م 
هنـر  . کنـد  ی به مـا کمـک م ـ  ي سطوح هادي رویی در محاسبۀ بار القا)22-3(رابطۀ  .دهد یم م یتعم
ات لازم در ی کمیست که تمامیا گونه ، ساختن دو حالت متفاوت، به   یپاسخ  ۀ هم ی استفاده از قض   یاصل

  . ر آنها موجود باشدد) 22-3(رابطۀ 
  .دهد ی نشان مي تک هاديها ستمیه را در سین قضیر کاربرد ایمثال ز

  
کل بـار  .  قرار داردaن شده به شعاع ی زميک کرة هادی از مرکز d به فاصلۀqيا بار نقطه 16-3مثال  

  )83اي  کارشناسی ارشد هسته( .دیابی را بيکرة هاد يالقاء شده بر رو
  

 یعن ـی ،ریبرابر است با مقدار بـار تـصو   ،  م که کل بار القاء شده در داخل کره        یدان  یر م ی از روش تصو   :حل
aQ q
d

  . در فـصل دوم  . می اثبـات کن ـ یپاسخ ۀ همین موضوع را با استفاده از قضیا میخواه  یحال م
  )دینیرا بب 49-2مثال . (میدان اثبات نموریطه را با استفاده از من رابیز این

   :دیریر را در نظر بگیت زیدو وضع
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 القـاء  Q بـار ي کرة هادين شده قرار دارد و روی زمي از مرکز کرة هادd به فاصلۀ   qيا   بار نقطه  )الف
  )37-3شکل ( .ستشده ا

برابـر  )  ی محل بـار اصـل  یعنی(  از مرکز کرهdل در فاصلۀ  ی قرار دارد و پتانس    ي کرة هاد  ي رو q بار )ب
qV

d 
 4 

  )38-3شکل( .باشد ی م

  :میکن ی استفاده میپاسخ ۀ همیر از قضیحال طبق رابطۀ ز

  ) بار در حالت اول) (ل در حالت دومیپتانس( =) بار در حالت دوم) (ل در حالت اولیانسپت() 3-22( 

    q qq Q q V
d a   
      4 4 

   

aQ                                    :دهد یجه میکه نت q
d

   
  

  
  
  
  
  

  

 مناسـب بـا   يهـا   اگر چـه بـا انتخـاب فـرض         ي تک هاد  يها  ستمیشد، در س   همانطور که مشاهده    
بـه خـصوص   (هـا   ن فـرض  ی انتخاب ا  یم ول یابی ی دست م  ی درست ي به جوابها  یپاسخ  استفاده از روش هم   

ل کـرده و  را ح ـ) 4-3(ن ین همه اگـر تمـر  یبا ا. ده است یچی پ یکم) فرض دوم که در مسئله داده نشده      
 .د دادی ـاق نشان خواهین روش اشتی ايریادگید، باز هم به     یس کرده باش   و سخت آن را لم     یروش طولان 

) يا چنـد هـاد  ی ـو  (ي دو هاديها مستی در سی دشوار است ولی کم ي تک هاد  يها  ستمینکه حل س  یبا ا 
هـا   ستمی ـن گونـه س یدر ا . میش دار ی در پ  يا  کار ساده ) شوند  یچده م یالعاده پ   گر فوق ی د يها  که با روش  (

Vلیک اختلاف پتانس  یرض دوم را    مرسوم است که ف     ن منظور ی ايبراد و رنیگ ی در نظر مين دو هاد  ی ب
Vلی به پتانس  ،ش محاسبه کنند  ی را برا  یی را که قصد دارند بار القا      يا  صفحه ن یگر را بـه زم ـ ی و صفحۀ د
 بـه  . حل مسئله خواهد بودي راهگشایپاسخ ۀ همی قضتن حالیدر ا) ل صفری پتانسیعنی (کنند  یوصل م 

  .دی توجه کن،دیآ ی که در ادامه مییها مثال

  یپاسخ ۀ همی حالت اول قض:38-3شکل   یپاسخ ۀ همی حالت اول قض:37-3شکل 

Q  

q  d  

q  

d  
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 از یک ـی از x به فاصـلۀ qبار اند و ل صفر وصل شدهیک خازن مسطح به پتانسیدو صفحۀ     17-3مثال  
 محاسـبۀ مقـدار بـار    مطلـوب اسـت    باشـد، dصفحه برابر  لۀ دو ـن فرض که فاص   یبا ا . صفحات قرار دارد  

  .حاتـ صفيشده رو القاء
 یفعلط یم، شرایکن ین استفاده م یۀ گر یضاز ق . است) 37-2(ن  ی تمر ي برا يگریحل د   ر راه یمثال اخ  :حل

Vل یه اختلاف پتانـس صفحن دو ی،  بدن به حالت دومی رسيبرا. میکن یستم را حالت اول فرض م   یس  را 
ن دو صفحه به صورت  یل ب یپتانس. میینما  یبرقرار م  V x d V   محاسـبۀ  یروش کل ـ. ( خواهـد بـود 

  :پس) )دینی را بب23-3مثال (م گرفت یاد خواهیسمت لاپلاس ل را در قیپتانس
  ) بار در حالت اول) (ل در حالت دومیپتانس( = )بار در حالت دوم) (ل در حالت اولیپتانس(

x xQ V q V Q Q q
d d

      1 2 1     

  :توان گفت ی بر صفحۀ دوم میی باشد، در مورد بار القاqد برابری بایینکه کل بار القایبا توجه به ا

xQ q q
d

    
 

2  

  
  
  
  
  

  
  

انـد، هماننـد    ل صفر ولت متـصل شـده  ی که به پتانس ی و نامتناه  ي مواز يدو صفحۀ رسانا   :10-3ن  یتمر
cqدر شکل الف بار   . اند  شکل مفروض    در نقطۀ    2   , , , ,x y z a         قرار گرفته اسـت و کـل بـار 
y صفحۀ   يالقاء شده رو     برابر . c1 cqيا ر شـکل ب، بـار نقطـه   ی ـاگـر نظ . باشـد   ی م ـ 5  1  و 3

cq 1 ب در نقاط ی به ترت  5 , ,b a  صفحۀ ي روییرند، کل بار القای قرار گ و y   لن  چند کـو
   است؟

            
   

17-3شکل مثال   :39-3شکل   

d  q

x  



   249                                   هاي دائم  جریاني خاص حل مسائل الکترواستاتیک و تئوريها  روش:فصل سوم

 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

ط یمح ـ.  هـستند r3 وr1، r2يهـا   شعاع يب دارا یمحور به ترت    نازك هم  ي سه استوانۀ فلز    18-3مثال  
Qبار.  آزاد است  يها فضا  هاستوانن  یب  و یاسـتوانۀ داخل ـ . شـود  ی قـرار داده م ـ یانیم ي استوانۀ هادي رو2

  .اند ن وصل شدهی به زمیخارج
Qی بار القائ)الف   .دین کنیی را تعی استوانۀ داخلي رو1

Qی بار القائ)ب   .دی را بدست آوری استوانۀ خارجي رو3
  

 شـود،  یهمانطور که مشاهده م. م استستی سیکیزیفط ینگونه مسائل استفاده از شرا   ی ا یحل کل   راه: حل
ل ین معناسـت کـه اخـتلاف پتانـس    ین بدیا. اند ل صفر متصل شده   ی به پتانس  ی و خارج  یدو استوانۀ داخل  

! کسان اسـت ی،  ی خارج ي و هاد  ي مرکز ين هاد یل ب ی با اختلاف پتانس   ی داخل ي و هاد  ی وسط ين هاد یب
افتـه و از  یل را یجـه اخـتلاف پتانـس   یدان و در نتیاسب، م  من یک سطح گوس  ی، با استفاده از     کافی است   

ۀ یم تـا بـا اسـتفاده از قـض    ینجا قصد داریاما در ا. میابیها، به پاسخ مسئله دست       لی اختلاف پتانس  يبرابر
ستم و ی ـ سیط فعل ـیحالت اول شرا  . میریگ  یدو حالت مختلف را در نظر م      . مین به حل مسئله بپرداز    یگر

V برابریل استوانۀ داخلی که در آن پتانس استیتیحالت دوم، وضع   ل ین صورت پتانـس یدر ا.  فرض شود
  :ر خواهد بودی به صورت زي مرکزي و هادی داخلين هادی بيدر فضا

( ) V rV r Lna cLn
c

   
 

  

  :م داشتی خواهیپاسخ ۀ همیجه، طبق قضیدر نت
  ) بار در حالت اول) (ل در حالت دومیپتانس( =)  دومبار در حالت) (ل در حالت اولیپتانس(

  10-3ن ی شکل تمر:40-3شکل 

y b  y b  

y b  y b  

y  

y  

q  

x  x  

q1  

q2  
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V bQ Ln Q V Qa cLn
c

      
 

2 1 3


    

  :پس
Q bQ Lna cLn

c

    
 

2
1

  

Q برابریینکه کل بار القایبا توجه به ا   :می سوم داري هادیی بار القاي است، برا2

 Q Q Q  3 1 2  

بـار  . می ـا ل صـفر وصـل کـرده   ی را بـه پتانـس  يل دهندة خازن کروی تشکيدو پوستۀ کرو   :11-3ن  یتمر
  .دیابی را بی داخلي پوستۀ کرويبار القاء شده رو. میا  از مرکز دو کره قرار دادهR را در فاصلۀqيا نقطه

  

  رسانا هستند و فاصلۀ مراکز آنها از b و aيها   با شعاع  B و Aيها   کره )41-3(در شکل      19-3ثال  م
. مرکز اسـت  رد و با آن هم یگ  ی را در بر م    A کرة cه شعاع بار ب   ی ب ي کرو يپوستۀ رسانا .  است dگریکدی

dن وصل شده باشد، با شرطی به زم A باشد و کرة   Q بار ي دارا Bاگر کرة  bسـطح  ي، چقدر بار رو 
  ]4[ شود؟ ی جمع مAکرة

  
ستم و ی ـ سیط فعلیه را شرا  یحالت اول . میکن  ی استفاده م  یپاسخ  ۀ هم یر از قض  ی مشابه چند مثال اخ    :حل

ک از ی ـدر هـر   .میکن ـ ی قرار گرفته است، فرض مA بر سطح کرةQ که در آن باریطیحالت دوم را شرا  
  :میر را داری زيها ن حالات دادهیا

  
  :هیحالت اول

, , ,A s B AQ Q Q Q V  1 1 1 1   
  :هیحالت ثانو

, , , ,A s B A B
Q QQ Q Q Q V V

a d   
    2 2 2 2 24 4 
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  :یپاسخ ۀ همیطبق قض
  ) بار در حالت اول) (نسیل در حالت دومپتا( =) بار در حالت دوم) (پتانسیل در حالت اول(

  :پس

A A
Q Q aQ Q Q Q

a d d   
   

            
   

1 14 4 

     

  
  
  
  
  
  
  

  
  

  
d (d و بـه فاصـلۀ  a برابريها  دو کرة رسانا با شعاع  )42-3(در شکل    :12-3ن  یتمر a ( م یبـا س ـ
dل دو کره و در فاصلۀ ـ خط واصي روqيا ار نقطهـب. اند  به هم متصل شده ینازک

4
 از کرة سـمت چـپ   

هـا   ل کـره یزند، پتانـس  ی هم نمر در فضا را بیکیدان الکتریع میوزم نازك ت یکه س ـنیبا فرض ا  . واقع است 
  ]4[ چقدر است؟

  
  
  
  
  
  
  

  

 شکل :41-3شکل 
  19-3مثال 

 
 
 
 
 

d  

 

d
4

 

a  a  
q  

  12-3ن یتمر شکل :42-3شکل 

 

R1

R2
 

Q
 

  13-3ن ی شکل تمر:43-3شکل 

A 

 
a   

c  

 
 
b  

 
d  

B
A 
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.  پخش شـده است  R2اي به شـعاع     به طور یکنواخت بر روي کـره      Qدر فضاي خالی بار   : 13-3تمرین  
میدان الکتریکی را در فضاي . کنـد  کـه زمیـن شده است را احاطه می    R1این کره، کرة رسانائی به شعاع     

  )کارشناسی ارشد برق. (ن دوکره محاسبه کنیدبی
  

  .تمرینات تکمیلی این قسمت را در مسائل پایان  فصل خواهید یافت
  
   معادلات لاپلاس و پواسون-3-4

ا ی ـن حـالات،  ی ایدر تمام. میدان بپردازیم تا به طرق مختلف به محاسبۀ می کردیدر فصل دوم سع   
ا قـانون  یاز روش قانون کولن و ) بسته به نوع مسئله(به دلخواه ع بار در فضا کاملاً مشخص بود و ما       یتوز

ان گـرفتن از آن بـه   ی گرادین بود و با منفیل در فضا معینکه تابع پتانسیا ایم، و  یکرد  یگاوس استفاده م  
ن یل در فـضا مع ـ یا تابع پتانـس یع بار و ی، تابع توزی عملين حال در عمدة کارها یبا ا . میدیرس  یدان م یم
 ستم مشخص اسـت؛ ی سي از مرزهايداددر تع) لیبار و پتانس (یکیط الکترواستاتی بلکه فقط شرا ستند،ین

مـسائل را  ن دسـت   ی از ایبخش. میل را محاسبه کنی و پتانسیکیـدان الکتر یط م ین شرا یم در ا  یقصد دار 
. شـوند  ی از آنها با روابط لاپلاس و پواسون حل م ـین همه بخش مهمیم، با ای کردیدر قسمت قبل بررس 

 يهـا  تمی الگـور ي بـرا يریپـذ  بـه خـصوص برنامـه   (اش    ژهی ـط و ی روش لاپلاس با توجه بـه شـرا        یاز طرف 
  .باشد یها و علل خصوص در صنعت م ستمیل سی در تحلیاتی کاملاً عمليراهکار) يوتریکامپ

  :م کهیدان یم
            (  )      D E. D . E  

) با استفاده از اتحاد    )          . E .  E E   :م داشتیاه خو.
(  )      ( )  V               . E .  E E . . E  . 

  :دهد یجه میکه نت
) 3-23     (                                  V      E .2  

مین صورت اگر فرض کنیدر ا  می دار: 

)3-24                    (                        V 


  2  

ن رابطه اگر یدر ا، ندی گومعادلۀ پواسونق را رابطۀ فو  آنگاه ،: 
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)3-25       (                                       V 2  

 ، مـشخص يط مـرز ی شـرا يمعادلات لاپـلاس و پواسـون بـه ازا    .مینام  ی م معادلۀ لاپلاس ر را   یرابطۀ اخ 
 معادلـه و  ی اگر بتوان نـشان داد کـه تـابع    ،ن است که  ی جواب ا  ییکتای ن اصلِ یجه ا یتن. کتا دارند یجواب  

 مطـرح  ين موضوع را در قـسمت بعـد     یا. کند، جواب و تنها جواب مسئله است        ی را ارضا م   يط مرز یشرا
  :دیر توجه کنیش از آن به نکات زیم، پیکن یم

پواسـون،  معادلۀ يط برقرار تنها شر، نشان داده شد)24-3 ( همانطور که در رابطۀ )الف     اسـت
  .باشد یم طیهمگن بودن مح ين موضوع به معنایو ا
ط اسـت،  یک مح ـی ـل در ی صفر بودن مشتق دوم پتانس     ي معادلۀ لاپلاس به معنا    ي از آنجا که برقرار    )ب
مم دارد و یل نه مـاکز یط پتانسین محی در ا ، معادلۀ لاپلاس برقرار باشد    یطیتوان گفت که اگر در مح       یم

 )!دیفتیاد آزمون دوم مشتق بیبه ( .ممینینه م
 ثابـت باشـد،   يا  مـرز بـسته  يل روینـس پتاتوان نـشان داد کـه اگـر           ی جواب م  ییکتای بر طبق اصل     )پ

  . ثابت خواهد بودزیل داخل آن مرز نیپتانس

ه ی ـ اولیی آشـنا ير بـرا ی مثال زم،ی فوق آشنا شديها  ه با کار با رابط    ين و در فصل دوم، تا حد      یش از ا  یپ
  :مناسب خواهد بود

  
x.ل در   ی محاسبۀ پتانس  مطلوب است   20-3مثال    24   يت و مـواز ینها یک خازن با صفحات ب ی در ،
xکه در   یدر حال    ،V   و در x 1 ،V 1ک ی ـالکتر ين دو صفحۀ خـازن، د یماب.  ولت باشد

رهمگن با مشخصات یغ x   21کارشناسی ارشد برق( . پر شده است(  
  

  :م کهیدان یم. میکن ی از قالب استفاده شده در صفحۀ قبل استفاده م:حل
            . E . E E .  

xکه با فرض xEE a) دهد یجه می، نت!)کنواخت باشدید ین صفحات خازن بایدان در بیبه هر حال م:  

  x x
dE kx x E E
dx x

     


2
21 2 1    

  :می دارk مقداريل، برایپس با استفاده از اختلاف پتانس

tan
d d

x
dxE dx k k

x d   
  2 1

111 
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  :ر خواهد بودی زصورتبه ل یدان و پتانسینصورت میدر ا

tanxE
d x 

1 2
1 1

1
  

( ) tan
tan

. ,

x V
xV x E dx x

d
x d


  

 
 1

1
1 3

24 1


  


  

  
 يهـا  دهی ـ فـصل ا ي بعـد يها در بخش. هاست ن ثابتیی کار، تعیم، بخش اصلیهمانطور که مشاهده کرد   

م یان خـواه ی جواب را بییکتایدر ادامه اصل  . میکن  یب ثابت، ارائه م   یع ضرا ی محاسبۀ سر  ي را برا  یمناسب
 .کرد

  
  جواب ییکتای اصل -3-4-1

V, معلوم، دو جواب   يط مرز ی با شرا  ۀلئک مس ی يد برا یفرض کن  V2 ک از  یهر  . افت شده باشند  ی 1
اگر ( لاپلاس ا در معادلهی( در معادله پواسون دیجوابها با  ( (توان نوشت ی  لذا م،صدق کند:   

V 


  2
1  

V 


  2
2                                       

dVیعنیها    لیاکنون توجه خود را به اختلاف پتانس       V V 1  را محاسبه   dVنی معطوف نموده و لاپلاس    2
  : میکن یم

( ) ( )dV V V V V  
 

         2 2 2 2
1 2 1 2   

V چون،گریاز طرف د   Vو 1  را یکـسان ی يط مـرز ید شـرا ی ـ با،ندشـو  یله فرض م ـئک مسیهر دو جواب  2
دی ـگـر با یبه عبارت د؛  آورده سازند بر   S S

V V1  آنگـاه  ) اسـت يانگر سـطح مـرز  ی ـ بsکـه ( . باشـد 2
  :توان نوشت ی مdVيبرا

)3-26                (            d S S S S
V V V V V    2 1 1 2   

يحال با اسـتفاده از اتحـاد بـردار           V V V     . A . A A ن یگزیجـا تـوان بـا       ی م ـ .
  :ن نوشتی چنdV با A وdV با Vنمودن



   255                                        هاي دائم  و تئوري جریانهاي خاص حل مسائل الکترواستاتیک  روش:فصل سوم

 

  d d d d dV V V V V      . 22  

  :می باشد، دارS سطح که محدود بهVبا انتگرال گرفتن از رابطۀ فوق در حجم

)3-27    (           d d d d d
v v v

V V dv V V dv V dv         . 22  

م و یکن ـ یل م ـیک انتگرال سطح تبـد یبه ورژانس انتگرال سمت چپ رابطه فوق را     ی د  هیبا استفاده از قض   
  :می صفر است، دارS سطحيرو) 26-3( طبق رابطه dVچون

      d d d d
v S

V V dv V V ds       . .   

dVنکهیحال با توجه به ا     2  و در بـوده ز صـفر  ی ـن) 27-3(، انتگرال اول سـمت راسـت رابطـه        است 
 :جهینت

)3-28                        (               
d

v

V dv 
2   

dVاما از آنجا که    ر اسـت کـه   یپـذ   امکـان یفقـط وقت ـ ) 28-3( رابطه  ي، برقرار  همه جا مثبت است    2
dVحجم يجا  در همه vنی بنابرا، صفر باشد برابر:  

dV    
  :ست ازجۀ آن عبارتین نتیتر یهیکه بد

dV V V cte  1 2  

د برابر صفر باشد یز باینر ثابت در سمت راست رابطه ، مقدا  صفر است  ي سطح مرز  ي رو dVاما چون 
Vمی ـه نقاط حجم مورد نظر دار     یدر کل جه  یو در نت   V1  . جـواب اثبـات شـده اسـت     یگـانگ ی هی و قـض   2

کند،  ی را ارضا ميط مرزی معادله و شرای اگر بتوان نشان داد که تابع   ،ن ذکر شد  یش از ا  یطور که پ   نیهم
   .جواب و تنها جواب مسئله است

  
  متعامديها ت لاپلاس در دستگاه معادلا-3-4-2

 یبسادگد یتوان ین روابط را میا. میا  ر نشان داده  ی مختلف را در ز    يها  ان معادلۀ لاپلاس در دستگاه    یب
  .دی محاسبه کن،ان شدیان که در فصل اول بیورژانس و گرادیو با توجه به قواعد مربوط به د

  :نیدستگاه مختصات کارتز
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)3-29               (                  V V VV
x y z
  

   
  

2 2 2
2

2 2 2
  

  :يا دستگاه مختصات استوانه

)3-30                   (      V V VV r
r r r r z
            

2 2
2

2 2 2
1 1  

  :يدستگاه مختصات کرو

)3-31  ( sin
sin sin

V V VV R θ
R R R R θ θ θ R θ 

                    

2
2 2

2 2 2 2 2
1 1 1  

  
مثـال   .ز کاربرد دارنـد یروند ن تک يها ن روابط در حل معادلات پواسون در حالت       یلازم به ذکر است که ا     

  :دهد ین کاربردها را نشان می از ایکیر یز
  

 اسـت  کنواخـت ی ی بار حجم با چگـال    ي که دارا  a به شعاع  يا  ه  ل را در داخل کر    ی پتانس  21-3مثال  
  )اده از معادله پواسونبا استف. (دیابیب

  
، چرا کـه در داخـل   می از معادله پواسون استفاده کنیستیشده با  همانطور که در صورت سوال گفته  :حل

م یآن را بـا روش پواسـون حـل خـواه    نجا یاد، در  یا  را حل نکرده  ) 25-2(ن  یاگر هنوز تمر  . میکره بار دار  
 در محاسـبۀ پواسـون اسـتفاده     ن مولفـه ی است از همیم کافی دارR که در جهتی با توجه به تقارن   !کرد
  :میکن

V 


  2



  

VV R
R R R




        
2 2

2
1



  

  :م داشتی خواهيساز که پس از حل و ساده

( ) AV R R B
R




   2

6




  

  .ن گردندیی تعيط مرزی با توجه به شرااند که لازم است ییها  ثابت,ABدر آنکه 
  

 مثال کلیدي
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  :ز هستندی از دو چی ناشيط مرزی در مسائل مربوط به لاپلاس و پواسون شرایبه طور کل      

  ):با فرض نبود بار در مرز (دانی ميشرط مولفۀ عمود) 1       

n n
V VE E
R R

   
 

  
 

1 2
1 1 2 2 1 2  

  ل در مرزهای پتانسیوستگیپ) 2       
  

aRل در یدان و پتانس  ین دو شرط به م    ی ا ی بررس يبرا از قـانون گـاوس   کـافی اسـت   . می ـاج داری احت 
  : می کناستفاده

       ,             :R
a ρ a   V R a
R ε R




  E a
3 3

23 3
 

 

  

aRستم مرزیتنها مرز موجود در س می است که در آن دار:  

R a R a R a

aV AR E
R R

 
   


    
 2

2
6 3

 

 

  

A: میریگ یجه میاز آن نتکه   .  
aRم در مرزیدان یم. میکن ی میل را بررسیحال پتانس وسته باشدیل پی پتانسیستی با:  

Aa
a





2

6




( )
R a

aB V R
 

  
2

3






  

aB                              :دهد یجه میکه نت 



2

2




  

  :ر خواهد بودیل به فرم زیپس پتانس

( ) ( )aV R R a R  
  


   

2
2 2 236 2 6

  

  

  

  .حل آن از شما خواسته شده بود) 25-2(ن یاست که در تمر) 56-2(ن همان رابطۀ یا

  
د آن را بـا روش مرسـوم   ی ـ کنین همـه سـع    ی ـبا ا . د شد یشتر آشنا خواه  یر، با روش کار ب    یبا حل مثال ز   

  .دیز حل کنین) قانون گاوس(
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 ی چگـال  يدروژن دارا ی ـک اتـم ه   ی ـ داخـل    ی حجم یکی الکتر يع بارها ید که توز  ی فرض کن  22-3مثال  
  :ر باشدی زیحجم

R
v A e      31

2   

) و A بدسـت  ق حـل معادلـۀ پواسـون    ی ـدروژن را از طری ـل داخل اتم هیپتانس) اند ستمی سيها   ثابت
  .دیآور
  

  :می طبق رابطۀ پواسون دار:حل
RVV R A e

R R R





         
2 2 3

2
1 1

2
  

  :جهیدر نت
RVR A R e dR C

R
 

 
 2 3 2

1
1
2

  

م یخـواه )) دی ـاز روش جزء بـه جـزء اسـتفاده کن   ! ( هم هستیکه به نظر کار سخت(پس از حل انتگرال     
  :داشت

 
R

RC CdV R R e AA R R e
dR R R R R


  

  


 

          
 

2
3 2 21 1

2 3 2 2 2 2
1 2 2 2 22 2

  

dV يشرط مرز
dR

R







  :ر استی زي مستلزم تساو

C A A C
R R

   1
2 2   

  :پس

  R
R

dV A AE R R e
dR R R

        2 2
2 22 22

  

  :جهیو در نت

R RA AV e dR A e dR dR C
R R R R

          
   

2

22 2 2
1

2
  

R RA A Ae e C
R R

       22
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V يشرط مرز
R




نست کهی مستلزم ا :C 2   

  :رین تفاسیبا ا
( ) R RA A AV R e e

R R
     2

 

  
ن حـال در    ی، با ا  ستیا  دهیچیکار پ حل معادله پواسون     یحالت کل  در ،شود  یکه مشاهده م  همانطور  
در  کـه  یک مثـال عمل ـ ی ـدر ادامه با ذکر . کند یت میره کفایک متغی حل معادلۀ ی عمل  ياکثر کاربردها 

ح معادلۀ یان داده و به تشریۀ پواسون را پا  دلا بحث در مورد مع    گردد،  ی م یک بررس یک الکترون یزیدرس ف 
 ،می ـا کـرده ان ی ـ ابتدا معادلۀ پواسون را ب،جی راخلاف عرفِلازم به ذکر است که ما بر   . میازپرد  یلاپلاس م 

ن کار عـلاوه بـر   ی، با اباشد یمالعادة مباحث در قسمت لاپلاس      فوق ی گستردگ ،ن عمل یل ا ین دل یمهمتر
توانـد انجـام    یابه م ـو البته لاپلاس که به صـورت مـش       ( معادلات پواسون     حل یر کل ی شما با مس   ییآشنا

 در تمام روابط محاسبه شده     کافی است   رد و   یگ    يا  شدهيساز  سادهيها ت روشیاهم) میقرار ده 
  .میا نموده يادآوری را ،م کردیان خواهیکه در قسمت بعد ب

 ی که در آن چگـال يهاد مهیود نیک نوع دی یواسون به بررسلۀ پ  معاد ی نشان دادن کاربرد عمل    يبرا
npوندی پ )44-3(شکل . میپرداز ی مکند، یر میی تغیوند بطور خطیه پیاح در ن یکیبار الکتر  شـکل    و

ع بـار در سـطح    ی ـ توز یبا فرض آنکه چگـال    . دهد  یود نشان م  ین د ی ا ي بار را برا   یرات چگال یی تغ )3-45(
Wx رات آن در فاصلۀییکنواخت و تغی ،ودیمقطع د  2

a توسط رابطـۀ    x ان شـود، آنگـاه   ی ـ ب
 :شود یر نوشته میلۀ پواسون به شکل زمعاد

d V a x
dx 

 
2

2  

  
  
  
  
  
  
pوند یپ: 44-3شکل    n   وندی بار در پیچگال: 45-3شکل  

N

Nxpx-

W

EP
  الکترون

  آزاد

  یناخالص
  بخشنده

  یناخالص
  رندهیپذ

y  حفره

x
W-
2

W
2
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 : پس از یکبار انتگرال گرفتن از طرفین معادله داریم. هادي است  ضریب نفوذپذیري الکتریکی نیمهکه

) 3-32                   (                 dV a x c
dx 

  2
12

     

Wxتوان با استفاده از این شرط حدي که میدان الکتریکـی بایـد در         را می  c1ثابت   2
 صـفر باشـد   

، که بارهاي مثبت و منــفی پـس   )لایه تهی( پیوند   واقع میدان الکتریـکی فقط در ناحیهدر. بدست آورد 
از  دانـخطوط می .وجود دارد، شوند ل میـها و الکترونها از یکطرف پیوند بطرف دیگر تشکی         از نفوذ حفره  

Wcبـا اعمـال شـرط مـذکور     . شـوند  ی ختم م  ی منف ي مثبت شروع و به بارها     يبارها 



2

1 8
 محاسـبه  

ن ثابـت از     ی ـشـود کـه در محاسـبه ا        ی م يادآوری. گردد یم
dx
dVEx    پـس از   اسـتفاده شـده اسـت ،

  :میگر انتگرال گرفتن داریدکبار ی و) 32-3(ب در ین ضرین نمودن مقدار ایگزیجا
a aWV x x c
 

   
2

3
26 8

  

cکه در آن   xل دری اگر پتانس. ثابت است  ي مقدار 2  ثابـت  نیا. میریر بگدلخواه برابر صفر در نظ ه را ب 
  :وند عبارتست ازی پيل رویفت پتانسا. شود یبرابر صفر محاسبه م

( ) ( )j
W W a WV V V


    

3

2 2 12
 

ــا در  ــاژ پب ــوان ظرف یونــد مــیدســت داشــتن ولت  از  را کــهی تهــۀیــشــده در لال یت خــازن تــشکیــت
رابطه

jdV
dQC ن منظور ابتدای ايبرا. د محاسبه نمودیآ ی بدست  مQمیورآ ی را بدست م:  

  
w aWQ A a x dx A 

2
2

8
  

  :توان گفت که یت می حال در مورد ظرف.وند استی مساحت سطح مقطع پA در آنکه

( )j

j j

dVdQ dQ dW dQ A aW aW AC
dV dW dV dW dW W






          
  

12
1

4 4
  

  :می دارjV بر حسبWن نمودنیگزیپس از جا
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)3-33(                                          
j

aC A
V
 

   
 

1
2 3

12
  

npود  ی ـازن اتـصال در د     معادلۀ پواسـون محاسـبۀ خ ـ      يها  اربرد از ک  یکی ،همانطور که مشاهده شد     
  .د شدیک آشنا خواهیک الکترونیزیآن در درس ف با .است

  
  
  رهیک متغی معادله لاپلاس  حل-3-4-3

ن یدر ا. شوند یره حل میک متغیاستفاده از معادلۀ لاپلاس   با   یبراحت،  ی از مسائل عمل   یبخش مهم 
 یـی ل جزیفرانـس یدة معادلات دیچی است و از حل پ    یل معمول یفرانسیک معادله د  یموارد معادله لاپلاس    

هـر   .ها مناسـب اسـت   رسند اما دقت پاسخ یآل به نظر م  دهی ا یلیها اگر چه خ     ن حالت ی ا  .میاز هست ین  یب
 :میکن ی میها را در ادامه بررس ن حالتیک از ای

  ي مسطح موازيدو هاد -3-4-3-1
  :میکن یستم حل مین سی ايرا برا) 29-3(رابطۀ . دیریدر نظر بگ) 46-3(ن دو صفحه را مطابق شکل یا

       V V V VV
x y z z
   

      
   

2 2 2 2
2

2 2 2 2   

  :دهد یجه میکه نت

)3-34                         (              ( )V z A z B   
 

ط ی با توجه به شـرا B وAب ی است و  ضراين دو صفحۀ هادین ای بيل در فضایرابطۀ فوق پتانس  
   .شوند ی منیی مسئله تعيمرز

  
  
  
  
  
  
  ( )V z A z B   

  ي موازيدو صفحۀ هاد: 46-3شکل 
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V صفر و يها لیب به پتانس یک خازن مسطح به ترت    یدو صفحۀ     23-3مثال   اند و بار  وصل شدهq به 
 مطلـوب اسـت   باشـد،  dن فرض که فاصـلۀ دو صفحه برابـر     یبا ا .  از صفحات قرار دارد    یکی از   xفاصلۀ  

  .ن دو صفحهی بيل در فضایمحاسبۀ تابع پتانس
ل را ی محاسـبۀ پتانـس  ی چگـونگ ،ن حـال در آنجـا   ی ـم، با ا  ین مسئله آشنا شد   یبا ا ) 17-3( در مثال    :حل
سـهولت  مطمئنـاً  . میده ـ  ی انجـام م ـ   نکار را یا) 34-3(ستفاده از رابطۀ    ن قسمت با ا   یدر ا . می نکرد یبررس

  .دهنده خواهد بود ياری بهتر بخش لاپلاس، يریادگیش از اندازة حل، در یب
)ن دو صفحه برابر   ی ب يل در فضا  یتابع پتانس ) 34-3(طبق رابطۀ    )V x A x B    کـافی  .  خواهـد بـود

  :مین کنییر ثابت را تعی، مقاديط مرزی با استفاده از شرااست 
x(ن ییل صفحۀ پای پتانس-   (صفر است:  

        ( )V x A x B B
x

    


 


  

x (یل صفحۀ فوقانی پتانس- d ( برابرV است :  

    ( ) VV x A x B V A
x d d

    





  

  :جهیدر نت
                              ( ) VV x x

d
   

  
ن جهـت مثـال   ی ـو معادلـۀ پواسـون را نـشان داده و از ا   ) 34-3(استفادة همزمان از رابطـۀ     ) 9-3(مثال  

  .رسد ی به نظر میمهم
  

lzۀ  ی  ناح  24-3مثال    ی با چگال  یکنواختی بار   ي داراc
m

 ل را در تمام نقـاط فـضا     یپتانس.  است 3
  .دیبدست آور

  
lzیدر نواح : حل  ين فضا معادله لاپلاس صادق است؛ پس بـرا   ینرو در ا  یم، از ا  ی ندار يگونه بار چی ه 

lz می دار:  
  V A z A      ,     z l  1 1 2  

23-3شکل مثال   :47-3شکل   

d  
q

 
x  

V 
 

 مثال کلیدي
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  V A z A      ,    z -l  2 3 4  
  :سه با هم برابر باشند، پیل در دو ناحید پتانسیاز تقارن مسئله روشن است که با

      A A , A A  2 4 1 3  
lz ي برا z بودن مقدار  یل منف ید که بدل  یلازم است دقت کن     د مقـدار  ی ـ باA  A1 مقـدار  ی را منف ـ  3

  .میانتخاب کن
lzۀیدر ناح ن فضا معادله پواسون برقرارستیو در انری از ا،می بار دار:  

 
VV
z





   



2
2 3

3 2




  

  : دهد یجه میکه نت
V z K
z





  


3

1




  

V z K z K


   2
3 1 22





  

zل درید پتانسی تقارن باشد در واقع بايد دارایز باین رابطه نیمشابه قسمت قبل ا  l   ل ی بـا پتانـس
lدر  z   نرو الزاماًیاز ا.  برابر باشد:  

K 1   
  :میکن ی میدان را بررسی ميل و شرط مرزی پتانسیوستگیحال پ

lzل دری پتانسیتگوسی پ دهد یجه می نت:  

l K A l A


   2
2 1 22





  

lzد دریم بای نداریسطحن چون بار یهمچن میاشته باش د:  
V V
z z

 
  
 

3 1  
  :میآور یکه بدست م

l A


  1




  

K A l l A l  
  

    2 2 2
2 2 22 2

  

  

  

  :پس
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    ,    zlV V z l


   2 1




  

           ,    zV z l


  2
3 2





  

  
ب ثابـت اسـت و اگـر در مـسئله     یافتن ضـرا ی ـم قسمت عمـدة کـار    یدین مثال د  یهمانطور که در ا   

کـافی  . م بـود ی مواجـه خـواه  يا  سـاده اریم با بحث بس   یروش پواسون نداشته باش    به استفاده از     یاجیاحت
م داشـتن  یم، اگر در مسئله به معادلۀ پواسـون برخـورد کـرد    ی استفاده کن  يط مرز ی به دقت از شرا    است  

  . حل باشديتواند راهگشا ی از مسئله و تقارن میکیزید فیک دی
  

 محور  دو استوانۀ هم-3-4-3-2
 :میآور یر در میرا با توجه به تقارن موجود به صورت ز) 30-3(رابطۀ ن حالت یدر ا

   V V V VV   r          r
r r r r z r r r

                         

2 2
2

2 2 2
1 1 1   

  :دهد یجه میکه حل آن نت

)3-35                    (                   V(r) A Ln r B   

  .شوند ی مشخص ميط مرزی رابطه از شرايها ز ثابتینجا نیدر ا
  

ط یمح ـ.  هـستند r3 وr1، r2يهـا   شعاعيب دارایمحور به ترت  نازك هم ياستوانۀ فلز سه    25-3مثال  
Qبار.  آزاد است  يها فضا   هاستوانن  یب بـه   یاسـتوانۀ داخل ـ . شـود  ی قرار داده میانی مي استوانۀ هادي رو2

Vلیپتانس   و اسـتوانۀ   ی داخل ـ ين هـاد  ی ب ـ يل را در فـضا    یتابع پتانس . اند  ن وصل شده  ی به زم  یو خارج 
  .دیابی بيمرکز
ل را ی محاسـبۀ پتانـس  ین حـال در آنجـا چگـونگ   ی ـم، بـا ا  ین مسئله آشنا شد   یبا ا ) 18-3(در مثال   : حل
ن رابطـه  ی ـ طبـق ا .میده ـ ینکار را انجـام م ـ یا) 35-3(ن قسمت با استفاده از رابطۀ یدر ا . می نکرد یبررس
V(r) مذکور به صورت   يل در فضا  یپتانس A Ln r B  ر عمـل  ی ـها بـه فـرم ز   ن ثابت یی تع يبرا.  است

  :میکن یم
Vیل در استوانۀ داخلی پتانس- است، پس :  

  محور  دو استوانۀ هم:48-3شکل 
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V(r) A Ln r B V A Ln a B V
r a

     
  

  

  :، صفر است، لذایجل در استوانۀ خاری پتانس-

V(r) A Ln r B V A Ln c B
r c

     
    

  :م کهیریگ یجه میاز حل همزمان دو معادلۀ فوق نت

 ( ) V V rV r Ln r Lnc Lna a cLn Ln
c c

     
 

   

  

. دی ـری را در نظـر بگ   bی خـارج  ي و شـعاع هـاد     aی داخل ي با شعاع هاد   يمحور   کابل هم   26-3مثال  
 یکیالکتر يب دی با ضریق ناهمگنی کابل با مادة عا  ی داخل يفضا. باشد  ی م xکابل در امتداد محور    محور

xe      کارشناسـی  ( .دی ـمحور را بدسـت آور   در واحد طول کابل هم یت خازن یظرف.  پر شده است
  )فیزیکارشد 

 دارد، معادلـۀ  ی بـستگ rدان تنهـا بـه    ی ـست و م  ی ـا   تقارن اسـتوانه   يارا از آنجا که ساختار مسئله د      :حل
 از کـافی اسـت   ر ین تفاس ـی ـبـا ا . میکن ـ ی حل م،ط در امتداد شعاعیمحبودن  همگن   ،لاپلاس را با فرض   

  :میاستفاده کن) 35-3(رابطۀ 

( ) , dV AV r A Ln r B E
dr r

       

V يط مرزیبا اعمال شرا V
r a


 

V  و  
r b




م داشتی خواه:  

, r

bLn
VrV V E

b bLn r Ln
a a

 
 
  
   
      




  

  :توان گفت که یپس م
, .x x

r r n
V VD E e e

b br Ln a Ln
a a

       
   
   
   

D a 
 

  

  :میزان بار را محاسبه کنیم میتوان یحال م
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x
x V V VeQ ds e ad dx

b b ba Ln Ln Ln
a a a

      
 


    

     
     
     

  
2 2 2

1
    

 


  

xۀ یمحور در ناح  کابل همیت خازنیظرف  ر خواهد بودی به فرم ز:  
QC

bV Ln
a

 
 

 
 
 

2 



  

x در   یت خازن یظرف   اش در     تی ظرف يز مواز ی نx  را جمـع  ي موازیت خازنی است، پس دو ظرف 
  :میکن یم

totalC C
bLn
a

 
 

 
 
 

42   

 
سـاخته  ) 49-3( ناقص مطـابق شـکل   محورِ ک قطعه از دو استوانۀ همیط ک خازن توس  ی :14-3ن  یتمر

 ابعـاد نـشان داده    ي را بـرا   یت خازن یظرف. دهند  یل م یدو صفحۀ قائم دو دورق خازن را تشک       . شده است 
 يشده در شکل و پارامترها , , , ,L a b دینظر کن  صرفياز اثرات کنار. دی محاسبه کن.  

  
  
  
 
 
 
 
 
  
  
 
 صفحه با لبۀ مشترك مین دو -3-4-3-3

اگـر  . دهد ین مدل را نشان می  ا)50-3(شکل . است  ره ازی تک متغیتابعل یپتانسن حالت  یدر ا 
  :م داشتیم، خواهیرا ساده کن) 31-3(معادلۀ 

( )V A B   14-3ن ی شکل تمر:49-3شکل   صفحۀ با لبۀ مشترك می دو ن:50-3شکل    

L  
  

b 
a  
V   

  

V    
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V V V VV   r          
r r r r z r 

                 

2 2 2
2

2 2 2 2 2
1 1 1  

 :شود یجه میکه نت

)3-36(                                      ( )V A B   

  :دهد ین رابطه را نشان میر کاربرد ایمثال ز
  

,ۀ یرسانا واقع در ناح   می دو ن   27-3مثال    2 ب ی ـ بـه ترت يا مختصات اسـتوانه   در دستگاه

V صفر و  يها  لی پتانس يدارا  ۀی ـناح .باشـند   ی م ـ
  3   ک ی ـالکتر  يب د ی کامـل بـا ضـر      یقی را عـا

 1 3  ۀیناح  و 
 3 2

کیالکتر  يب د ی با ضر  يگریق د ی را عا   2 5    یگرفته است، چگال فرا 

زه را دری پلاري بارهایسطح
  3

  )75کارشناسی ارشد برق ( .دی بدست آور
  

  :می دار)36-3( است پس طبق رابطۀ  ازی فقط تابعV:حل
V A B 1 1 1 1  
V A B 2 2 2 2  

ل ی پتانـس يز دو رابطه برایط ما ن ی در دو مح   یل متفاوت بودن گذرده   یشود بدل   یهمانطور که مشاهده م   
 ییم، تمام کارهـا یابیر ثابت را ب ی مقاد کافی است    مسئله بوده و     یین روابط پاسخ نها   یا. میا  در نظر گرفته  

د بـدون حـل   ی ـ در واقـع اگـر بتوان  ؛ اسـت  ب ثابـت ین ضرا ی محاسبۀ ا  يم برا یده  ین پس انجام م   یکه از ا  
تمـام   حل مسئله ) را ارضا کننديط مرزی که شرايا به گونه(د یها حدس بزن ن ثابتی اي را براییها  جواب
ب ین ضـرا ی ـ محاسـبۀ ا يما برا. اند ها تنها جواب مسئله  ن پاسخ ی جواب ا  ییکتای چرا که طبق اصل      ،است

  :میکن ینگونه عمل میا
ل در یپتانس ي ابتدا شرط مرز-  میکن ی می را بررس :  

V (φ )V A B B V A       1
1 1 1 1 1 1 1 1

    

  : پس،کسان باشدیها  لید پتانسیط باین دو محی در مرز بی از طرف-

)1(  A A B 
  1 2 23 3

       ( ) ( )V V    1 23 3
  

 مثال کلیدي



  الکترومغناطیس مهندسی، تئوري، کاربردها و روش حل مسئله                                                              268

 

 ي شرط مرزين برای همچن-
  2

  :می دار

)2        (         ( )V A B V     2 2 22 2
  

  :م داشتی آن خواهيبرا. دان استی مي شرط آخر شرط مرز-

)3       (          V V A A 
 

 
  

 
1 2

1 2 1 23 5  

  :شود که یجه مینت) 3(و ) 2(و ) 1(از حل همزمان 

A V


1
3

13 
  ،   A V


2

18
13 

   ،  B V2
4

13   

  :پس

        V V V V
r 

 
 

       
 

E a1 1 1
3 1 3

13 13 
   

        V V V V V
r 

 
 

        
 

E a2 2 2
18 4 1 18

13 13 13  
  

  :میکن یر عمل مید به صورت زی محاسبۀ بار مقيجه برایو در نت

  ( )  
 sb n r

V
r
  


    P . a E  . a

1 1 1 1
61
13

 


  

  ( )   
 sb n r

V
r

  


   P . a E . a
2 2 2 2

721
13

 


  

  :یعنین دو جواب است، ی مورد نظر مجموع ایبار سطح

 sb sb sb
V

r
  


  

1 2

12
13

   

  
m1 با ابعاد  يدو صفحۀ هاد   :15-3نیتمر گر را  یکدیصفحات مذکور   . اند   ساخته 45ۀیگر زاو یکدی با   5

 يا ن دو صـفحه از مـاده  یط بین فرض که محیبا ا. شوند ی ختم م mm4ییک فاصلۀ هوا  یده و به    قطع نکر 

  27-3شکل مثال : 51 -3شکل 

y  

 
 
 

x  
,V    

1 

 3  

2 

V V
 


2
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r.ی نسب یبا گذرده  1 V5لیل شده باشند، اگر اختلاف پتانس     ی تشک 5  ن دو صفحه برقرار گـردد،      ی ب
  )کارشناسی ارشد برق( رد؟یگ یر صفحه قرار م هيچه مقدار بار بر رو

  
  
  
  
  
  
  
  
 مرکز دو کرة هم -3-4-3-3

 :میینما یر ساده می را به فرم ز)32-3(ن حالت رابطۀ یدر ا

VV  R
R R R

        
2 2

2
1   

  :میریگ یجه میکه از حل آن نت

)3-37 (                                           B
R
ARV )(  

  .دهد ین رابطه را نشان می کاربرد ا)28-3(مثال 
  

cmaيها   هم مرکز به شعاع    ي فلز ةن دو کر  یب  28-3مثال   1 و cmb  4   لی اخـتلاف پتانـسV27 
cmRل دریپتانـس . ن شـده اسـت  یکه کره بزرگتر زم ـ  ی، به طور  .برقرار شده است    3 دی ـ را بدسـت آور. 

  )کارشناسی ارشد برق(
ش مـسئله کـه   یبا توجه به آرا. نرو معادلۀ لاپلاس برقرار استی از ا،مین دو کره بار ندار    ی ب يدر فضا  :حل

  :ر استین دو کره به صورت زی بيل در فضایتوان گفت که تابع پتانس ی مباشد، یم )53-3(مشابه شکل

( ) AV R B
R

   

): یعنی مسئله   يط مرز ی اگر شرا  یز طرف ا )V a  27  و  ( )V b  م بود یم، قادر خواهیری را در نظر بگ
  :میابین رابطۀ فوق را بیب نامعیضرا

  مرکز م دو کرة ه:53-3شکل 
B

R
ARV )(m1

45 

  15-3ن ی شکل تمر:52-3شکل 
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A  B  و  36  9  
  :دیآ ی بدست مرین دو کره از رابطۀ زی بيل در فضاین صورت پتانسیدر ا

( )V R
R

 
36 9  

. مین رابطـه اسـتفاده کن ـ  ی ـ از اکافی است   ،ن فضا یل در هر نقطۀ موجود در ا      ی بدست آوردن پتانس   يبرا
  :می خواستۀ مسئله داري برامثلاً

( ) vV
R

R
  



363 9 3
3

  


  

شنهاد ی ـ پتـر اسـت؟   حـل به    م، به نظرتـان کـدام راه      یز حل نمود  ین) 45-2(ن مسئله را در مثال      یا: تذکر
 کـه انجـام   يا سهی ـت بـا مقا یز حل کرده و در نها  ی ن یپاسخ  ۀ هم یم که مسئله را با استفاده از قض       یکن  یم
  .دیدا کنی خود پي را برایک خاصید، تکنیده یم
  

  .دیل، محاسبه کنی را با شروع از پتانسيک خازن کرویت ی ظرف:16-3ن یتمر
  
 راس محور و هم  مخروط هم دو-3-4-3-4

  .:م کردیر ساده خواهیرا به صورت ز) 32-3(ز رابطۀ ین حالت نیدر ا

         sin
sin

VV θ
R θ θ θ

        
2

2
1   

  :مید آن را با هم حل کنییایب

sin sinV Vθ θ A
θ θ θ
          

  

  :پس

   
   

 
  
 

tansec
sin cos sin tan tan

ddd dV A A A A
  

    
      

2 21 2 2
2 2 2 2 2

  

  :دهد یجه میکه نت

 دو مخروط :54-3شکل 
  محور راس و هم هم
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)3-38          (                              ( ) tanV A Ln B
    

 2
  

  
س مخروط از هـم   قرار گرفته در را ییک فاصلۀ هوا  ی لۀیت بوس ینها یراس ب    دو مخروط هم    29-3مثال  

Vلی بـه پتانـس  ین شده و مخروط خـارج    ی زم ینکه مخروط داخل  یبا فرض ا  . اند جدا شده    باشـد  وصـل ،
   .دیابین دو مخروط بی بيدان را در فضایم
  

ن رابطـه  ی ـ طبـق ا .میرس ـ یدان م ـ یافته و سپس به م    یل را   یپتانس) 38-3(تدا با استفاده از رابطۀ      اب: حل
)ن دو مخروط به صورت      ی ب يل در فضا  یپتانس ) tanV A Ln B

    
 2

ب ی محاسبۀ ضرا  يبرا.  است 

  :میکن ی استفاده ميط مرزیثابت، از شرا
  : صفر است، پسیل مخروط داخلی پتانس-

( ) tan tanV A Ln B B A Ln



 

          
   

1

1
2 2  

V برابریل مخروط خارجی پتانس- است :  

 
 

tan

( ) tan
tan
tan

B A Ln
VV A Ln B V A

Ln







 



 
             

  
 

1
2

2
2

1

2 2
2




  

  :م داشتیل خواهی پتانسي پس برا
 
 
 
 

tan
tan

tan
tan

V Ln
V

Ln







 
 
 
 
 
 

1

2

1

2
2

2
2


  

  :میز داریدان نی ميبرا

 
 

tan
sin

tan

VdVV
R d

R Ln
  




    
 
 
 

E a a
2

1

1
2
2
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 بـا   45ۀی ـک مخـروط بـا زاو     ی :17-3ن  یتمر

ــدک  ــلۀ ان ــالایفاص ــ ي ب ــاد ی ــفحۀ ه  يک ص
 بـه  اگـر مخـروط  . شده قرار گرفتـه اسـت    نیزم

ل را  یدان و پتانـس   ی وصل شود، م   V5لیپتانس
در نقطۀ  , ,3 4 کارشناسـی ارشـد    ( .دیابی ب 2

  )87برق 
  
  

ر ی ـشوند، مـوارد ز  ی که با لاپلاس حل م     یمسائلنست که در تمام     ی ا ،میدینجا فهم یپس آنچه تا به ا    
  :گردندن یید تعیبا

   معادلۀ مناسب)الف
  )ن گرددییل تعید در آن پتانسی که بايا هیناح( محل مورد مطالعه )ب
  نی معيط مرزی شرا)پ

  
  حل معادلۀ لاپلاس در دو بعد-3-4-4

همـانطور کـه   . می ـام داد انج ـيبعـد  نۀ معادلات لاپلاس تکی را در ضمیدر قسمت قبل بحث جامع 
ط ی موارد بـا اسـتفاده از شـرا    یدرتمام.  حل مسئله بود   يشده، راهگشا   نی روابط مع  ن شد، دانست  همشاهد

 ییکتایط، طبق اصل ی شدن تمام شراعن شده و با توجه به اقنا  ییامل تع  مورد نظر به طور ک     وابط ر يمرز
. م کـرد ی خـواه ی را بررس ـهری ـس دو متغن قـسمت، معادلـۀ لاپـلا   ی ـ در ا.ندها پاسخ مسئله بود جواب، تن 

   ک ی ـن حالت مسئله نه فقـط    یدر ا . تر شده   دهیچیز پ یاند، مسئله ن    افتهیش  یها افزا   عدهمانطور که تعداد ب
ر از ین تفاس ـی ـبـا ا . میریگ ی کمک م  يها از سر    ن پاسخ یب ا ی ترک يبرا. ک دسته جواب دارد   یجواب بلکه   

از یه نی فوري و سریل جزئیفرانسی از معادلات دیاز کاملین  شیپد که به    ید حدس بزن  یتوان  ین حالا م  یهم
ات شـما  یاض ـی ممکن بـه سـطح ر  ین وابستگ یم، مطالب را با کمتر    یکن  ی م ین وجود سع  ی با ا  .خواهد بود 

 دای ـ دسته جـواب پ ي برای کلیدر ضمنِ ارائۀ هر قسمت، قالب. می کرده و به حل مسائل بپرداز     يزیر  طرح
 را حفـظ  ی کل ـيها ن قالب ی به محاسبۀ آن نباشد، ا     يازی حل مسئله، ن   در هر مرتبۀ  نکه  ی ا يبرا. میکن  یم

 .میپـرداز  یم ـ) با توجه به ساختار مـسئله (ا ساده نمودن قالب یب ثابت آن و ین ضرا ییکرده و فقط به تع    
ک یخواهند، در هر  ی جواب را میند، فقط فرم کلا  مرتبطي که به لاپلاس دوبعد   یوالات از س  یبخش مهم 

نکـه بـا   ی ايبرا. کنند یا ساده می جواب را حذف  ی از فرم کل   ی، بخش يط مرز ین مسائل توجه به شرا    یاز ا 

VV  5  
VV    

45  

  17-3ن ی شکل تمر:55-3شکل 
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دقـت در  . می ـا  آوردهی از سوالات را به صورت تستید، برخیها آشنا شو  جوابی قالب کليساز  نحوة ساده 
 کـه در  یته به دستگاهن دسته از معادلات بسیا. کند یشتر میتان بین مسائل، سرعت حل مسئله را برا  یا

  :تش خواهند دای فرمت خاص،اند ان شدهیآن ب
  

  نی در دستگاه کارتزيپلاس دو بعد حل معادلۀ لا-3-4-4-1
ن قـسمت  فقـط بـه    یدر ا. دیوست کتاب مطالعه کنید در پ  یتوان  ی حل معادلۀ لاپلاس را م     یچگونگ

شد ن بای دستگاه کارتز يها   از مولفه  یکیل مستقل از    ید تابع پتانس  یفرض کن . میپرداز  یها م    پاسخ یبررس
  متنـاوب باشـد دو رابطـۀ مختلـف    ،تی در امتداد کدام کم ،لینکه پتانس ینصورت بسته به ا   یدر ا ) zمثلا(
  :می دار)ان مختلف دارندیز دو بیکه هر کدام ن(

  : متناوب باشدyل در جهتیاگر پتانس

)3-39(                ( , ) sin cos k x k xV x y A ky B ky C e D e     

  :ان کردیز بیک نیپربولیتوان آنرا بر حسب توابع ها یکه م
)3-40(           ( , ) sin cos sinh coshV x y A ky B ky C kx D kx    

  : متناوب باشدxل در جهتیو اگر پتانس
)3-41       (         ( , ) sin cos ky kyV x y A kx B kx Ce De     

  :ف کردیر تعری آن به صورت زي برايگریان دیتوان ب یمشابه قبل م 
)3-42   (       ( , ) sin cos sinh coshV x y A kx B kx C ky D ky    

 بـا توجـه   . از معادلات بالاست یکیب ثابتِ   ین ضرا یی تع يهمانطور که ذکر شد، حل مسئله به معنا       
 را يقِ معادلات لاپلاس دوبعدی فهم عم  يگذار  هین، پا یشترِ دستگاه کارتز  ی و البته سهولت ب    یبه گستردگ 

ک ی ـهر . میشو ی مواجه میاد و متنوعی زيها ن علت در ادامه با مثال    یبه هم . میا   قسمت قرار داده   نیدر ا 
کـار را بـا   . هنر شما درك مثال و فهم آن نکـات اسـت  .  را در خود نهفته دارندیها نکتۀ مهم  ن مثال یاز ا 

  :میکن یک مثال ساده شروع می
  

 ـ  z ل در جهـت   ی صفحات پتانـس   )56-3( در شکل     30-3مثال   ع ی ـتوز. شـوند   یت فـرض م ـ   ی ـنها  ی ، ب
   .دیابیه را بین ناحیل درون ایپتانس
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 y در جهت محـور ی که وقتییاز آنجا. میری ـ از روابط مطرح شده را به کار گ   یکی کافی است    :حل
y ها از    تا by  به سطح    دفعه    دوV   ـ    یریگ  یجه م ی نت ،میرس  یم   در  یم که پاسـخ کل

ن ی ـا. میکن ـ ی آن اعمال مي را رويط مرزی و شرادهیگز   را بر  )39-3(رابطۀ    پس  متناوب است  yجهت
  :میده یانجام مر یب زیکار را به ترت

1 (( , ) : ( , )V x B                                   V x         

2 (( , ) sin : ( , )nV x b A kb k                      V x b
b


         

3 (( , )                        : ( , )V y C D C D V y             
  :مینجا داریپس تا به ا

( , ) sin ( )kx kxnV x y A C e C e
b
    

 
  

  :میان کنیک هم بیپربویم آن را به فرم هایتوان یکه م

( , ) ( )sin sinhn nV x y AC
b b
 

  

  : آخرین شرط را اعمال کنیمکافی است حال 
4 (( )sin sinh ( , )n nAC V                 :V a y V

b b
 

  
  

  
  
  
  
  
  
  

  .م یکن ی آنها استفاده مي از سر،ستی خاص صادق نnک ی يرابطۀ فوق به ازانکه یبا توجه به ا

( , ) sin sinhn
n nV x y C V
b b
 

    

 
 
 
 
 
 

x  

y  

( , ) ?V x y   

V    

V    

  
V V   

V    

x a  

y b  

   30-3 شکل مثال :56-3شکل 

 مثال کلیدي
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Vینوسیرا از بسط س    nCبیکه ضرا   ی مهندس ـیاض ـی ريها ، با استفاده از روش  میم بدست آور  یتوان  ی م 
  :)؟..  (!م داشتیت خواهیدر نها

( )sinh
( )( , ) sin

( )( )sinhn

n x
V n xbV x y y

n bn a
b









 
            


1

2 1
4 2 1

2 12 1
  

n     :می فرد اعمال کنيهاnياگر آن را فقط رو m 2 1  

sinh
( , ) sin

sinhm

m a x
V mxbV x y y

m bm a
b






 
         
 
 


1

4   

  
 ـیپتانس. دیریگر در نظر بگ  یکدی از   b را به فاصلۀ   يصفحۀ هاد   مین دو  31-3مثال    ینییصـفحۀ پـا   میل ن

Vیصفحۀ فوقان میل ن یصفر بوده و پتانس    ي با پهنـا يک نوار هادی.  استbـ   ـی ب صـفحه مطـابق    مین دو ن
 يصفحۀ هاد  مین دو ن  یۀ ب ی در ناح  یکیل الکتر یپتانس. اش صفر است    لیقرار داشته و پتانس   ) 57-3(شکل  

  )76کارشناسی ارشد برق ( .دین کنییتعرا 
 

 يم پس الزاماً تنـاوب رو یا ت رفتهینها  ی به ب  xچرا که در جهت   . میکن  یاستفاده م ) 39-3(از رابطۀ    :حل
kۀن رابطـه، جمل ـ ید همواره محدود بماند، پس در ایل بای که پتانسییاز آنجا .  خواهد بود  yمحور xe را 

y دريط مرزیشراپس . میکن یحذف م  ،y b ،x شود یر اقناع می توسط عبارت ز:  

sin
n x

b
n

n

V n yV y A e
b b

   
 



    
 


1

  

x در يشرط مرز   به صورت V  پس.  است:  

sinn
n

V n yy A
b b





    
 


1

  

sin sin
b b

n
V Vn nA y y dy y y dy

b b b b b
          

    2
22  

 
  

   cos nV Vn
n n


 

  
2 21   
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  :جهیدر نت

  sin
n y

n b

n

V V n yV y e
b n b

 


  
 



      
 


1

21   

  
  
  
  
  
  

  

 ی محـدود و نامحـدود بررس ـ  يهـا    حالـت  ين و برا  ی را در کارتز   ي فوق، لاپلاس دوبعد   يها  در مثال 
  :دهد یها را نشان م ن مثالی شدة اير مدل عددسازیل زمثا. میکرد

یکنواخت به چگال  ی یبار خط   32-3مثال       به مـوازات محـور    ) 58-3(، همانند شکلz     و در وسـط 
 بـه  Aنقطـۀ چنانچـه در  . ده اسـت ی ـل صـفر هـستند، واقـع گرد   ی پتانسي که داراي مواز يصفحۀ رسانا 

)مختصات , ) ( , )x y  2 1 یک ـیل الکتر ی پتانس. V1 ل را در نقطـۀ    یپتانـس . باشـد   ی م ـ( , ) ( , )x y  22 1 
  )84کارشناسی ارشد برق ( .دیابیب

  
  : صفر عبارتست ازيها لیتانسن دو صفحۀ رسانا با پی بي دو بعدي ممکن در فضايها پاسخ: حل

sin
n x

b
n

n

n yV A e
b

   
 



   
 


1

  

اد تنها جملۀ اول حـائز   ی ز يهاxيدر فواصل دور به ازا    .  است 2 فاصلۀ دو صفحه و برابر       bن رابطه یدر ا 
  :می دارAت است، پس در نقطۀیاهم

 
 
.. A e A e A

e






  


   
2 12

1 1 1 1
11  


  

  :م داشتیل خواهی پتانسيپس برا

 
. x

V e
e





  
 


 2

1
1


  

  :میز داری نقطۀ مورد نظر نيو برا

   31-3 شکل مثال :57-3شکل 

O  

V    

V    

V   
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b  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                          x  

 

 



   277                                        هاي دائم  و تئوري جریانهاي خاص حل مسائل الکترواستاتیک  روش:فصل سوم

 

   
. .V x e e

e






     


  
22

2
1
122 1

   

  
  
  
  
  
  
  

ا ی ـره فرض کرد و یمتغ ستم را تکید بتوان سیشا! زننده است  ستم گول ی از مسائل شکل س    یدر برخ 
  .دیر توجه کنی زيها به مثال. ل مسئله بهره جستدة نگاشت در حیاز ا
  

کارشناسـی  ( .دی ـحـل کن ) 59-3( داده شـده در شـکل   يط مرزی معادلۀ لاپلاس را با شرا   33-3مثال  
  )ارشد برق

ده و از دسـتگاه  تـر کـر   عید خـود را وس ـ ی ـم، دین شـکل فکـر کن ـ  ینکه به مختصات کارتزی ا يجا  به: حل
 ها معادل  xم که قسمت مثبت محور    یه دار توج! میکن  ی استفاده م  يا  استوانه     آن  ی و قسمت منف ـ 
معادل  ل در فـضا بـه      ین رابطـه، پتانـس    ی ـمطـابق ا  . میکن  یاستفاده م ) 36-3(پس از رابطۀ    .  است
)صورت )V A B  میکن ی استفاده ميط مرزیب ثابت، از شراین ضرایی تعيبرا.  خواهد بود.  

  : است2 ها برابر xل در قسمت مثبت محوری پتانس-

( )V A B B 


    


2 2


  

  : است10 ها برابرx محوریل در قسمت منفی پتانس-


( )V A B A  
 

    


2

1 8  

  :ر خواهد بودی مفروض به فرم زيدر فضال یپس تابع پتانس
 ( )V    8 2  

  
  

y  

x  

V  
 y  2 

y    
   

V    

کنواخت با ی یبار خط
یچگال  

   32-3 شکل مثال :58-3شکل 
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کارشناسـی  ( .دی ـحـل کن ) 60-3( داده شـده در شـکل    يط مرز یمعادلۀ لاپلاس را با شرا      34-3مثال  
  )78ارشد برق 

کـافی  خواهـد بـود و   ) 31-3( پاسخ مشابه مثـال      یم، فرم کل  یم با روش مرسوم حل کن     یاگر بخواه : حل
sinاما اگر با نگاشت. می را عوض کن   y و xي جا است   zن ی ـد کـرد کـه ا  ی ـق خواهید، تـصد ی آشنا باش

xنگاشت نوار  
  2 و  y       را به ربع اول صفحۀ z  ط ینـصورت شـرا   یدر ا . دهـد   ی نگاشت م ـ

  .خواهد بود) 61-3( مطابق شکل يمرز
  
  
  
  
  
  
  

  
( , ) tan wV u w

u
 12  

sin cosh cos sinhz u iw x y i x y     
  :پس

 cos sinh( , ) tan tan tan cot tanh
sin cosh

w x yV u w x y
u x y  

   
   

 
1 1 12 2 2  

   33-3 شکل مثال :59-3شکل 

   ستم با انجام نگاشتی مرز س:61-3شکل    34-3 شکل مثال :60-3ل شک

V 1  

V    V    

u  

w  

V 2   

1  

?V   
 
 
 

x  
V    

V 1 V  
 


2

y  

V 1  V  2 

 
 
 
 

x  

y  

?V   
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 را در يتـر   سادهيد، راهکارهای داشته باشيتر ي قویاضیۀ ریاد، هر چه پ یهمانطور که مشاهده کرد   
 يبـرا . دی ـر را حـل کن ین زید تمریتوان ی مسائل من قالب ازیشتر با ای بیی آشنايبرا. د داشتیذهن خواه 

Lnشنهاد استفاده از نگاشتیحل خلاقانه پ zمیده ی را م.  

yيل را در فضای تابع پتانس:18-3ن یتمر  ر اقناع گرددی زيط مرزی که شرادیابی بي به نحو:  
,)             سیزدهمین المپیاد دانشجویی غیر متمرکز(

,
x

V
x


  1
 


  

  
ن ین قسمت با آخریدر ا. می آشنا شد ي از مسائل لاپلاس دوبعد    ی قبل با دو قالب کل     يها در قسمت 

 از مـسئله داده  ي محـدود يط مـرز یان گونه مسائل، معمـولا شـر   یدر ا . میشو ین مسائل آشنا م   یفرم از ا  
، اسـتفاده از جمـع آثـار، دقـت در     يط مـرز یق به شرایتوجه دق. شود ی جواب خواسته م یشده و فرم کل   

  . راهگشا خواهند بودییدن به پاسخ نهایها و رس نهی، در حذف گزيشنهادی جملات فرم پیژگیو
  
  .دیبدست آور )62-3( شکل يل را برایع پتانسی توزی قالب کل 35-3مثال 

  
) الف   cos cosn n nA k x k y  

) ب   cosh coshn n nA k x k y  

) پ   cos coshn n nA k x k y  

) ت   cosh cosn n nA k x k y  
  )کارشناسی ارشد برق(
  

 باشـند کـه بـا    یخط ya وxaد در هر دو جهتیا بای ي دو بعدي معادلۀ لاپلاس در فضايها  پاسخ:حل
.  باشندییگر نمایک و در جهت دیودیک جهت پرید در یا بای مسأله امکان ندارد و      يط مرز یتوجه به شرا  

و در جهـت   cosک جهـت بـه صـورت   ی ـ در y وx در هر دو جهتيط مرزیبا توجه به زوج بودن شرا   
ک داشـته باشـد   ی کمتر از يتواند مقدار ی نمcoshگر چونیاز طرف د. د باشند ی با coshگر به صورت  ید
 x در جهـت  یعن ـی را انتخاب نمود،     coshتوان  ی نم yپس در جهت  ) تواند صفر گردد    یجه نم یو در نت  (

مناسـب  ) ت( پـس پاسـخ    . خواهـد بـود    cosصورت  ک به یودیپر y و در جهت   coshبه صورت رات  ییتغ
  .خواهد بود

   35-3 شکل مثال :62-3شکل 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x  

 
 

y  

 
 
 
 
 
 
 

V    

 

V    

 
 
 
 
 
 
 

V   

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

V  ( , ) ?V x y   
/a 2 /a 2 

/b 2  

/b 2  
 مثال کلیدي



  الکترومغناطیس مهندسی، تئوري، کاربردها و روش حل مسئله                                                              280

 

  
م، جـواب  ی بدست آور)63-3( شکل یل را در داخل کانال مربع     یع پتانس یوزم ت یاگر بخواه   36-3مثال  

  ]4[ دارد؟یمسئله چه صورت
  

 از  یک ـیل در   ین مـستلزم متنـاوب بـودن پتانـس        ی معادلـۀ لاپـلاس در حـوزة کـارتز         يحل دوبعـد  : حل
نکه یا يبرا. ستی موجود ن  یچ تناوب یم، ه ینیب  یم) 63-3(ن حال، همانطور که در شکل       یبا ا . هاست  جهت

م کـرده و از جمـع آثـار    یتـر تقـس   ر مسئلۀ سـاده یرد مسئله را به دو زیستم حالت متناوب به خود بگ    یس
همـانطور کـه مـشاهده      . دی ـنگـاه کن  ) 65-3(و  ) 64-3 (يها  ن منظور به شکل   ی ا يبرا. میکن  یاستفاده م 

 ي بـرا .میکن ـ ی قرار داده و مسئله را حـل م ـ yگر در جهتی و بار د   xکبار تناوب را در جهت    یشود    یم
ر ی ـ مسئله را به صورت زید، پاسخ کلیعمل کن) 35-3(توان گفت که اگر مشابه مثال         یم) 64-3(شکل  
  :افتید یخواه

   sinh cosn n nV A k x k y1  

تـر توجـه بـه     ک راه سـاده ی ـحـال  ن ی ـبا ا. دید به صورت مشابه عمل کنیتوان  یز م ین) 65-3( شکل   يبرا
ستم ی ـت سید کـه وضـع  یکن  ید، مشاهده م  یدقت کن ) 65-3(اگر درست به شکل     . ستم است یت س یوضع

 سـاعت دوران داده شـده   يهـا   درجه در خلاف جهت عقربـه 9است که به اندازة     ) 64-3(همان شکل   
ن تفـاوت کـه در آن بـه    ی ـاست، بـا ا ) 64-3(ل شکل یانسز همان پت ین حالت ن  یل ا یدر واقع پتانس  . است

را  yمیکـرد  ی درجـه دوران م ـ 18م، اگـر  یا  درجه دوران داشته 9چونکه   (yمی قرار ده  xيجا
 ضـرب  یک علامـت منف ـ یز کل پاسخ را در یو ن!) یدوگان قبل  (x را به  y و )مینمود  یل م ی تبد xبه
 ساعت حرکـت  يها ، اگر در جهت عقربه   میا  ساعت حرکت کرده   يها  چونکه در خلاف جهت عقربه    .(میکن
  :یعنی) میکرد یاسخ را در علامت مثبت ضرب مم، پینمود یم

        sinh cos sinh cosn n n n n nV A k y k y A k y k x    2  

  :به صورت زیر خواهد بود) 63-3(در نتیجه تابع پتانسیل در کانال مربعی شکل 
  

       sinh cos sinh cosn n n n n nV V V A k x k y A k y k x    1 2  
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   نوار داده می در نیکیل الکتریانسارت پتـبع :19-3ن یتمر

   مشخص شده به چه يط مرزی و با شرا)66-3شکل  (دهـش
  )کارشناسی ارشد برق(  خواهد بود؟صورتی

  
  انی پاي مرور-یبیک مثال ترکین قسمت را با یبحث ا

  :میده ی م
  
  

 را ی بار سـطح یچگال. اند  ل مشخص شده  ی پتانس يط مرز یر، شرا ی شکل ز  یدر کانال مربع    37-3مثال  
  .دیابی کانال بینییوارة پای ديبر رو

  
ل در یقـع پتانـس  ل دو بار صفر شده، در وا   ید که پتانس  یدقت کن . ( است xل در جهت  ی تناوب پتانس  :حل

گـر کانـال،   یار کرده و سپس مجـدداً در مـرز د  ی را اختی متفاوتيپس درون کانال مقادر   ابتدا صفر بوده،    
اسـتفاده  ) 42-3(ر از رابطـۀ  ین تفاس ـ یابا  .) ز متناوب خواهد بود   ین جهت ن  یپس در هم  . صفر شده است  

  :میکن یم
   ( , ) sin cos sinh coshV x y A kx B kx C ky D ky    

 x از محور ی شروع و در بخش    y محور ي از رو  xل در جهت محور   یپتانس. دیدقت کن ) 67-3(به شکل   
 یعن ـیست، ی متقارن نxمحور رسم شده نسبت به یم که منحن  یواهم بگو خ  یدر واقع م  . ردیپذ  یان م یپا

  :نجایپس تا به ا. فر است، صBبی ضریعنیست، یل زوج نیتابع پتانس

   حالت دوم:65-3شکل    حالت اول:64-3شکل    36-3 شکل مثال :63-3شکل 

( , ) ?V x y   
x  

y

 

V    

( , ) ( )V x a f x
 

a  

   19-3ن ی شکل تمر:66-3شکل 

 
 
 
 
 
 

x

y  

V  

V  

V 

 
V
 

( , ) ?V x y 
 
 
 
 
 
 

x

 

y  

V 

V

 

V 

 
V
 

( , ) ?V x y 
 
 
 
 
 
 

x

y  

V 

 

V
 

V  
V  

( , ) ?V x y 
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  ( , ) sin sinh coshV x y A kx C ky D ky   
ر شروع شده و تا مقدار از صف  yل در جهت محور   ی پتانس یاز طرف  sin x2در واقـع  . شـود  یاد م ـی ز

 cosh از آنجا کهیعنیک کمتر است،    ی همواره از    yل در جهت محور   یم که مقدار پتانس   یخواهم بگو   یم
Dیعن ـیر شـود،    د ظاه یل نبا یک بزرگتر است در جواب پتانس     یهمواره از      .     شـدة    پـس قالـب سـاده

  :ر خواهد بودیل به صورت زیپتانس
   ( , ) sin sinhV x y A kx ky  

nk از رابطۀk مقداریدر حالت کل  . دی به شکل توجه کن    kن مقدار یی تع يبرا 



د کـه  یآ یدست م ب
  :نجایپس در ا. ل استی، فاصلۀ تناوب پتانسدر آن

n nk  
 

 2 2
  

  :ر خواهد بودیل به صورت زیجه، پتانسیدر نت

( , ) sin sinhn nV x y A x y                    
 2 2

  

yياز شرط مرز 1م کهیریگ یجه می نت:  

 ( , ) sin sinh sin
n

n nV x A x y x
y

                      
1 22 2 1

  

nفقط    :لذا. کند یت می کفايط مرزی اقناع شراي برا4

   ( , ) sin sinhV x y A x y        2 2  

م که یریگ یجه می نتيو با استفاده از همان شرط مرز
 sinh

A



1

2
  :تی و در نها

   
 

sin sinh
( , )

sinh
x y

V x y
 


      

2 2
2

  

  :میاز داری نیکیدان الکتری به شدت می بار سطحی محاسبۀ چگاليبرا
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         ( , ) ( , ) cos sinh sin cosh
sinh x yx y V x y x y x y

   


      E a a2 2 2 2 22
  

  :م داشتی خواهی بار سطحيو برا
 
 

sin
( , ) ( , )

sinhs y

x
x y x


   


  E . a

22 2   

  
  
  
  
  
  
  
  
  يا  در دستگاه استوانهي حل معادلۀ لاپلاس دوبعد-3-4-4-2

م در قـسمت قبـل   یل بود که تا توانستین دلیبه هم( گردد یتر م دهیچین دستگاه حل مسئله پ   یدر ا 
 باشـد در حـل   ستقل م ـستم نسبت بـه ی که اگر س يتا حد  ،)می،مثال هدفدار حل کرد    تر بود   که ساده 

  :دینیر ببین روابط را در زی ایفرمت کل. دنشو یجاد میومن ایمسئله توابع بسل و ن
  

  : باشدzل مستقل ازیاگر پتانس
) 3-43           (     ( , ) ( cos sin )( )n nV r A n B n C r D r       

  
 یک ـیتواند  یت است مینها یا بی مورد نظر شامل مبداء     ين موضوع که فضا   ین حالت توجه به ا    یدر ا 

Dستم شامل مبداء باشد مقداری که اگر سيا  از جملات را حذف کند، به گونه        ا  خواهد بود چرا که ب
یعن ـی در مخـرج     rيریگ بودن توان و قرار    یتوجه به منف  

nD D
rr

  


1


 اسـت کـه     یع ـی طب 

 مـورد  يگـر اگـر فـضا   ی از طرف د)ل اقناع گردد یمحدود ماندن پتانس  تا شرط    (.د صفر باشد  ی با Dمقدار
  )ا؟چر(.  صفر خواهد بودC مقدار،ت باشدینها ینظر شامل ب

( , ) ?V x y   
 
 
 
 

x  

y  

V    

 sinV x 2  
1 

V    

2 

V    

  37-3 شکل مثال :67-3شکل 
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  : باشدل مستقل ازیاگر پتانس 
) 3-44          (        ( , ) ( ) ( ) ( )z zV r z A e B e C J r DY r        

  
Jن رابطه یدر ا      معرف تابع بسل و Y   کنم که اگـر در   یشنهاد می پشخصاً. ومن استی معرف توابع ن

ا از حـل سـوال   ی ـد و ی ـا روش حـل را عـوض کن  ی ـد، ی ـبرخورد) 44-3(ابه رابطـۀ   مشی به قالبيا  مسئله
  !دیصرفنظر کن

  
sin بـار بـه صـورت   ی چگـال a به شـعاع يا  استوانهي بر رو   38-3مثال   cos     1  . اسـت 22
  ]8[ .دیابی بداخل و خارج استوانهرا در ل یپتانس

  
V خارج آني و در فضاV1 داخل استوانهي فضايل را برا یتابع پتانس : حل بـا توجـه بـه    . میکن ی فرض م2

حات ارائه شده   یمطابق توض . میکن  یاستفاده م ) 43-3(م، از رابطۀ    یها دار z که نسبت به محور    یاستقلال
D داخل استوانه،يدر فضا  خارج آني و در فضا C  پس.  است:  

 ( , ) cos sin n
n n

n
V r A n B n r   1  

 ( , ) cos sin n
n n

n
V r A n B n r     2  

  .میآور یستم را بدست می سيها  ثابتيط مرزی شرايحال با برقرار
rل دری پتانسیوستگیاز پ aمی دار:  

,n n n n
n n n nB a B a A a A a     

  :میدان در مرز داری مي مولفۀ عمودیوستگیاز پ

n n
V VE E
r r

r a


  


 

    
 



2 1
2 1 



  

  :میریگ یجه میکه از آن نت
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    sin coscos sin cos sinn n
n n n n

n n
A n B n n a A n B n n a    

   
 

        1 1 1 22
 

  

  :میکن ی را برقرار ميحال تساو

:

:

:

A
n A

a

n a B B
a

n other








  




  

 



1 2
1 2

1
2 23

1

22 2






  

  :م داشتیل خواهی پتانسیوستگی از پیج ناشی نتانها ویب ایترکبا 

,

,

aA A

aB B
a

 
 

 
 


 



  

2
2 2

1 1

3
1 1

2 2

2 2

4 4

 

 

  

  :ر خواهد بودیرون استوانه به صورت زی درون و بيل در فضایپس تابع پتانس

cos sin

cos sin

V r r
a

a aV
r r

 
 

 

  
 

  


  


22 1
1

2 3
2 1

2 2

22 4
2

2 4

 

 

  

  
)ل یدان پتانسی م:20-3ن یتمر )cosm nV r r  1 8داده شده استيا  در مختصات استوانه .  

m,ر ی مقاد)الف  nت کندید که از معادله لاپلاس تبعی کننیی تعي را طور.  
m, ي برایر مثبتی مقاد)ب  nد و ی انتخاب کن,E V  را در , r  16

  .دیابی را ب
  

 نـشان  يط مـرز یل بـا شـرا  ی ـاستوانۀ طو می جواب معادلۀ لاپلاس در داخل دو ن  یشکل کل   39-3مثال  
  )82کارشناسی ارشد برق ( چگونه است؟) 68-3(ه در شکل داده شد
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) 69-3(بـه شـکل   . میکن یم کرده و از جمع آثار آنها استفاده م     یتر تقس    مسئله را به دو بخش ساده      :حل
  :ر استیت زم، پاسخ مناسب به صوریمتقارن دارک مسئلۀ ی، ب قسمت يبرا. دیتوجه کن

( , ) ( cos sin ) ( )n n
n n n nV r A n B n C r D r       

nDه شرط محدود ماندن پاسخ در مبداء مختصات، الزامـاً     با توجه ب    ـ  ل زوج بـودن  ی بـدل ی و از طرف
  :توان گفت ی مپاسخ نسبت به

 ( , ) cos n
nV r A n r   

Vبرابـر  ن حالت ی ايل برای جواب، پاسخ پتانسییکتاید، طبق اصل ی نگاه کنالفحال به شکل    
2
  خواهـد 

  :ر استیل به صورت زی پتانسییپس جواب نها. بود

 ( , ) cos n
n

VV r A n r   2
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
مـشابه  .  اسـت یر و طـولان ی ـ وقتگ کـاملاً یر کار اگر چه روشن ول ید، مس یهمانطور که مشاهده کرد   

. میدان اسـتفاده کن ـ ی ميب ثابت از شرط مرزیسبۀ ضرا محايم برایروش حل معادلۀ پواسون مجبور بود    
 ياز شـرط مـرز  ن عـدد را  یا). n(هاست  ن تعداد پاسخ  ییرد تع ینجا لازم بود انجام گ    ی که در ا   یفاکار اض 

بـه   يازی ـ و نکافی است د، یر حل آشنا باشین که با مسیهم. میابی یب ثابت را میضرا دا کرده ویدان پ یم

V1
2   V1

2   

V1
2   V

1
2   

y  

 
 
 

x
 
 

V   

r    

  69-3شکل    39-3 شکل مثال :68-3شکل 

  الف

  ب

 مثال کلیدي
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ان فـصل را  ی ـ از مـسائل پا ين حال تعدادیبا ا!)  ندارديگریچون نکتۀ د(شود  یشتر حس نمیحل مثال ب  
  .دین روش حل کنیشتر با این بی تمريد برایتوان یم
  
 ي در دستگاه کرويبعدوۀ لاپلاس د حل معادل-3-4-4-3

 ی را بررس ـيا وانهن و اسـت   ی کـارتز  يها   در دستگاه  ي حل معادلۀ لاپلاس دوبعد    ی قبل يها در قسمت 
در . می آشـنا شـد  ي را ارائه داده و با مفهوم لاپلاس دوبعـد یحات جامعین توض یدر دستگاه کارتز  . میکرد

. مین دستگاه را مطـرح کـرد  ی حل مسائل در ایک مثال نسبتاً مفصل، چگونگیان ی با بيا دستگاه استوانه 
توجـه  . میل کن ـی ـ، بحـث را تکم يه کـرو  در دستگايان لاپلاس دوبعد یم تا با ب   ین قسمت قصد دار   یدر ا 

ن همـه،  ی ـ خواهـد بـا ا  يا  مـشابه کـار در دسـتگاه اسـتوانه      يادی ـر حل، تـا حـد ز      ید که مس  یداشته باش 
 از مـسائل  یدسـتۀ مهم ـ .  محاسبه شده ارزشمندتر هستنديها  تر و جواب    ی به سوالات طولان   ییپاسخگو

ن ی ـپس با ا.  خواهد کرديروی پ، ارائه شدهیلن قسمت حل شده و پاسخ آنها از قالب ک   ی با راهکار ا   یعمل
  :د کهیر توجه داشته باشیتفاس

 دی سوالات خسته نشویاز حل نسبتاً طولان.  
 دیر حل بسنده کنی مسيریادگید فقط به یتوان یل میدر صورت تما.  
 دی را به خاطر بسپارکادر مدل نیا  قرار گرفته در یی نهايها پاسخ.  

 ي حـالات کـار  ی باشد، پرداخته و به مابقل مستقل ازی که پتانس یالت ح ین قسمت فقط به بررس    یدر ا 
  .میندار
  

  :میدار باشد ل مستقل ازیپتانساگر 

) 3-45 (     ( )( , )  (cos )  (cos )n n
n n n n n n

n
V R A R B R C P D Q         1  

  

.  از حـل مـسئله اسـت   ی لژانـدر بـوده و محاسـبۀ آنهـا بخـش     يهـا  يا   چند جملهnQ وnPن رابطهیدر ا 
اگر   مورد نظر باشد   ي از فضا  ی بخش nQ نرویت بوده و از ا    ینها  ی بD  بسط تابع .میکن ی فرض م 

  :دیآ ی بدست مگسیفرمول ردرز از یلژاندر ن
)3-46             (                    ( )

!

n n

n n n

dP x x
n dx

 21 12
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 از یبسط کامل. می قرار دهx،cosين رابطه را بسط داده و بجا  ی ا n با توجه به مقدار    کافی است   
ن ی ـ از ایکه بخـش ( )1-3( جدول .اند  آخر فصل آمدهوستین حوزه در پ   یتوابع لژاندر و روابط مرتبط با ا      

  . خواهد داشتيادی در حل مسائل کاربرد ز)وست استیپ
  

  
  
  
  
  

  
  
b(م ی دارb وaيها مرکز به شعاع  هميدو سطح کرو   40-3مثال   a .(صـفر و  یل کرة وسـط یپتانس 
cosVیرونیل کرة ب  یپتانس  کارشناسـی  ( .ن دو کـره ی بيل در فضای محاسبۀ پتانسمطلوب است.  است

  )ارشد برق
نکهیبا توجه به ا   : است) 45-3(ن دو کره به صورت رابطۀ       ی ب يل در فضا  ی تابع پتانس  :حل    ی بخـش 

Dنرویت بوده و از اینها ی بnQاست، مورد نظر ياز فضا  لذامیکن ی فرض م ،:  

 ( )( , )  (cos )n n
n n n

n
V R A R B R P    1  

  :میل در مرز داری پتانسیوستگیاز شرط پ
( )n n n

n n n nA a B a B a A      1 2 1  
Rل در مرزی پتانسیوستگیاز پ bمی دار:  

cos cos ...
B B

V A A b
b b

 
   

       
   

1
1 2


 

  

  :م کهیریگ یجه میر نتیاز رابطۀ اخ

:

:

B
n A b V

b
n other


  


 

1
1 21 



  

  :شود که یجه میج نتین نتایب ایاز ترک

             cosnP        n  
          1          

          cos       1  
             cos  21 3 12

       2  

  نوسی اطلاعات بسط لژاندر تابع کس:1-3جدول 
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,V bA B a A
b a

  


2
3

1 1 13 3
  

  :ر خواهد بودین دو کره به صورت زی بيل در فضایر، تابع پتانسین تفاسیبا ا

( , ) cosV b aV R R
b a R

 
 

    

2 3

3 3 2
  

  
  2کی ـالکتر يب دی بـا ضـر  يق نامحدود یع عا یدر ما 1ک  یالکتر  يب د ی با ضر  یقی کرة عا    41-3مثال  
ا در نـد ر ی برآیک ـیدان الکتری ـم .ع برقرار اسـت   ین ما ی درون ا  Eکنواختی یکیدان الکتر یم. ردیگ  یقرار م 

  .دیابیداخل و خارج کره ب
  

 zـدان ذکـر شـده در جهـت   ی ـم که کرة مفروض در مبـداء مختصات قرار داشته و م        یکن  یفرض م : حل
ر ی ـ داخل و خـارج بـه صـورت ز   يل در فضایبا توجه به تقارن موجود پتانس     ) 70-3مشـابه شکل   . (باشد

  :خواهد بود

 ( )( , )  (cos )n n
in n n n

n
V R A R B R P    1  

 ( )( , )  (cos )n n
out n n n

n
V R C R D R P    1  

  :ستم برقرار باشندی سيد در فضایر بای زيط مرزیشرا

1- inV باید در R  محدود باشد .  
2-  cos cosoutV E z E R E R P

R
      

 1  

3- , outin
in out

VVV V
R a R aR R

 


 
  1 2  

  :کنیم را بررسی می) 3(حال شرط 

:in outV V
R a




  

  ( )cos  (cos )  (cos )n n
n n n n

n n
E a P D a P A a P      1

1  
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:outin VV
R aR R

 



 1 2  

    ( )cos  (cos )  (cos )n n
n n n n

n n
E P n D a P A a P            

 2 1
2 1 11  

  :م کهیریگ یجه میر نتیاز حل دو معادلۀ اخ

 

,

:n n

A E D E a

A D n

  
   

      
   

32 1 2
1 1

1 2 1 2

3
2 2

1

  

  :ر خواهد بودی داخل و خارج به صورت زيل در فضایجه تابع پتانسیدر نت

cos

cos

in

out

V E R

aV E R
R




 

 


 

 


           

2

1 2
3

1 2

1 2

3
2

1 2

  

  :ر استیدان در فضا به صورت زینصورت، میدر ا

  41-3 شکل مثال :70-3شکل 

z  

 
 
 



  
 
 
 
 
 

 1 
 2

 E
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,

,

in

R R
out

V R a

V a R a
R R


 

 
 

   


 
        

E E

E . a a EE E

2
1

1 2

21 2
2 5 3

1 2

3
2

3
2

  

  
zEکنواختیدان  ی در م  ی با گذرده  یقی کرة عا  42-3مثال   a   ید کـه چگـال    ی ـنـشان ده  .  قـرار دارد 
  : استری به صورت زیی بار القایسطح

( ) cosE    
 





3
2


 


  

  
  :ر استیدان در داخل کره به صورت زیم که میریگ یجه مینت) 41-3( با استفاده از حل مثال :حل


 




E E3
2





  

  :ر خواهد بودیون به شکل زیزاسینصورت بردار پلاری در ا

     
 

 


  


P E E
3

2
 

 


  

  :ر خواهد بودی به صورت زییر القا بای سطحیر چگالین تفاسیبا ا

( ) cosn E    
 


 


P . a 3
2


 


  

  
 ی بار سـطح یچگال.  است، قرار گرفته   z که در جهت   یکنواختیدان  ی در م  يک کرة هاد  ی  43-3مثال  

  .دیابی در سطح کره را بییالقا
  

  :ر استیستم به صورت زی سيط مرزیشرا: حل

sV V constant   
V
R
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با توجه به تقارن موجـود تـابع   .  استیی بار القای سطح ی چگال ل در سطح کره و    ی پتانس sVکه در آن  
  :ر خواهد بودی خارج کره به شکل زيل در فضایپتانس

 ( )( , )  (cos )n n
n n n

n
V R C R D R P    1  

Rدان در ی که ماز آنجا یعنی(ه ید به همان شکل اولی باzE a (باشد، لذا:  

 cos cos
cos z

z

V V E R E R P
E E

 


      


E a
a 1 
 

  

  :پس
, , :n nC E D E a C D n     3

1 1 1    
  :م داشتیل خواهی تابع پتانسيجه برایدر نت

cos cosE aV E R
R

   
2

2



  

  :م کهیریگ یجه می دوم نتيرزبا استفاده از شرط م
cosE   3    

  
cosV ، برابر  a به شعاع  يا  ل در سطح کره   یپتانس :21-3ن  یتمر k   يل را در فـضا    یپتانـس .  است 3

  ]8[ .دیابیداخل و خارج کره ب
  

  :نکات
اد ی ـ را ي در دسـتگاه کـرو  يار با معادلۀ لاپـلاس دوبعـد  در قسمت قبل با ارائۀ چند مثال جامع، ک        

 را به همراه داشـته و  ین قسمت، نکات مهمی ايها م، پاسخ مثال یز گفته بود  یهمانطور که قبلاً ن   . میگرفت
  :میینما ی ارائه می اجمالبه صورتن قسمت نکات را یدر ا.   دارنديادیگر مسائل کاربرد زیدر حل د

  
zEEکنواختیدان ی، در م1ی با گذردهیقی کرة عا  -1 a خـارج  ي در فـضا ی و گـذرده  قرار گرفتـه 

  :ر خواهد بودی زبه صورت درون کره یکیدان الکتری شدت منصورتیدر ا.  است2کره برابر

)3-47                      (             
zE

 



E a2

1 2

3
2 
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zEEبـه صـورت  کنواخـت و  ی rيریپـذ   با نفـوذ يا  خارج کرهيدان در فضایکه اگر م  -2 a  آنگـاه ،
  :دیآ یر بدست میدان در داخل کره از رابطۀ زیم

)3-48              (                          
z

r

E





E a3
2 

  

zEEکنواخت و به صورتی يا  خارج کره  يدان در فضا  یاگر م  -3 aکره يریپذ  نفوذی باشد و از طرف 
خارج آن ي فضايریپذ  و نفوذ rدیآ یر بدست میدان داخل کره از رابطۀ زیورت مصنیدر ا.  باشد:  

)3-49               (                         
z

r

E






E a3
12


  

بـه   یی بار القـا ی سطحیچگال.  باشد قرار داشتهEکنواختیدان ی در می با گذرده  یقیکرة عا  اگر   -4
  :ر خواهد بودی زصورت

)3-50                   (                ( ) cosE 
   

 





32


 


  

zEE مثل یکنواختی دان ابتداً ی در م  يک کرة هاد  یاگر   -5 aر ی ـ معـادل ز ي بـار یرد، چگـال ی قرار گ
  :شود ی سطح کره القاء ميرو
)3-51            (                           cosE   3    

  .!دیابیر را بیز روش تصوده ایک ای 4 و3با توجه به نکتۀ : تذکر
  

zPPی  دوقطب44-3مثال   a بـه شـعاع  ي هـاد يک پوستۀ کـرو ی در مرکز R   قـرار گرفتـه اسـت . 
  .دیابی پوسته را بی بار القاء شده بر سطح داخلیچگال

  
 بار القاء شده بر سطح   ین رابطه چگال  یطبق ا . میریگ  یکمک م ) 51-3( از نکتۀ مطرح شده و رابطۀ        :حل
ت ی ـر تبعی ـاز رابطـۀ ز )  اسـت ینجا منظور سـطح داخل ـ یدان در ای ميریکه با توجه به نحوة قرار گ(کره  

  :کند یم
cosE   3    

 را مطـابق رابطـۀ   یدانی ـم ، قرار گرفتهی دوقطبیاز طرف. ه استیدان اولی اندازة شدت مEن رابطهی در ا 
  :جاد خواهد کردیا) 2-16(

 مثال کلیدي
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( cos  sin  )R
P

R  
 

 E a a3 2
4 

  

  :ر استیدان به صورت زین میاندازة ا
PE

R 
 34



  

  : بار القاء شده عبارت است ازی سطحیجه چگالیو در نت

cos cos
PE

R

PE
R

 


   

 
 

3
3

4

33 4



 



  

  
.یق به شعاع داخل ـ یک پوستۀ عا  ی  45-3مثال   cma  1  ی و شـعاع خـارجcmb   کـه  یط ـی در مح3

zEکنواختیدان  یم a3      پوسـته  یک نـسب  ی ـالکتر  يب د یاگر ضر . ردیگ  ی وجود دارد، قرار م r  8 
Rدان را در یباشد، م a75کارشناسی ارشد برق ( .دین محاسبه ک(  

  
aيدان در فضایم) 48-3( طبق رابطۀ :حل R b ر استی به صورت ز:  

                              
r


  

  
 

E E E3 3
2 2


 


  

  :م داشتی خواهيکه با عددگذار

                               z z  


E a a3 3 98 2    

R.دان را در یم) 49-3(ل طبق رابطۀ حا  1میابی ی م:  

                            

r



  

   
 

E E E

3
3

1 2 1 2


 



  

  :م داشتی خواهيکه با عددگذارد

z z   


E a a3 9 1271 28

  

zE a3   
  45-3 شکل مثال :71-3شکل 

 مثال کلیدي
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  سه بعدمعادلۀ لاپلاس در  -3-4-5
، حـل آن در  ي، سـاده و البتـه کـاربرد   يبعـد   تکيم، حل معادلۀ لاپلاس در فضا یدیهمانطور که د  

ار ی بـس يبعـد   سـه يحـل معادلـۀ لاپـلاس در فـضا    . مند خواهد بود  ضابطهیر ولیگ  ، وقت ي دوبعد يفضا
  .میکن ی مين کتاب خودداری آن در سطح اینرو از بررسیر است و از ایگ ده و وقتیچیپ

  
  
  یانی نقطۀ ميتئور -3-4-6

ل در یم، با درك دستگاه و بعد پتانـس    ی کرد ی را بررس  ی متفاوت يها  فصل، مثال  ی قبل يها  در قسمت 
 بـه محاسـبۀ   يط مـرز یار کرده و با استفاده از شرا ی را اخت  ی، رابطۀ مناسب  )با توجه به تقارن مسئله    (فضا  

 محاسـبۀ  ي را بـرا  يا  ، راهکـار سـاده    یانی ـ نقطۀ م  ين قسمت با ذکر تئور    یدر ا . میل پرداخت یق پتانس یدق
طبـق  . میکن ـ یارائـه م ـ ) ل در مرزهـا یالبته با مشخص بودن مقدار پتانس (ستم  ی س يۀ مرکز ل نقط یپتانس

  :فیتعر
  

ن یانگی ـل در مرکـز آن برابـر م  یستم مـشخص باشـد، پتانـس   ی ـک سی يها ل در تمام مرز  یسناگر پتا 
  . آن استيل مرزهایپتانس

  
ل یپتانـس . ر وجوه، صفر استیل سای ولت و پتانس12ک وجه از مکعب برابریل  ی پتانس ) الف 46-3مثال  

  )کارشناسی ارشد برق( .دیابی را بمکعب مرکز در
Vلی پتانـس  ي و بـه مرکـز مبـداء، دارا        a بـه شـعاع    يا   کره یمۀ فوقان ین )ب   ي آن دارایمـۀ تحتـان   ی و ن 

  .ن کره یل در مرکز ایۀ پتانس محاسبمطلوب است. ل صفر استیپتانس
  

  :هین قضیطبق ا. می داريا م، کار سادهی به سوال پاسخ دهیانی نقطۀ ميم با تئوریاگر بخواه )الف: حل

centerV  
 

12 5 26
  

تمام ل ی در دست باشد که پتانسیاگر مکعب. میآشنا شو یانیم ي تئورعملکرد با يد، تا حدییایاما ب
 .  ولت خواهد بود12ل در مرکز مکعب برابر ی جواب، پتانسییکتایل اشد، طبق اص ولت ب12وجوه آن 

 مثال کلیدي
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هـاي جدیـد،    حال فرض کنید که این مکعب از جمع شش مکعب دیگر که در هـر کـدام از مکعـب        
  )72-3مطـابق شـکل   . ( و پتانسیل سایر وجوه صفر است، تشکیل شده باشد    12پتانسیل یک وجه    

 ولت و سایر وجوهش صفراند برابرِ یک 12با این تفاسیر، پتانسیل در مرکز مکعبی که یک وجه آن   
مطـابق  ( ولت و صـل اسـت   12است که تمام وجوهش به پتانسیل   ل در مرکز مکعبی  ششمِ پتانسی 

  :و لذا) 73-3شکل 
v

centerV   
1 12 26

  
  
  
  
  

  :میحات ارائه شده، داری مطابق توض)ب

center
V VV 

 2 2
   

  
 یاز طرف ـ. ر هـستند ن و چپ کانال، برابر صفیی پايها هواریولتاژ د) 64-3(در شکل   :22-3ن  یتمر

V و V1ب برابری بالا و راست کانال به ترت يها  وارهیولتاژ د   کانـال  یانی ـ نقطـۀ م Aنقطۀ. باشند ی م2
Vکه  یهنگام.  ولتاژ آن است   AVو V

V


 

1

2




 است، 

AV V
2
3 

Vکـه یدر حالت . شود  ی م  V2    ،اسـت 

AVد باشد تای چه باV1مقدار  4[ گردد؟[  
  
  
  
  
  
  

 به مرکز مبـداء  r به شعاعيا  سطح کرهي رویکیل الکتری، پتانسيدر مختصات کرو  47-3مثال  
cosVبه صورتکند،  ی را احاطه نمیکیج بار الکتریمختصات که ه   ل یپتانـس . کنـد  یر میی تغ2

  )84کارشناسی ارشد برق  ( در مبداء مختصات چقدر است؟یکیالکتر

V  

V 1
 

V 2
 V  

  
  
  
  

x 

A

y 

   شکل :74 -3شکل 
 23- 3ن یتمر

= + + + …
.. 

= 1
6

 

  73-3شکل    الف- 46-3 شکل مثال :72-3شکل 

، 
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 به سمت صفر r پس چنانچهست،ی از شعاع نیل در سطح کره، تابعیع پتانسی که تایی از آنجا:حل
 نقطـۀ  يجه طبق تئور  یدر نت . ل در مبداء را بدست آورد     ی، پتانس يریگ  توان با متوسط    یل کند، م  یم
  :می داریانیم

cos sinV R d d
R

 
   


  

2 2 2
2

1 1
4 3 

  

  
  دائم یکیالکتر يها انی جري تئور-3-5
  یکی الکتريها انی انواع جر-3-5-1

  :اند  آزاد چند دستهيها  از حرکت باری ناشیکیلکتر ايها انیجر

 یهـا موجـود بـوده و توسـط حرکـت رانـش       يمه هادیها و ن ي که در هاد   :یتی هدا يها  انیجر -1
  .ندیآ یا حفرها به وجود میها  الکترون

  .اند ی مثبت و منفيها ونیجۀ نقل مکان یها نت انین دسته از جری ا:یتی الکتروليها انیجر -2
  .شود یجه میها در خلاء نت ونیها و   که از حرکت الکترون:ی انتقاليها انیجر -3

ن نکته  یذکر ا . میکار دار  از نوع اول و سوم سرو      ی ناش يها  انیشتر با جر  یس ب یدر الکترومغناط 
ن اسـت کـه در   ی ـگـر در ا ی بـا دو نـوع د  ی انتقاليها انین فرق جر  یست که مهمتر  ی از لطف ن   یخال
.  استی خنثیکیط از نظر الکتریگر کل محی در دو فرم دیط باردار بوده ولی، کل محیان انتقالیجر

) انیدر کنار نام جر (دائمل ذکر عنوان یکرده و دلنده مطرح ین مورد را در آیشتر در ایحات بیتوض
  .میکن یح میرا تشر

  
  انی جريها ی چگال-3-5-1-1

-3( تـا  )75-3( يهـا   ها را در شکل     عیزتون  یا. میان برخورد دار  ی جر عین درس با سه نوع توز     یدر ا 
نامیـده و از همـین     را به ترتیب خطـی، سـطحی و حجمـی    ي فوقها توزیع .دیکن ی مشاهده م  )77

  .گذاري استفاده خواهیم کرد ها براي نام نماد
  : زیر یافتبه صورتتوان  جریان حجمی گذرنده از مقطع یک سطح را می

) 3-52                              (           ds.J   I  
بـه همـین   ) عـد کمتـر  یعنی یک ب  (توجه دارید که از چگالی حجمی جریان انتگرال سطح گرفتیم           

  :کنیم صورت براي چگالی سطحی از انتگرال خط استفاده می
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ان ی ـ جریار کوچـک باشـد، آن را چگـال    ی از ابعاد آن بس    یکی بگذرد که    یان از حجم  یاگر جر 
ک ی ـان گذرنده از ی صورت جر نیدر ا . میکن  یان م یب) بر حسب آمپر بر متر     (Kده و با  ی نام یسطح
  :دیآ یر بدست می به شکل زسطح

) 3-53          (                          dlI n  )( a . K  

  .ان استی واقع در صفحۀ جرکۀ عمود بر خط،ی بردار naکه در آن
 بـه  یک ـیزی مستلزم توجـه ف    )یا سطح ی یحجم (انیع جر ی توز ی درك چگونگ  ی در حالت کل  

 نـشان  ری زيها ن روابط را در مثالیا. میکار داشته باش سرويا ع ساده ی مگر آنکه با توز    ،مسئله است 
  .میا داده

  
 یان حجم ـی ـ جریلۀ چگـال ی و بوس ـa بـه شـعاع  يا  را که از حجم کـره یانی  کل جر  84-3مثال  

RR
J a2

  )79اي  کارشناسی ارشد هسته( .دیابی ب،گذرد ی م1
  

 مذکور پاسـخ را بدسـت      يک انتگرال سطح بر مرز فضا     یم پس با    ی دار یان حجم ی جر یچگال :حل
  :ن صورتیر اد. می استفاده کن)52-3( از رابطۀ کافی است ن منظور ی ايبرا. میآور یم

    sin  R RI  R θ  dθ  dφ
R

 
    J . ds a . a

2 2
2

1 4
 

  

 77 -3شکل  76 -3شکل  75 -3شکل 

J
 

dvJ
 

dsK
 

K 

I
 

dlI 
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است    ی کاف،می مواجهيا  ار ساده ی با حالت بس   ی حجم يها  انیهمانطور که مشاهده شد در جر     
 فـصل اول  يای از قـضا يریگ  انتگراليجا توان به ی مواقع می برخ.میری انتگرال بگیم به درست یبتوان

  :مثلاً. استفاده کرد
  

)در اطراف نقطه   94-3مثال  , , )P 5 7   : ر استیان به صورت زی جری چگال5

x y zx y x z x y z  J a a a3 2 2 22 5 4  

 .دی ـری را در نظـر بگ    P مختصات و به مرکـز نقطـه       ي محورها ي ، با اضلاع مواز    m1 به ضلع  یمکعب
  .دی شود بدست آورین مکعب خارج می را که از ایانیجر
  

  :میان داری جريبرا) 52-3(  رابطۀطبق: حل

  
S

I   J . ds  

  :توان گفت یورژانس میۀ دی طبق قضیاز طرف

   
S

I dv   J . ds . J  

  :پس
 . . .

. . .

AI x y x y dx dy dz



    

4 5 7 5 5 5 2 2
5 5 6 5 4 5

6 4 1756  

  
kی با چگال  یانی جر a به شعاع  يا   از استوانه   50-3مثال   r

zk e J a1
محـور اسـتوانه   . گذرد ی م

  ان گذرنده از استوانه چقدر است؟یجر. ها قرار داردz محوريرو
  

ن ی ـدر ا. ن را نـشان دادنـد  ی و کارتزي کرويها  در دستگاه یان حجم یع جر یدو مثال قبل توز    :حل
 درك بهتر يبرا. میان مواجهی جری حجمیبا چگال .م کرد ی کار خواه  يا  ز با دستگاه استوانه   یمثال ن 

  :دید، توجه کنیآ یر میان که در زی جری بودن چگالیه حجمیبه نحوة توج
 و مقطـع  )78-3( اسـت، پـس مطـابق شـکل     r ازی بوده و فقط تـابع  zان در جهت  ی جر ی چگال

ان بـه  ی ـ جری چگـال r از استوانه و به شعاعيروی دا ی مقطع ي ، برا  )79-3(مشخص شده در شکل     
kصورت r

zk e J a1
 کنـد، بـا    یر نم ـییره تغیط دایان در امتداد محیع جریقت توزیدر حق .  است

مثال کلیدي
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 يبردارهـا (م ید مرز دار را در امتدای مشابهي است، پس بردارها z در جهت  ین حال چون چگال   یا
 انتگرال rد در جهت  یکبار با یع  ی پوشش دادن توز   يجه برا یدر نت ) 78-3نشان داده شده در شکل      

 ریگـر در مـس  یو بـار د ) کنـد  یر م ـیی ـع هـم تغ ی ـش شـعاع توز ین حالت با افـزا    یکه در ا  (گرفت  
 يری ـگ جه به انتگرالیو در نت) ع بار در هر شعاع ثابت استین حالت توزی در ا که( کرد يریگ  انتگرال

  :میاج داریسطح احت

           
a k r k a

z z
kI k e  r dr dφ k a e

k
        J . ds a . a1 1

2
12

1

2 1 1
 

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

ان ی ـ جری چگـال ي، دارا xy واقع در صفحه   5ی و شعاع خارج   2ی واشر به شعاع داخل     15-3مثال  
rیسطح K a472کارشناسی ارشد برق ( گذرد؟ ی از واشر میانیچه جر.  است(  

  
 هـا در جهـت      انی ـن جر ی ـهـر رشـته از ا      .می مواجه یان سطح ی جر ین حالت با چگال   ی در ا  :حل

 ـ جری چگـال یعن ـی(کننـد   یجاد می را ایر متفاوتیاد مق r در جهت  یلاند و   متقارن  بـه  يا ان نقطـه ی
)مختصات , )r 1  همچون يا  ان نقطه ی جر ی با چگال ( , )r 2 به کافی است   .( ندارد یچ تفاوت ی ه SJ 

)ان نقاط ی جر ی چگال یول) دینگاه کن  , )r 1 و ( , )r 2      محاسـبۀ  ي بـرا رون ـیاز ا .)  بـا هـم متفاوتنـد 
م یخـواه ) 53-3( پس طبـق رابطـۀ   .میجاروب کن rها را در امتداد    ین چگال ی ا کافی است   ان  یجر

  :داشت

( ) ( )nI dl r dr r     K . a a . a
5 2

2

5 214 2 2 2
  

a
 r d 

r

dr
 

 79 -3شکل  78 -3شکل 
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 یهمان مولفۀ چگـال ) 53-3( رابطۀ  درnaم که همواره بردار یشو  ین موضوع را متذکر م    ینجا ا یدر ا 
ان ی ـ جری را در چگـال يریی آن تغير مختصات به ازایی که تغيا   همان مولفۀ  یعنی (یان سطح یجر

  .است) کند یجاد نمی ایسطح
  

همانطور که در مثـال  . دی را درك کرده باشی و سطحی حجمیت چگالید ماه ینجا با یتا به ا   :تذکر
rیم چگال یدیفوق د  J a4   ـ   یت سـطح  ی ـ ماه يستم در هر صـورت دارا     یک س ی در   ی اسـت ول

cos به فرم  یانی جر یچگال  r M a4   است و یت حجم ی ماه ي دارا يا  ستم استوانه یک س ی در 
ع داده شـده قالـب      ی ـچرا کـه توز   . ( از آن از انتگرال سطح استفاده کرد       یان ناش ی محاسبۀ جر  يبرا

  )میاز داریستم به انتگرال سطح نینرو در مقطع سیو از ا) نقطه متفاوت است هر يبرا( دارد يا نقطه
  

cosانی جر ی چگال :23-3ن  یتمر  r M a4   داده شـده اسـت     يا  ک دسـتگاه اسـتوانه    ی ـ در  .
  :دین کنییر تعیلات زک از حایان را در هر یمقدار کل جر

  . عبور کند2 به شعاعيا  استوانهی فوق از سطح خارجیچگال) الف
  . عبور کند4ی و شعاع خارج2یک واشر به شعاع داخلیچگال فوق از مقطع ) ب
  . عبور کند2 به شعاع يا  فوق از حجم استوانهیچگال) پ

ن ی ـدر ا. شـوند  یل میگر تبدیکدی به یا خطی و  ی، سطح یحجم يها  انی مسائل جر  یدر برخ  
-3( و )52-3( يهـا  به مثال. میکن یم و مشابه قبل عمل میستی مواجه ن يدیز با حالت جد   یموارد ن 

  .دی توجه کن)53
  

 برخورد کرده و به   xyرد به صفحۀ   وجود دا  z محور ی که در قسمت منف    Iانیجر   25-3مثال  
ان را در ربـع  ی جری سطحیچگال. شود ی پخش مxy ربع اول صفحۀي رویکنواخت و شعاع یطور  

  .دیابی بxyاول صفحۀ
  

   پخش شدهیکنواخت و شعاعیان مذکور به صورت ی جر:حل
   به صورتیحـان سطی جریگالـ چیپس در حالت کل  است،

  :ر خواهد بودی ز
S S rJ J a


  

  رابـطۀجه طبق ی است، در نتی قالب سطحيوق داراـ فیچگال

z

y

SJ
 

I
 

 
 
 

x
 

 80 -3شکل 

مثال کلیدي
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  :می دار)3-53( 

 ( ) n S r rI dl J r d


  K . a a . a2


  
  :دهد یجه میکه نت

S S r
I IJ

r r 
  J a2 2


  

  
 آن خـارج  يو از نقطـۀ مقابـل قطـر    نازك وارد شده يک پوستۀ کروی به Iانی جر   35-3 مثال

  ]8[ .دیابی کره را بي رویان سطحی جریشود، چگال یم
  

مطابق شکل . شود یـ ميم خارج شده و بر سطح کره جار   ی از س  )81-3(ان مطابق شکل    ی جر :حل
 بوده یان فوق سطحیجر. کند ی حرکت مa در جهتیان با قالبیشود که جر   ی استدلال م  یبراحت

  :می دار)53-3(و بر طبق رابطۀ 

 ( ) sinnI dl K R d


     K . a a . a2


  

  :جهیو در نت
sinI R K  2  

  :پس

sin
I

R  
K a

2
  

 در کنواخـت بـوده و  ی بار در سطح کره بـه صـورت   یان کرد که چگالینطور بیتوان ا یقت میدر حق 
 هـا را در جهـت   انین جری ای است تمامیان کافی محاسبۀ کل جريجه برایاست در نت   aجهت

  .میجاروب کن
  

conductive( یتی هدايها انی محاسبۀ جری فوق چگونگ  يها  مثال current (يها  در قالبرا 
م که از اصل جمـع آثـار   یکن یه میص تو داًین همه باز هم همچون قبل اک      یبا ا . داد  یمختلف نشان م  

. دیباش ـع مختلـف  ی ـ مجبور به استفاده از چند مـدل توز       یبیک مسئلۀ ترک  ید در   ید، شا یافل نشو غ
  .افتید ینات آخر فصل خواهیگر را در تمریدهد، موارد د یها را نشان منیک نمونه از ایر یمثال ز

 81 -3شکل 

I
 

K
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 )28-3( شـکل  بـه صـورت   ی نـازک يهـا  می س aار بلند به شعاع   ی بس يا  ستوانه ا يرو  45-3مثال  
ان کـل  ی ـجر باشـد،  nر واحد طول د و تعداد دور Iمیان هر س  ینکه جر یبا فرض ا  . اند  شدهه  دیچیپ

  .دیابیگذرنده از استوانه را ب
  

 و z در جهـت یک ـیچ را به دو مولفـه،  یپ  میان هر س  یجر. میکن  ی از اصل جمع آثار استفاده م      :حل
  )83-3مطابق شکل . (میکن یه می تجزr در جهتيگرید

cosم بـه دو مولفـۀ  یک س ـی ـ از یان ناش ـیشود جر   یهمانطور که در شکل فوق مشاهده م       rI  a 
sinو zI  a چ در واحد طول   یپ  مینکه تعداد دور س   یبا توجه به ا   . شود  یم م ی تقسn  است، پـس در 

نده ان کل گذر  ی محاسبۀ جر  يبرا. جاد خواهد کرد  ین مقدار را ا   ی برابر ا  n،انیقت هر دسته جر   یحق
ان گذرنـده از سـطح هـسته در    ی ـکـل جر . میکن ـ یان را جمـع م ـ ین دو دسته جر یچ اثر ا  یپ  میاز س 

ــه صــورتrجهــت cos ب rnI  aو در جهــت zــر sin براب znI  a2ــرا.( اســت ــ توجيب ه ی
 ـ  میان دسته س ـ  ین شکل جر  یمطابق ا . دی نگاه کن  )83-3( به شکل    2بیضر هـا را در امتـداد     چیپ
  )میا ط مقطع جاروب کردهیمح

  :پس
cos sintot r zI nI nI   a a2  

  
  
  
  
  
  
  
  

  ی انتقاليها انیجر=  از حرکت باری ناشيها انیجر -3-5-1-2
 ـ جرتواند ی حرکت بار م،ن ذکر شد یش از ا  یهمانطور که پ   . د آوردی ـک جـسم پد ی ـ را در یانی

از ( بار ی سرعت حرکت بار را در چگالکافی است ن حرکت ی از ایان ناشی جر یل محاسبۀ چگا  يبرا
 را در جهت ممـاس بـرآن   يا  صفحهيع شده روی توزیمثلا اگر بار سطح. میضرب کن) یهر نوع 

 83 -3شکل  82 -3شکل 

 
cosn I  

I 

sinn I  
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J معادلیانیع جری توز ،میه حرکت د  vبا سرعت  vـجاد خواهـد شـد و   ی ا   بـا  qا عبـور بـار  ی
  .جاد خواهد کردی را اqv با مقداریانی جرvسرعت 

  
ک ی ـ در rره با شـعاع یک دای حول Tی جنبشي و انرژ  m ، جرم  Qک ذره با بار   ی  55-3مثال  

 ـ ی ـ ي داراBکنواخـت ی یسی ـدان مغناطی ـم  .دی ـابیان حلقـه را ب ی ـجر.باشـد  ی م ـیک حرکـت دوران
  )83کارشناسی ارشد فیزیک (

  :ر استی به صورت زی بار خطی حلقه قرار گرفته پس چگالي بر روQ بار:حل
Q

r



 2

  

  :ان عبارت است ازیحات فوق جریطبق توض
QI v v

r



 

2
  

  :و با قرار دادن
T m v 21

2
  

  :پس
Q TI

r m


2
2

  

  
در واحـد   (N و تـراکم q ذرات با بـار مثبـت  ي حاوR با شعاع  يا  ک تابه استوانه  ی :24-3ن  یتمر

 وجـود  ی خارج یسیا مغناط ی یکیدان الکتر یچگونه م یه. باشد  ی م vي سرعت محور  يو دارا ) حجم
  .داردن

  دیابی را بی خطیکی بار الکتری چگال)الف
  .دی را محاسبه کنIیکیان الکتری جر)ب
  
 
  
  
  

q v 

 24- 3 تمرین شکل :84 -3شکل 
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  دائميها انیجر -3-5-1-3
ن ینچن ـیا. ورژانس آن صـفر باشـد  ی ـشود کـه د  ی اطلاق میانیان دائم به جریف جریطبق تعر 

  :توان گفت ی متحرك ميدر مورد بارها. د کندی ساکن تولیسیناطدان مغیمتواند  ی میانیجر
ت یکنند که با حرکتشان وضـع  یجاد می ساکن ا یسیدان مغناط ی م ی متحرك به شرط   يها   بار

   همواره   یبه عبارت (ر نکند   ییها تغ   بار . J  ( نـده مطـرح   یشتر را در فـصل آ ی ـحات بیکه توض ـ
 ي را در امتداد محورSع بار ی با توزيا م که اگر حلقهیکن ین جمله بسنده می هم بهی ول؛میکن  یم

دان یمان ین جری ایم ولیان داری جرر،ن حرکت با  ی از ا  یم، ناش یگذرد دوران ده    یکه از مرکزش نم   
ل آن ی که تحل،کند ید م یتول) یسیدان مغناط ی و هم م   یکیان الکتر دی هم م  یعنی (یسیالکترومغناط

  . استيکار دشوار
  

گذرد با سرعت  ی که از مرکزش مي را حول محورکنواخت  ی ی با بار حجم   يا    کره  56-3مثال  
  .دیابیان معادل را بی جریچگال. میده ی دوران ميا هیزاو
  

 را در  لازم اسـت یل آن بـه سـرعت خط ـ  ی تبـد يده است برای چرخيا هی کره با سرعت زاو    :حل
د که با توجه بـه  یکن ی دقت قبول م  یبا کم . مید، ضرب کن  کن  ی که حول آن دوران م     يا  رهی دا شعاع

  :توان نوشت ی خواهد بود پس مrن شعاع همواره برابریساختار شکل ا
 J v r     

sinRrم که یدان  یم یاز طرف     انی ـ جر ی چگـال  ين جهت مـورد انتظـار بـرا       ی است و همچنa 
  :پس) چر؟(خواهد بود 

  sin  J v r R         
   

سک ید.  استی با چگال  ی سطح یکی بار الکتر  ي دارا rق با شعاع  یسک عا یک د ی :25-3ن  یتمر
 ي رویان سـطح ی ـک جریجه یکند، در نت   یقه حول محورش دوران م    ی دور در دق   nبا سرعت ثابت  

  .دیابی را بیان سطحین جریمقدار ا. شود یجاد میسک اید

 ياکرهمی سطح نيرو :26-3ن یتمر
R a



 



 

 
2
2





sinKانی جری چگال، K aوجود دارد .  

  .دیابیکره را ب میان گذرنده از نیکل جر) لفا

مثال کلیدي
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 و چگونه دوران یع بار سطحیجاد کرد؟ چه توزیان را این جریتوان ا ی میا با دوران بار سطحی آ)ب
  جاد شود؟یان این جریکند تا ا

  
  
 یرسانندگ -3-5-2

. شود یف می تعری نام رسانندگ   به ي با پارامتر  ي ماد يها  طی مح یکی الکتر یخواص ماکروسکوپ 
بـه   اسـت و  ي سطح هـاد يها بر رو بارع ی توزيکنندة مقدار زمان گذار لازم برا   ن پارامتر مشخص  یا

  :کند یان مرتبط می جری ساکن را به چگالیکیدان الکتریر می زصورت
)3-54          (                              EJ    

ن ی ـ کـه ا ییهـا  طی است و مح ـي هاديها طی محیاساس رابطۀ )54-3(ر است که رابطۀ     لازم به ذک  
 بـه قـانون   یابید دسـت یرابطۀ فوق کل. شوند یده می نامیط اهم یرابطه در مورد آنها صدق کند، مح      

  .میکن ینده مطرح مین مورد را در آیشتر در ایحات بیاهم است که توض
  
  ی توان اتلاف-3-5-2-1

. ان قابل محاسبه اسـت ی و جریکیدان الکتریلۀ شدت م یک مادة رسانا بوس   یر  شده د   توان تلف 
  :م داشتی خواهی توان اتلافی حجمی چگاليف برایطبق تعر

)3-55                                      (P  J . E  
م مـورد نظـر    در حج ـ از آنیحاسبۀ کل تـوان اتلاف ـ  ميکه واحد آن وات بر متر مکعب بوده و برا       

  .میریگ یانتگرال م

نکـه اسـتوانه از    ی فـرض ا   بـا . دیری را در نظر بگ    L و ارتفاع  a به شعاع  ی استوانۀ قائم   57-3مثال  
 دو سـر اسـتوانه برقـرار    Vلیجاد شده باشـد و اخـتلاف پتانـس   ی ای با رسانندگیکاملری غ يهاد

  .دیابی در استوانه را بیگردد، توان کل اتلاف
  

  :میان داری جریچگال يبرا باشد، Iان کل گذرنده از استوانهی اگر جر:حل

z
I
r

J a2
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V به صورتیکیدان الکترین شدت میهمچن
L

  :م داشتی خواهی توان اتلافيپس برا.  خواهد بود

L a

V

I VP r dr d dz VI
a L






      
  

   J . E
2

2  
  

  
  انی جری چگاليط مرزی شرا-3-5-3

  :میده یر نشان میبه صورت زان در حالت دائم را ی جری چگاليط مرزیمعادلات حاکم بر شرا
)3-56(                                            . J   

)3-57(                                       ( )


 
J   

ک و ی الکترواسـتات يط مـرز یبـر خـلاف روش مطـرح شـده در مـورد شـرا           ن روابـط،    ی اثبات ا  يبرا
 ـقـصد دار  ) میکن  یمطرح م ها را    آنکه در فصل بعد     (س ساکن   یمغناط هـا بهـره    ج آنیم تـا از نتـا   ی

  :میا  کردهيبند ر دستهین موارد را به صورت زی ا.میریبگ
  )یسی مغناطيها دانیدر ارتباط با م. (وسته استیورژانس پیدان بدون دیک می ي مولفۀ عمود-1
جـه شـده از   ینت. (وسـته اسـت  ی فـصل مـشترك پ   يدان بـدون کـرل رو     ی ـک م ی ی مولفۀ مماس  -2

  )کیالکترواستات
  :شود که یجه مین نکته نتیپس از اول

)3-58(                                  n nJ J   . J 1 2  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

P

P
J2

J2

J2t

n

J1

J1

J1t

  n

a  n1  1 

 2 
 2

 

 2 

شرایط : 85-3شکل 
  مرزي چگالی جریان
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  :توان فهمید که و به صورت مشابه از دومی می

 )3-59(                             ( ) t tJ J
  

   
J 1 2

1 2
  

ان در دو طـرف فـصل مـشترك برابـر نـسبت      ی ـ جری چگـال ی مماس ـ يها   نسبت مولفه  یعنین  یو ا 
  استه یرسانندگ

  
   .دیمشخص کن2طیان را در محی جریاندازه و جهت چگال) 86-3(شکل در   58-3مثال 

  
  :میکن ی میبررس ن مرز ی اي را برا)59-3( و )58-3( محاسبه شده در روابط يط مرزی شرا:حل

t tJ J
 

1 2

1 2

  

  :دهد یجه میکه نت
) 1                    (             sin sinJ J 

 
1 1 2 2

1 2

1 1  

n شرطاز  nJ J1   :م کهیریگ یجه می نت2
)2                          (            cos cosJ J 1 1 2 2  

 :د کهیآ یمبدست ) 2(و ) 1 ( روابطبیاز ترک

sin sin tan
cos cos tan
   

     
  1 2 2 2

1 1 2 2 1 1

 

 :م داشتیخواه2طی محين صورت برایدر ا

( cos ) ( sin ) ( cos ) ( sin )t nJ J J J J J J 
   


     2 2 2 2 2 22

2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1
1

 

 :پس

cos ( sin )J J 
 


 2 22

2 1 1 1
1

  

  

  

   58-3شکل مثال : 86-3شکل 

  
  

  2  

  
  
 

  
  
    

  
  
  
  

1  

  
  
 

  
  

  J2  

  
  
 

  
  

  J1  

  
  
 

 2محیط 

 1محیط 



  الکترومغناطیس مهندسی، تئوري، کاربردها و روش حل مسئله                                                         308

 

 یجاد بار سطحی امکان اک،یرالکت ين دو دیان دائم از مرز بید در عبور جر  ینشان ده   59-3مثال  
  .دی بار را بدست آورین چگالیمقدار ا. در فصل مشترك وجود دارد

  
 سـاکن   یک ـی الکتر يدانهای ـ م يط مرز ی دائم و شرا   يها  ناین جر یوند ب ی که پ  )58-3(رابطۀ   از   :حل

  :میکن یاست شروع م
n n n nJ J E E   1 2 1 1 2 2  

ن عبارت وارد یا به ا ريریم نفوذپذیتوان ی میکی شار الکتری به چگالیکیدان الکتریل شدت میبا تبد
  :می قرار دهکافی است . میکن

      ,       n n n nD E D E  1 1 1 2 2 2  

  :کند استفاده شود یان می ساکن را بيها دانی ميمرزط  که شر)76-2(اگر از رابطۀ 

( ) ( )s n n n n n nD D E E E E 
      

 
       2 1

1 2 1 1 2 2 1 2 2 1 2
1 2

  

 که در آنیشود که بجز حالت  ی مشاهده م  
 

2 2

1 1

 در مـرز دو  sعی ـۀ مواقع همواره توزی ، در بق

  .ط وجود داردیمح

zۀی ناح:27-3ن  یتمر  ب یط همگـن بـا ضـرا   ی از مح1و 1ۀ ی ـ و ناحz  بـا  یط ـی از مح 
بیضرا می داشته باش  1ط  یاگر در مح  .  مفروض است  2 و 2 x y zJ  J a a a1 2 6 یگال، چ 

z را دریبار سطح  کارشناسی ارشد برق( .دی بدست آور(  

  
   مقاومت-3-5-4

Jۀ  را که در آن رابط    یطی مح ،ان شد یب یحات رسانندگ یهمانطور که در توض    Eبرقرار باشد ، 
 ین صـورت بررس ـ ی بـد )87-3(ن اسـاس قـانون اهـم را در مـورد شـکل      یبر ا. ندی گویط اهم یمح

  :میکن یم
EJ           و          JSI   ds.J     

               
 

I VE V I RI
S S

 


    



 

مثال کلیدي
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  :پس
)3-60                                 (        

S
R

 


  

نـرو لازم  یم کـرد، از ا یان تقـس  ی ولتاژ را بر جر    یستی محاسبۀ مقاومت با   يم برا یدان  یهمانطور که م  
ن ی مرسومِ محاسبۀ مقاومت بر هم ـيها روش. می برسيگری از آنها به دیکیاست تا با فرض نمودن     

  .شوند ی ميبند اساس دسته
  
  لی شروع با پتانس-3-5-4-1

 :میکن یر عمل مین حالت به صورت زیدر ا

Vلی اختلاف پتانس- 1 میریگ یستم در نظر می سياه ي را دو سر هاد.  
ن عمـل  ـی ـاسـت کـه ا      يادآوری ـلازم به   . میابی ی مورد نظر م   ياـل را در فض   ی تابع پتانس  -2

  معمولاً
  .شود یبا استفاده از رابطۀ لاپلاس انجام م 

  


I=JS

S

E= V
L

L  
  
  

V با استفاده از رابطۀ - 3 Eمیکن یا مدیدان را پی شدت م.  
ds.Eds.Jستم را به کمک حل انتگرال یان سی جر- 4       

S

I میکن یدا می پ.  

VR با استفاده از رابطۀ  حال- 5
I

 میکن ی مقاومت را محاسبه م.  

  .دید توجه کنیآ ی که در ادامه مییها به مثال
  

  بررسی قانون اهم: 87-3شکل 
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  .دیابی را ب و طولbی، شعاع خارجaی به شعاع داخليا ک خازن استوانهیمقاومت   60-3مثال 
Vلی را به پتانس   ی استوانۀ داخل  :حل   بر طبق . میکن یل صفر وصل می را به پتانسی و استوانۀ خارج

)ۀن دو استوانه از رابط    ی ب يل در فضا  یحل لاپلاس پتانس   )V r ALn r B   ـآ  ی بدست م  اگـر  . دی
  :م داشتی خواهم،یریکار گب ثابت بی محاسبۀ ضرايا را بريط مرزیشرا

( ) V bV r Lnb rLn
a

   

  :م داشتیز خواهیدان نی شدت ميبرا
 

r r
V VV b br Ln r Ln

a a


    E a J a   

  :میکن یدا میستم را پیان سیحال جر
   

S

V Vr d dzI b brLn Ln
a a

  
   J . ds 2   

  :میآور یت من صورت بدسیدر ا

)3-61(                                      
 

bLn
aR
V 

 2 

  

  
, ۀی ـ ناحيا در مختـصات اسـتوانه    61-3مثال      ,  . m mz r      2 1 5 3    از 

Vیکیت الکتریب هدا ی با ضر  يا  ماده
m

  2لی به پتانسيباتر.  پر شده استV ـ  دو صـفحه  ن ی ب

, .r r 3 5   م توان یاگر بخواه .  متصل شده استKW25  در ماده به صورت حرارت تلـف شـود ، 
Vمقدار کارشناسی ارشد برق (د باشد ؟ی چقدر با(  

  

VP افتـه و از رابطـۀ     ینرو آن را    یاز ا . ل مقاومت فضا است   ی بدل ین تلف حرارت  ی ا :حل
R


2
   مقـدار 

  .میکن یولتاژ را محاسبه م
  :میآور یل را در فضا بدست میتانس تابع پ،يط مرزیبر طبق حل لاپلاس و شرا
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( . ) .
( )

V A Ln r B
VA

V r V A Ln B Ln
  

LnV r A Ln B B V
Ln

 

             


5 5 6
33 3
6







 


  

  :پس
V VLnV Ln r V Ln

Ln Ln Ln r


  
3 3

6 6 6
 


  

  :میابی یدان را میحال شدت م

     ,      r r
V VV

r Ln r Ln


   E a J a6 6
   

  :میان داری جريبرا

  ...V VI r d dz
r Ln Ln

   
   

1 2 2
6 6

  
 

  

  :ر خواهد بودیپس مقدار مقاومت به صورت ز

....Ln LnR
  

  
6 6

2 4
  

  :م داشتی ولتاژ خواهي براییحات ابتدایبا توجه به توض

.V LnV
R 

      
 

12 2625 5 1 18 94


  


  

  
یکیت الکتر یب هدا ی با ضر  يا مادهاز  ) 88-3(ف مطابق شکل    ین دو ق  یب 62-3مثال     32 1 

  )کارشناسی ارشد( د؟ی آورف را بدستین دو قی بیکیمقاومت الکتر. ستپر شده ا
  

  :می داريط مرزیم، با توجه به شرایکن یاستفاده م) 38-3(از رابطۀ  :حل
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( ) tan

( ) tan

V A Ln B V
VA

Ln
VB

V A Ln B









      

        
          



2

3 2 3

2
2 2

3









  

  :توان گفت یمدان یل و می پتانسيپس برا
tan

,
sin

V Ln
V VV V

Ln R Ln 





 
 
      E a2

22 3 2 3


   

  :میان داری جری چگاليو برا

sin
V

R Ln 





 J E a
2 3

  

  :میکن یان را محاسبه می از آن، کل جريریگ با انتگرال

sin ...
sin

V VI R d dR
R Ln Ln

   
 


       J . ds

2 2 2
2 3 3

 
 

  

  :ر خواهد بودیپس مقاومت به صورت ز

.V LnR Ln
I   

   
3 25 3 43 72

   

  
  انی شروع با جر-3-5-4-2

نگونه یدر ا. میرا اجازة استفاده از لاپلاس را ند   ،م همگن نباشد  ی که در آن قرار دار     یطیاگر مح 
ط را در ضـمن حـل مـسئله    ین شـرا  ی ـا (،نکه هندسۀ مسئله به ما اجازه دهد      یاز مواقع مشروط بر ا    

  :م کردیر عمل خواهیبه صورت ز) میکن ی میبررس
Iانیم جریکن ی فرض م-1 در فضا برقرار است .  

m2

3


3

  88-3شکل 

مثال کلیدي
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 یعنی ،میرس ی می حجمیان به چگالی با توجه به هندسۀ مسئله از جر-2
S
IJ .   

. میکن یدان را محاسبه می فوق شدت مانِی جری با استفاده از چگال-3

JE .   

 حال به کمک رابطۀ-4 dl . EVمیآور یل را بدست می تابع پتانس.  
VRاستفاده از رابطۀبا  کافی است ت ینها در -5

I




  .می مقاومت را محاسبه کن

  
  .دیابی را بbی و شعاع خارجaی به شعاع داخليمقاومت خازن کرو  63-3مثال 

  
دان ی ـان و شدت م  ی جر ی چگال ينصورت برا یدر ا . میریگ  ی در نظر م   ين دو هاد  یرا ب Iانی جر :حل
  : داشتمیخواه

 
IE

R 
 24

         ،            IJ
R

 24
  

  :میابی ینگونه میل را ایحال پتانس

( ) ( )
  

a

b

I IV a V b dR
R a b   

      
  2

1 1
4 4

  

  :م داشتی مقاومت خواهيپس برا

)3-62(                                           
 

a bR
 




1 1

4
  

  
b وaيهـا   به شعاعي هادن دو کره  یب  64-3مثال   a و  ژهی ـ ویی بـا رسـانا  یک ـی دو مـاده  3
2یگذرده   ژهی ویی با رسانا یکیو3ی و گذرده3   3( ، به صورت نشان داده شده در شـکل-

Vلین دو کره اختلاف پتانسیب.  قرار دارد)89 دیابین دو کره را بیمقاومت ب.  برقرار شده است.  
]8[  

ه بـا هـم   ی ـدان در دو ناحی ـد کرد که می قبول خواه،دیده باشی فهم را خوب)74-2(اگر مثال   : حل
Iن دو کرهیان بیم جریکن یفرض م .برابر است نصورتی باشد، در ا:  

 I R R R        J . ds J . ds J J J J2 2 2
1 2 1 2 1 22 2 2  
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  :میکن ی میان را بررسی جری چگاليشرط مرز

 
  

J J J J1 2
2 1

1 2
3  

  :م کهیریگ یجه میر نتیاز دو رابطۀ اخ

R
I

R
J a1 28

  

  :میل دو کره داری اختلاف پتانسيبرا

 
a a

a a

I IdRV
R a    

        
JE  . dR . dR1

1 23 3
1

2
8 8 3

 


  

  :پس

 
VR
I a 

 
1

12




  

  
  
  
  

 و ی و گـذرده یک بـا اتـلاف بـا رسـانندگ    ی ـالکتر ي از دو د ي خازن با صفحات مـواز      65-3مثال  
Vبه دو سـر خـازن ولتـاژ   . ل شده استی تشکd2 و2، d1  و 2   ، 1 و 1بی به ترت  يها  ضخامت  
   .دی صفحات و فصل مشترك را بدست آوري روی بار سطحیچگال. میکن یاعمال م

  
  :)90-3( با توجه به شکل :حل

d dV V V I R I R I
S S 

 
      

 
1 2

1 2 1 2
1 2


  

  :م داشتیان خواهی جری چگاليپس برا
VVIJ d dS d d

 
 

 

  


1 2

1 2 2 1 1 2

1 2

  

  :يط مرزیطبق شرا
,J J E E V E d E d     1 2 1 1 2 2 1 1 2 2  

  64-3 شکل مثال :89-3شکل 


2

 


3
3

 

a b 

مثال کلیدي
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  :پس
,V VE E

d d d d
 

   
 

 
2 1

1 2
2 1 1 2 2 1 1 2

   

  :می داری بار سطحيها ی چگاليف برایطبق تعر

,S S
V VE E

d d d d
   

   
   

   
 1 2

1 2 2 1
1 1 2 2

2 1 1 2 2 1 1 2

   

  : در فصل مشترك عبارتست ازی بار سطحینصورت چگالیدر ا
 

S

VV
d d d d

      
    

 
      

2 1 1 21 2
2 1

2 2 1 1 2 2 1 1 2

  

  
  
  
  

  

 ی با گذردهيا  مادهb وaيها محور به شعاع  هميا  استوانهين دو پوستۀ هادی ب:28-3ن  یتمر
ژةی وییو رسانا

r
  دیابی بار در ماده را بی دو سطح و چگالي روي بارهایچگال.  قرار دارد.  

  
  یلیفرانسی استفاده از روش د-3-5-4-3

م یدی ـم، همـانطور کـه د  ی محاسبۀ خازن آشنا شـد    ي برا یلیفرانسیدر فصل گذشته با روش د     
ن قسمت قـصد    یدر ا . کند  یل م یک انتگرال تبد  یت را به محاسبۀ     ی، محاسبۀ ظرف  یلیفرانسیروش د 

ر ین مـس یدر ا. مییرا محاسبه نما ک جسم فرض    ی، مقاومت   یلیفرانسی روش د  يریم تا با بکارگ   یدار
از

S
R

 


    را مبنا قرار داده و با ن رابطۀی اقتیدر حق. میینما ی استفاده کرده و مشابه قبل عمل م 
 بـه  یـی  جزيهـا  بـودن مقاومـت  ) يا موازی (ي مورد نظر از سر  يها  ستمیل آن به س   یفرانسیبردن د 

 محاسبۀ خازن است، یلیفرانسی مشابه روش دن روش کاملاًیا. میکن یدا میستم دست پیمقاومت س
  .میکن ی م اکتفاها مثاله و به ذکر د کريشتر خودداریحات بینرو از توضیاز ا

  

, 1 1

 
, 2 2

 

d1

 
d 2

 

V 

 

 شکل :90-3شکل 
  65- 3مثال 
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  .دیابی را بbی و شعاع خارجaیبه شعاع داخل يمقاومت خازن کرو :66-3مثال 
  

 ل رابطۀ یفرانسید از د  ی با :حل
S

R
 


  از تـداخل    يری جهـت جلـوگ    تذکر(م  یدار. می استفاده کن 

  .میکن یان مقاومت استفاده می بي بران حالت ازی در اي دستگاه کروRمقاومت با مولفۀ

  
dRd

R 
  24

  

R ازSيجاک کره بوده و ب   ی که ضخامت    dR از يدر رابطۀ فوق به جا      کـه مـساحت کـرة    24
ت مقاومت ینها یشدن ب ي حاصل سرکافی است حال . میا ست، استفاده کرده اR به شعاعیدلخواه

د ی ـآ یشدن چند مقاومت بدست م ـ ي که از سریم مقاومت معادلیدان یم. میابی ب b تا aرا در فاصلۀ  
  : پس،برابر مجموع آنهاست

   
b

a

dR a b
R   


   2

1 1

4 4
  

  . است)62-3(رابطۀ که همان 
  

 اسـت  یکیت الکتر یب هدا ی ضر ي را که دارا   )91-3(مقاومت مخروط ناقص شکل       67-3مثال  
  )المپیاد غیرمتمرکز برق( .دیابیرا ب
  

ر خواهد یل مقاومت به صورت زیفرانسیم، دی انتخاب کنr و شعاعdz به ارتفاعيا  اگر استوانه : حل
  :بود

dzdR
r 

 2
  

ن شکل اگر شـعاع     یطبق ا . میکن  یتوجه م ) 92-3( به شکل    ،می کن يریگ نکه درست انتگرال  ی ا يبرا
  : نوشتzر بر حسبی را به صورت زrتوان ی باشد، مbنیی و شعاع قاعدة پاaقاعدة بالا

 h h b hz r r b
b a b a a b

    
  

  

  :جهیدر نت
drdz h

a b
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  :شود یل میر تکمیل مقاومت به شکل زیفرانسیپس د
drdR h

a b r 
 

 2
1  

 
 
 
 
 
 
 

 :پس

 
b b

a a

h dr hR dR
a b r ab   

   
  2

  

  
  .دیرا محاسبه کن) 93-3( گوة شکل مقاومت  68-3مثال 

  
 و يبـات سـر  ی اسـت کـه بـا ترک   یهیبـد . میکن یتخاب مرا ان) 94-2( مشابه شکل  یابتدا المان : حل
 ها در جهت ن المانی منبع، ايریبا توجه به نحوة قرارگ. میرس ین المان به شکل کامل می ايمواز
قت صفحات   یدر حق . (اند  ي مواز r و در جهت   يسر     و   4

ن خـازن را  ی اي صفحات هاد
) ي سـر يهـا   تمـام المـان  يبـرا ) 94-2(بـا توجـه بـه شـکل     ) ل داده است یتشک )def r d 

Sو a dr ز به صورت ی نی جزئمقاومت و( )( ( )) defdef def R
S


پس!  است ،:  

( ( )) r ddef def R
a dr



  

 ـد که همیتوجه کن. میها را اعمال کن   ن المان ی ا ي و مواز  يبات سر ی اثر ترک  کافی است    شه اول ی
  :جهیدر نت. میکن ی بودن را اعمال مياثر سر

( ) rr ddef R
a dr a dr

 
 

 
 


  

  :میکن یدا میها را پ  المانيب موازیحال ترک

r
 

z
 

a
 

b

dz

      z

   h

  r 65-3 شکل مثال :92-3شکل   65-3 شکل مثال :91-3شکل  

مثال کلیدي
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b

a

a dr a bLn
R r a

 
 

 
1

 

  

  :پس
R ba Ln

a




   

  
  
  
 

  
 
  
  
  
  

 شعاع ن دو سطحِیل بین فرض که اختلاف پتانسیرا با ا) 93-3( مقاومت گوة شکل    :29-3ن  یتمر
  .دیابیثابت برقرار گردد، ب

  
   و برعکس محاسبۀ مقاومتي برایت خازنیاستفاده از ظرف -3-5-4-4

  
 یومت مشکل خاص ـ  ست آوردن مقا   بد ي برا ،می را محاسبه کرده باش    یستمی س یت خازن یاگر ظرف 
  :مییر استفاده نمای از رابطۀ زکافی است  و نداشته

)3-63(                                        



RC  
  

  :دیر توجه کنیبه مثال ز

  .دیابی را بيک خازن کروی مقاومت  69-3مثال 
  :میا افتهیر ی صورت ز را بهيک خازن کرویت ی ظرف)96-2(ن و در رابطۀ یش از ای پ:حل

 ل یفرانسیالمان د :94-3شکل   68-3 گوة مثال 93-3شکل 

V    

 
 
 
 

    

  

a    

 
 

a    

b    

  ل  یفرانسیالمان د
a    

dr
    

r d    
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C

a b

 




4
1 1

  

  :میکن ی م استفاده)63-3( محاسبۀ مقاومت از رابطۀ يبرا

              
  

a bRC R R

a b

   
   


     



1 1
4

1 1 4
  

  
هدف مـا از  . توان اعمال کرد ی میستمیط به هر سی فوق را بسته به شرايها ک از روشی هر  :تذکر

د ی ـل بود کـه شـما بتوان  ین دل یفقط به ا  ) اه  با استفاده از همۀ روش     (يمحاسبۀ مقاومت خازن کرو   
 ،ندن مدل صادقی اي که آنها فقط بران معناید و بدیها داشته باش   حل  ن راه ین ا ی را ب  یسۀ درست یمقا

  .نخواهد بود
  :ستفاده کردر اید از نکات زینطور نباشد بایاگر ا.  ثابت بودند وری مقادی قبلدر مثال

  
م، یکن ـ ی حرکـت م ـ ی خـارج يهـا  هی ـ بـه لا ی درون ـيها هی که از لای هنگام به  اگر نسبت    -1

د نسبت   ی با ،ابدی شیافزا

      ک مقـدار ثابـت   ی ـ بـه  یۀ خارجی لانیآخر را با قرار دادن مختصات

  . میل کنیتبد
  
  
 کاهشم، یکن ی حرکت می خارجيها  هی به لا  ی درون يها  هی که از لا   ی هنگام  به  اگر نسبت  -2
د نسبتی با،ابدی


 میل کنیک مقدار ثابت تبدی به یۀ داخلی لانیاول را با قرار دادن مختصات.  

  
  .دین نکات را درك کنیت اید تا اهمیر توجه کنیبه مثال ز

  
   .دیابی را ب)95-3(ت شکل ی ظرف 70-3مثال 

  
  :م داشتی مقاومت خواهي برا)62-3(نرو طبق رابطۀ ی از ا،بت است ثاي مقداری رسانندگ:حل

مثال کلیدي
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a aR
a   


 

1 1
1 12

4 4 2 

  

ش از آن به نسبت یپ. میکن ی استفاده م)63-3(ت از رابطۀ ی محاسبۀ ظرف يبرا

  م ی توجـه خـواه

  :داشت

( )R
a


 
 

2

21



  

) ی خـارج يهـا  هی ـ حرکـت بـه سـمت لا   یعنی(ش شعاع ین نسبت با افزا  ی مشخص است که ا    کاملاً
 در یۀ خـارج ی ـن نـسبت را در لا ی ـدار اـ مق ـ)63-3( استفاده از رابطۀ ينرو برایاز ا. ابدی یش م یافزا
  رـنظ

  :یعنی. م گرفتیخواه

R
a

R a

 
  

 
   

  

2

2
51

2
 

 

  

  :می دار)63-3(پس طبق رابطۀ 

 
RC C C a

a


 
   

     
51 1 44 2




 

  

  
  
  
  
  
  
  

  
ب ینکـه ضـر  یبـا فـرض ا  .  از هم قـرار دارنـد      dفاصلۀ   و به  a به شعاع    ي دو کرة هاد    71-3مثال  

  )کارشناسی ارشد برق( .دین دو کره را بدست آوری باشد، مقاومت ب فضایکیت الکتریهدا
  

شکل : 95-3شکل 
  70- 3مثال   

 
a 

a2 
R
a

 
 

  
 

2

21
 



   321                             هاي دائم هاي خاص حل مسائل الکترواستاتیک و تئوري جریان  روش:فصل سوم

 

ن مثـال از   ی ـم، در ا  ی محاسبۀ مقاومت ارائه داد    ي را برا  ی مختلف ي راهکارها ی قبل يها   در مثال  :حل
ر ی ز به صورت ها    يدر سطح هاد  ل  ی پتانس ،)133-2(طبق رابطۀ   . میکن  یل استفاده م  یب پتانس یضرا

  :است
qV

a d 
   
 

1
1 1

4 

  

qV
d a 
   
 

2
1 1

4 

  

  :میل داری اختلاف پتانسيبرا
qV V V V

a d 
       
 

1 2
1 1

2


  

  :ستم عبارتست ازیت سیپس ظرف
qC
V

a d

 
 
 

2
1 1

  

  :می دار)63-3(طبق رابطۀ 

a dRC R R

a d

  
   


     



1 1
2
1 1 2

   

  
  
  
  

  
  یخازن -ی مقاومتيها ستمی س-3-5-5

در . اند  به صورت همزمان داده شده  یکیت الکتر یب هدا ی و ضر  یها گذرده  ستمی از س  یدر برخ 
ن نکتـه  یتوجه به ا. ستم استی سیکی الکتريان مستلزم مدلسازیل و جر  ی پتانس یط بررس ین شرا یا

ر دقـت  ی ـ زيهـا   به مثال.میریگ ی ميت است که در مدل مذکور مقاومت و خازن را مواز    یحائز اهم 
  .دیکن
  

a a 

d 

شکل : 96-3شکل 
  71- 3مثال 
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 کـرة  يشده بـر رو     آمپر را نشان دهد، مقدار بار جمع       10،  )79-3(پرمتر شکل   اگر آم  72-3مثال  
  )80کارشناسی ارشد برق (  چند کولن بوده است؟یداخل

  
و البتـه   (ن شـکل    یطبق ا . دیکن  یمشاهده م ) 98-3(مسئله را در شکل      یکیالکتر مدار معادل    :حل

  :میدار) 63-3همان رابطۀ 




RC  
Qم کـه یدان ی م.مین کي باز ی قبل ي با روابط آشنا   ی کم کافی است   دن به پاسخ،    ی رس يبرا CV 

V مطابق شکل،یاز طرف RIتوان نوشت ی ، پس م:  

pcQ CV C R I
CR 



    


121 1 1    

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 a2 وaبی ـ خـازن بترت ی و خـارج ی داخلي رسانايها ، شعاع کره  )99-3( در شکل     73-3مثال  
Rان دو کره تا شعاع    ی م يفضا. است a

3
2

ۀ ی و بق 1یب گذرده ی و ضر  1ی با رسانندگ  يا   با ماده  
ی با رسانندگ  يا  آن با ماده   2  یب گذردهی و ضر  12 2  Aل نقطـۀ یپتانس.  پر شده است13

Rواقع در a
3
2

tد،یقاً پس از وصل کلی دق  4[  ، چقدر است؟[  
  

  کامليسانار رکرة

A 

  کامليپوستۀ رسانا

 مادة همگن

r 





 3

36
1

 

R 

C 

A1 

  72-3شکل مثال : 97-3شکل   72-3مدل الکتریکی مثال : 98-3شکل 
مثال کلیدي
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مـشابه  . (میکن ـ یستم را رسم م ـ  ی س یکیبتدا مدار معادل الکتر   مشابه مثال قبل عمل کرده و ا      : حل
م ولتاژ ی پس ولتاژ در لحظۀ خواسته شده از تقس،می داریدر مدار معادل، حلقۀ خازن) 100-3شکل 

هـا را محاسـبه    ت خـازن ی ـ ظرفکافی است ن منظور ی ايبرا. ها قابل محاسبه خواهد بود    ن خازن یب
  :میکن

C a

a a

 
  



1
1 1

4 121 1
3 2

  

C a

a a

    


2
1 2

4 721 1
3 2 2

  

  :م ولتاژیطبق تقس
 A

C aV V V V
C C a a

 
   

   
 

2 2

1 2 1 2

72 6
12 72 7    

  
  
  
  
  
  
  
  
  

ۀیناح :30-3ن  یتمر  6   را  يت کرو  از دستگاه مختصا 
Rبخش. دیریدر نظر بگ aکامل يک رسانایه با ین ناحی در ا 

Rو بخش  a یی به رسـانا   يا ه با ماده  ین ناح ی ا 
S
m   پـر   4

 کامل بـه منبـع      يرسانا) 101-3(اگر همانند شکل    . شده است 
 را نـشان  یانی ـ ولت متصل شود، آمپرمتر چه جر 1آل   دهیولتاژ ا 

  )86کارشناسی ارشد برق ( خواهد داد؟
  

A
 

R 2

 
R 1

 
C 2

 
C 1

 

V 

 
S
 

  99-3مدل الکتریکی شکل : 100-3شکل 

  
  
  

v1  

 

v  

 

  
  
  
  
  

  

      A     

 

  
  
  

a  

 

  
  
  


6

  

 

  
  
  

  

 

  
  
  

   

 

  
  
  
  

  
  
  

z  

 

 يرسانا
 کامل

  30-3شکل تمرین : 101-3شکل 

, 1 1 

, 2 2

 

A
 

t  
 S

 
V 

 

  73-3شکل مثال : 99-3شکل 
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  یگوستی بار و معادلۀ پياصل بقا -3-5-6

  :دیآ یان بدست می جری از چگاليریگ ان کل از انتگرالیجر) 52-3(طبق رابطۀ 

S V

dQ dI dv
dt dt

     J . ds  

  :ورژانسیۀ دی طبق قضیاز طرف

 
S V

dv  J . ds . J  

  :جهیدر نت
 

V V

ddv dv
dt t

 
      

 . J . J  
  :پس

)3-64                         (             
t
  


. J   
برقـرار   يط مـاد یک مح ـی ـهمواره در هر نقطۀ ن معادله یم و ا یی گو یوستگیرابطۀ فوق را معادلۀ پ    

  :م کهیریگ یجه میو از حل آن نتاست 

)3-65                                (        
t

e  


   
t بار در لحظۀی چگالکه در آن  و ده شده و برابر است ینام) ا زمان واهلشی ( ی ثابت زمان

  :با
)3-66 (                                           


   

  د؟یگو ی چه م)65-3( رابطۀ :سوال
ع شـود، مطـابق   ی ـ از فضا توز ی در بخش  ی با چگال  يدهد که اگر بار     ین رابطه نشان م   ی ا :جواب
رو ی ـن بارها آنقدر بـه هـم ن  یکنواخت پخش شده و ایریها به صورت غ  مان در ابتدا بار     یکیزیتصور ف 
 ـ. رندیگ ی را به خود م  یکنواختی شکل   یکنند که پس از مدت زمان کوتاه        یوارد م   در نی ـش از ایپ

ل است کـه اگـر   ین دلی به هم، tیعنی م،یرفتگ یر مدار را در نظی حالت پا  ،ها  ستمیل س یتحل
م بهی را قرار ده  t زمان، يجا ب )64-3(در رابطۀ     د تـا  ی ـر توجه کنیبه مثال ز .میرس ی م

  :میل کنیحات را تکمین توضیا
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tدر لحظۀ   74-3مثال   بـه شـعاع   يا  کـره a  ژةی ـ ویی بـا رسـانا ی و گـذرده    بـه طـور 
 ي روتـاً ین بـار نها ی ام که به علت صفر نبودنیدان  یم. ت باردار شده اس   یکنواخت و با چگال   ی

 داخل و خارج کره را بر يها دانی، م کرهی بار داخل کره، بار سطحیگالچ. شود ی ظاهر مسطح کره
  )کارشناسی ارشد برق( .دیحسب زمان بدست آور

نجـا اثـر   یدر ا. میا  کردهین دست را بدون در نظر گرفتن زمان بررس ی از ا  ین مسائل یش از ا  ی پ :حل
 بـار را بـه صـورت      ی چگـال  یوسـتگ یعادلۀ پ طبق م . میریگ  یحالت گذرا را در حل مسئله در نظر م        

t

e  


    دان را در داخل و خارج کره با استفاده ار قانون گـاوس بدسـت         یم .میریگ  ی در نظر م
  :میآور یم

J E     ،     
t

i R RR e R
 


 E a a3 3



 

  

نکـه  یبا توجه بـه ا . رسد ی به صفر متاًیا کم شده و نهز با مرور زمانیدان داخل کره نی م یعنین  یو ا 
a برابرهکل بار داخل کره هموار  34

3 
  : پس، است

R R
aQ

R R


  
 E a a

3

2 24 3



 

  

از آنجا که در خارج کره . ها ثابت است ج کره در تمام زماندان خار یپس م    و J    ،اسـت 
aR مرز يپس رو   جـاد  ی ا ی بـار سـطح    یجـاد چگـال   یدان باعـث ا   ی ـ م ي مولفۀ عمود  یوستگی ناپ

  :شود یم

( )
t t

b i
a a aE E e e

R
     

 
     

3

2 13 3 3
  

  
  

aت برابری بار در ابتدا صفر و در نهای چگالیعنین یو ا
3
خواهد بود .  

  
bRaۀیناح  75-3مثال      ـالکتر يب دی با ضريا از ماده ي در مختصات کرو  ب ی و ضـر کی

t را در لحظـۀ      Qبـار .  پر شـده اسـت     رسانش   سـطح  يکنواخـت رو  یطـور    ب aR    قـرار 
bR سطحي روی بار سطحیچگال. میده یم ي را برا t  دی بدست آور.   
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R سـطح    يرکامل است، پس بارِ رو    یق غ ی عا :حل a    بـا رابطـۀ 
t

Q Q e 


  کنـد   یر م ـ یی ـ تغ .
يط را بـا اسـتفاده از شـرط مـرز          ی در مرز دو مح    ی بار سطح  یچگال s n  D D . a1 دا ی ـ پ 2

  :ر استی زبه صورت در فضا یکی شار الکتریچگال. میکن یم

,

t

out R in R
Q Q e

b b



 



   D D a D D a1 22 24 4
   

  :پس
t

s
Q e

b



 

  
 

2 14
  

  
آل بـا ثابـت      دهی ـر ا ی ـک غ ی ـالکتر  يک مـادة د   ی ي حاو يک خازن با صفحات مواز    ی :31-3ن  یتمر

 و Q خـازن برابـر   يها   ورقيۀ روی اولیکیبار الکتر. باشد ی مت یب هدای و ضرrک  یالکتر  يد
Q خازنيها مساحت ورق.  است Sن آنها ی و فاصلۀ بdباشد ی م.  
  .دین کنیی تابع زمان تعبه صورت خازن را يها  ورقي رویکی بار الکتر)الف
ره ی ـۀ ذخی ـ اولیکی الکتريد که با انرژیافته و نشان دهیشده در خازن را   کل تلف ی توان حرارت  )ب

  .شده در خازن برابر است

  .میده ی خاتمه م (!)یکینماتی س- یکی الکترواستات- یکی مدار الکتریبیک مثال ترکیا فصل را ب

vار کم ی با سرعت بسqيا بار نقطه  :76-3مثال    ک کرة رسانا، بـه  ی يها  از شعاعیکی در امتداد
اگـر قبـل از حرکـت،       . ل صفر متصل اسـت    ی به پتانس  یار نازک یم بس یکره با س  . شود  یک م یآن نزد 
)انی فرض شود، جر   R بوده باشد و شعاع کره     D با مرکز کره   qفاصلۀ )i t  دنی قبل از رس ـq  بـه 
  )80کارشناسی ارشد برق  (.دیابیب کره را

  
   از مرکز کره قرارx در فاصلۀt در لحظۀq اگر بار:حل

  : در کره برابر خواهد بود بایی داشته باشد، بار القا
                          RQ q

x
    

xن رابطه،یکه در ا D v t  پس با مشتق. باشد ی م   
  گردد را  ی که به کره وارد میانیـ، جریی از بار القايریگ

q v  

( ) ?i t  

V 

R 

  76-3شکل مثال : 102-3شکل 
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  :میکن یمحاسبه م

 
( ) R q vdQ d R qi t

dt dt D v t D v t
 

       
2



 

  

  ان فصلی مسائل پا-3-6
  
 b بـه شـعاع    يا  سطح کـره   ي رو sکنواختی یبار سطح .  مفروض است  aبه شعاع  ي فلز ةکر -1
)ab  (چـه  ، بـدون بـار باشـد     ياگـر کـره فلـز     .  آزاد حضور دارد   ي در فضا  يمرکز با کره فلز    هم 

  شود؟ ی آن القاء مي رویلیپتانس
  
z يفضا  می ن -2   کنواخت ی ی خطی با چگاليا ک بارِ رشته  ی.  کامل است  ي رسانا بـا  ي مـواز 
مقدار بار القاء شـده در فاصـلۀ   .  قرار داردxoz از آن و در صفحۀ     ي متر 1 و به فاصلۀ     xoyفحۀص

y شکلينوار 1و بر واحد طول آن چند کولن است؟   
  
 a بـه شـعاع  يمرکـز بـا کـرة هـاد      هـم d به شعاعکنواختی ی بار خطیک حلقۀ با چگال  ی -3
d(باشد،  یم a (ر چقدر است؟ی حلقۀ تصوی بار خطیچگال. ل صفر قرار داردیکره در پتانس  
  
P با گشتاور  یلیفرانسی د یکی الکتر یک دوقطب ی -4 ت بـه  ی ـنها ی در ب ـيا متـر از نقطـه       کولن 3

) 103-3(د همانند شـکل  یفرض کن. شود ی منتقل می نامتناهيک صفحۀ فلزی از يک متریفاصلۀ  
عامـل   کار انجام شـده توسـط  . افته باشدی به موازات آن استقرار   یشده و دوقطب    نی زم يصفحۀ فلز 

   چند ژول بوده است؟یخارج
  
z يفضا می ن-5  کنواختی ی خطی با چگاليا ک بارِ رشتهی.  کامل استي رساناze   ي مواز2

مقدار بار القاء شده در فاصلۀ .  قرار داردxoz از آن و در صفحۀ ي متر 1 و به فاصلۀ     xoyبا صفحۀ 
y شکل ينوار 1کارشناسی ارشد برق(  و بر واحد طول آن چند کولن است؟(  

  
  
  
  

m1 

P 

V  4شکل مسئلۀ : 103-3شکل  

مثال کلیدي
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Rيهـا   شعاع يب دارا یمحور به ترت    نازك هم  يسه کره فلز   -6 1 ، R2 و R3  ـ یمح ـ.  هـستند  ن یط ب

Qارب.  آزاد است  يها فضا  کره  ی و خـارج ی داخليها کره. شود ی قرار داده میانی مي کره هادي رو 2
   .اند ن وصل شدهیبه زم
  .دین کنیی را تعی کره داخلي روQ1ی بار القائ)الف
Qی بار القائ)ب   .دی را بدست آوری کره خارجي رو3
Vلی پتانس)ج   .دین کنیی را تعیانی کره م2
  
dzdه  یناح -7  ی با چگال  یکنواختی بار   ي داراc

m 3   محاسـبه   مطلـوب اسـت   .  اسـت 
  :ری زيل در تمام فضا با استفاده از روش هایپتانس
  .  با استفاده از قانون گاوس)ب                      .         استفاده از صفحه بار)الف
  . با استفاده از روش لاپلاس)پ
  
 از صفر تـا   چرخش يکوفاراد به ازای پ35 تا 25 از یطور خطق هوا، بی با عا  يریخازن متغ  -8

18 9، درجه ل دو سر خـازن یچنانچه اختلاف پتانس. کند  یر م یی تغVV  4   باشـد، گـشتاور 
ک از صفحات خازن در ی به هر ی اعماليروین  9درجه، چقدر است؟   

  
R به شعاعيا  سطح کرهي روsکنواختی یبار سطح -9 Vلی با پتانسي فلزيا  هم مرکز با کره1  

R( پخش شده است، aبه شعاع a1  (يل در فضای محاسبۀ پتانسمطلوب استa R R  1.   
  
zصــفحۀ  -10  ــه نوارهــا ــسیــک در میــم شــده و ی تقــسy در امتــداد محــوریی ب ل یان پتان

, 7 7 عرض هر نوار .  به نوارها اعمال شده استa
2

z يدان را در فضایم . است  دیابی ب.  
  
Vولتاژ -11      به طول  يا   به در سر خازن استوانه l    و  ی درون ـ يهـا  يشـعاع هـاد   .  اعمال شده اسـت 

 اتـلاف بـا   يک متفـاوت دارا ی ـالکتر يهـا بـا دو د   ين هـاد ی بيفضا.  استb وaب ی به ترت  یرونیب
ــذرده ــانندگ1یگ ــ در ناح1ی و رس craهی ــذرده ــانندگ2ی و گ ی و رس ــ در ناح2 ه ی

brc پر شده است .  

مثال کلیدي
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  .دین کنییه تعیان را در هر ناحی جری چگال)الف
ک را یالکتر ين دو دین ای و فصل مشترك بیرونی و ب ی درون يها ي هاد ي رو ی بار سطح  ی چگال )ب
  .دین کنییتع
  .دیابیت خازن را بی مقاومت و ظرف)پ
R ي فضاها ي در مختصات کرو   -12 a و a R b ب رسانش ی با ضراییها طیب از محی به ترت
ز  ی و ن  1  و 1ک  یالکتر  يو د  t را درلحظۀ Sکنواخت  ی یبار سطح .  پر شده است   2 و   2   

  .دیابیط را بیان دو محی جریچگال. میا ط قرار دادهیدر مرز مح
  

ad به فاصله   aل به شعاع    یاستوانه طو دو   -13 یک ـیت الکتریب هدای با ضرمه در خاكِی تا ن 
کیالکتر يب دی و ضردین دو استوانه را بدست آوریخازن و مقاومت ب. اند  فرو رفته.  
  

  ی و گـذرده ژه ی ـ ویی با رسـانا یار بزرگ یط بس ی در مح  a کامل به شعاع   يکره هاد ک  ی -14
   .دیت را بدست آورینها ی واقع در بيک هادی و ن کرهین ایمقاومت ب. قرار دارد

  
 که قاعده آن به سـمت بـالا   ین به صورتی در زمmm25 به شعاع يم کروی نيک هاد یدفن  با   -15

)ن ی زم ـینکـه رسـانندگ  یبا فـرض ا . ن ساخته شده استیک اتصال زمیرد،  یگ یقرار م  )S
m

 61 
  )82کارشناسی ارشد آزاد ( .دیابین را بیار دور در زمی و نقاط بسين هادیمقاومت ب. باشد

   
  
  
  
  
  

.ن ســطحی بــیک ـی، مقاومــت الکتر)باشـد  یک گــوه مــی ـکــه () 105-3(در شـکل   -16 mr  1 و 
. mr  5      چقدر است؟ ارتفاع گوه . mh  1  ه آن ی ، زاو

  6ن ی ب ـیک ـیت الکتریب هدای و ضر
cosrدو سطح     )ارشد برقکارشناسی ( .باشد ی م2

  

  

,  

  13شکل مسئلۀ : 104-3شکل   16شکل مسئلۀ : 105-3شکل 
  r = 0.1   r = 0.5
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 یرسـانندگ  (:دی ـر محاسبه کن  ی در حالات ز     را نشان داده شده در شکل مقابل     مقاومت قطعه    -17
  )دیری بگh و ضخامت قطعه رارا

 اختلاف ولتاژ دو سر)الف   و   2
  .ردی قرار گ

ar اختلاف ولتاژ دو سر)ب و br ردی قرار گ.  
   الف و ب متفاوت است؟يها  چرا جواب قسمت)پ
  

ب مقاومـــت ی ضـــريک دارایـــالکتر  ي بـــا مـــادة دي مـــوازين دو ورق هـــادی بـــيفـــضا -18
 m


   61 1   کیالکتر  ي و ثابت دr 1   برابـر  ين دو ورق هـاد  یفاصلۀ ب .  پر شده است 

. md  5      بوده و طول ورق برابر . m 1   ش برابری و پهنا. mW  1 در لحظـۀ .  اسـتt   
Q برابر یکیک بار الکتر  ی  61    ن ی ـ و در تمام اع شدهی توزی ورق فوقانياخت رو کنویکولن بطور

 ـی ـنکـه م یبا فرض ا  . ن وصل شده است   ی به زم  ینییمدت ورق پا   کنواخـت باشـد،   ین دو ورق یدان ب
   .دیابیک بیالکتر يت داخل دیک تابع موقعیان را به صورت ی جریچگال

  ) .106-3( محاسبه مقاوت مخروط شکل مطلوب است -19

ولتـاژ  . شـود  ی بسته بوده و در زمان صفر باز م        ی مدت طولان  ي برا Sدیکل) 107-3(ل   در شک  -20
  ]4[ .دیابید بیدو سر خازن را پس از باز شدن کل

t در لحظۀ  -21     ژةی و یی با رسانا  يک جسم هاد  ی درون  يری و نفوذپذ  طور  بیکی بارالکتر
tدر لحظۀ   . شود  ی رها م   ثابت   ی حجم یکنواخت با چگال  ی Ln


 2به شعاعيا  درون کره a 

  چقدر بار وجود خواهد داشت؟

  
  
  
  
  
  

V 
 

S 

, 2 2 

, 1 1 
d 

  a

  b

  19شکل مسئلۀ : 106-3شکل   20شکل مسئلۀ : 107-3شکل 
   x

   y

   a

     b

   z
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   مقدمه-4-1
 ي مختلف مربوط به آنها را بررسيها تي ساكن آشنا شده و كم     يكي الكتر يها داني دوم با م   در فصل 

 ي ساكن به عنوان عامـل اصـل  يكي الكتريها، بارها دانين دسته مي شد، در ا   ههمانطور كه مشاهد  . ميكرد
 هـر چنـد   يزي دائم، گريكي الكتريها انيان جريدر فصل سوم در ضمنِ ب. شوند  يدان شناخته م  يد م يتول

 يهـا  داني ـجـاد م ي اي متحرك، عامـل اصـل  يقت ذكر شد كه بارهاين فصل زده شد، در حق يكوچك به ا  
 يكي و الكترواسـتات يسي مغناط يها  دانيجاد م يگر از عوامل ا   ي د يكيدر فصل پنجم    ( .اند  س ساكن يمغناط

 سـاكن،  يسي ـ مغناطيهـا  داني ـمل با   كام ييم تا با آشنا   ين فصل قصد دار   يدر ا ) م نمود ي خواه يرا بررس 
لازم به ذكر اسـت  . مي اعمال كني واقع يها  ستمي را شناخته و آنها را به س        ن حوزه ي مرتبط با ا   يها  تيكم

س دانست، چرا كه  ين بخش الكترومغناط  يمهمتر) ياز نظرگاه عمل  (توان    ي را م  يسي مغناط يها  دانيكه م 
. انـد  دان بهـره گرفتـه  ي ـن مي ـدر ساختار خود از ا) يكيكترون اليو حت (يكي الكتر يها  دستگاه  با همه   يتقر

ن جهـت در  ياز ا...)  و يريگ  اندازهيها ، دستگاهيع و انتقال انرژ  ي توز يها  ستمي، س يكي الكتر يها  نيماش(
س ياگر چه مغنـاط . ميكن يز ارائه مي ن يسيها و مواد مغناط     داني م رامونيپ را    ي عمل يحاتين فصل، توض  يا

ك وجــود دارد، پــس اگــر ين آن و الكترواســتاتي بــياري تنــاظر بــسي اســت ولــيديــســاكن بحــث جد
د يد توجـه داشـته باش ـ  يبا. ديس ساكن نباشي مغناطيريادگيد، نگران  يدان  ي م يك را به خوب   يالكترواستات

  درصـد  70ش از يمـودن ب ـ يك بـه مفهـوم پ     ي است كه دانستن الكترواستات    ي قو ين ارتباط به حد   يكه ا 
شده را بـه مباحـث فـصل دوم مـرتبط            د مطالب مطرح  ي كن يسع. س ساكن است  يغناط م يريادگير  يمس
ن راه به شما ياند در ا وسته در ضمنِ فصل آمدهيصورت پ  كه به يا  سهي مقا يها   ارائة جدول  ز با يد، ما ن  يكن

ك و يستماتي ـن تناظر را به صورت سي شده كه ا   ي بررس يز قاعدة دوگان  يان فصل ن  يدر پا . ميكن  يكمك م 
)  ارائه شـده يها با توجه به جدول(م كه شما ين حال انتظار داريكند، با ا يمند مطرح م   ضابطه يا   گونه به
  . دي دهصيشخن تناظر را تيد اي خود بتوانيدن به بحث دوگانيش از رسيپ

هـا را   داني ـنگونـه م ي اي بـرا يط لازم و كاف   يس ساكن، شرا  ي مغناط يان اصول موضوع  يدر ادامه، با ب   
 يهـا  داني ـ محاسـبة م يچگـونگ ) كه مشابه قانون كولن است(وساوار ي قانون بيسپس با بررس  شناخته و   

ان خواهـد شـد، تـا بـا اسـتفاده از آن      ي آمپر بيپس از آن قانون مدار. ميريگ  ي ساكن را فرا م    يسيمغناط
 را از ة مـوارد ي ـبق). كـه مـشابه قـانون گـاوس اسـت     (د يتر محاسبه كن    ها را ساده    داني از م  يد، برخ يبتوان

 يجـا  ، مغنـاطش بـه  يك ـيل الكتري پتانـس يجـا   بـه  يسي ـل مغناط يپتانـس . (دي ـ موجود حدس بزن   يدوگان
، يك ـي شـار الكتر  يجـا    بـه  يسي ـ، شـار مغناط   يك ـي الكتر يروي ـ ن يجـا    بـه  يسي ـ مغناط يروي، ن يدگيقطب

  ... ) خازن و يجا اندوكتانس به
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   آزاديس ساكن در فضاي مغناطياصول موضوع -4-2
 ي برقـرار ي بـرا يط لازم و كافي، شرايستمي هر سيم، اصول موضوعيدي فصل دوم دهمانطور كه در  

 يس سـاكن، بارهـا  يات منبـع در مغنـاط  ي ـد، كه كميد توجه داشته باش يبا. كند  يت م يستم را روا  يآن س 
. ر اسـت ين روابـط اجتنـاب ناپـذ   ي ـنرو حضور آنها در ايهستند، از ا) يكي الكتريها  اني جر يعني(متحرك  

خواهنـد بـود، بـا    ) B (يسي شار مغناطيو چگال) H (يسيدان مغناطيز شامل شدت م يان ن ديات م يكم
  :توان اثبات كرد كه ير مين تفاسيا

)4-1                                   (              ∇ =. B �  

)4-2              (                                 μ∇ × =B J�  

  : آزاد بوده و برابر است باي فضايريپذ نفوذ�μكه در آن
   ( )H
m

μ π −= × 74 1� �  
فـاراد بـر متـر    ) ε( آزاد ي فـضا يد كه واحد گذردهيباش   توجه داشته ( بر متر است     يز، هانر يواحد آن ن  

A بـوده كـه بـر حـسب    يسي ـمغناط  شـار ي چگالB همانطور كه ذكر شد،     در ضمن، ) باشد  يم
m ان ي ـ ب2

  .ت استين كميز محاسبة اي فصل نيشود و هدف اصل يم
ست از ي ـننـد، كاف جاد كي ساكن ايسيدان مغناطيتوانند م ي مييها انيم، چه نوع جرينكه بداني ا يبرا
  :ميريورژانس بگيد) 2-4(رابطة 

)4-3               (           ∇ =. J �  →    ( ) ( )   μ∇ ∇× = ∇. B . J�  
  

 آنهـا، صـفر   يورژانس چگـال يكنند كه د يجاد مي ساكن ايسيدان مغناطي مييها  اني، فقط جر  يعنين  يو ا 
  !ستيدان ساكن ني آن ميلكند و يجاد مي ايسيدان مغناطي، منگونه نباشدي ايانياگر جرعتاً يباشد، طب

  

 ـ ي رسي اصول موضوع هستند، برايليفرانسيشكل د ) 2-4(و  ) 1-4(روابط    آنهـا  يدن به فـرم انتگرال
) 2-4(ة استوكس بـه رابطـة   يم، مثلاً با اعمال قضيورژانس استفاده كن  ي استوكس و د   يايست از قضا  يكاف

  :ميارد
' (  )    stoke s

S S

μ μ∇ × = ⎯⎯⎯→ ∇ × =∫ ∫B J B . ds J . ds� ��  

)4-4                                           (  
C

Iμ=∫ B . dl ��  
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 بـا  ياز طرف ـ. ان خواهد شـد   يصورت كامل ب   نده به ي آمپر است كه در آ     ين مدار  از قانو  ير شكل يرابطة اخ 
  :ميدار) 1-4(ورژانس به رابطة ية دياعمال قض

)4-5                (                 
S

=∫ B . ds �� ⎯→⎯div  ∇ =. B �   

 در يسي ـ وجود نداشته و خطوط شـار مغناط يسيچ منبع شار مغناط   يم كه ه  يريگ  يجه م ين رابطة نت  ياز ا 
افتن منبـع  ي ـ در ورژانسي ـ دييل عـدم توانـا   يان را با دل   ين ب يد ارتباط ا  يتوان  يا م يآ. (شوند  يخود بسته م  

  )د؟يابي دري برداريها دانيم
 ـ ) 2-4(و  ) 1-4 (يها جدول  را نـشان   يسي ـ و مغناط  يك ـي الكتر يهـا   داني ـن اصـول موضـوع م     يارتباط ب

  .دهند يم
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  اي اصول موضوعي دو ميدان هاي نقطه  تناظر بين فرم:1-4جدول 
  اي روابط نقطهفرم 
  مغناطيس ساكن    اصول موضوع        اصول موضوع الكترواستاتيك

            ∇× =E �       
            ρ

ε
∇ =. E

�

  
             ∇ =. B �  

          μ∇ × =B J�  

  هاي انتگرالي اصول موضوعي دو ميدان  تناظر بين فرم:2-4جدول 
  فرم انتگرالي روابط

      اصول موضوع مغناطيس ساكن      اصول موضوع الكترواستاتيك  

            
c

l =∫ E . d ��  

           
S

Q
ε

=∫ E . ds
�

�  

         
C

Iμ=∫ B . dl ��  
            

S

=∫ B . ds ��  
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  وساواريقانون ب -4-3
د بـه جـرات   يشـا . ك اسـت يعادل قانون كولن در حـوزة الكترواسـتات  س ميوساوار در مغناط يقانون ب 

ن قـانون  ي ـس ساكن دانستن ا   ي موجود در مغناط   يها  تي و محاسبة تمام كم    ي بررس يبتوان گفت كه برا   
  .دي را به آن مبذول داريادينرو توجه زيكند، از ا يت ميكفا

 محاسبة ي برااين صورتدر . برقرار باشد) 1-4( شكل بق مطا Iاني از فضا جر   يد در بخش  يفرض كن 
ر را ي مـس يليفرانـس يرات ديي ـ از تغي از فـضا، المـان   يا  ن حلقه در هر نقطـه     ي از ا  ي ناش يسيدان مغناط يم

وسـاوار  ير كه مشهور به قانون ب يحال با استفاده از رابطة ز     . ميكن  يدان وصل م  يانتخاب كرده و به نقطة م     
  .ميابي ي از فضا ميطة دلخواهدان را در هر نقي م،است

)4-6    (                                       R

C

I
Rπ
×

= ∫
 dl aH 24�  

  
  
  
  
  
  
  
  

  :ميباش   داشتهي و حجمي سطحيها انيسوم جرو اگر مطابق مطالب فصل 

)4-7      (                                    
S

ds
Rπ
×

= ∫
K RH 34�  

)4-8        (                                 
V

dV
Rπ
×

= ∫
J RH 34�  

  :ميكن ير عمل ميصورت ز وساوار بهيبا استفاده از قانون ب يسيدان مغناطي محاسبة مي برا
  .ميكن ياش را حساب م دا كرده و اندازهي  بردار مكان را پ-1
  .ميينما يدا ميجه به دستگاه انتخاب شده پرا با تو)  dVJا ي و ds Kا ي (dl I المان -2
  .ميزن يب ميتقردان را ي ميي جهت نها-3

  وساواري قانون ب:1-4شكل 
x  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

y  

z  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

I  
dl  

R  

p  
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  .ميابي ي موجود را مي حاصلضرب خارج-4
  .ميكن ي انتگرال را محاسبه م-5

ش از آن به يم، اما پيكن ي م ي كرده و بررس   يبند ميان تقس يع جر يبه نوع توز  ها را با توجه       دانيدر ادامه م  
  .ديتوجه كن) 3-4(وساوار در جدول ين قانون كولن و قانون بيتفاوت ب

  
  
  
  
  
  
  
  ي خطيها انيع جري از توزي ناشيها داني م-4-3-1

 ي مـورد بررس ـ يهـا  ستمي ـ و بـا توجـه بـه سـاختار س    يك ـيان الكتري ـت جرياگر چه با توجه به ماه 
در  يا سـطح ي ـ يحجم ـع ي ـك توزي ـمـثلاً  (م  يجاد كن ـ يان ا يع جر ين انواع توز  ي ب يم فرق چندان  يتوان  ينم

ع ي ـ توزيصورت حجم ـ  در داخل خود بهيع خطيك توزيا ي شود و يده مي ديصورت خط  دور بهيا  فاصله
  .ميكن ي فرض ميع خطير را از نوع توزي زيها  اغماض، مثالين حال، با كميبا ا) شده

  
  )كارشناسي ارشد (.ديابي بP را در نقطة يسيدان مغناطي شدت م 1-4مثال 

  :حل
rz:   ميابي ي را مRابتدا بردار )  1 rz aaR   +−=    ،    ( )z r= +R

1
2 2 2    

zdzII: مي دارdl Iالمان  يبرا) 2 adl    =            
 بـر طبـق قاعـدة دسـت راسـت      ميريدر دست بگ) 3-4(م را مطابق شكل     ياگر س : داني م ييجهت نها ) 3
  . خواهد بودϕaدان در نقطة مورد نظر در جهتي خواهد بود كه ميهيبد
)  :يضرب خارجحاصل) 4 )          z z rI I dz z r r dz ϕ× = × − + =dl R a a a a  
  :ميپرداز يبه محاسبة انتگرال م) 6-4(حال بر طبق رابطة ) 5

   تناظر بين قانون كولن و قانون بيوساوار:3-4جدول 
  ها تناظر بين ميدان

  )مغناطيس(           قانون بيوساوار   ) الكترواستاتيك(         قانون كولن 

        l dlρ
π ε

= ∫
RE
R 34 �

           R

C

I
R

μ
π
×

= ∫
 dl aB 24

��  

 مثال كليدي
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( ) ( ) ( )

zR
z

C

r dz z zI I I
R z r z r z r

ϕ
ϕπ π π−

⎡ ⎤
× ⎢ ⎥= = = +⎢ ⎥

+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫

a dl aH a2

1

2 1
3 1 12

2 2 2 2 2 22 2 2
2 1

4 4 4�  

)4-9(                              ( )cos cos  I
r ϕα α

π
= +H a1 24

  

  :مي داريسي شار مغناطي چگاليو برا

)4-10(                           ( )cos cos  I
r ϕ

μ α α
π

= +B a1 24
�  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 آنهـا  يريادگي ـنـرو  ي از ا،انـد  س سـاكن يكاربرد در مغنـاط از جمله روابط پر  ) 10-4(و  ) 9-4(روابط  
ن روابـط را نـشان   ي اي كاربردها)1-1( نين تمري و همچن)3-4(و  )2-4 (يها مثال.  دارديت فراوان ياهم

  .دهند يم
  

دان يم. جاد شده استيا)  4-4(صورت نشان داده شده در شكل  بهIاني حامل جريميس  2-4مثال
  )73برق كارشناسي ارشد (. ديابي بء را در مبدايسيمغناط

  
  :ميكن ياستفاده م) 9-4( از رابطة :حل

( )cos cos  IH
r

α α
π

= +1 24
  

   جهت نهايي ميدان:3-4شكل   1-4 شكل مثال :2-4شكل 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

z  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

x  

 

 
 
 
 
 
 
 

y 

z 2  

α1  

α 2  

I  
R  

z− 1  

P  

dH
I
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  :دي توجه كن)5-4(به شكل  ن منظوري ايبرا. ميابي را بrن مقداري و همچنα2 و α1 يايست زوايكاف

cosα =1
3
5

   ،   cosα =1
4
5

  

  :ميريگ ي از مساحت كمك مr محاسبة يبرا

r r× = × → =
125 3 4 5

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

I :                                  پس IH
ππ

⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠×

3 4 7
12 5 5 484 5

  

   −za :ميدان هم با استفاده از قانون دست راست در مبداء داري جهت ميبرا
                :                            پس

z I
π

−
=H a7

48
  

  
ت محاسبه ينها  يك كابل بي ي را برايسي شار مغناطي چگال)10-4( با استفاده از رابطة  3-4مثال 

   .ديكن
  

  :نرويكنند از ا يل مي به سمت صفر مα2 و α1 يها هين صورت زاويدر ا: حل
cos cosα α= =1 2 1  

  :پس

  2-4ازي شكل مثال  مدلس:5-4شكل   2-4 شكل مثال :4-4شكل 

y  

x  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3  

 
 
 
 
 
 
 

4  

5  
α1  

r  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

α 2  

 
 
 
 

y  

x  

 
3  

 
 
 
 
 

 
 
 
 

4  

I  
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)4-11(                                           I
r ϕ

μ
π

=B a2
�  

  
 Iان ي ـ و حامـل جر a منتظم به ضـلع     ي ضلع Nكي را در مركز     يسيدان مغناط يمشدت    4-4مثال  

  ) برقاسي ارشدكارشن( .ديمحاسبه كن
  

 از تمـام اضـلاع   يدان ناش ـيم تا ميكن ي برابر مNك ضلع را بدست آورده و سپسي از   يدان ناش ي م :حل
  :ميدار) 6-4(با توجه به شكل . ديبدست آ

  

( )cos cos  cos

cos sin sin

I IH H
R R

N

α αα α α
π π

πα β

=⎧ = + ⎯⎯⎯→ =⎪⎪
⎨
⎪ = =⎪⎩

1 2
1 1 2 1 1

1

4 2  

  
  :پس

sin tan
cos

tan

I IH
b b

N IH N H
b

β β
π β π

β
π

= =

= =

1

1

2 2

2

  

  
  

 ي روh بـه فاصـلة  يا  منـتظم را در نقطـه  ي ضلعNكياز  ي ناشيسيدان مغناطي شدت م :1-4ن  يتمر
  .ديابي بي ضلعNيمحور و بالا

  
ع در ي ـ توزي خط ـيهـا  عي ـ از توزيگريز گونة د  يس ن ي ساكن در مغناط   يكي الكتر يها  دانيهمانند م 

  .كند ي مين مورد را بررسير ايمثال ز. است حلقه 
  

  4-4 شكل مثال :6-4شكل 

R  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

α1
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

I
 

 
 
 
 
 

a  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

b  

 
 

 
 
 
 
 
 

β  

α2  
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 و حامـل  r بـه شـعاع   يا رهي ـك حلقه داي محور ي رويا  را در نقطه  يسي شار مغناط  ي  چگال  5-4مثال  
  .ديدا كني ، پIان يجر
  

  :ميكن ي استفاده م)7-4( از شكل :حل

r      :ميابي ي را مRابتدا بردار)  1 zr z= − +R a a    ،    ( )z r= +R
1

2 2 2    
I                          :مي دارdl Iالمان يبرا) 2 I r d ϕϕ=dl a  
سـت  م بـر طبـق قاعـدة دسـت را    يريدر دست بگ) 8-4(م را مطابق شكل     ياگر س : داني م ييجهت نها ) 3
گفـت كـه   تـوان   يم ـ) 7-4( با توجه به شـكل  در واقع.  خواهد بودzمورد نظر در جهت  دان در نقطة    يم

  .كنند يگر را حذف ميكدي rdHيها مولفه
  :يلضرب خارجصحا) 4

       (   )    r z r zI I r d r z I r z d I r dϕϕ ϕ ϕ× = × − + = +dl R a a a a a2  
  :ميپرداز يبه محاسبة انتگرال م) 6-4(حال بر طبق رابطة ) 5

    

( )

R r z

C

I I r z d r d
R r z

πμ μ ϕ ϕ
π π
× +

= =
+

∫ ∫
 dl a a aB

2 2

32
2 2 24 4

� �

�
�  

  :م داشتيكه پس از محاسبه خواه

)4-12                   (                  

 ( )
z

I r

r z

μ
=

+
B a

2

3
2 2 22
�  

zن نقطه در يو اگر ا =   : قرار داشت�

)4-13            (                             
z

I
r

μ
=B a2

�  

 خطوط شار رسم شده  ين موضوع را از رو    يا.  بود z+aداني م ييم جهت نها  ي كرد ينيب  شيهمانطور كه پ  
   .ديتوان فهم يز مين) 8-4(در شكل 

  
  
  

 مثال كليدي
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. باشـد  يانـد م ـ Iاني ـم كـه حامـل جر  ي دور سNي داراa و شعاع �د با طول يك سلونوئ ي 6-4مثال  
  )83آزاد كارشناسي ارشد  (.ديابيد بيدان را در داخل سلونوئيم
  
  
  
  

چ يانـد و ه ـ   قـرار گرفتـه   رهي ـصـورت دا  هـا بـه   ن فرض كه حلقهيبا ا :ديريرا در نظر بگ   ) 9-4( شكل   :حل
 از ينقطـه را ناش ـ  دان در هـر ي ـم. ل اسـتفاده كـرد  ن مثـا ي ـدر ا) 12-4(توان از رابطة  يندارند م يا  هيزاو

 دان دريد كه ميتوان فهم ي م ين توجه يپس بدون كوچكتر   :ميدان  ي آن نقطه م   ين و فوقان  يري ز يها  حلقه
  :اين صورتدر .  خواهد داشتzaد فقط جهتيداخل سلونوئ

       

 ( )  ( )
z z z

I dl a I a n dzd
a z a z

= =
+ +

H a a
2 2

3 3
2 2 2 22 22 2

  

  داني ميي جهت نها:8-4شكل   4-4 شكل مثال :7-4شكل 

  5-4 شكل مثال :9-4شكل 

 
 
 
 
 
 
 
 

I

 
 
 
 
 

I

rdH  

z  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

( , , )p h� �  

 
 
 
 

R  

zdH  

r  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

y  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x  
I  

dl  

 مثال كليدي
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)كه در آن   )Ndl n dz dz= =
�

م پاسـخ را بـر      ياگـر بخـواه   . م اسـت  يطول س   تعداد دور در واحد    n و 

م كـه  ي دقـت كن ـ  يستي ـ با ،ميبدست آور ) 10-4( نشان داده شده در شكل       يايحسب زوا 
z
a

=θtan از 
  : نرويا

 ( ) csec  sin  a zdz a d d
a

θ θ θ θ+
= − = −

3
2 2 2

2
2  

:پس  

sin  z
nIdH dθ θ= − 2

  

sin  z
n IH d

θ

θ
θ θ= − ∫

2

12
  

  :جهيو در نت

) 4-14           (    (cos cos ) (cos cos ) z z
n I N Iθ θ θ θ= − = −H a a2 1 2 12 2 �

  

  :ك حالت خاصي يو برا
)(ت باشد ينها يد بياگر طول سلونوئ a>>مي فوق دارياي زواي برا�:  

θ π≈1     ،    θ ≈2 �  
  : پس

) 4-15               (                              zn I=H a  
  
  
  
  
  
  
  
  5-4 مدل سلونوئيد مثال :10-4شكل   

x  

z  

a  θ1  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

θ2  

 
 
 
 
 
 
 

θ  

 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

z  

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

�  
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  .ديكن يمشاهده م) 4-4(س ساكن را در جدول يك و مغناطي الكترواستاتي خطيها عين توزيتناظر ب

  
  ي سطحيها انيع جري از توزي ناشيها داني م-4-3-2

 ده و سپس از رابطةي را برگزيستم دستگاه مناسبيست با توجه به سيها، كاف عينگونه توزي ايبرا

S

ds
Rπ
×

= ∫
K RH   .دهد ينگونه مسائل را نشان مي حل اير فرم كليمثال ز .مي استفاده كن�24

 ربـع   ي برخـورد كـرده و رو      xy وجود دارد به صفحه    z محور ي كه در قسمت منف    Iانيجر 7-4مثال  
 و در نقطـه  z محـور ي را رويسيدان مغناطيم. شود ي پخش م يكنواخت و شعاع  يطور    به xyاول صفحه 

( , , )P h�   ]8[ .دي بدست آور�
  

  :ميابي ي را ميان سطحي ابتدا فرم جر:حل
ها در  انين جري مجموع ايشده و از طرف  پخشيصورت شعاع ان بهيشود كه جر    يمطابق شكل مشاهده م   

π تا�هيها از زاو انين جرينرو با جاروب كردن ا   ياز ا . است Iربع اول برابر مقدار   
2

برقـرار  را ارتبـاط   ني ـ ا
  :ميكن يم

                     
 r
II J r d
r

π
ϕ

π
= → =∫ J a2 2

� ��
  

  :ميكن ير عمل ميصورت ز هحال ب
 .ميابي ي را مRابتدا بردار) 1

             zr hr aaR   +−=    ،    ( )h r= +R
1

2 2 2    
  :مي دار�dsJالمان يبرا) 2

  هاي خطي معروف  تناظر بين توزيع:4-4جدول 
  مغناطيس  الكترواستاتيك  موضوع

l         )كابل جريان(    خط بار 
rr

ρ
π ε

=E a2 �

          I
r ϕ

μ
π

=B a2
�  

  )حلقه جريان(   حلقه بار 
( )
l

z
z a

a z

ρ

ε
=

+
E a3

2 2 22 �

      

 ( )
z

I r

r z

μ
=

+
B a

2

3
2 2 22
�  

  7-4 شكل مثال :11-4شكل 

z  

y

SJ

I  

 
 
 

x
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 ( )(   )   
  r r
I Ids r dr d dr d
r

ϕ ϕ
π π

= =J a a2 2
�  

  .ستير نيپذ  امكانيراحت دان بهي مييحدس جهت نهان حالت ي ايدگيچيبا توجه به پ) 3
  :يو با اعمال ضرب خارج) 4

    (   )   
  r r z
I I hds dr d r h dr d ϕϕ ϕ
π π

−
× = × − + =J R a a a a2 2

�  

  :م داشتيت با حل انتگرال خواهيدر نها) 5
        

( )  

I h dr d
h r

π

ϕϕ
π

∞ −=
+

∫ ∫H a2
3

2 2 2 22
� �

 → 
S

ds
Rπ
×

= ∫
J  RH 24
��  

  :ميرس ير ميكه پس از حل آن به جواب ز
( )

  x y
I
hπ

= −H a a2
  

  
ع يج توزي، از نتايع سطحي از توز ي ناش يها  دانيافتن م ي يتوان برا   يز م ينس  يهمچون گذشته، در مغناط   

  :م كهيست دقت كني استفاده كرد، كافيخط
)4-16                         (                 dI K dl=  

  .دير دقت كني ز به مثال
  

Sي سـطح يان با چگاليت حامل جرينها ي و طول بW به عرض يا  صفحه  8-4مثال   zJ=k a  مطـابق 
  ]A. ]3 در نقطة يسيدان مغناطيمطلوبست محاسبة م. است) 12-4(شكل 

  
dx به ضخامتي نوار:حل   ل در نظر ـ را مطابق شك′
   از آن  دهان گذرنيجر) 16-4(مطابق رابطة . گيريم مي

SdIبرابر J dx ′=
�

  ن نوار ي از ايدان ناشيم. خواهد بود 
   محاسبه كرده و سپس با Aهاشور خورده را در نقطة

  م ـيها تعم قسمتگيري مناسب، آن را بـه ساير  انتگرال
  :داريم) 10-4(طبق رابطة  .دهيم مي
  

x  

W  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

( , , )A x y �  

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

y  

 
 
 

 
 
 
 
 
 

r  

 
 
 

z  

 

  8-4 شكل مثال :12-4شكل 
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A
dId
r ϕπ

=H a
2

  

  :كه در آن

( )( )
( ) , x y

x y

y x x
x x y

rϕ

′− + −
′= − + =

a a
r a a a  

  :مي داريريگ پس با انتگرال

( )( )
( )

W x yS
A W

y x xJ dx
x x yπ−

′′ − + −
= ×

′− +∫
a a

H
2

2 22 2
�  

  :ميريگ يجه ميكه از حل آن نت

( )
( )

tan tanS S
A x y

J J y x Wx W x W Ln
y y y x Wπ π

− −
⎛ ⎞⎡ ⎤ + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +

= − − ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠
H a a

22
1 1

22

22 2
2 4 2

� �  

  
  .W→∞كهينقطه وقت  و در همان) 8-4( مثال يدان برايمطلوبست محاسبة م :2-4ن يتمر

ــر ــطح ني رو:3-4 نيتم ــرهي س ــصات  يا مك ــداء مخت ــر مب ــه ب ــرار گرفت ــعاع  ق ــه ش ــالa و ب  ي، چگ
sinKانيجر θθ=K aديابي را در مبداء مختصات بيسيدان مغناطيشدت م.  وجود دارد�.  
  
  ان ي جرت حاملينها يبك صفحة ي از يدان ناشيم -4-3-2-1

 ابعاد ين صفحه دارايا. ان مطرح است يت جر ينها  ي صفحة ب  زينس  يدر مغناط ك،  يمشابه الكترواستات 
را حـل كـرده و پاسـخ را بـه     ) 2-4(ن ياگـر تمـر  . گـذرد  يك جهت از آن مي در يانيت بوده و جر  ينها  يب

م يم ـبـا تع  .دي ـدا كني ـ پيستمي ـن سين چن ـي ايدان را برايد ميتوان يد ميم دهي تعمW→∞صفحة با   
 يا  نقطـه يدان بـرا يد كه ميد د يخواه)  آخر فصل  9 مسئله (يك حالت كل  ي يو برا ) 2-4(ن  يجة تمر ينت

  :شود ير محاسبه ميصورت ز  بهSJانيت حامل جرينها ي صفحة بيبالا

) 4-17             (                              S n= ×H J a1
2    

ر ي ـن نقطـه در ز ي ـ است كه در صورت قرار گرفتن ايعيطب. ن صفحه است  ي بردار عمود بر ا    naنكه در آ  
  .كند ين موضوع را روشن مير  ايمثال ز . خواهد شدي منفnaصفحه بردار
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ــال  x آزاد صـــفحه يدر فـــضا 9-4مثـ y z+ + =2 3 ــال بـــيان ســـطحيـــ شـــامل جر4  يه چگـ
( )K= − + −x y zK a a a3در مبـداء مختــصات يسيــدان مغناطي ـمطلوبـست محاســبه م . باشــد ي م ـ� . 

  )برقكارشناسي ارشد (
  :ميكن يدا مي ابتدا بردار عمود بر صفحه را پ:حل

n
x y zf

f
+ +⎡ ⎤∇

= ± = ± ⎢ ⎥∇ ⎣ ⎦

a a a
a

2 3
14

  

  :م داشتيم، خواهياگر مختصات مبداء را در معادلة صفحه قرار ده

< 4�  
  : برابر است باnaن صورت بردارير صفحة مورد نظر بوده و در اي مبداء زيعنين يا

n
x y z+ +⎡ ⎤

= − ⎢ ⎥
⎣ ⎦

a a a
a

2 3
14

  

  :مياستفاده كن) 16-4( ست از رابطةيحال كاف

( ) x y z
n

K ⎧ + + ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= × = − + − × −⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

x y z

a a a
H K a a a a

2 31 32 2 14
�  

  :دهد يجه ميكه نت
( )K

= + −x y zH a a a11 2 5
2 14

�  

  .دينگاه كن) 5-4( و در دو حوزة مختلف به جدول يع سطحيها در توز ندايبردن به تفاوت م ي پيبرا
  
  
  
  
  
  
  
  

  نهايت براي دو حوزة مختلف  ناشي از صفحة بي  تناظر بين ميدان:5-4 جدول 
  نهايت      ميدان صفحة بي

  مغناطيس       الكترواستاتيك

             s
n

ρ
ε

=E a2 �

              
S n= ×B J a1

2
  

 مثال كليدي
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  ي سطحيها عي با توزي خطيها عيحل توز -4-3-2-2
 از موارد تكرار ممتـد  يدر برخ. مي كردي را بررسي به خطي سطحيها عيم توزيدر قسمت قبل نحوة تعم    

  .دير توجه كنيبه مثال ز. كند يد مي توليع شبه سطحيك توزي، يع خطيتوز
  

، orي و شـعاع خـارج    irيم متراكم بـا شـعاع داخل ـ      ي دور س  Nيچ مسطح دارا  يپ  ميك س ي 01-4مثال  
  )73كارشناسي ارشد  (.ديچ محاسبه كنيپ مي را در مركز سيسي شار مغناطيچگال.  استIانيحامل جر

-4(، مطـابق رابطـة   Iاني حامل جرr به شعاعيا رهيك حلقه دايز   در مرك  يسي شار مغناط  ي چگال :حل
  :ر استيبه شكل ز) 13

                                 
z

I
r

μ
=B a2

�  

  : عبارتست ازيان سطحي جري، چگال)13-4(مطابق شكل 

                              
S

o i

N I
r r ϕ=
−

J a  

  :پس

( ) ( )
   o o

i i

r r o
Z r r

o i o i i

rdI N I N IB dr Ln
r r r r r r r

μ μ μ ⎛ ⎞
= = = ⎜ ⎟− − ⎝ ⎠
∫ ∫2 2 2

� � �  

  
  ي حجميها انيع جري از توزي ناشيها داني م-4-3-3

تنهـا تفـاوت در قـرار دادن     . ميكن ـ  ي مشابه قبل عمل م     كاملاً شته و  ندا يدين حالت بحث جد   يدر ا 
dV J  ي به جاds K ،نجا يدر ا. رديگ  ي انجام م  يراحت شده به  دستگاه مختصات انتخاب  كه با توجه      است

م يست در هر مورد توجه داشته باشيم، كافي استفاده كني و خط ي سطح يها  عيج توز يم از نتا  يتوان  يز م ين
  :كه

 vd dl=K J     ،      d ds=I J  
  .دير توجه كنيبه مثال ز

  

  10-4 شكل مثال :13-4شكل 
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ن دو ي از فضا كه ب ـيا هي در ناحJكنواختي ي و با چگال z در امتداد محور   يكيان الكتر ي جر  11-4مثال  
ayصفحه ay و = ع ي ـن توزي از ا  ي ناش يسيدان مغناط يمطلوبست م . گذرد  ي، م  است  محصور شده  =−

  .تمام نقاط فضاان در يجر
  

ان ي ـ جرين صـورت چگـال  ي ـم در ايكن ـ يم مي تقسyت در امتداد محور ينها  ي حجم را به صفحات ب     :حل
  . خواهد بودJdy هر صفحه يسطح

ayaدان در هر نقطه از فضا كه در  يم ر ي ـاز تمام صفحات ز يدان ناشيست از م، عبارت قرار دارد−>>
ــام صــفحات رو  ــ مياز طرفــ.  آنيو تم ــق رابطــة  يريــدان صــفحات زي صــورت   بــه)16-4(ن طب

  z y xJ J dy= × = −H a a a1 1
2 2

ــ  و م ــيـ ــفحات فوقـــان يدان ناشـ ــ ني از صـ ــه صـــورت  يـ ز بـ

  z y xJ J dy= ×− =H a a a1 1
2 2

  :ميكن ير محاسبه ميصورت ز  را بهييدان نهاي حال م،باشد ي م

      
y a

x x xa y
J dy J dy J y

−
= − + = −∫ ∫H a a a1 1

2 2
  

ay نقاط يمثلا برا. ميينما يصورت مشابه عمل م ز بهيگر فضا ني نقاط د يبرا ن ي ـر اي ـ تمام صفحات ز<
  :نروياند از ا نقطه

    
a

x xa
J dy J a

−
= − = −∫H a a1

2
  

ay نقاط يبرا   :م داشتيز خواهي ن>−
     

a

x xa
J dy J a

−
= = −∫H a a1

2
  

  
  .دي حل كنيع حجميم محاسبة توزيبا استفاده از روش مستقرا مجداً   )11-4( مثال :4-4ن يتمر
مطلوبـست  . گـذرد  ي م ـaت بـا شـعاع   ي ـنها ي ب ـيكنواخت از درون كـابل   يطور    به Iاني جر :5-4نيتمر

  .وساواريقانون ب درون كابل با استفاده از ي نقطة دلخواهي برايسيدان مغناطيمحاسبة شدت م
  

 يگـر يز ديش رو چياگر چه صفحات پ ! (ميا  س را پشت سر گذاشته    ي مغناط ينجا بخش اصل  يتا به ا  : تذكر
نجا را مجـدداً مـرور   يم كه تمام مطالب ذكر شده تا به ايكن يشنهاد ميل پين دل يبه هم ) دهد  يرا نشان م  

م كـه در هـر قـسمت    ي ـا  كـرده يسـع لازم به ذكر است كه، اگـر چـه   . ديكرده و سپس بحث را ادامه ده 

 مثال كليدي
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.  كمتر اسـت يلي حجم مطالب ذكر شده نسبت به فصل دوم خ  يم، ول ي و لازم را ارائه كن     يحات كاف يتوض
شنهاد ي ـنـرو پ يانـد، از ا  ك بـوده ي دوگـان الكترواسـتات  ي ارائه شـده، همگ ـ يها  م، مثال يچرا كه اعتقاد دار   

جـدول  . دي ـسه كني ـدوگان خود در فصل دوم مقام كه در ضمن مرور قسمت ذكر شده، آنها را با       يكن  يم
  .دهد يشده را نشان م  حليها ن مثاليتناظر ب) 4-6(
  
  
  
  
  
  
  

  
  

   آني آمپر و كاربردهاي قانون مدار-4-4
 كه تقـارن در     ين قانون در موارد   يا. ك است ي آمپر معادل قانون گاوس در الكترواستات      يقانون مدار 
ر مطـرح  ي ـصـورت ز  ن قانون بـه يا. كند يار ساده ميبسر حل را   يرود و مس    يشد به كار م   مسئله مشهود با  

  :گردد يم
) 4-18            (                          

C

Iμ=∫ B . dl ��  

 ر بـسته، برابـر  ي آزاد، به دور هـر مـس  ي در فضايسي شار مغناطيكند كه گردش چگال يان مين رابطه ب يا
 يقانون مـدار  .ر استين مسيان گذرنده از سطح محصور شده توسط اي در كل جر�μبا حاصلضرب  است

ان ي ـ بـه دور جر Cر بـسته يكه مـس ي، هنگامIاني از جر ي، ناش Bيسي شار مغناط  ين چگال ييآمپر در تع  
  .د استيار مفير ثابت باشد، بسي مسي روB باشد كه اندازةچنان وجود داشته

  :ميكن ير عمل ميصورت ز  آمپر بهي استفاده از قانون مداريبرا
 در اثر تجربه كـسب  يستين تقارن را بايدا كردن ا  ينحوة پ ( .ميكن  ي به وجود تقارن در مسئله توجه م       -1

  )!كرد
  .ميريگ ي در نظر مير آمپري مس،ان متفاوت استيع جريتوز كه ييها  به تعداد بخش-2
  . است ير آمپريل طول مسيفرانسي دdl) 18-4( در رابطة -3

  هاي حل شده براي دو حوزة مختلف  تناظر بين مثال:6-4جدول 
  هاي حل شده تناظر بين مثال

                    مغناطيس       الكترواستاتيك
  )1-4(   مثال   )5-2(   مثال 
  )3-4(   مثال   )4-2(   مثال 
  )5-4(   مثال   )6-2(   مثال 
  )9-4(   مثال   )10-2(   مثال 
  )11-4(   مثال   )11-2(   مثال 
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4-I باشد ي ميان موجود در سطح آمپريكل جر) 18-4( در رابطة.  
  

 آن يم روي كـه بتـوان  ين سـطح يتـر  سـاده  به خـود زحمـت نـداده و    ي انتخاب سطح آمپر  يبرا: تذكر
ان گذرنـده از    ي ـمقـدار جر  ) 14-4(مثلا در شكل    . ميكن  يم، انتخاب م  يرير مورد نظر را بگ    يانتگرال مس 

توانـد   ير مي است كه كدام مسيستم مورد بررسين بسته به سيباشد و ا   ي م I برابر يتمام سطوح آمپر  
   .بهتر باشد

  
  
  
  
  
  
  
  

ر ي ـتوان مـوارد ز  ين جمله مياز ا .  دارد يسي مغناط يها  داني در محاسبة م   يانون آمپر كاربرد فراوان   ق
  :را مطرح كرد

  .يان محوريع جريدان در داخل و خارج كابل با توزيم) الف
  .ليد طويدان داخل سلونوئيم) ب
  . دان داخل چنبرهيم) ج
  .تينها يك صفحة بيدان خارج يم) د
  . خط انتقالليار طويبسال يكابل كواكسك ي يدان برايم) ه
  

ن منظـور  ي ـ اي آمپر را نشان داده شود، برا   يت قانون مدار  ي، اهم ييها   شده تا با ارائة مثال     يدر ادامه سع  
  .ميكن ي ميشده را مجدداً بررس  از مسائل حليبرخ

  
 را حمـل   Iان دائـم  ي ـ، جر aل، با مقطع مدور به شـعاع        يت طو ينها يم ب ي مستق يك هاد ي  12-4مثال  

  . دين كنيي تعي را در داخل و خارج هاديسي شار مغناطيچگال. كند يم
   گيريم، يكي براي داخل هادي مي رـ در نظيدو سطح آمپر. ميكن يفاده مـ آمپر استي از قانون مدار:حل

I   انتخاب مسير آمپري:14-4شكل   

a  

b  

c  
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  ل كه ـ خارج كابيراـ بيگريو د ت اسIان به صورتيع جريكه توز
  .مي نداريانيچ جريه
  
ar يبرا <:                                 
  ين سطح آمپريدان در داخل ايم: يدان در سطح آمپري جهت م-1

B  .)با استفاده از قانون دست راست( است ϕ درجهت  ϕ=B a1 1  
2- dl:مي مشخص شده داري سطح آمپري برا :  C r d ϕϕ=dl a

1 1  
aπ  از مقطعIانيكل جر: يان در سطح آمپر ي جر -3  از ي بخـش يان سـطح آمپـر  ي ـجر. كند ي عبور م2

rπ ان است كه از مقطع    ين جر يهم 2
دا ي ـر پي ـصـورت ز  ان را بـه  ين مقدار جر  ي ا اين صورت گذرد در     ي م 1

  :ميكن يم
  ( )
 

I r rI I
I a a

π
π

= → =
2

21 1 1
12  

  :مي رابطه را نوشته و دار-4
        
 C

rI B r d r B I I
a

π
μ ϕ π μ μ ⎛ ⎞= → = = = ⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ ∫B . dl
1

2
2 1

1 1 1 1 1 1 1 12� � ���  

r IB
aϕ ϕ

μ
π

= =B a a1
1 1 22

�  

  
ar يبرا   :ميكن يمشابه قبل عمل م: <
بـا اسـتفاده از   ( اسـت  ϕ در جهـت ين سطح آمپـر   ي داخل ا  دان در يم: يدان در سطح آمپر   ي جهت م  -1

B  .)قانون دست راست ϕ=B a2 2  
2- dl:مي مشخص شده داري سطح آمپري برا :  C r d ϕϕ=dl a

2 2  
Iكند، پس ي عبور مIاني كل جرC2 است كه از سطح يهيبد: يان در سطح آمپري جر-3 I=2.  
  :مي رابطه را نوشته و دار-4

                         
C

I B r d r B I I
π

μ ϕ π μ μ= → = = =∫ ∫B . dl
2

2
2 2 2 2 2 2 2 22� � ���  

                                                IB
rϕ ϕ

μ
π

= =B a a2 2
22

�  

  :توان گفت ي ميصورت كل پس به

  12-4كل مثال  ش:15-4شكل 

 
 
 
 
 
 

r1  

 

r2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a  

 
 

C1  

C 2  
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)4-19     (                               
         ,      

       ,      

r I r a
a
I r a
r

ϕ

ϕ

μ
π
μ
π

⎧ <⎪⎪= ⎨
⎪ >
⎪⎩

a
B

a

22

2

�

�

  

  
شان بـه مـوازات هـم و بـه          ي ـمحورها  كـه  b و aيهـا ل به شعاع  يت طو ينها  يدو استوانه ب    13-4مثال  
baxفاصله Jكنواخـت ي يالان بـه چگ ـ ي ـجر.  وجود دارد،باشند  يم گريكدي از   >− ن دو ي ب ـيفـضا   در�

 ـ  . شود يم   آنها عبور داده   ياستوانه و در امتداد محورها      ، آمپـر ي قـانون مـدار  يبا اسـتفاده از فـرم انتگرال
ab(. دي بدست آورbرا در درون استوانه به شعاع يسيدان مغناطيم < (  
  

ان را ي ـ جريچگـال . مياستفاده كن) 19-4(ست از رابطة  يكاف. است) 18-2(ر، دوگان مثال    يوال اخ س: حل
Jيرونيدر استوانة ب   −Jي و در استوانة داخل   � ن ي ـ از ايدان ناش ـي ـ مايـن صـورت  در . ميكن ـ ي فـرض م ـ �

  :خواهد بودر يزب يها به ترت  عيتوز
  

( )   I J a
z

r I J r J
a

π
ϕ ϕ

μ μ μ
π

== ⎯⎯⎯⎯→ = = ×B a B a a r
21 1

1 1 122 2 2
�� � � � �  

( )   I J b
z

r I J r J
b

π
ϕ ϕ

μ μ μ
π

=−= ⎯⎯⎯⎯→ = − = − ×B a B a a r
22 2

2 2 222 2 2
�� � � � �  

  
  :م داشتيها خواه دانيند ميجه، از برآيدر نت

( ) ( )( )z z z
J Jμ μ

= + = × − × = × −B B B a r a r a r r1 2 1 2 1 22 2
� � � �  

  :م كهيريگ يجه مينت) 17-4( مطابق شكل ي طرفاز
xD− =r r a1 2  

  :پس

( )z x y
J D J Dμ μ

= × =B a a a2 2
� � � �  

  
  

 مثال كليدي
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  چيپ ميك سي در درون يسير مغناط شايال چگ41-4مثال 
  رده ـهم فش چ بهيپ مـي دور سN ويهوائ هـ با هستيا  چنبره

  . دين كنييرا تع Iانيحامل جر
  
  

  چ در نظريپ مي را در درون سيبه قبل سطح آمپر مشا:حل
  NIرن سطح برابيان موجود در ايمقدار كل جر. ميريگ ي م

  : اين صورتدر .  خواهد بود
           total

C

I r B N Iμ π μ= → =∫ B . dl 2� ��  

  :پس
 )4-20(                                       N I

r ϕ
μ
π

=B a
2
�  

  
 nي و داراييل با هـسته هـوا  يت طوينها يد بيك سلونوئي در درون يسي شار مغناط  يچگال  15-4مثال  
پاسخ . دين كنيي آمپرتعي را با استفاده از قانون مدارIانيچ فشرده در واحد طول ، حامل جر      يپ ميدور س 
 ]1[ .ديسه كنيمقا) 5-4(جه مثال يرا با نت

  

  14-4 شكل مثال :18-4شكل 

H  

 
 

a  
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

b  

 

I  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

r2  

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

r1  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

D  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y  

  
  
  
  

  13-4 شكل مثال :16-4شكل 
  
  
  
  

   ميدان در يك نقطة خاص:17-4شكل 

b  
 
 
 
 
 

a
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 محاسـبة  يبـرا . واهد بـود   خ zد و در جهت   يدان فقط در داخل سلونوئ    ي طبق قانون دست راست م     :حل
  را در نظـر گرفتـه و رابطـة   ) 19-4( مشابه شكل   يدان، سطح آمپر  ين م يا

C

Iμ=∫ B . dl  آن ي را بـرا ��

  : خواهد بود كهيهي بداين صورتم، در يكن يق ميتحق
B L n L I B n Iμ μ= → =� �  

  
  
  
  
  
  

  
ده ي ـچي پ )20-4(شـكل     به صـورت   ي نازك يها  مي س aار بلند به شعاع     ي بس يا   استوانه يرو 16-4مثال  

 ي باشد، مطلوبست محاسبة چگـال nدر واحد طول  و تعداد دور   Iميان هر س  ينكه جر يبا فرض ا  . اند  شده
  .تمام فضا ي برايسيشار مغناط

  
 محاسبه شـده  يها انيدان جريب م يست از ترك  ين مثال، كاف  يابق حل ا  مط. دينيرا بب ) 54-3(مثال   :حل

  : عبارتست ازي افقيها اني از جريدان ناشيم. مياستفاده كن
cos ,

,
zn I r a

r a
μ α <⎧

= ⎨ >⎩

a
B1

�

�
  

  :ر خواهد بوديصورت ز ز بهيان ني جريعمود از مولفة يدان ناشيم
,

sin
,

r a
n I a

r a
r

ϕμ α
<⎧

⎪= ⎨
>⎪⎩

B a2 �

�
  

  .شود يدان حاصل ميدو من يند از جمع ايدان برآيو م
  
  

  15-4 شكل مثال :19-4شكل 

 
 
 
 
 

I  

I  

z  

 
 

C  

L  
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 ـ :6-4ن  يتمر ك ي ـ سـطح    ي دور رو  Nم بـا تعـداد    يك س ـ ي
چ يپ ـ مية گـام س ـ ي ـزاو. ده شـده اسـت  يچي پaاستوانه با شعاع  

tansك دور به انـدازة      ي يعني(  است   αبرابر aπ α=  بـه   2
 يچگـال .  اسـت Iچ برابـر يپ ميان در س  يجر.) رود  يش م يجلو پ 

  .ديچ بدست آوريپ مي را در مركز سBيسيشار مغناط
  
  
z يكنواخت به چگال  ير  يان غ ي حامل جر  a به شعاع  يمي س :7-4ن  يتمر

rJ
a

=J a� دان ي ـم.  باشـد ي م
  )برقكارشناسي ارشد  ( .ديم بدست آوري را در داخل و خارج سيسيمغناط

 يتي هـدا يهـا  اني از حضور جريسيدان مغناطيم، ميا  كردهينجا بررسي كه تا به ا ييها در تمام مثال  
 از حركـت بارهـا در     يال انتق يها انيم، جر يدين همه، همانطور كه در فصل سوم د       يبا ا . نشئت گرفته بود  

  .ميريگ ياد ميها را  انين دسته از جريك مثال كار با ايدامه با ذكر در ا. رنديگ يخلاء نشئت م
  

سك بـا  ي ـد.  اسـت σي بـا چگـال  ي سطحيكي بار الكتر  ي دارا aق با شعاع    يسك عا يك د ي  17-4مثال  
سك ي ـ دي رويان سـطح يك جريجه يكند، در نت يقه حول محورش دوران م ي دور در دق   nسرعت ثابت   

  )82فيزيك كارشناسي ارشد ( .دين كنييسك تعي را در مركز ديسيدان مغناطيم. شود يجاد ميا
  

  :ميابي ير ميصورت ز بار را به از حركت ي ناشيان سطحي جر:حل

  16-4 شكل مثال :20-4شكل 

s

a2

I

I

…

  6-4 شكل تمرين :21-4شكل 

α  
cosn I α  

I

sinn I α  
+=
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dq dS r dr d ddI r dr r dr
dt dt dt dt

σ σ ϕ ϕ
σ σ ω= = = = =  

( )dI Nr r f r
dr ϕ ϕσ ω σ π π σ= = = =K a a2 2 6�

  

  :سك عبارتست ازيدان در مركز ديم

...
a

z z

N r
r dr d N a

r
π

π σμ πϕ μ σ
π

= = =∫ ∫B a a
2

2
3

2 6
4 6
�

�� �
�

�
  

  
  يسي شار مغناط-4-5

  :ميس با دو نوع شار سروكار داريدر مغناط. مينام ي از فضا را شار ميدان از بخشيگذر خطوط م
  )تاس) وبر (wbواحد آن  (يسي مغناط شار-1
واحد آن  (يوندي شار پ-2

N
wb) است) وبر بر دور: ديبخوان(  

  

  :  دو نوع مختلف استي خود دارايسيشار مغناط
  شار متقابل)                               بيشار خود) الف

  
  :يشار خود) الف

ر شـار  ا مقدايست و ي برقرار نيانيچ جري از فضا كه در آن ه ي عبارت است از مقدار شار گذرنده از سطح       
دان ي ـمعادل است با گـذر خطـوط م  ) 22-4( شكل   يمثلاً برا . (دانيكنندة م ديگذرنده از مقطع خودِ تول    

  ) از مقطع خودشي از حلقة اوليناش
) 4-21            (                              ∫=

S

ds.B   ϕ  

  :شار متقابل) ب
ع ي ـ از توزيدان ناش ـي ـلة ميبوس ـ) ان باشـد ي ـ جريتواند حـاو  يكه خود م( از فضا    يبخش شار گذرنده از    

 از حلقـة    يدان ناش ـ يمعادل است با گذر خطوط م     ) 22-4( شكل   يبرا. ( از فضا  يگري در بخش د   يانيجر
  :)ي از مقطع دومياول



  الكترومغناطيس مهندسي، تئوري، كاربردها و روش حل مسئله                                                             358

 

) 4-22           (                              
S

ϕ = ∫B . ds
2

21 1 2  

  :ن موارد را روشن خواهند كردير اي زيها مثال
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
كارشناسـي ارشـد    (.ديابي را بaان به شعاعيك حلقة جري گذرنده از يسي  مقدار شار مغناط 18-4مثال  

  )برق
بدسـت  ) 13-4(ة ن در رابط ـي ـش از اي در مركـز حلقـه را پ ـ   rك حلقه به شـعاع    ي از   يدان ناش يم:  حل
  .ميآورد

 
z

I
r

μ
=B a2

�  

  :ر استيصورت ز  بهdsيا رهين سطح داي ايبرا

ds r dr dϕ=  
  :پس

          
a

z z
S

I r dr d I a
r

π μ
ϕ ϕ μ π= = =∫ ∫ ∫B . ds a . a

2

2
�

�� �
  

   
 .ديابيرا ب) 23-4(ان و حلقة موجود در شكل يت حامل جرينها يم بين سي  شار متقابل ب91-4مثال 

  )80آزاد ناسي ارشد كارش( 

   گذر خطوط شار از مقطع جسم:22-4شكل 

S1  

S 2  

C1  

C 2  

 
 
 
 
 
 
 
 

I1  
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  :ر استيان در محل حلقه به شكل زيم حامل جري از سيدان ناشي م:حل

                                      x
I
y

μ
π

= −B a1 2
�  

  :مي حلقه داريبرا
                                       xdz dy=ds a2  

  :اين صورتدر 
                                  

a                 
a a

x xa
S

I I a I aadz dy Ln Ln
y a

μ μ μ
ϕ

π π π
+

= = − = − =∫ ∫ ∫B . ds a . a
2

21 1 2
2 1

2 2 2 2
� � �

�
  

  
  :يك سوال اساسي

ϕ?  حاصل انتگرال  = =∫ B . dsرا به همراه دارد؟ي  چقدر است و چه مفهوم�   
  :جواب
م كـه  يدر آنجا گفت ـ. ميا  صحبت كردهيا شونده از بار نقطه  خارج يكين در مورد شار الكتر    يز ا ش ا يپ
 يا اگر كـره نرو يم، از ايكن  يف م ي تعر يا  ن بار نقطه  يشده از هم   ن خارج داي را گذر خطوط م    يكيالكترشار  

شـونده از كـره    م، كل شار خارج يري در نظر بگ   يا  هن بار نقط  ي ا ي بر رو  يصورت فرض  به شعاع دلخواه را به    
خطـوط  ( ل است كه خطـوط شـار    ين دل ين موضوع به ا   يكه ا . يا  برابر خواهد بود با مقدار همان بار نقطه       

شـوند از     ي خود بـسته نم ـ    ي بر رو  يكي الكتر )دانيم
∫=Q  نــرو حاصــل انتگــرال يا D . dsــه يــ و ا� ن ب

نجا متوجـه  يپس تا به ا .ستيا مفهوم وجود بار نقطه   
دان نهفتـه   ي ـد پاسخ در نوع خطوط م     يم كه كل  يشد

 گرفتـه ش يگر بحث را پ ـيك سوال ديبا طرح    .است
  :ميتا به جواب مناسب برس

ــا ناديـــدر م - ــي الكتريهـ ــ خطـــوط ميكـ دان يـ
و امـا  .  بـود يك ـير عبور بار الكتر   يكنندة مس  مشخص
   دارند؟ي چه مفهوميسيدان مغناطيخطوط م

  19 -4 شكل مثال :23-4شكل 

خطوط شار 
يكيالكتر  

S  

S  

N  

N  

 
 
 
 
 

I  

 
 

 
 
 
 
 
 

a  

 

 
 

a  

 
 

a  

 

 
 
 
 
 
 

I  

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

z  

 خطوط شار كابل حامل :24-4شكل 

 مثال كليدي
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رد، ي ـدر هر نقطه قرار گ) يقطبدو(نما  ك قطبيكنند كه اگر  يص م مشخيسيدان مغناطيخطوط م 
-4(ت كـه در شـكل      ينها يك كابل ب  ي يسيدان مغناط ي به خطوط م   مثلاً.  خواهد كرد  يريگ چگونه جهت 

ن شـكل  ي ـ در ايقطب ـشود جهت دو يمده ين شكل ديگونه كه در ا همان. دي توجه كن  ،شود  يده م يد) 24
ϕ   حاصـل انتگـرال   يسي ـدان مغناطيل بسته بودن خطوط م  يبه دل . مشهود است  = =∫ B . ds  برابـر  ��

   .صفر خواهد بود
نـرو  يشـوند، از ا  ي خود بسته م ـي همواره بر رويسيط، خطوط شار مغنايكي بر خلاف خطوط شار الكتر  -

  :نكهيالعاده مهم را به همراه خواهد داشت و آن ا جة فوقيك نتيكه . پاسخ انتگرال همواره صفر است

  .مجزا وجود ندارد) يسيا بار مغناطيو  (يسي مغناطيقطب تك
م، بـاز  يم كن ـيز تقـس ي ـتر نت بخش كوچكينها يك آهنربا را به بيل است كه اگر ين دل ي به هم  قاًيدق
شـده   م مطـرح ي درك بهتـر مفـاه  يبـرا  .نـد امل كيك دوقطبي كوچك خود يها  ن بخش يك از ا  يهم هر   

  .ديتوجه كن) 27-4(تا ) 25-4 (يها م به شكليكن يشنهاد ميپ
  
  
  
  
  
  
  

           
  

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   شار ناشي از ميدان الكتريكي:26-4شكل    شار ناشي از ميدان مغناطيسي:25-4شكل 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Q  

 

 
 
 
 
 
 
 

Qϕ =  

 

 
 
 
 
 
 
 
 

N

 
 
 

S 

 
 
 

 
 

N 
 
 
 
 
 
 
 

S 
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N  
 
 

S 
 

N 
  

S 
 
 
 
 
 

 
 

N  
 
 

S 
 
 
 
 

N 
 
 

S 
 

 
 
 

 
 

N  
S 

 
 
 

N 
S 

 
 
 

N 
S 
N 
S 

 
 
 

N  
S 

 
 
 

N 
S 

 
 
 
 

N 
S 

 
 
 

N 
S 

   دوقطبي مغناطيسي دائمي:27-4شكل  

mϕ  

 

 
 
 
 
 
 
 
 

N 

 
 
 
 
 
 
 
 

S 
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  :توان جدولي مطابق زير تشكيل داد با توجه به مطالب اخير مي
  
  
  
  
  
  
  ي برداريسيل مغناطي پتانس-4-6

م كـه هـر بـردار    يد كه در فصل اول اثبات كـرد ي به خاطر دارم،يا ن بردار آشنا شده ين با ا  يش از ا  يپ
گـر در اصـول   ياز طـرف د . گر نـشان داد ي ديدان برداريك ميتوان به صورت كرل  يورژانس را م يبدون د 

∇ م كه همواره  يس گفت يموضوع مغناط  =. B  يگـر ي ديدان برداريصورت كرل م توان به ي را مB پس�
  : نوشتAمثل

)4-23(                                             ∇ = → =∇×. B B A�  

A و واحد آندهينام ي برداريسيل مغناطيپتانس را 
m
wbاست .  

  :م داشتي خواه،ميان شد استفاده كني كه در فصل اول بيبردارن ياگر از لاپلاس
)4-24(                                  (  )∇ =∇ ∇ −∇×∇×A  . A A2  

  :ميريگ يجه مين رابطه دو نتياز ا

1-                             ( ) μ
μ

= ∇×⎧
→ ∇× ∇× =∇× =⎨∇× =⎩

B A
A B J

B J �
�

  

∇ از آنجا كه -2 = . A ) پس) ديرا حل كن 15مسئلة  (�  )∇ ∇ = . A   :جهي و در نت�
)4-25(                                           μ∇ = −A J2

�  
  :د كهيآ ين معادله بدست مياز حل ا

)4-26(                                          

v

dv
R

μ
π

= ∫
JA 4

�  

  :توان نوشت ير مير متغييتفاده از تغع و با اسيو البته با توجه به نوع توز

  تناظر بين شار در دو حوزة مختلف: 7-4جدول 
  مغناطيس     الكترواستاتيك

  
S

sϕ = ∫D . d    
S

ϕ = ∫B . ds  

  
S

Q=∫ D . ds�    =∫ B . ds ��  
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 )4-27(                                        

s

ds
R

μ
π

= ∫
KA 4

�  

 )4-28(                                         

C

I
R

μ
π

= ∫
dlA 4

�  

  :ميكن ي را مطرح ميس برداريل مغناطيل پتانسي به دو دليدر حالت كل
ل يعكس محاسـبة پتانـس    بريار سخت بوده ولي بسيسي شار مغناطيع محاسبة چگال  مواق ي در برخ  )الف

= ل و اسـتفاده از رابطـة   ين مواقع با محاسبة پتانسيتر است در ا   ساده ي بردار يسيمغناط ∇×B A  بـا ،
  .ديم رسي خواهيسي شار مغناطيل به چگاليكرل گرفتن از پتانس

يس بردار يل مغناط يپتانسم واحد   يهمانطور كه گفت  ) ب
m
wb د بـه  ي ـتوان يد م ـي دقت كني است، اگر كم

  :دي ببر يل با شار پيارتباط پتانس
  

 آن بـه دور  ي كه انتگرال خط ـين معني است، بديكيزي مفهوم ف  ي دارا ي بردار يسيمغناطل  يپتانس
بـه  . ر اسـت ين مسيه توسط ا گذرنده از سطح محصور شديسير بسته برابر كل شار مغناط  يهر مس 

  :يعبارت
)4-29(                                            

C

ϕ = ∫ A . dl�  

   . استيسيافتن شار مغناطي آن يگر از كاربردهاي ديكيپس 
  .ميكن يان مي بعد بيها ن جدول را در قسمتيحات مرتبط با ايتوض. دي دقت كن)8-4(به جدول 

  
  
  
  
  
  

  
در ادامـه  . وجـود دارد ) ط مـسئله يبسته به شرا (ي مختلفيها   روش يسيمغناطل  يپتانسافتن  ي يبرا

  .م داديخواهح ي توض، آنها راييها ها را مطرح كرده و با ارائة مثال ن روشيا
  

  اظر بين پتانسيل الكتريكي و مغناطيسيتن: 8-4   جدول 

  ها  تناظر بين پتانسيل
                      مغناطيس                    الكترواستاتيك 

     lV dl
R

ρ
π ε

= ∫ 4 �

           

C

I
R

μ
π

= ∫
dlA 4

�  
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  ي برداريسيل مغناطي محاسبة پتانسي برا)26-4( استفاده از رابطة -14-6-1
 انـدازة  كـافي اسـت  . ميينمـا  يم، عمل م ـيكرد ياب مدان را حسي كه مين حالت به همان شكليدر ا 

. ميت انتگرال را حل كن ـي مورد نظر ضرب كرده و در نهايليفرانسيافته و آن را در المان د   يا  بردار مكان ر  
ر حـل  ي است پس مسيفاقد ضرب خارج) 26-4(موجود در رابطة شود انتگرال  يهمانگونه كه مشاهده م 

  . كرده استين موضوع را بررسير ايمثال ز. م بودي را شاهد خواهيكمتر

rرهي ـدامي از ن ـي ناش ـيبـردار  يسي ـل مغناطيحاسبه پتانـس مطلوبست م  20-4مثال  
ϕ π
=
≤ ≤

1
�

 حامـل  

z واقع در صفحه Iان يجر = ) به مختصات يا  در نقطه� , , )p h� �.  
  )برقكارشناسي ارشد (

  :ميكن يبردار مكان را رسم م) 28-4( مطابق شكل :حل

           r zr z= − +R a a   ، ( )z r= +R
1

2 2 2  
I             :نيهمچن I r d ϕϕ=dl a  

  :پس

             

( )C

I r dI
R z r

π ϕϕμ μ
π π

= =
+

∫ ∫
adlA 1

2 2 24 4
� �

�
  

( )( sin  cos  )
( ) ( )

x
x y

I r I rd
z r z r

πμ μϕ ϕ ϕ
π π

−
= − + =

+ +
∫

aA a a1 1
2 2 2 22 24 2
� �

�
  

r,م ي در رابطة فوق قرار دهكافي است z h= =1 .   

  

ك ي ـدو ضـلع  ) 29-4( مطـابق شـكل    aطول   به   Iانيم با جر  يمستقم نازك   يدو قطعه س    21-4مثال  
 كارشناسـي ارشـد   (  در گوشة مقابل چقدر است؟     Aيسيل مغناط يبردار پتانس . دهند  يل م يمربع را تشك  

  )73 برق
 كـرده و بـا اسـتفاده از آن بـه سـوال      يك كابل محدود را بررسي از ي ناش يسيل مغناط يابتدا پتانس : حل

  : عبارتست ازp مثليا در نقطه) 30-4( از شكل يدان ناشيم) 26-4(طبق رابطة . ميده يپاسخ م

  20-4شكل مثال : 28-4شكل 

 
 
 
 
 

x  

 
 

 
 
 
 
 
 

y  

 
 
 
 
 
 
 

z  

 
 
 
 
 
 
 

R  

 
 

 
 
 
 
 

dl  

 

( , , )p h� �  

 
 
 
 
 
 
 
 

I  



  الكترومغناطيس مهندسي، تئوري، كاربردها و روش حل مسئله                                                              364

 

)4-30     (       ( )
( )

cos sin
cos cos sinz z

I Id Ln
α

α

α αμ μα
π α π α α

⎡ ⎤× +
= = ⎢ ⎥× +⎣ ⎦

∫A a a2

1

1 2

2 1

1
4 4 1
� �  

  :م داشتي رابطة فوق و جمع آثار خواهبا استفاده از

( )( )y x
I Lnμ
π

= + −A a a1 24
�  

  
  
  
  
  
  
  
  

  .ديابي را در تمام فضا بaي با شعاع داخلتينها ي بي كابليبردار يسيمغناطل ي پتانس:8-4ن يتمر

 بوده و در zمحور با محور  كه همbي و شعاع خارجaيمحور به شعاع داخل ك كابل هم ي :9-4ن  يتمر
zIاني آن جر  يمغز a�   اني آن جر  يلد خارج ي و در شzI− a� بـا فـرض   . ميار دار ي در اخت  ،باشد ي م ي جار

br در يسيل مغناط ينكه بردار پتانس  يا  در  يسي ـل مغناط يبردار پتانـس   صفر است، مطلوبست محاسبه      =
bra ن را فقط با اسـتفاده از  ين تمريد ا ي كن يسع: تذكر ()  آزاد پر شده است    يه از فضا  ين ناح يا .(>>

  .)ديحل كن) 20-4(روش حل مثال 
  
 ـ  -4-6-2 ل ي محاسـبة پتانــس يس بـرا يك و مغنـاط ين الكترواسـتات ي اسـتفاده از تنـاظر ب

 ي برداريسيمغناط
س ساكن را در ي در حل مسائل مغناط   ي از كاربرد دوگان   يبخش كوچك . ديت كن  دق )8-4(دول  جبه  

ل ي همـان پتانـس  يسي ـل مغناطيافت كـه پتانـس  يتوان در ي ميراحت به.  د كردين قسمت مشاهده خواه يا
 ـIاني معادل جرρع باريم توزينكه فرض كني است مشروط بر ا يكيالكتر  �ε0ي بـه جـا  ي است و از طرف

،
μ
1
�

 يفقط در برخ، يسيل مغناطي محاسبة پتانسيبران روش يلازم به ذكر است كه ا    .  قرار گرفته است   

 
 
 
  
 

         y  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( , )a a  

a  

a  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x  

I  

  21-4شكل مثال : 29-4شكل   خط حامل جريان: 30-4شكل 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

o  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

p  

 
 
 
 

α1  

 
 
 

α2  

 
 

I  

 
 
 
 
 
 
 

z  

 مثال كليدي
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ود ك جهتـه اسـت، محـد   ي ـا  ي و   يع خط ي توز ي كه دارا  ي به موارد   و كاربرد آن معمولاً    رفتهكار   مواقع به 
  .گردد يم

  
  .ديابي را در خارج كابل بaي با شعاع داخلتينها ي بي كابليبردار يسيمغناطل ي  پتانس22-4مثال 

  )77اي  كارشناسي ارشد هسته(
  :ديآ يبدست م) 49-2رابطه ( ريت از رابطة زينها يك خط بار بي يكيل الكتري پتانس:حل

l rV Ln
r

ρ
π ε

= 2
�

�

  

  :مير عمل كنيصورت ز  بهكافي است ي برداريسيل مغناطين پتانس بدست آورديابر
   .Iمي قرار دهlρيجا  به-1
مي قرار ده�εيجا  به-2

μ
1
�

.   

   .Iمي قرار دهVيجا  به-3
  :م داشتيكه خواه

)4-31(                                        rLn
r

μ
π

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

IA 2
� �  

  
ك كابـل رفـت و   ي ـ ي را بـرا ي بـردار يسي ـل مغناطيپتانـس  )22-4( مشابه مثال ي با روش:10-4ن  يتمر

  )ديني را بب52-2رابطة  (.دي از هم قرار دارند، محاسبه كنdبرگشت كه به فاصله
  

  .دي را دوباره حل كن)9-4(ن ي، تمر)22-4( مشابه مثال يبا روش :11-4ن يتمر
  

ع شده ي توزaت به شعاعينها ي در حجم استوانة بρكنواختي ي با چگال  يد بار ي فرض كن  :12-4ن  يتمر
  .است
  .ديدا كني نقاط داخل استوانه پي را برايكيل الكتري پتانس)الف

 نقاط درون كابل محاسـبه  ي را براي برداريسيل مغناطي پتانس)14-4( با استفاده از روش حل مثال     )ب
  .ديسه كني مقا)8-4(ن يجة تمريه و با نتنمود
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  ي برداريسيل مغناطي محاسبة پتانسيبراج آن يو نتا معادلات لاپلاس استفاده از -4-6-3
 در آن ي بـردار يسي ـل مغناط يپتانس  محاسبة يان وجود نداشته باشد، برا    ي از فضا جر   ير بخش اگر د 

ح ير تـشر ي ـصـورت ز  ن مطلـب را بـه  يل ايدل. ميتفاده كنم از حل معادلة لاپلاس اسيتوان يبخش از فضا م 
  :ميكن يم

Jμ           لاپلاس  =∇ = − ⎯⎯⎯→ ∇ = ↔A J A2 2�
� �  

  .دير توجه كنيبه مثال ز
  

 بوده و در zمحور با محور  كه همbي و شعاع خارجaيمحور به شعاع داخل   ك كابل هم  ي  32-4مثال  
zIان  ي آن جر  يمغز a�   ان  ي آن جر  يلد خارج ي و در شzI− a� با فـرض  . ميار داريباشد در اخت   ي م ي جار

br در يسيل مغناط ينكه بردار پتانس  يا  در يسي ـل مغناطي صفر است، مطلوبست محاسبه بردار پتانـس       =
bra   ) آزاد پر شده استيه از فضاين ناحيا .(>>
  

  :ميرس يبا دو استدلال ساده به پاسخ م :حل

 مولفـة   يز فقط دارا  ي ن ي بردار يسيل مغناط يم كه پتانس  يريگ  يه م جياست نت  zان در جهت  يچون جر  -
z توان از بسط معادلـه پواسـون    ين موضوع را ميا. (  استμ∇ = −A J2

 در دسـتگاه مختـصات قـائم    �
ن داشـته  اي ـع جري كه توزين هر جهتيجه گرفت كه در دستگاه كارتز     يتوان نت   ين م يبدست آورد، همچن  

zzA: م كهيدينجا فهميپس تا به ا)  همان جهت استيز داراي نيسيمغناطل يباشد بردار پتانس aA =  
braم كه در  يدان ي  م  - از . اسـت  ϕجـه در جهـت  يك كابـل بـوده و در نت  ي ـدان يدان مشابه مي م>>

ABنكهي با توجه به ايطرف   :توان نوشت يپس م،  =∇×

zAr
r r r

∂∂ ⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
1 �  

  :م كهيريگ يجه مين رابطه نتياز ا . معادلة لاپلاس استzكه رابطة فوق جملة 

zA k Ln r k= +1 2  
  :مي كني را بررسيد دو شرط مرزيب ثابت باي بدست آوردن ضرايبرا
brل در ي پتانس-1 =.  
AB رابطةي برقرار-2 braي فضاي برا =∇× <<.  

  :ميدار

 مثال كليدي
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( )        

    

z

z

A r b k Ln b k
A I
r rϕ ϕ

μ
π

= → + = ⎫
⎪

∂ ⎬= ∇× → − = ⎪∂ ⎭
B A a a

1 2

2
� �

�
  

  :ميريگ يجه مينتكه پس از حل دستگاه 

)4-32(                                    
z

I bLn
r

μ
π

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A a2
� �  

  
  ي برداريسيل مغناطينس محاسبة پتاي برايحل پواسون برداردان و يم  استفاده از-4-6-4

ل را ي پتانـس  يراحت ـ م از مـوارد گذشـته بـه       ياشد و نتـوان   ان وجود داشته ب   ي از فضا جر   ياگر در بخش  
ل ي پواسـون بـه پتانـس   يم با حل معادلة برداريتوان ي م،دان در آن بخش از فضايم، به شرط داشتن م يابيب

  .ميبرس
  

 bي و شـعاع خـارج  aي به شـعاع داخل ـ    يا   استوانه ي كنواخت از پوسته  يطور    به Iاني  جر  42-4مثال  
braرا در) نيب نامعي ضرايبدون بررس (يسيل مغناطيقالب پتانس. گذرد يم   ]8[ .ديابي ب>>
  

 ي بـردار يسي ـل مغناطي پتانس)23-4(حات مثال ي است پس مطابق توضzان در جهت  ي جر ي چگال :حل
  :جهيدر نت.  استz مولفةيفقط دار

z zA μ J  ∇ = −2
�  

  :گردد ير محاسبه ميصورت ز  بهوان است ي جري حجمي چگالzJكه در آن

( )z
IJ  

b aπ
=

−2 2
  

 پـس  ،شود يع مي توزي و فقط با فرم شعاع بوده ن ϕاي z از يان تابع يع جر ينكه توز ي با توجه به ا    ياز طرف 
zAازي فقط تابع rمين داري از لاپلاساين صورتدر . باشد ي م:  

z
z

Ar μ J  
r r r

∂∂ ⎛ ⎞ = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
1

�
  

  :ميرين رابطة دوبار انتگرال بگي از اكافي است
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z
z

r JA k Ln r kμ
= − + +

2

1 24
�  

  :جه خواهد داديپس نت

 
( ) z

r I k Ln r k
b a
μ
π

⎡ ⎤
= − + +⎢ ⎥−⎣ ⎦

A a
2

1 22 24
�  

  :ديير عمل نمايصورت ز د بهيتوان يد، ميطة فوق مشكل داردن به رابياگر در رس: تذكر
ن يـي د تع ي ـپـس با  .  انـدازه  يگـر يهت و د   ج يكي دارد،   ي دو بخش اصل   ي بردار يسيل مغناط يقطعاً پتانس 

  كند؟ ير ميي تغيريل با چه متغيست و اندازة پتانسيم كه جهت چيكن
ان اسـت   ي ـ جهت حركت جر   ي بردار يسيل مغناط يم، جهت پتانس  ين اشاره كرد  ي از ا   شي همانطور كه پ   -
  )zن مثال همان جهتي در ايعني(
ن حالـت در  ي ـدر ا(م يده ـ يص م ـي را تـشخ يسي ـدان مغناطيدست راست، جهت مبا استفاده از قانون     -

 است كـه  يريجهت سوم، متغ  ) ϕيگري و د  zيكي(م  يا  دا كرده ينجا دو جهت را پ    يپس تا به ا   ). ϕجهت
  :م كهيدينجا فهميپس تا به ا). rيعني(دهد  ير ميي را تغيسيل مغناطياندازة پتانس

( ) zA r=A a  
 كـه در بـالا   يهمـان كـار  (م ي جملة مربوطه را از رابطة كرل انتخاب كـرده و بـسط ده ـ      كافي است حل  
  )ميا كرده

  :مي كنيدو موضوع را بررس يستيباب ثابت ي محاسبة ضرايبرا
braدان درية م  محاسب -1 م يتـوان  ين عمـل م ـ ي ـبـا ا . ل با كرل گرفتن از پاسـخ ي و محاسبة پتانس>>

  .ميابي را بk1بيضر
brي برا ي بردار يسيل مغناط ي محاسبة پتانس  -2 ل محاسـبه شـده     ي و برابر قرار دادن پاسخ با پتانـس        <
braيبرا kتوان ين عمل ميبا ا . >>   . را محاسبه كرد2

  .)ديني را بب13-4ن يتمر(  .ن به شما واگذار شده استين كار به عنوان تمريا
  

  : مطلوبست محاسبة)24-4( با توجه به موارد مطرح شده در مثال :13-4ن يتمر
brي برايس برداريل مغناطي پتانس)الف >.  

k وk1ب ي محاسبة ضرا)ب 2.  
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  ي برداريسيل مغناطي محاسبة پتانسيبرا يسيدان مغناطيم  استفاده از-4-6-5
صـورت مـشابه    ، بـه ميدان برس ـي ـ بـه رابطـة م  ي برداريسيل مغناطيم از پتانس يتوان  يهمانطور كه م  

م ين حالت بـا آن مـواجه  ي كه در ايمشكل مهم. ميدا كنيل دست پيدان به پتانسيم تا با محاسبة م   يقادر
ن حـال اگـر   ي ـبـا ا . باشـد  ي م ـر ممكـن يبا غيست كه حل آن تقريا ل پارهيفرانسيك معادلة ديدن به  يرس
ن يـي  تعيبـرا . ديل رس ـي پتانسي راحت به فرم كليريگ ك انتگراليتوان با   ي تقارن باشد م   يستم دارا يس

مثـال  . ة مسئله اسـتفاده كـرد  يط اوليا شرايستم و   ي س يكيزيط ف يد از شرا  يا با يز  ي ن ن پاسخ يمعب نا يضرا
 .دي را حل كن)15-4(ن يد تمريتوان يشتر مين بي تمريبرا. دهد يح ميده را توضين اير ايز
  

بـردار  . باشـد  ي م ـIناي ـچ در واحد طـول حامـل جر  يپ مي دور سnل بايد طويك سلونوئي  52-4مثال  
  )برقكارشناسي ارشد ( .ديابيد بي را داخل سلونوئي برداريسيل مغناطيپتانس

  
zn:ميا د محاسبه كردهي را در داخل سلونوئيسيدان مغناطيشدت م: حل I=H a  

×∇μن ي اسـت و همچن ـ zدان در جهتينكه ميبا توجه به ا   =A H�  ب مولفـة ي پـس ضـرz  كـرل را 
  :ميسينو يم

( ) rrA A n I
r r

ϕ μ
ϕ

∂⎛ ⎞∂
− =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

1
�

  

rA جملة، متقارن استϕستم نسبت بهياز آنجا كه س
ϕ

∂
∂

  :م داشتيپس خواه) چرا؟( صفر خواهد بود 

( )rA
n I

r r
ϕ μ

∂⎛ ⎞
=⎜ ⎟∂⎝ ⎠

1
�

  

  :ميده يدار را جواب م م ابتدا دو سئوال جهتينكه ادامه دهيبل از اق
  د چگونه است؟ي سلونوئيان روي جهت جر:1سوال 
I يعني ، ϕ در جهت:جواب ϕ=I a�.   
  ست؟ي چي برداريسيل مغناطين رابطة محاسبه شده جهت پتانسي با توجه به آخر:2سوال 
Aϕ مانده است پسي باقAϕفقط جملة :جواب ϕ=A a.  

  )د؟يريگ ي ميا جهياز موارد فوق چه نت: ديحال شما پاسخ ده(
  :ميم، داريريرابطة بدست آمده انتگرال بگاز  كافي است. ميريگ ي ميادامه حل را پ

 مثال كليدي
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kA n I r
rϕ μ= +

1
2 �  

م بـا توجـه بـه       ياگر دقـت كن ـ   . ميريگ  يستم كمك م  ي س يكيزيط ف ي از شرا  kنيب نامع ين ضر يي تع يبرا
r(د يل در محور سلونوئيرابطة محاسبه شده پتانس   =  يت سـازگار ي ـن با واقعيشود، كه ا يت مينها يب) �

  :م داشتينرو خواهي از ا برابر صفر باشد ويستي باkبيپس ضر) چرا؟(ندارد 

)4-33(                                         n I r ϕμ=A a1
2 �  

  
  ي برداريسيل مغناطي محاسبة پتانسيبرا) 29-4(رابطة   استفاده از-4-6-6

 از حـالات  ي برخ ـي و البتـه بـرا   ي بـردار  يسيل مغناط ي محاسبة پتانس  ي ساده برا  يها   از روش  يكي
  :ر استيه از رابطة زخاص، استفاد

)4-34                            (                 
C

ϕ = ∫ A . dl�  

  :م كهيم، در آنجا نشان دادي كردي را بررسيسيدر قسمت قبل، شار مغناط
)4-35                     (                        

S

ϕ = ∫B . ds  

  شود كه  باعث يستمياگر تقارن در س
S

B S = ∫B . dsتوان نوشت يستم مين سي چني، آنگاه برا:  

A L B S=  
  :دير توجه كنيبه مثال ز.  را محاسبه نمودي برداريسيل مغناطي پتانسيراحت و به

  
ار يتعداد دورها بس  . گذرد  ي م Iان ثابت يجر) ملولهيس( نامحدود   يا  چ استوانه يپ  ميك س ي از    62-4مثال  

 از rملوله و در فاصـلة   ي خارج از س ـ   Aيسيل مغناط يبردار پتانس . شود  ي بر واحد طول فرض م     nاد و يز
  ) برقشناسي ارشدكار (چگونه است؟) zمحور(محور آن 

  
  :شده حات مطرحي طبق توض:حل

    
C S

ϕ = =∫ ∫A . dl B . ds�  

  26-4شكل مثال : 31-4شكل   :پس

r  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a  
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( ) ( ) ( )A L B S A r n I aπ μ π= → × = × 22 �  
  :دهد يجه ميكه نت

n I a
r ϕ

μ
=A a

2

2
�  

z صفحة ي رو :14-4ن  يتمر = xk=kي سطح اني جر ي، چگال � a� يسي ـغناطل م يپتانـس . ستي ـ جار 
   .ديدا كني را در تمام فضا پيبردار

  
  يسي مغناطيقطبدو -4-7

 يسي ـ مغناط يقطبان را دو  يك حلقة كوچك حامل جر    ي
ل يدان و پتانـس   ي ـمحاسـبة م   )32-4مطابق شكل   . (مينام  يم

aR(ان را در نقـاط دور  ين حلقة كوچك جر  يا از   يناش >> (
ل ي ـن حال به دليبا ا. ميكن يآخر فصل واگذار م   10ئلة  به مس 

  .ميآور ينجا ميها آنها را در ا ن پاسخيت فوق العاده اياهم

)4-36   (( cos  sin  )R
m
R θ

μ θ θ
π

= +B a a3 24
�  

)4-37    (              R

R
μ

π
×

=
m aA 24

�  

  :شود يمف ير تعريصورت ز  بوده و بهيسي مغناطيقطب دو بردار گشتاورmن روابطيكه در ا
)4-38                            (              zI aπ=m a2  

A.ن رابطه كاملا واضح است كه واحد آنيبا توجه به ا m 2است .  
  

از اين جهت بـه  . در اينجا لازم است تشابه و مقايسة مطالب اخير را با حوزة الكترواستاتيك بررسي كنيم       
شـدگي   ها را بـه پـس از بيـان مغنـاطيس      توضيحات بيشتر در مورد دوقطبي     .توجه نماييد ) 9-4 ( جدول

  .كنيم موكول مي
  
  
  

  دوقطبي مغناطيسي: 32-4شكل 

    z     

y
 

x

p

θ

I

R
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  ان معادلي جريها ي و چگاليشدگ سي مغناط-4-8
  يشدگ سي مغناط-4-8-1

 يقطب ـ  گـشتاور دو   ي دارا يتـال ي و ارب  يني مواد به خاطر چرخش اسپ     يها  موجود در اتم   يها الكترون
 قـرار دارنـد    ي مختلف ـ يهـا  ل كه در راستا   ين دل يار كوچك، به ا   ي بس يها اورن گشت يا.  هستند يسيمغناط

راسـتا شـدن     باعث هـم ي خارجيسيدان مغناطيك ميقرار گرفتن در . كنند يجاد نمي ايسيدان مغناط يم
 موجود در حجم كوچـك      يها يقطب كه اگر مجموع دو    يشود، به نحو   ي م يسي مغناط يها يقطب  دو ينسب
dv     ر ي ـصـورت ز   بهيا ن مادهيشود، بردار مغناطش چن يگر حاصل جمع صفر نم    يم، د ي را با هم جمع كن

  :است

 )4-39(                                      lim

n V

k
k

V V

Δ

=

Δ →
=

Δ

∑m
M 1

�
  

  :شود ير محاسبه ميوسته از رابطة زي پيها عي توزي معادل برايقطب مقدار گشتاور دو-

)4-40(                                         I= ×∫M R dl1
2

  

ر ي مـس يل رويفرانـس ي بـردار د dlع،يان معادل توزي جرIع،ي در داخل توز  ي بردار مكان  Rدر رابطة فوق  
  .ع استي توزيخارج

  :ر در خواهد آمديصورت ز  به مسطحيانيك حلقة جري يبرا) 40-4( رابطة -

)4-41(                                             nS I=M a   

  هاي الكتريكي و مغناطيسي تناظر بين دوقطبي: 9-4   جدول 
  ها       تناظر بين دو حوزة الكترواستاتيك و مغناطيس ساكن در ارتباط با دوقطبي

                         مغناطيس   كترواستاتيك                      ال  
                           گشتاور دوقطبي

ndq aP   =                       zI aπ=m a2        
)           ميدان دوقطبي cos  sin  )R

P
R θθ θ

π ε
= +E a a3 24 �

    ( cos  sin  )R
m
R θ

μ θ θ
π

= +B a a3 24
�  

   پتانسيل 
  دوقطبي

                      RV
Rπ ε

=
P . a

24 �

                      R

R
μ

π
×

=
m aA 24

�  
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 بـه  . بـردار عمـود بـر حلقـه اسـت     naان گذرنـده از حلقـه و    ي ـ جر I، مساحت حلقه  Sن رابطه يكه در ا  
  :ديببر ين موضوع پيد تا به اي توجه كنريز يها مثال

  
 مـشابه شـكل     يسي مغناط يقطبك دو ي ي برا يسيردار گشتاور مغناط    مطلوبست محاسبة ب    72-4مثال  

  )69كارشناسي ارشد برق ( .)4-32(
  

zI  صـورت   بهيقطبك دوي ي را برا يسي مغناط ي در بخش قبل گشتاور دوقطب     :حل aπ=m a2 مطـرح  
ن مقـدار را  ي ـا) 41-4(و ) 40-4(ك از روابـط  ي ـم تا با استفاده از هر يكن ي مين قسمت سع يم در ا  يكرد

  .ميبدست آور
  :)40-4(با استفاده از رابطة  )الف
  : پس،كند ي آن متصل مي است كه مركز حلقه را به هر نقطه روي بردار مكانRن حالتيدر ا

 ra=R a  
a  : برابر خواهد بود با    dl،يا  رهيك حلقه دا  ي طِي مح ي رو ،ياز طرف  d ϕϕ=dl a .     40-4(حال از رابطـة (

  :ميكن ياستفاده م

     r z zI I a a d I a d a
π

ϕϕ ϕ π= × = × = =∫ ∫ ∫M R dl a a a a
2 2 21 1 1

2 2 2 �
  

  :)41-4(با استفاده از رابطة  )ب
aπحلقه مسطح است و مساحت آن برابر   اسـت،  zaزي ـن بردار عمود بر سطح حلقـه ن يهمچن. باشد يم 2

  :م داشتي خواه)41-4(پس بر طبق رابطة 
)4-42                   (               n zS I a Iπ= =M a a2  

  .ميافتيكه در هر دو حالت به پاسخ مطلوب دست 
  

 حـول  ωيا هي ـ قرار دارد و كره با سرعت زاوa به شعاعيا   كره يكنواخت رو ير  طو  به Q بار 82-4مثال  
  .ديابي معادل را بيسي مغناطيقطبگشتاور دو. چرخد ي، مگذرد ي كه از مركزش ميمحور
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م آن ي و بـا تعم ـ كـرده را انتخاب  يا ك نوار حلقهي ابتدا يعين دست و با هر نوع توزي از اي در مسائل :حل
ان يافتن مقدار جري حل يها ن بخش ي از مهمتر  يكيدر هر مورد    . افتيم  يبه شكل مورد نظر دست خواه     

  .ح شده استي در فصل سوم تشريادين موضوع تا حد زيا. است
   از دورانيـان ناشـي محاسبة جريراـم كه بـيديدر فصل سوم د

   يوــ حلقانِـتدا فاصله المـ اب،ωيا هيت زاوـا سرعـم بـك جسي 
  .مـيكن يافته و سپس آن را در سرعت ضرب ميرا تا محور دوران 

  انيم به مقدار جري بار ضرب كني سطحي اگر حاصل را در چگال
  ك نواري. ميكن يل مـصورت مشابه عم ز بهيا ننجي در ا.ميا دهي رس

  ن نوار تا ـيطه از اـلة هر نقـ فاص.ميكن ي كره انتخاب مي را از رو
  اع برابر ـن شعي كه ايرة فرضين داياع همـبرابر است با شع محور

θsinadاست با    گر با توجه به شكل كره عرضياز طرف د . =
   ينكه چگاليا پس با فرض.  استθadن نوارها برابريك از اي هر 
  :ميان آن داريورد جرـ است در مσن نواري اي برايحـان سطيجر

ωθθσ  )sin)(  ( adaI =  
nS(ن حلقه ين حالت ممان ايدر ا I=M a ( خواهد بوداين صورتبه :  

( ) sin ( sin )   sin    z za d a a dσ ω θ θ π θ π σ θ ω θ= × =dM a a2 2 4 3  

)ن رابطه يكه در ا   sin )aπ θ  ـ  . اسـت ي مساحت همان نوار فرض 2  يقطب ـور دوگـشتا  محاسـبة  يراحـال ب
  :ميري از رابطة فوق در بازة مربوطه انتگرال بگكافي است معادل يسيمغناط

     sin             z z z
Q aQ aa d a

π ωσ ππ σ θ ω θ π σ ω == = ⎯⎯⎯⎯⎯→ =∫M a a M a
22

4 3 44
3 3�

  

  

دان يل و م  ي بدست آوردن پتانس   يها برا   ن راهكار ي از بهتر  يكي معادل،   يسيمحاسبة گشتاور مغناط  
  :ميكن ير عمل ميصورت ز ن موارد بهيدر ا.  از آن استيدور در فاصلة ،عيك توزي
  .ميابي يع مورد نظر مي توزي معادل را برايسي گشتاور مغناط-1
 از ي دور فاصلة نسبتاًي از فضا كه دارايل در هر نقطة دلخواه   يا پتانس يدان و   ي محاسبة م  ي برا -2

) 37-4(و ) 36-4 (يهـا   دست آمده از قسمت قبل را در رابطـه         ب M بردار كافي است ع است،   يتوز
  .ميقرار ده

  28-4شكل مثال : 33-4شكل 

 
 
 

sind a θ=  

 

 
 
 
 
 

adθ  

 
 

 
 
 

a  

 

 
 
 
 
  
 

ω  

 

 مثال كليدي
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  .دير توجه كنيبه مثال ز
  

  :  مطلوبست محاسبة92-4مثال 
  . خارج كرهيا در نقطة) 28-4(ع مثال ي از توزيدان ناشي م)الف

 بـه مركـز مبـداء مختـصات را در نقطـة        a بـه ضـلع    ي حلقة مربع شكل   ي بردار يسيل مغناط ي پتانس )ب
( , , )a π π3 4 4

.  

 ـي ـن توزي ـ معـادل ا يسياور مغناطگشت) 28-4( مطابق حل مثال    )الف :حل  صورتع ب
z

Q a ω
=M a

2

3
 

  :مي قرار ده)36-4( آن را در رابطة كافي است .است

 ( cos  sin  )R
Q a

R θ
μ ω θ θ

π
= +B a a

2

3 212
�   →   

( cos  sin  )

 

R
m
R

Q am

θ
μ θ θ
π

ω

⎧ = +⎪⎪
⎨
⎪ =⎪⎩

B a a3

2

24

3

�

  

n صورت م مذكور بهستي س يسي مغناط يقطب گشتاور دو  )ب zS I a I= =M a a2 بـا قـرار دادن   .  اسـت
  :م داشتيخواه) 37-4(آن در رابطة 

 
( ) cos      
( ) ( )

 

R
z R

z

M
a I a I IR

a a
R aa I

ϕ ϕ

μ
μ μ θ μπ

π π π
π

θ
πθ

×⎧ = ×⎪ → = = → =⎨
⎪ ==⎩ =

=

aA a aA a A a
M a

2 2
2

2 2
2

24
4 3 4 3 723

4
4

�
� � �

  

  
 حـول  ω يا هيقرص با سرعت زاو.  قرار داردa به شعاع ي قرصيكنواخت رويطور   ب Q بار  30-4مثال  
 ي معادل ناش ـيسي مغناط يقطبگشتاور دو مطلوبست محاسبة . چرخد  يگذرد م   ي كه از مركزش م    يمحور

   .عين توزياز ا
  

ــل ــار كلـ ـ) 28-4(در مثــال : ح  بــا اســتفاده از  يسيــ مغناطي محاســبة گــشتاور دوقطبـ ـ يراهك
nSرابطة I=M a ن رابطهيطبق ا. ميكن ياستفاده م) 40-4(ن مثال، از رابطة يدر ا. مياد گرفتي را:  

 مثال كليدي
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I ds= × = ×∫ ∫M R dl R J1 1
2 2

  

  :كه در آن
, ,rr r ds r dr dϕσ ω ϕ= = =R a J a  

  :پس

( ) ( ) ...
a

r z
ads r r r dr d

π

ϕ
σ π ωσ ω ϕ= × = × × = =∫ ∫ ∫M R J a a a

421 1
2 2 4� �

  

  
   : مطلوبست)30-4( مثال ي برا:16-4ن يتمر
 از فضا با استفاده ي در نقطة دلخواه   ي بردار يسيل مغناط ي و پتانس  يسي شار مغناط  ي محاسبة چگال  )الف

  . مشابه يروشاز 
 در مبـداء مختـصات بـا اسـتفاده از     ي بـردار يسي ـل مغناطي و پتانسيسي شار مغناطي محاسبة چگال  )ب

  .وساواريقانون ب
 z بـوده و محـور آن در جهـت محـور    د كه مركز قرص مبداء مختـصات يه موارد فرض كن ي در كل  :تذكر
  .است

  
  ان معادلي جريها يچگال -4-8-2

 مـواد در  ي برخ ـيري ـم كـه قرارگ يگفت ـ. مي صـحبت كـرد  يشـدگ  سيدر بخش قبل در مورد مغناط  
ك ي ـ آهنربا كـردن  ياد چگونگيبه  (شود    يده شدن آنها م   يموجب مغناط  يسي مغناط يها  دانيمجاورت م 

 را يدگي ـن قطبي ـ مدل كردن اي چگونگميخواه ين قسمت م يدر ا ) !ديفتي دبستان ب  يها  شيخ در آزما  يم
م تـا  يبـده ك جـسم  ي ـ را به يانيم كه چگونه و چه مقدار جريم نشان ده  ي و در واقع قصد دار     دهان كر يب

 را يهـا  اني ـن جري ـا. ميجـاد كن ـ يرا ا ) ن قطـبش  ي ـ از ا  يد ناش ـ ي ـدان جد ي ـو م  (يدگيم همان قطب  يبتوان
ه نروست كياز ا) ك جسميزه شدن يد در پلار ي مق يكي الكتر يها  همچون بار (م  ينام  ي معادل م  يها  انيجر

  .ميا ان معادل گذاشتهي جريها يچگالن قسمت را يعنوان ا
 ـي ـ مقي و سـطح   ي حجم يها  انيه جر ديك جسم مغناط  ي يكه برا  توان نشان داد    يم ر ي ـصورت زد ب

  :شوند يف ميتعر

m            )             43-4               (:يان حجمي جريچگال = ∇×J M  

ms)                        44-4          (     :يان سطحي جريچگال n= ×J M a  
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  . صفر است،دهيك جسم مغناطي ديقم يها انيمجموع جر

  
  :افتير يتوان از روابط ز ي را ميسيل مغناطيده بردار پتانسيك جسم مغناطي ي برا-

)4-45                         (            dv
R

μ
π

×
= ∫

M RA 34
�  

)4-46                (          n

S

dv ds
R R

μ μ
π π

×∇×
= +∫ ∫

M aMA 4 4
� � �  

  :ك نشان داده استين مباحث را با الكترواستاتي  شباهت ا)10-4(جدول 
  

  تناظر بين مغناطش و پلاريزاسيون: 10 -4جدول 

  هاي معادل در دو حوزة مختلف   تناظر بين بارهاي مقيد و جريان
) معادل(مقيد) جريان(  بار  حوزه مطالعه

  سطحي
) جريان(  بار

  حجمي) معادل(مقيد
b            الكترواستاتيك nσ = P . a        bρ = −∇ . P  

nms          مغناطيس ساكن aMJ ×=        MJ ×∇=m  

  
ت خواسته شـده  يافته و سپس كمي ان معادل راي جريها ي چگالكافي استن قسمت   ي حل مسائل ا   يبرا
   .ديابيبرا ها  انين جري از ايناش
  

 و بـا  يه صـورت محـور    ن استوانه ب  يا.  است z محور ي دارا a و شعاع  L به طول  يا    استوانه  13-4مثال  
zM=Mيشدگ سيبردار مغناط  a� ي را در نقطـة دلخـواه  يسي شار مغناطيچگال.  استده شده ي مغناط 

  ]1[ .ديابي محور استوانه بيرو
  

بـر   بردار عمـود  ي سطحيچگال  محاسبةيم كه برايدقت دار . ميابي يان معادل را م   ي جر يها  ي چگال )حل
   .ميكن ي مي ضرب خارجيشدگ سيتمام سطوح را در نظر گرفته و در بردار مغناط

,  :عمود بر سطوح عبارتند از يها بردار  , z z r+ −a a a .   
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:                  پس
( )
( )

z z

ms n z z

z r

M
M
M M ϕ

⎧ × + =
⎪= × = × − =⎨
⎪ × =⎩

a a
J M a a a

a a a

�

�

� �

�
�  

m:                          نيهمچن zM= ∇× =∇× =J M a� �  
   معادل يان سطحـيا گذر جرـعادل است بـس مغناطش استوانه مـپ

M ϕaمحوريدان در روـي محاسبة ميابر . آنيح خارجـ از سط�   
   دقتيـر كمـاگ. ميابيان را بـين جري از اياشـدان نـي مكافي است 

  داني از ميسي شار مغناطي محاسبة چگاليد برايتوان يد ميباشكرده 
  :دياستفاده كن) 12-4رابطة (ان يجرحلقه 

( )( ) ( )( )
  

  
z z

dI r M dz rd
r z z r z z

μ μ ′
= =

′ ′+ − + −

B a a
2 2

3 3
2 22 22 22 2

� � �  

  : پس

( )( )
  ....

( ) 

L

z z
M dz r M z z L

z a z L ar z z

μ μ ⎡ ⎤′ −
= = = −⎢ ⎥

⎢ + − + ⎥⎣ ⎦′+ −
∫B a a

2

3 2 2 2 222 2 22
� � � �

�
  

  
. ده شده اسـت يكنواخت مغناطي در امتداد محورش بطور   h و ارتفاع  a به شعاع  يا   استوانه  32-4مثال  

  )81كارشناسي ارشد فيزيك ( .ديابي استوانه بي را رويسيدان مغناطيم
  

 باشــد، بــردار  zنكــه محــور اســتوانه  ي بــا فــرض ا يعنــيكنواخــت اســت،  ي  مغنــاطش :حــل
zM=Mمغناطش aميد را محاسبه كني مقيها اني جركافي است.  است�:  

mv = ∇× =J M �  

ms n z rM M ϕ= × = × =J M a a a a� �  

x  

 
 
 
 
 
 

y  

 

 
 
 
 

z ′  

 
 
 

dz ′  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

L  

 
 
 
 
                     
 

z  

 
 

 

msJ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a  

 
 
 
 
 
 
 

o  

 
 
 
 
 
 

( , , )p z� �  

  31-4شكل مثال : 34-4شكل 

 مثال كليدي
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Mعي با توزيان سطحي استوانه جر ي رو يعني ϕaم بـه  يتـوان  ين مثال را م ـيستم ايقت سيم، در حقي دار�
 از رابطـة  كافي اسـت . م داشتيد خواهيك سلونوئي مشابه يپس پاسخ . ميمدل كن ) 35-4(صورت شكل   

Nيبجااگر  اين صورتم، در ياستفاده كن) 4-14( I
�

 ، M   :مي قرار ده�

( )cos cos  z
M

θ θ= −H a2 12
�  

  
  
  
  
  

zM=Mلةي به وسR به شعاعيا  كره:17-4ن  يتمر a� مطلوبـست  . ده شـده يكنواخت مغناطي به طور
   :محاسبة

   .)31-4( خارج كره با استفاده از روش حل مثال ي در فضايسيدان مغناطي م)الف
  .وساواريه از قانون ب معادل و استفاديها اني در تمام فضا با محاسبة جريسيدان مغناطي م)ب
  . و كرل گرفتن از آنيسيل مغناطي در تمام فضا با محاسبة بردار پتانسيسيدان مغناطي م)پ
  
  ي نسبيريپذ  و نفوذيسيدان مغناطي شدت م-4-9
  :ميا ر را داشتهي زوابط آزاد رين در فضايش از ايپ

μ∇× =B J�   ،   μ=B H�  
  .ان آزاد استي جري چگالJن رابطهيكه در ا

ز در ي ـ ني معادليها اني جر،ان آزاد ين جر يم علاوه بر ا   يده قرار داشته باش   يط مغناط يك مح ياگر در   
  :شوند يان مي بيگريها روابط به فرم د طين محينرو در ايط وجود دارند، از ايمح

)4-47     (                                    ( )μ= +B H M�  
)4-48                                      (( )mμ∇× = +B J J�  

  :ميف كنير تعري را به صورت زيسيت مغناطيب حساسياگر ضر
                                                      mχ=M H  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

z  θ 2
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

θ1  

  32-4شكل مثال : 35-4شكل 
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  :م داشتي خواه)47-4(ار در رابطة ن مقديآنگاه با قرار دادن ا
)4-49 (     ( ) ( ) ( )  m m rμ μ χ μ χ μ μ μ= + = + = + = =B H M H H H H Η1� � � �  

 يكي شار الكترين قسمت كاملا مشابه بحث چگاليپس ا  .ط نامند ي مح ي نسب يريپذ   را نفوذ  rμكه در آن  
  .دي  توجه كن)11-4(به جدول . است

  
  . ناطيسي صفر استدر محيطي كه جريان آزاد نداريم، شدت ميدان مغ

  
  :ايم اين موارد را در مثال زير به كار برده

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 و شـعاع  aيل بـا شـعاع داخل ـ  ي ـت طوي ـنها يك لولة ب ـيس به شكل يك مادة فرومغناطي  33-4مثال  
bra ي بـرا يسي ـ مغناطيقطبده شده كه بردار دو  ي مغناط يه قسم  ب bيخارج A برابـر  >>

r ϕ=M a 
braة ي در ناحH وBيها داني ممطلوبست محاسبة. است   ) برقكارشناسي ارشد(  .>>

  
  :ميكن ي معادل را محاسبه ميها اني جري ابتدا چگال:حل

r z

m

r

r r z
A

ϕ

ϕ
∂ ∂ ∂

= ∇× = =
∂ ∂ ∂

a a a

J M 1 �

� �

  

   تناظر بين نفوذپذيري الكتريكي و مغناطيسي: 11-4جدول 
       تناظر بين چگالي شار الكتريكي و شدت ميدان مغناطيسي

          مغناطيس ساكن           الكترواستاتيك

                  eε χ=P E�                  mχ=M H  
           ( )  bρ ρ

ε
∇ = +. E 1

�

            ( )mμ∇× = +B J J�  

               ε= +D E P�      ( )μ= +B H M�  
                  ρ∇ =. D                    ∇× =H J  
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( )ms n r z
A A
r a

r a
ϕ= × = × − =

=
J M a a a a  

  :ميكن ي آمپر استفاده ميحال از قانون مدار
  Iμ=∫ B . dl ��  

  :پس

(   )           φ
μ AAB r a          ,      a r b

a r
π μ π= → = < <B a2 2 �

�
  

  :مي داريسيدان مغناطي شدت مي برا)49-4(حال با استفاده از رابطة 

μ
= − =

BH M
�

�  

  :مينگونه حل كنيم ايتوانست يم، ميشتر دقت داشتي بياگر كم
bra يدر فضا H=   :  پس،مي نداريان آزاديچگونه جري ه>> �  

   :مين صورت داريدر ا

( ) A
r ϕ

μ
μ μ= + = =B M M a�
� ��  

  
zM=M به صـورت R به شعاعيا  در حجم كره يشدگ  سيبردار مغناط   43-4مثال   a�) M  ) ثابـت �

  )79كارشناسي ارشد برق ( .ديابيا در مركز كره ب ريسيدان مغناطيشدت م. داده شده است
  

  :نكه كره بر مبداء مختصات منطبق باشديبا فرض ا. ميكن يدا ميد را پي مقيها انيجر: حل
sins r z rM M ϕθ= = × = × =J M a a a a�   يد سطحيان مقيجر�

 =   يد حجميان مقيجر�
  :ميدار) 12-4( با استفاده از رابطة پس

( )sin sin
z

M ad a
a

μ θ θ θ× ×
=dB a

2

32
� �  

 مثال كليدي
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sin ...z z
M Md

πμ μ
θ θ= = =∫B a a3 2

2 3
� � � �

�
  

  :پس

z z zM M M
μ

= − = − = −
BH M a a a2 1

3 3� � �
�

  

  
 بـه   يسي ـك مـاده مغناط   ي از   bي و شعاع خارج   aي به شعاع داخل   يا  ك پوستة استوانه  ي :18-4ن  يتمر
rي نسب يريب نفوذپذ يضر r

μ = +
ن ي ـ محـور ا ي در روIاني ـ حامـل جر   يميس ـ. اخته شده اسـت    س 11

  :مطلوبست محاسبة. پوسته قرار دارد
  .ن پوستهي سطوح اي در داخل و رويسي مغناطيها اني جري چگال)الف

  .دهين جسم مغناطي ايسيان مغناطي كل جر)ب
  

ان ي ـاگر جهت جر. اند ده شدهي كشzور در امتداد محيسيم و مادة مغناطير س يدر شكل ز    53-4مثال  
∫فحة كاغذ باشد، حاصل انتگرال      صم خارج از    يدر س  B . dl� ن چنـد يچ ـ ر خـط ي مس ي روwb

m
 اسـت؟  

rμو  A2م را يان سيجر(   )81كارشناسي ارشد برق ( .)ديرض كنف �1=
  

Iان بصورت يم حامل جر  ي از س  يدان ناش ي م :حل
r ϕπ

=H a2
 در فضا بـه     يسي شار مغناط  يچگال.  است 

  :ر خواهد بوديشكل ز
,

,

H r
r

H r
r

ϕ

ϕ

μ
μ π π

π
μ

μ π
π

⎧ = < <⎪⎪= ⎨
⎪ = >
⎪⎩

a
B

a

1 3 4

4

�

�
�

�

  

  :م داشتي پاسخ خواهيپس برا

r d r d
r r

π

πϕ ϕ ϕ ϕ
μ μϕ ϕ
π π

= + + +∫ ∫ ∫B . dl a . a a . a2

2

1�� �
�

�� ��  

μ μ μ
= − = −∫ B . dl 1 9

2 2 2
� � ��

�  
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 شـار  ين فرض كه چگال   يبا ا .  است rμي نسب يريب نفوذپذ ي ضر ي دارا a به شعاع  يا   كره :19-4ن  يتمر
zB=B در خارج كره يسيمغناط aديابي شار را در داخل كره بي است، چگال�.  

  
   معادليسي بار مغناطيها يلر و چگال اسكايسيل مغناطي پتانس-4-10
  :ر استيس ساكن به صورت زي از اصول موضوع مغناطيكي

μ∇× =B J�  
  :ميان نداشته باشيه جريك ناحياگر در 

∇× =B �  
  : نوشتيدان عدديك ميان يتوان به صورت گراد يدان بدون كرل را ميك مي

)4-50               (                            mVμ= − ∇B �  
  )واحد آن آمپر است(شود  يده مي نام اسكالريسيل مغناطي پتانسmVكه در آن

ر ممكن است، صـحبت  ي وجود آنها غينكه از لحاظ عملي و ايسي مغناطيها ن در مورد باريش از ا يپ
 يسي ـل مغناطيتوان پتانـس  ي موجود باشند، م   ييها  ن بار ين چن يه ا م ك ين وجود اگر فرض كن    يبا ا  .ميكرد

  :افتير ياسكالر را به صورت ز

)4-51                   (                    m
m

v

V dv
R
ρ

π
= ∫

1
4

  

  35-4شكل مثال : 36-4شكل 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x  

 

y  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

z  

 
 
 
 
 

π3  π4

I  
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 يراتواننـد دا  ي م ـيسي مغناطين بارهايا.  استيسي مغناطيها  باري حجمي چگال mρن رابطه يدر ا 
 يهـا   را معـادل بـار  يسي ـ مغناط يهـا   ن بار يم ا يتوان  يدر حل مسائل م    . باشند يا سطح ي و   يع حجم يتوز

ن حالت مسئلة يم، در ا يري در نظر بگ   يكيل الكتر ي اسكالر را معادل پتانس    يسيل مغناط ي و پتانس  يكيالكتر
افـت  ي اسـكالر ره   يسي ـاطل مغن يپتانسدر واقع    .ميا  ك بدل كرده  يك مسئله الكترواستات  يس را به    يمغناط
 را داشـته  يسي ـ مغناط ينكـه بارهـا   ي البته مشروط بـر ا     ،سي حل مسائل حوزة مغناط    ي است برا  يمناسب

  .ميم محاسبه كنيا بتوانيم يباش
 ي بـار سـطح  يك چگـال ي ـان بـا  تـو  يشـده را م ـ   سيدان، جسم مغناط  ي، در محاسبات م   خوشبختانه

 ، چنـان  mρ معـادل يشـدگ  سي مغنـاط ي بار حجم ـيك چگالي و   msρمعادل) يفرض (يشدگ سيمغناط
  :ن نمود كهيگزيجا

)4-52                        (                   nms a.M   =ρ  

)4-53                               (           mρ = −∇ . M  
  :مير محاسبه كني اسكالر را به صورت زيسينسل مغناطم پتاين صورت قادريدر ا

( ) ( )    n
m

S

V dv ds
R Rπ π

− ∇
= +∫ ∫

. M M . a1 1
4 4 �  

ط يان شـرا ي ـ بهتر را پس از بيها دهد، مثال ي اسكالر را نشان ميسيل مغناطير نحوة كار با پتانس يمثال ز 
  .م كردي خواهيس ساكن بررسي مغناطيمرز

 يكنـواخت ي يشـدگ  سي مغناط ي دارا L و طول  a به شعاع  يا   استوانه يا  لهي م يك آهنربا ي  63-4مثال  
zM=Mبه صورت  a�     معـادل،  يسي ـ بـار مغناط يبا استفاده از مفهوم چگال   .  در امتداد محور خود است 

  ]1[ .دين كنييك نقطة دلخواه در فاصلة دور را تعي يسي شار مغناطيچگال
  

  نـيا م،يباـي ي را ميسي مغناطي بارهايچگالدا ـ ابت:حل
   استوانه انجامي تمام سطوح و حجم داخلي عمل را برا

              :ميده يم 
                         mρ = −∇ =. M �  

         
 

   ( )
 

z z

ms n z z

z r

M M
M M
M

ρ
=⎧

⎪= = − = −⎨
⎪ =⎩

a . a
M . a a . a

a . a0

� �

� �

� �

  

  36-4شكل مثال : 37-4شكل 
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كنواخـت  ييگالـا چ ــ ب ـييهـا  بارينيي و پـا   ييبـالا  وجوه يط رو ـم و فق  ي ندار يچ گونه بار حجم   يپس ه 
M± هـا را در ين چگـال يك از اي هر كافي استم  ـيابي را ب  يسـيار مغناط ـم ب يتوان  ي م يه راحت ـب. مي دار �

aπ(مساحت وجه   :ميضرب كن) 2

mq a Mπ= ± 2
�  

ده ي ـ ديك ـي الكتريقطب ـك دوي ـور از خود بـه صـورت نقاط ديالعلامت برااندازه و مختلفن دو بار هميا
) 48-2رابطـة   (يكي الكتريل دوقطبيل در فواصل دور از رابطة پتانس     ي محاسبة پتانس  ي پس برا  ،شوند  يم

  :ميكن ياستفاده م
  cos cosR m T

m
q L MV

R R R
θ θ

π π π
= = =

P . a
2 2 24 4 4

  

TM  كه در آن a L Mπ= 2
  :ميدان داري مين صورت برايدر ا.  است�

 )4-54  (          mVμ= − ∇ →B �( cos  sin  )T
R

M
R θ

μ θ θ
π

= +B a a3 24
�  

  .ر استي، تابع مسيكيل الكتري اسكالر بر خلاف پتانسيسيل مغناطيد كه پتانسياثبات كن:20-4ن يتمر
 در ادامـه بـا.دهد يس ساكن را نشان ميك و مغناطين الكترواستاتي ب يريك تناظر تصو  ي) 12-4(جدول  

  .كنيمها آشنا شده و دليل برخي از اين خواص را بررسي مي با اين ويژگيمعرفي انواع مواد مغناطيسي
  
  انواع مواد مغناطيسي و چگونگي تغيير خواص آنها در حضور ميدان -4-11

هـا  هـر يـك از ايـن حركـت. هاي مداري و اسـپيني آنهاسـت      رفتار مغناطيسي مواد بر پاية حركت
اساسـاً تعريـف شـدن    . كنداور مغناطيسي ماده را معين ميكنند كه برآيند آنها گشت    گشتاوري ايجاد مي

تـوان سـه نـوع كلـي مـواد      بر اين اساس مي.  نيز به دليل فرق گذاشتن بين مواد استrμثابتي همچون 
  :بندي كردمغناطيسي را به صورت زير دسته

  . كمتر است براي آنها خيلي از يكrμمغناطيس كهديا
  . براي آنها از يك بيشتر استrμپارامغناطيس كه
  . براي آنها خيلي از يك بيشتر استrμفرومغناطيس كه

  :براي درگير شدن در بحث به تمرين زير پاسخ دهيد
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  ديامغناطيس
گيرد، با اين همه در اين مواد گشتاور خـالص   ها نشئت مي  اين خاصيت از حركت مداري الكترون     

 را حـل  )21-4(اگر تمـرين  . ناشي از حركت مداري و چرخشي ماده، در غياب ميدان خارجي صفر است      
 ريشـة . مقداري منفي استmχبراي مـواد ديامغناطيسايـد كه     كرده باشيـد، به اين نتيجه رسيده     

 ي بـر الكترونهـا  يـي روي نيدان خـارج ي ـبا اعمال م  . ن مواد نهفته است   يدان به ا  يموضوع در اعمال م    ايـن
 بر طبـق قـانون لنـز گـشتاور     گردد، ي ميسيجاد گشتاور مغناطيث ا  وارد شده و باع    ي حركت مدار  يدارا

 شـار  ينـرو چگـال   ي از ا  ،مخالفـت كنـد   ) يدان خـارج  ي ـم(اش    د با عامل بـه وجـود آورنـده        يباجاد شده   يا
HB(دهد  يكاهش م را يسيمغناط  μ= ( يعنين ياrμيعني، شود ي كم مmχگردد ي مي منف.  

 يهـا  دانين مواد در ميا. دهند ي از خود نشان نم  ي دائم يسيت مغناط يچ خاص يس ه يامغناطيمواد د 
. كننـد  ين مواد را دفـع م ـ   ي ا يسي مغناط يها  داني چرا كه م   ،ندليتر متما   في ضع يها   به بخش  يسيمغناط

 ـ  يجاد شده ن  ي ا يسي حذف شود، گشتاور مغناط    ي خارج يسيدان مغناط ي م يوقت سـرب،   .رود  ين م ـ يز از ب
  .ند ن موادياز جملة ا... وه، نقره، طلا، مس، الماس و يج

  
  سيپارامغناط
هـا صـفر     الكتـرون ينيو اسـپ  يتالي ارب يها   از حركت  ي ناش يسين دسته از مواد گشتاور مغناط     يدر ا 
 از ي ناش ـيسي ـس از گـشتاور مغناط ي پارامغنـاط اساسـاً  .كنند ي نميگر را به طور كامل خنث يكدينبوده و   
 در  يدان سـع  ي ـ م ،مي را به آن اعمال كن ـ     يدان خارج يك م ي يوقت. شود  يحاصل م رخنده  چ يها  الكترون

جـة  يو نت(ابـد  ي يش م ـي شـار افـزا  يال علت چگ نيبه هم . جهت كردن گشتاورها با جهت خود را دارد         هم
  :پس) !گردد  يه مينگونه توجيم ايريگ ي م)21-4(ن ي كه از تمريگريد

شـود و بـا قطـع     يدان منحـرف م ـ ي ـ مي قو نسبتاًيها ، ماده به سمت بخشيدان خارج يبا اعمال م  
تنگـستن و  وم، ي ـني همچون آلوميمواد .ند مخالف صفر خواهد بود ي برآ يسيدان باز هم گشتاور مغناط    يم

ن مـواد را  ي ايساختار داخل يتا حدود )38-4(شكل .  در ساختار خود هستند  يژگين و ين چن ي ا يدارا... 
   .مدل كرده است

  
  سيفرومغناط

 شـدت  يند ول ـر صـفر ي غيسي گشتاور مغناط  ي دارا يها در حالت عاد     سين مواد مشابه پارامغناط   يا
از .  اسـتوار اسـت  يسي ـ مغناطيها ف حوزهي تعرينان مواد بر مب يعت ا يح طب يتوض. شتر است ي ب يليآن خ 

  :ديينمال را بهتر درك يحات ذيد تا توضي توجه كن)39-4(نرو به شكل يا
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باشـند،   ي اتـم م ـ يري ـ تعداد كثي كه هر كدام دارا يسي مغناط يها  س حوزه يك مادة فرومغناط  يدر  
نـرو در  ي از ا، حضور دارديا رة جدا كنندهوايها د ن هر كدام از حوزهيب. كنند ين م ي ماده را مع   يريگ  جهت

  دانيال مـبا اعم.  هستنديفاوتـ جهات متيا داراـه ن حوزهـيدام از اـ هر ك،يدان خارجيط نبود مـيشرا
 كـه  يا راستا شده شروع به حركت كرده به گونـه  دان همي كه گشتاور آنها با م  ييها  وارة حوزه ي د ي خارج
. ابـد ي يش م ـي افـزا  يسي ـ شـار مغناط   ي پـس چگـال    ،گردد  يشتر م ي ب نيريها نسبت به سا     ن حوزه يحجم ا 

آنچـه  . افتـد  ي اتفـاق م ـ  يدان حالت بازگشت  يش حوزه خواهد شد و با كاهش م       يعث افزا   دان با يش م يافزا
  :ن است كهي دارد ايا ت فوق العادهياهم

 ـا. دهند يمن عمل را انجام ي ا يگرير د ي نكرده و از مس    يروي پ ير قبل يها در بازگشت از مس      حوزه ن ي
HBي در منحنيا جاد حلقهيموضوع باعث ا    حاصـل  ين اتفاق را پسماند و منحنيا. گردد ين مواد مي ا−

  :ميح دهي شكل توضين موارد را از رويد تا اي نگاه كن)40-4(به شكل  .ندنام يس ميسترزي هيرا منحن
  دانيش شدت ميافزا

ن ي ـ ا،)شـود  ياد م ـي ـ شار زيچگال (ابندي ي ذكر شده گسترش ميها  وزه ح ،دانيش م يدر ابتدا با افزا   
م ياد كن ـي ـدان را زيپس از آن هر چقدر هم كه شدت م. افتي ادامه خواهد pدن به نقطةيش تا رس يافزا

  )نديگو مي يسين موضوع را اشباع مغناطيا(  شار ثابت خواهد مانديچگال
  دانياهش شدت مك

 امـا   ،)شود ي شار كم م يچگال(ابد  ي يها كاهش م    ، اندازة حوزه  ميدان را كاهش ده   يحال اگر شدت م   
تـوان   يدان م ـي ـشتر مي ـ با كاهش هر چـه ب      ،) متفاوت يده و با شكل  (گر  ي د يرينه مثل قبل، بلكه از مس     

  .شود يتكرار م يط قبلي پس از آن همان شراي كم كرد ولQ شار را تا نقطةيچگال
  ايجاد حلقه

HB خواهد رساند، در اين حالت منحني      pافزايش مجدد ميدان، ما را به نقطة        شكل يك حلقه  −
هـاي يـك مـادة      ايـن حلقـه نمـاد مـوثري در بيـان ويژگـي            . را به خود گرفته اسـت     ) لوپ هيسترزيس (

  :توان به از اين جمله مي. راواني در صنعت داردهاي ف مغناطيسي است و كاربرد
  

  ساختار داخلي يك مادة پارامغناطيس: 38-4شكل   ساختار داخلي يك مادة فرومغناطيس: 39-4شكل 
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  ) نرم و سخت:مثل( مواد بر اساس ساختار حلقه يبند   دسته-1
  )dcاي acك ي تحر:مثل( آن يك بر اساس پهناي تحري چگونگ-2
  .زان تلفات بر اساس مساحت حلقهي م-3
 )يسي ـج و مقاومـت مغناط ي تـزو :مثـل ( ها  بر اساس نقاط مشترك حلقهيسي مواد مغناط يندب ميتقس -4

   .اشاره كرد
ن حلقه را ي ايها  و كاربرد  يليحات تكم يتوض .اند سيمغناط از جملة مواد فرو   ... كل، آهن و    يكبالت، ن 
  .ميكن ي واگذار ميكي الكتري ها نيبه درس ماش

  
جاد يكنواخت ا ي ري غ يسيدان مغناط يم كي acك  يك تحر ياده از    با استف  )14-4 (در شكل  37-4مثال  
رد، چگونـه منحـرف   يگ دان قرارين مي در ايسيك از انواع مواد مغناطيكه اگر هر  ديح دهيتوض. ميا  كرده

  ؟شود  يم
  

  :ميكن يح ميتشر ن صورتي مواد را بديريگ  جهت:حل
  كند از يس را دفع ميمغناط اي مواد ديسيدان مغناطـي م:سيامغناطي د-1
  دان يرد به سمت ميع قرار گـين توزي در ايسيامغناطيرو اگر مادة دـني ا

  .كند ي ميريگ هتج)  سمت چپ شكليعني (تر فيضع
نرو بـه سـمت   يشوند از ا ي با آن همراستا م،داني مس در صورت حضورِ يمواد پارامغناط : سي پارامغناط -2
  .شوند ي به سمت راست منحرف ميركت كرده و تا حدودتر ح ي قويها دانيم

  منحني هيسترزيس: 40-4شكل 

  37-4شكل مثال : 41-4شكل 

P  
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  هيسترزيسحلقة
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 يري ـ كه در صـورت قرارگ يرند به نحويگ يدان قرار مير مين مواد به شدت تحت تاثي ا :سي فرومغناط -3
  .ديز خواهند چسبيت ع به نقطة نوكين توزيدر ا

  
 يري ـگ  ل انـدازه  ي از وسـا   يا  بخـش عمـده    :22-4 نيتمر
 يتوان منحن   ي م يت كل در حال .  هستند ي هستة آهن  يدارا

ــل فــرض كــرد يسترزيــه . س آنهــا را مطــابق شــكل مقاب
 Ankleن ية بيشود هسته در ناح يهمانطور كه مشاهده م

point  وknee point ك ي ـنكـه  يبا توجه بـه ا .  استيخط
 تـا  �%ازمنـد دقـت در محـدودة        ي ن يري ـگ  لة انـدازه  يوس
 كـار  يه بـرا ي ـن ناح يت مورد نظر است، بهتر    ي كم �%12

  ]13[ .دين كنيين دستگاه را تعيا
  
   ساكنيسيمغناط يها داني ميط مرزيشرا -4-12

 منـشاء    سـاختارِ  ي مختلـف متفـاوت اسـت و از طرف ـ         يها  طي مح يسي مغناط يريپذ  از آنجا كه نفوذ   
ط مختلف گذر كـرده و  ي از چند مح يسيدان مغناط ي م ست كه اجباراً  يا   به گونه   معمولاً يسيدان مغناط يم

م تا بـا اعمـال   ي را بدانيسي مغناط يها  داني م يط مرز ي شرا يستيبا رسد،  ي م يسپس به محل مورد بررس    
  .ميابيستم مورد نظر دست يل سي در تحليج درستيرات به نتايين تغيا

 با توجـه  ط را ي در مرز مشترك دو مح     يسيدان مغناط ي م ي و عمود  ي مماس يها  رات مولفه ييپس تغ 
  :ميده ي قرار ميابيمورد ارز) 43-4(به شكل 

 μ1يريپـذ  ه با نفـوذ ي در مرز مشترك دو ناحيسيدان مغناطي مي مماسيها ن مولفهين رابطة ب يي تع يبرا
ر ي ـ آمپـر را بـه صـورت ز   يمـدار  را در نظـر گرفتـه و قـانون      abcdaل شكل ير بسته مستط  ي ، مس  μ2و
  :ميسينو يم

    
abcda abacd

I= =∫ ∫H . dl J . ds�  

) م؟يري ـگ ي را در نظـر م ـ ين فرضينچنيچرا ا(ل كند يل به سمت صفر مين مستطينكه عرض ايبا فرض ا  
  :م داشتيخواه

( ) ( ) S n L− = × ΔH H . ΔL J a1 2  
  : دير رسيجة زيتوان از آن به نت يمكه 

H  

A k

Kn

B  

  22-4شكل تمرين : 42-4شكل 
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)4-55                     (                   ( )n S× − =a H H J1 2  
Hي مماسيها  در امتداد محور عمود بر مولفهSJاگر H و1   :مي، دار) دارد؟يچه فرق( باشند 2

)4-56                       (                  t t S− =H H J1 2  
Sو اگر =J   : آنگاه�

  
  
  
  
  
  
  
  
)4-57 (                                            t t=H H1 2  

 اسـتفاده  )43-4(هاي عمودي در مرز مشترك دو محيط از اسـتوانة شـكل          براي تعيين رابطة بين مولفه    
  .كنيم مي

  
S

=∫ B . ds ��  

  :ه سمت صفر ميل كند داريماگر ارتفاع استوانه ب
                                            ( )n n n− = → − =B . ΔS B . ΔS a . B B2 2 1 1 1 2� �  

  :دهد يجه ميكه نت
)4-58                       (                        n n=B B1 2  

  .وسته استي در دو طرف مرز پيسي شار مغناطي چگالي عموديها  مولفهيعنين يو ا
  

دان در ياگر م. اند  داده شدهμ2وμ1يسي مغناطيريپذ ب نفوذ ي با ضر  يسيط مغناط ي  دو مح   38-4مثال  
  : بسازدθ1ةيط زاوي با خط عمود بر مرز مشترك دو مح)44-4(مطابق شكل  1ط يمح

  .طي خط عمود بر مرز مشترك دو محة آن باي و زاو2ة يدان در ناحي مطلوبست م)الف
  .ار بالا عمود استي بسيسيب نفوذ مغناطيط با ضريك محيدان بر مرز مشترك هوا با يد مي ثابت كن)ب

  هاي مختلف مرز دو محيط با تراوايي: 43-4شكل 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

μ1  
 
 
 
 

μ2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

tH 1  

 
 
 
 
 

na 1  

 
 
 
 
 
 
 
 

nB 1  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

nB 2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

SΔ  

 
 

LΔ  

 
 
 

        

tH 2  

B1  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

B2  
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  :ميريجه بگيم نتيتوان ي نباشد، ميان آزاديچ جريم در مرز مشترك هي اگر فرض كن)الف: حل
                               t t=H H1 2   

n : مرزي همواره روياز طرف n=B B1 2  
  :توان گفت يه مي اوليها ن بردارها به مولفهيه ايپس از تجز

               sin sint t H Hθ θ= ⇒ =H H1 2 2 2 1 1  
           cos cosn n H Hμ θ μ θ= ⇒ =B B2 1 2 2 2 1 1 1  

  :ميم كردن دو رابطة فوق بر هم دارياز تقس

                          tan tanμ
θ θ

μ
= 2

2 1
1

  

  :پس

sin ( )cosμ
θ θ

μ
⎡ ⎤

= +⎢ ⎥
⎣ ⎦

H H

1
2

2 22
2 1 1 1

1

  

μ   :              مي فرض كنكافي است )ب μ=2 rμ و   � μ μ=1 �  
  :م داشتين صورت خواهيدر ا

                       tan tan tan tan r

r

μμ
θ θ θ θ θ

μ μ
>>= → = ⎯⎯⎯→ =12

2 1 2 1 2
1

1 �  

Hجهيو در نت   .ط عمود استيو مح بر مرز مشترك د2
  د؟يريگ ي مييها جهياندازد؟ چه نت ي ميدانياد چه مي پاسخ شما را به :سوال
 بـاً ي تقريسي ـدان مغناطي ـاد مي ـ زيلي خيي تراواي دارايها طي محيم كه رويديجه رس ين نت ي به ا  :جواب

ت كـه  ن اس ـي ـم ايري ـگ ي كه م ـيگريجة دينت!  كاملي هادي رويكيدان الكتريه مي شبيعني. عمود است 
 ـا. كنـد  ي كوچك نفوذ نم  يية با تراوا  ي بزرگ به ناح   يية با تراوا  ي ناح دانِي م يمولفة مماس  ن امـر كـاربرد   ي

  . كرده استي را عمليسي مغناطيمدارها

z صفحة :23-4ن  يتمر =  ي سـطح يان آزاد با چگالي جري بوده و دارا2 و 1ة ي فصل مشترك دو ناح�

( )x yμ
= − +K a a1 3

�

ــر   ( ــر مت ــر ب ــ) آمپ ــد يم ــدر ناح. باش z (1ة ي < � (rμ =
1

ــ و در ناح2  2ة ي

)z > �(rμ =
2

) بصورتيسي شار مغناطي چگال 1ة  ياگر در ناح  . 3 )x y z= − +B a a a1 2  باشد، بردار 2
  )87كارشناسي ارشد برق ( ديابية دوم بي را در ناحيشدگ سيمغناط

  38-4شكل مثال : 44-4شكل 

μ2  

μ1  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

θ2  

 
 
 
 
 
 
 
 

B1  

 

θ1  

 
 
 
 
 
 
 
 

B 2  

 مثال كليدي
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 يان سـطح ي ـ جري، چگـال μ2 وμ1يسي ـ مغناطيريپـذ   ب نفـوذ  يط با ضـرا   يدر مرز دو مح     39-4مثال  

 بـردار  na( دو طـرف مـرز برقـرار اسـت؟     Mيسي ـناط مغين بردار چگالي بيا چه رابطه.  است sbJديمق
  )كارشناسي ارشد برق( )عمود بر مرز است

  
م قبل يكن يشنهاد مياست، لذا پ) 1-6-8-2(شده در قسمت     يشده دوگان بحث بررس     مسئلة مطرح  :حل

×∇bطبق رابطة. دياندازياز حل مثال، مرور كوتاه به آن ب    =M Jليط مـستط ي محي رويريگ  با انتگرال 
  :م كهيرس يجه مين نتيل دادن آن به اي و به سمت مرز م)43-4(شكل 

)4-59       (                             ( )n sb× − =a M M J1 2  
  

.  قـرار دارد μ2 وμ1يهـا  يـي ه بـا تراوا  ي ـمـرز مـشترك دو ناح      در   Iاني ـ جر ي حـاو  ي كابل  40-4مثال  
  . در تمام فضايسي شار مغناطيمطلوبست محاسبة چگال

  
  ... ! است، لذا ) 74-2(شده دوگان مثال   مسئلة مطرح:حل

  :ميريگ ي م ين مثال را با سه سوال و جواب كوتاه پيحل ا
   است؟ي چه جهتي از فضا دارايا ك كابل در هر نقطهيدان ي  م:سوال اول

  دانـي در رابطة پاسخ مϕaها مولفةـ تنيعني ϕ در جهتعتاًي طب:1جواب 
  .شود يده مي د
  

  ميتوان ي مي مولفة عمود بر مرز مشترك را همواره با چه جهت:سوال دوم
  )تواند بر سطح كابل مماس باشد ي من مولفهيد اي رسم كنياگر شكل را به درست (م؟يان كني ب

، در مـرز  عمـود بـر مـرز     كـه بـردار  خص اسـت ش م ـكاملاً. ميكن ي استفاده م )45-4(از شكل  :2جواب 
  .د بود خواهϕaزيجه مولفة عمود بر مرز مشترك ني در نت واست بر كابل مماس ،طيمشترك دو مح

 يعن ـي( شـار برابـر اسـت    ي چگاليط مولفة عمودينكه در مرز مشترك دو محي با توجه به ا    :سوال سوم 
n n=B B1   توان گرفت؟ ي ميا جهي چه نتقبلو با توجه به پاسخ دو سوال ) 2

 همان مولفة عمود بر مـرز اسـت و از   ن مولفهي و ابوده ϕa مولفةي كابل دارا  دانِي از آنجا كه م    :3جواب  
كـه  جـه گرفـت   يتـوان نت  ي م ـ، شار برابرانـد ي چگال ي مولفة عمود  ،طي كه در مرز مشترك دو مح      ييآنجا
  :پس. ط برابراندي در هر دو محيسي شار مغناطيچگال

  40-4شكل مثال : 45-4شكل 

μ1  μ2  

مرز 
مشترك 
ز دو محيط

 
 
 
 
 
 
 
 

بردار 
عمود بر 

 مرز

 
 
 
 
 
 
 

بردار 
عمود بر 

 مرز

 مشترك 
 طيدو مح

 مثال كليدي
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= =B B B1 2  
  :ميكن ي شكل استفاده مني، از قانون آمپر بدكسان استي شار در تمام فضا يچگالم يديحال كه فهم

          I I
μ

= → =∫ ∫
BH . dl . dl� �  

( )  B B r I
μ μ

π+ =
1 2

  

  :پس

)4-60             (                        ( ) 
 

μ μI
r μ μ ϕπ

=
+

B a1 2

1 2
  

  

zةيناح  41-4مثال   d≤ zيريب نفوذپذ ي با ضر  يا   از ماده  �≥
d

μ μ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

1�
 يالچگ ـ.  پر شده است 

yB=Bيسيشار مغناط  a�   يري آزاد بـا نفوذپـذ     يه، فـضا  ين ناح ي ا خارجِ. ميينما  ي را اعمال مμ�  اسـت  .
  )كارشناسي ارشد فيزيك( ه چقدر است؟ي داخل ناحيد حجمي مقيسيان مغناطي جريچگال

  
 خارجيف در فضايطبق تعر :حل

y
B
μ

=H a�
�

  :ميز داري نية داخلي ناحي برايط مرزي و با توجه به شرا

          ,y
B z d
μ

= < <H a�
�

�  

  :م داشتي خواهيسي شار مغناطي چگاليه براين ناحيدر ا

               
y

zB
d

μ ⎛ ⎞= = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

B H a
2

1�
  

  :پس

       
y

B z
dμ μ

⎡ ⎤⎛ ⎞= − = + −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

BM H a
2

1 1�

� �

  

  :مي داري حجمديان مقي جري چگاليو برا

bv x
B z
d dμ
⎛ ⎞= ∇× = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

J M a2 1�

�

  

  41-4شكل مثال : 46-4شكل 

z  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 y  

yB=B a�  

d  

�  
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zدهد كـه بخـش   ي متقارن را نشان ممحورِ ك كابل همير ي شكل ز   42-4مثال   > ك مـادة  ي ـ آن بـا  �
rμ با يسيمغناط = AIن كابـل ي ـ اي مركـز ي از رسـانا يان عبـور ي ـاگر جر .  پر شده است   3 =  باشـد،  2

z فصل مشتركيم، روي از محور سa2 در فاصلةيد سطحيان مقيجر =    چقدر است؟�
  )86كارشناسي ارشد برق (

ط ي در هـر دو مح ـ يسيدان مغناطيشدت م. ميكن ي استفاده ميسيدان مغناطي شدت م  يوستگي از پ  :حل
Iبرابر

r ϕπ
=H a2

rدر مرز . باشد  ي م  a= ن مقدار برابر  ي ا 2
( )a aϕ ϕπ π

= =H a a2 1
2 2 2

.  خواهد بـود   

  .ميكن يدا ميط پي را در هر دو محيشدگ سيابتدا مغناط
  :ط هوايدر مح

,
a ϕ

μ
π

= =B a M1 12
� �  

  :گريط ديو در مح

,
a a a aϕ ϕ ϕ
μ
π μ π π π

⎛ ⎞
= = − = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

BB a M H a a2
2 2

3 3 1 1
2 2 2

�

�

  

  :مي داريد سطحيان مقيجر يپس برا

( )sb n z z ra aϕπ π
= × = × − = − × =−J M a M a a a a2 2

1 1  

  
  
  
  
  
  
  
  

z به موازات صفحة   x منطبق بر محور   يميس 43-4مثال   =  از آن قرار داشته و حامل      d و به فاصلة   �
  :د كهينشان ده. باشد ي مIانيجر

  42-4شكل مثال : 47-4شكل 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

rμ = 3  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

μ�  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

I  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a3  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 z  

 
 
 
 
 
 
 

                   a  
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z(ة اول يــدان در ناحيــ م)الــف >  ريتــصوان يــجران و يــن جري از همــيدان ناشــيــتــوان م يرا مــ) �

I I
μ μ
μ μ

−
′ =

+
2 1

1 2

zقرار گرفته در ( d=   .  باشندμ1ي گذردهيه داراي كه هر دو ناحيا دانست به گونه−

Iريان تـصو ي ـ از جرية دوم را ناش ـيدان در ناحيتوان م يطور مشابه م ب )ب I
μ

μ μ
′′ =

+
1

1 2

 دانـست، بـه   2

μي گذردهيط داراي كه كل محيا گونه   ) پ- 48-4مطابق شكل  (. باشد2
  

  :ميكن ي ميستم بررسيدو حالت س هر ي را برايط مرزيها عمل كرده و شرا مطابق فرض: حل
  :عبارتند از) الف( قسمت يط مرزيشرا

cos cost
I IH

R R
α α

π π
′

= −1 2 2
  

sin sinn
I IB
R R

μ μα α
π π

′
= −1 1

1 2 2
  

  :عبارتند از) ب( قسمت يط مرزيشرا

cost
IH

R
α

π
′′

=2 2
  

sinn
IB
R

μ α
π
′′

= 1
2 2

  

  :اشتم ديستم خواهي موارد ذكر شده در مرز سيوستگيپس از پ

cos cos cost t
I I IH H

R R R
α α α

π π π
′ ′′

= → − =1 2 2 2 2
  

sin sin sinn n
I I IB B
R R R

μ μ μα α α
π π π

′ ′′
= → − =1 1 1

1 2 2 2 2
  

  :نكهيجه اينت
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)4-61              (
I II I I

I I I
I I

μ μ
μ μ

μ
μ

μ
μ μ

−⎧
′ =′ ′′− =⎧ ⎪ +⎪ ⎪→⎨ ⎨′ ′′+ =⎪ ⎪ ′′ =⎩ ⎪ +⎩

2 1

1 2
2

1
1

1 2

2
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

كل  مطابق ش ـa به شعاعيك پوسته كروي به صورت Iانيم نازك حامل جريك رشته سي 44-4مثال  
كنواخـت  ي zها در واحد طول در امتداد محـور   چيپ مينكه تعداد سيبا فرض ا. شود  ي م يچيپ مي س )4-49(

 يان بـه چگـال  ي ـ جريه كـرو ي ـك لاي ـتـوان بـا     ي را م ـ  يچ ـيپ مين س ـ ي ـان حاصـل از ا    ي ـع جر يتوز. باشد
sinيسطح  s J ϕθ=J a� رون ي ـ در درون و ب يسي ـدان مغناط ي ـمطلوبست محاسبة شـدت م    . ب زد ي تقر
  .كره

  
 حـل  يدر واقـع بـرا  !  اسكالر استفاده از لاپـلاس اسـت  يسيل مغناطي مهم پتانسي از كاربردها  يكي: حل

ك برده و سـپس از ابـزار قدرتمنـد لاپـلاس           يس ابتدا آنها را به حوزة استات      يدة حوزة مغناط  يچيمسائل پ 
  )ديني را بب41-3مثال (م داشت ير را خواهي زيط مرزين مثال شرايدر ا. ميكن ياستفاده م

1- mVد دري باR =   . محدود باشد�
2- mVد دري باR =   . محدود باشد∞
3- 

n n R RB B B B
R a

= → =
=1 2 1 2  

μ2  
μ1  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

d  

 
 
 
 
 

I  

μ1  
μ1  

 

d  
I  

μ2  
μ2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

d  

I ′  

  43-4شكل مثال  :48-4شكل 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

α  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

R  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

α  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

R  

 
 

  پ  ب  الف

I  
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4- sint t SH H J H H J
R a θ θ θ− = → − =
=2 1 2 1 �

  

  :ر خواهد بودي داخل و خارج را به صورت زيل در فضايبا توجه به تقارن موجود پتانس

( )( )( , )  (cos )
in

n n
m n n n

n
V R A R B R Pθ θ− += +∑ 1  

( )( )( , )  (cos )
out

n n
m n n n

n
V R C R D R Pθ θ− += +∑ 1  

  :مي دار4 و 3 شروط ي و بصورت مشابه با بررسيكيل الكتريفرم پتانس) 41-3(طبق حل مثال 
  
  
  
  
  
  
  

     

,n

A J

A n

−⎧ =⎪
⎨
⎪ = ≠⎩

1
2

3
1
�

�
         ،     nB = �  

 nC = �    ،    
,n

D a J

D n

⎧ =⎪
⎨
⎪ = ≠⎩

3
2

1
3

2
�

�
  

  :پس

)4-62                   (
( )

( )

cos sin ,

cos sin ,

R z

R

J J R a

a J R a
R

θ

θ

θ θ

θ θ

⎧ − = <⎪⎪= ⎨
⎪ + >
⎪⎩

a a a
H

a a
3

3

2 2
3 3

23

� �

�

  

  
  :مطلوبست) 44-4( مثال ي برا:24-4ن يتمر
  .ي برداريسيل مغناطي از پتانسرون كره با استفادهي در درون و بيسيدان مغناطي محاسبة شدت م)الف

  . معادليقطب با محاسبة گشتاور دورون كرهي در بيسيدان مغناطي محاسبة شدت م)ب

   44-4شكل مثال : 49-4شكل 
 
 
 
 
 

x
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y  

 

 
 
 
 
 
 

z  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

sin  s J ϕθ=J a�
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  .يريگ هجيج حاصل از مراحل فوق و نتي نتاي بررس)پ
  

 ابتـداً  يسيدان مغناطي بوده در مrμي نسبيريب نفوذپذي ضري كه داراa به شعاع  يا   كره  45-4مثال  
zH=H همچون يكنواختي aداخـل و خـارج كـره    ي را بـرا يسيدان مغناطيشدت م.  قرار گرفته است� 
  .ديدا كنيپ

  
 بـه آن  ين سـوال، نگـاه مختـصر   ي ـ ايبررساز ش ينرو پياست، از ا  ) 41-3(ر دوگان مثال    ي مثال اخ  :حل

با توجه به تقارن موجـود  . كه كرة مفروض در مبـداء مختصات قرار داشته باشد م  يكن  يفرض م . دياندازيب
  :ر خواهد بودي داخل و خارج را به صورت زيل در فضايپتانس

( )( )( , )  (cos ) ,n n
in n n n

n
V R A R B R P R aθ θ− += + <∑ 1  

( )( )( , )  (cos ) ,n n
out n n n

n
V R C R D R P R aθ θ− += + >∑ 1  

  :ستم برقرار باشندي سيد در فضاير باي زيط مرزيشرا

1- inVدر د ي باR =   . محدود باشد�
2- ( )cos cosoutV H z H R H R P

R
θ θ= − = − = −

→∞ 1  

3- , outin
in out in out r

VVV V B B
R a R aR R

μ
∂∂

= = → =
= =∂ ∂

  

  :م كهيريگ يجه مينت) 41-3مشابه مثال (ط فوق ي شراياز بررس

( )

,

:

r

r r

n n

A H D H a

A D n

μ
μ μ

−−⎧ = − = −⎪ + +⎨
⎪ = = ≠⎩

3
1 1

13
2 2

1

� �

�

  

  :پس

)4-63(
( )

[ ] ( )

,

cos sin ,

in in z
r

r
out out z R

r

V H R a

aV H H R a
R θ

μ

μ θ θ
μ

= −∇ = <
+

−
= −∇ = + + >

+

H a

H a a a
3

3

3
2

1 22

�

� �
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  : شود كه يل ماستدلا) 45-4(با توجه به مثال 
  

zH=Hكنواخـت و بـه صـورت     ي rμيـي تراوا با   يا   خارج كره  يدان در فضا  ي اگر م   )الف a�  آنگـاه ،
  :ديآ ير بدست ميدان در داخل كره از رابطة زيم
)4-64                           (              

z
r

H
μ

=
+

H a�
3

2
  

  
zH=Hكنواخــت و بــه صــورتي ،يا  خــارج كــرهيدان در فــضايــگــر ما )ب aي باشــد و از طرفــ� 

دان داخل كره از رابطـة  ي ماين صورتدر .  باشدrμ خارج آني فضايريپذ  و نفوذ�μ كرهيريپذ  نفوذ
  :ديآ ير بدست ميز
)4-65 (                                         

z

r

H

μ

=
+

H a�
3

12
  

  
 يتـة نـسب  ي و بـا پرمابل a بـه شـعاع   يسي ـك كره از جنس مادة مغناط     ي) 50-4(در شكل     46-4مثال  

rμ = 6 مركــز بــا آن وجــود دارد   هــمb  بــه شــعاعيا در درون آن حفــره.  نــشان داده شــده اســت��
)b a<< .(   كنواخت با شدت  ي يسيدان مغناط يكره را در مH  يسي ـدان مغناطي ـشـدت م . ميا  قرار داده �

  )كارشناسي ارشد برق( در درون حفره چقدر است؟
  

 يدان را در فـضا ي ـم) 64-4(ابتدا با استفاده از رابطة . ميكن ياستفاده م) 65-4(و ) 64-4( از روابط  :حل
  :ميكن ين دو كره محاسبه ميب

z z
r

H H
μ

′ = =
+

H a a3 3
2 6 2� ��

  

  
  
  
  
  
  

 
 
 

a  

 
 
 

b  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H �  

  46-4مثال شكل : 50-4شكل 

 مثال كليدي
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  :كنيم ميدان در كرة داخلي را پيدا مي) 65-4(حال با استفاده از رابطة 
...z

r

HH

μ

′′ ′= = =
+

H a 33
1 42

�

� �
  

  
  :ن موارد انجام داده استيدر اس يك و مغناطين الكترواستاتي بياس مختصري ق)13-4(جدول 

  
  مقايسة شرايط مرزي در مغناطيس و استاتيك: 13 -4              جدول 

  هاي مماس و عمود در مرز براي دو حوزة مختلف          تناظر بين مولفه
             مولفة عمود             مولفة مماس  حوزه مطالعه
t                  الكترواستاتيك tE E=1 2       n n Sρ− =D D1 2  

t             مغناطيس ساكن t S− =H H J1 2           n n=B B1 2  

  
   ساكنيسيمغناط  ازيدو كاربرد ابزار -4-13

. ميده ـ ي قـرار م ـ يس ساكن است را مورد بررسيج مغناط يد كه از نتا   ين قسمت دو مفهوم جد    يدر ا 
  :ن موارد عبارتند ازيا

  ) و متقابلياندوكتانس خود( اندوكتانس -1
  يسي مغناطيها  مدار-2

نـده  ي را در آياتي ـد، مـوارد كـاراتر و عمل  ي ـس بداني مغنـاط ين كاربردهـا ين دو عنوان را كوچكتر    يا
 و يك ـي الكتريهـا  ني ماش ـ ة درسي ـشـوند، پا  ي را كه در ادامـه مطـرح م ـ      يدو عنوان  .م داد يح خواه يتوض

 از مباحث مهـم در  يكي يبه علاوه اندوكتانس خود.(باشند ي قدرت ميها ستمي سين درس بررس  يمچنه
 ي بحث سعدر ضمنِ. دي را به آن داشته باش   يادينرو لازم است توجه ز    ياز ا )  است 2 يكيدرس مدار الكتر  

  .ميينما مناسب موضوع را روشن يها م با ارائة مثاليكن يم
  

   اندوكتانس-4-13-1
 را كــه يسي ـ مــادة مغناط.كنـد  يدا م ـيــ معنـا پ acيهــا  اســت كـه در مـدار  يانس مفهـوم انـدوكت 

Bيمنحن H−  ولاً م، معم ـيكن ـ مـي  فـرض  يب واحد و گذرنده از مبداء باشد، مادة خط ـي با ش ي آن خط
 ي بررس ـي را در قـسمت بعـد  يسي ـطمـدار مغنا . (كننـد  يف مي تعري خطيها   مدار يها را برا    سوكتاناند
  .شود يف مي و متقابل تعرياندوكتانس به دو دستة خود) ميكن يم
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  ي خود اندوكتانس-4-13-1-1
 اسـت  يهيكاملا بد) دي  نگاه كن51-4به شكل . (ديريرا در نظر بگ  ) Iمثل(ان  يك حلقة حامل جر   ي

دان ين ميم كه اي  نشان داد )5-4(گر در بخش    ياز طرف د  . ندك  يجاد م ي را در فضا ا    يدانين حلقه م  يكه ا 
 ير اندوكتانس خـود ين تفاسيبا ا. ز محاسبه شد ين شار ن  يدهد و مقدار ا     ي را از درون حلقه عبور م      يشار
  :ميكن يف مينگونه تعريرا ا

  :يعنيم، يي گويان را اندوكتانس خودينسبت گذر شار به جر
)4-66                       (                        L

I
ϕ

=   
  
  
  
  
  
  
  
  
  

ر ي ـبـه صـورت ز  ) 21-4(اسـت و طبـق رابطـة    ) يا هر جسم يو  ( شار گذرنده از حلقه      ϕكه در آن  
  :شود يمحاسبه م

)4-67                       (                      
S

ϕ = ∫B . ds  

ن مطلب يا. گردد ي برابر مN مقدار شار، حلقه باشدNيستم دارا ين س يذكر است كه اگر ا    لازم به   
  :مين اساس داريبر ا. كنند يمطرح م) ا شار دوري (يونديرا تحت عنوان شار پ

)4-68                    (                            
I

L λ
=  

  :مينام ي ميوندي كه آن را شار پλيو برا
)4-69                        (                       ϕλ N=  

  :مير عمل كني به صورت زكافي استستم يك سي ية اندوكتانس خود محاسبيپس برا
  .ميابيه را ب مجموعانِيع جري از توزيدان ناشي م-1

ϕ
 

N
 

I  

  اندوكتانس خودي:51-4شكل 
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  .ميابيستم را بيشار گذرنده از مقطع س )56-4( با استفاده از رابطة -2
  .ميكن ي برابر مN  شار راباشد، حلقه Nيستم داراي اگر س-3
  .ميم كنيوعه تقسمان مجي پاسخ قسمت قبل را بر جر-4

ستم، فقـط  ي ـرو ن روبيديم پس با نكتة جديا ن مطرح كردهيش از ايد را پن مواري از آنجا كه تمام ا  :تذكر
  .ميري به كار گيد آنها را به درستيبا
  

فـرض  . دي ـابي واحـد طـول آن ب  يبلند را بـه ازا ) ديسلونوئ(چ يپ ميك سي يب خودالقا ي  ضر  47-4مثال  
  )كارشناسي ارشد برق (. استnطول آن در واحد يها و تعداد دور aچيپ ميد شعاع سيكن
  

  .)دينيرا بب 15-4رابطة ( .ميا ن محاسبه كردهيش از ايچ را پيپ ميدان سي م:حل

zn Iμ=B a�  
  :ميچ داريپ مي شار گذرنده از مقطع سيبرا

  
S

B S n I  aϕ μ π= = =∫B . ds 2
�

  

  :مياست دار  حلقه در واحد طولnيچ داريپ مياز آنجا كه س
                  n n I  aλ ϕ μ π= = 2 2

�  
  :پس

      n I  anL n  a
I I I

μ πλ ϕ μ π= = = =
2 2

2 2�
�  

  
  
  

 و ي مـساو يهـا  اني ـجر.  مفروضـند dت و فاصـلة ينها ي و طول بb به عرض يدو نوار فلز    48-4مثال  
bاگـر . گذرنـد   ين دو نوار م ـ   ي از ا  Iجهتال  مختلف d>>    دي ـابي باشـد، انـدوكتانس در واحـد طـول را ب. 

  )81كارشناسي ارشد برق (
با توجـه بـه   . ميرس ي به اندوكتانس ميسيبا محاسبة شار مغناط  . ميكن  ياستفاده م ) 53-4( از شكل    :حل

  :مي داري سطحيها نايشكل در مورد جر

  47-4شكل مثال : 52-4شكل 



  الكترومغناطيس مهندسي، تئوري، كاربردها و روش حل مسئله                                                              404

 

( )y
I
b

= −a يي سطح بالاي رويان سطحيجرچگالي  

( )y
I
b

= a ينيي سطح پاي رويان سطحيجرچگالي  

)ن دو سطح    ي ب يسيدان مغناط يپس شدت م   )x
I
b

a   ر ي ـصورت ز  ب ـ يسي ـ شـار مغناط   يجه چگال ي و در نت
  :است

( )x
I

b
μ

=B a�  

  :مي داريسي شار مغناطير براين تفاسيبا ا
          m m

IB S B d d
b
μ

ϕ ϕ= = × × → = ��  
  :پس

                      mL d
I b
ϕ μ

= = �  
  
  
  
  

  .م كردي خواهيشتر را در قسمت اندوكتانس متقابل بررسي بيها مثال
  
   متقابلدوكتانسان -4-13-1-2

 بگذرد و به عبـارت  يگري از مقطع ديكي از ي خطوط شار ناش  يعني(ج  ي تزو يارا د يها  ستمي س يبرا
مـثلا  . شـود  يف مي تعرزي، اندوكتانس متقابل نيعلاوه بر اندوكتانس خود)  شار متقابل باشند   يگر دارا يد

    :ر استيبه صورت ز يا ي اندوكتانس خودينرو داراي است از اI1اني جري دارا1 حلقة )54-4(در شكل 

)4-70                   (         
  

S

N
NL

I I I
λ ϕ

= = =
∫B . ds

1

1 1 1
11 1 11

11
1 1 1

  

  
  
  
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

z  

I  

 
 
 
 
 
 
 
 

d  

 
 
 
 
 

b  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

I  

  48-4شكل مثال : 53-4شكل 
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  : ازاندوكتانس متقابل عبارت است
  .د كنندة شاري تولستمِيان سيم بر جري تقسيستمي گذرنده از مقطع سنسبت شار متقابلِ

  :ردي گي جاين قالبيتواند در چن يم )54-4(كه با توجه به شكل 

)4-71        (                    
  

S

N
N

L
I I I
λ ϕ

= = =
∫B . ds

2

2 1 2
21 2 21

21
1 1 1

  

  
ك حلقة مربـع  ي. كند ي عبور مIاني ها جرzل منطبق بر محوريت طوينها يم ب يك س ي  از    49-4مثال  

 ـ  يضر) 55-4شكل .( از آن قرار داردaم و در فاصلةي در مجاورت سaشكل به ضلع  ن يب القـاء متقابـل ب
  )75كارشناسي ارشد برق  (.ديابيم و حلقه را بيس
  

  اـب. ميا ه كردهـ محاسب)19-4(ن سوال را در مثال ي شار متقابل ا:حل
  يدان ناشيم. ميكن يشتر مجددا آن را تكرار مين بي تمرين حال برايا

  :ر استيان در محل حلقه به شكل زيرم حامل جي از س

                                        x
I
y

μ
π

= −B a1 2
�  

  :مي حلقه داريبرا
                                       xdz dy=ds a2  

  :ن صورتيدر ا

  بررسي اندوكتانس خودي و متقابل: 54-4شكل 

  49-4شكل مثال : 55-4شكل 

 
 
 
 
 
 

a  

 

 

a  

 
 

a  

 

 
 
 
 
 
 

I  

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 z  

S1  

S 2  

C1  

C 2  

 
 
 
 
 
 
 
 

I1  

 
 

 مثال كليدي
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a a a

x xa
S

I I a adz dy Ln
y a

μ μ
ϕ

π π
+

= = − = −∫ ∫ ∫B . ds a . a
2

21 1 2
2

2 2
� �

�
  

I a Lnμϕ
π

=21
1

2 2
�  

λ.    ك دور داردينكه حلقه فقط ي ابا توجه به ϕ=21 21  
  :م داشتي اندوكتانس متقابل خواهيپس برا

I a Ln
aL Ln

I I

μ
λ μπ

π
= = =21

21

1
12 2

2 2

�

�  

  
-4 (ل كه در شكليم طويم مستقيك س ي و   ي مثلث يك حلقة هاد  ين  ي اندوكتانس متقابل ب   50-4مثال  

  ]1[ .ديابي را ب،ش داده شده استي نما)56
 

  :ديآ ير بدست ميشار متقابل از رابطة ز. ميكن يعمل م) 49-4(ل  مشابه مثا:حل
  

S

ϕ = ∫B . ds
2

21 1 2  

I ن رابطه يدر ا 
r ϕ

μ
π

= −B a1 2
تـوان   يم ـ) 57-4(مطـابق شـكل     . ميدا كن ـ ي را پ  ds2كافي است  بوده و    �

  :گفت كه
z dr ϕ=ds a2  

  :ميرا محاسبه كن) 57-4(شدة شكل   نيچ  معادلة خطِ خطكافي است r وz مرتبط كردنيبرا

( )( )zz r a b
r

z
r

Δ
− = − − +

Δ
Δ

=
Δ

3

�  

  :پس

( )( )( ) ( )   
S

I I br a b dr a b Ln b
r aϕ ϕ

μ μϕ
π π

⎡ ⎤⎛ ⎞= − − − + = + + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦∫ a . a
2

21
33 12 2

� �  



   407                                                                                              مغناطيس ساكن                        :فصل چهارم

 

  
  

  
  
  
  
  
  
  

  
  :م داشتي اندوكتانس متقابل خواهي برااين صورتدر 

( ) bL d b Ln b
I d
ϕ μ

π
⎡ ⎤⎛ ⎞= = + + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

21
21

3 12
�  

  
  :دينير را ببيد، مثال زيشتر آشنا شوين مسائل بي ايريگ نكه با نحوة الماني ايبرا
  

م اسـت  ي بـا س ـ ي كـه قطـر آن مـواز   Rره به شعاعيدا ميك مدار نيار بلند و   يم بس يك س ي  51-4مثال  
  .ديدا كنين آن دو را پيتقابل ب ميب القايضر. اند ك صفحه قرار گرفتهيدر  ) 58-4مطابق شكل (
  )84كارشناسي ارشد برق (
  

 گذرنده از نوار را محاسبه كرده و آن را بـه كـل   يسيم، شار مغناطيكن ياستفاده م) 59-4( از شكل    :حل
  :ميده يم ميره تعميدا مين

( ) ( )Id R x dx
R x

ϕ μ
π

= × −
+

2 2
21 22�

  

  :پس

( )
R RI R x I R xdx dx

R x R x
μ μϕ
π π

− −
= =

+ +∫ ∫
2 2

21
� �

� �
  

  

z  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6 ��  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

r  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     dr  

  50-4شكل حل مثال : 57-4شكل   50-4شكل مثال : 56-4شكل 

I  

a  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a b+  

 
 
 
 
 
 

6 ��  
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I وI1يها اني حامل جرb وaچ بلند به شعاعيپ مي  دو س   52-4مثال   محـور   باشند و به صورت هم ي م2
ba.(قرار دارند  ب القـاء  ي باشـد، ضـر  n2 وn1بيچ بر واحد طول به ترتيپ مين سي اياگر تعداد دورها  ) >

  ]1[ .ديابيچ را بر واحد طول بيپ مين دو سيب القاء متقابل بيك و ضريهر 
  

ت ي ـنرو فقط به ذكر پاسخ كفايم از ايا كرده داي پ )47-4(ن در مثال    يش از ا  ي را پ  ي اندوكتانس خود  :حل
  :ميكن يم

 L n aμ π= 2 2
11 1�  

L n  bμ π= 2 2
22 2�  

  :ميدان يم. ميكن ي هر كدام را محاسبه ميها داني متقابل ابتدا ميب القاي محاسبة ضريبرا
,

           
,

n I r b
H

r b
<⎧

= ⎨ >⎩
2 2

2 �
         ،         ,

           
,

n I r a
H

r a
<⎧

= ⎨ >⎩
1 1

1 �
  

  :مي دارϕ21ين صورت برايدر ا

     ( )     ( )   
a b

a
n I r dr d r dr d n I a

π π
ϕ μ ϕ μ ϕ μ π= = + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫B . ds

2 2 2
21 1 2 1 1 1 1� � �� � �

�  

I  

R  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

R  

I  

 
 
 
 
 x  

 
 
 
 
 
 
 z  

R  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

R  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 x  

  51-4شكل حل مثال : 59-4شكل   51-4شكل مثال : 58-4 شكل

 مثال كليدي
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  :شود كه  يشابه اثبات مبه صورت م
n I aϕ μ π= 2

12 2 2�  
  :مين صورت داريدر ا

nL n n a
I I
λ ϕ μ π= = =21 22 21

21 1 2
1 1

�
  

n
L n n a

I I
λ ϕ

μ π= = =12 1 12 2
12 1 2

2 2
�

  

  
  
  
  
  
  
  
  

  
. باشـد  ي م ـIاني ـ جري داراbي و شـعاع خـارج  aيال به شـعاع داخل ـ   يك كابل كواكس  ي  53-4 مثال

  ن كابل بر واحد طول چقدر است؟يالقاء ا ب خوديضر
  

rدان دريم. ميكن ياستفاده م) 19-4(رابطة  از :حل a<ستري به صورت ز:  
  r I

a ϕ
μ
π

=B a1 22
�  

ϕ شار موجود بصورت = ∫B . ds11 1   :شود ير محاسبه مي از رابطة زيوندي و شار پ1

, r rN N
a a

πλ ϕ
π

= = =
2 2

11 11 2 2
  

  52-4شكل مثال : 60-4شكل 

 
 
 
 
 
 

1�  

 
 
 

2�  

 
 
 
 

a  

 
 
 
 
 
 

I1  
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  :پس
)4-72(                                  a r Ir dr I

a a
μ μλ
π π

= =∫
2

11 2 22 8
� �

�
  

aيو برا r b<   :ميدار) 19-4(ز مطابق رابطةي ن>
I
r ϕ

μ
π

=B a2 2
� 

ϕ ز از رابطةي از آن ن يشار ناش  = ∫B . ds22 2 ة ي ـ از ناحيدينكه كل شار توليبا توجه به ا. ديآ ي بدست م2
  :گذرد، پس يمذكور م

λ ϕ=22 22  
  :رين تفاسيبا ا

)4-73(                         b

a

I I bdr Ln
r a

μ μλ ϕ
π π

= = =∫22 22
1

2 2
� �  

ان ي ـزان جري ـرا جمـع كـرده و بـر م     ) 73-4(و  ) 72-4( روابط   كافي است  محاسبة اندوكتانس كل،     يبرا
  :ميم كنيتقس

)4-74                       (        bL Ln
I a

λ λ μ μ
π π

+
= = +11 22

8 2
� �  

  
dبـه فاصـلة  و  aبه شعاعك خط انتقال   ي  بلندِ يم مواز ي دو س   54-4مثال   a>>   از هـم قـرار دارنـد  .

  ؟م در واحد طول چقدر استين دو سيب خود القاء ايضر
  

  :شود ير محاسبه ميم از رابطة زين دو سي بيسي شار مغناطيچگال: حل
IB

r d r
μ
π
⎛ ⎞= +⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 1
2
�  

  :براي محاسبة شار مغناطيسي بايد چگالي شار مغناطيسي را در فضاي بين دو هادي جاروب كنيم، پس
d a

a

I I ddr Ln
r d r a

μ μϕ
π π

− ⎛ ⎞= = − =⎜ ⎟−⎝ ⎠∫ ∫B . ds 1 1
2
� �  

  :در نتيجه
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 )4-75(                                                                         I dL Ln
I a

μϕ
π

= = �  

  .افتيد يشتر را در مسائل آخر فصل خواهينات بيتمر
  
  يسيمدار مغناط -4-13-2

ان باشـد و  ي ـم كه حامل جريند سا چيك  ي
ــ ــر ض ــادة مغناطيمب ــنة م ــاد مي ايسي ــج دان ي

. نامند  ي م يسيمدار مغناط د را   ي نما يسيمغناط
 هدف محاسبة شـدت و      يسي مغناط يدر مدارها 

 در نقــاط مختلــف يسيــدان مغناطيــ ميچگــال
  .هسته است

ــدار مغناط ــم ــاريسي ــراي راهك  ي اســت ب
مثـل ترانـسفورماتورها،     (ي عمل ي ابزارها يبررس
ن ي ـكه در آنها از ا    ) ... ها و     ها، موتورها، رله     مولد

   .قالب استفاده شده است
ان يــم تــا بــا بيــ دارن قــسمت قــصديــدر ا

لـشان را   ي تحل ين مدارها چگونگ  يه ا يم اول يمفاه

  54-4شكل مثال : 61-4شكل 

  مدار مغناطيسي: 62-4شكل 

 
 
 
 
 
 
 

ϕ  

I  

2�  

 
 
 
 
 

1�  

 
 
 
 
 
 
 

S AΔ =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

eq�  

N  

a  

 
 
 
 
 

d  

 
 
 
 
 



  الكترومغناطيس مهندسي، تئوري، كاربردها و روش حل مسئله                                                              412

 

 ك مـدار ي ـن شـكل را  ي ـا .دهد ي نشان مچ رايپ ميك هسته و سي مدل )62-4(شكل  .مي كنيبا هم بررس
  : وجود داردينگونه مدارها دو روش كلي حل ايبرا. مينام ي ميسيمغناط

  
  .ي روش رلوكتانس-1
  . آمپري قانون مدار-2
   

   ي روش رلوكتانس-4-13-2-1
  :ن منظوري ايم، براي كني موجود در شكل را مدلسازيا اجزيستين روش بايدر ا

  :ميينما يف مير تعريك رلوكتانس به صورت زي هر شاخه ي برا-1
)4-76(                                          eq

Aμ
ℜ =

� 

  :ن رابطهيكه در ا
eq�:62-4( در شكل مثلاً. ر متوسط شاخه استي اندازة مس( ، ( )eq = +1 22� � �.  
A:سطح مقطع شاخه مورد نظر است .  
μ: استا شاخة مورد نظري هسته يسيمغناط يريپذنفوذ .  
  

  :د كه منظور از شاخهيدقت كن
 از هـر سـطح مقطـع دلخـواهش     يه در هر لحظه از زمـان شـار عبـور         ك يسي از مدار مغناط   يبخش

 اسـت، چـرا   يسي ـك شاخة مغناطي ي دار )62-4( شكل   مثلاً. ( است يسيك شاخة مغناط  ي ،سان باشد كي
جود نـدارد   وييچ فاصلة هوايل شده و در آن ه ي تشك يسيك مادة مغناط  يم كه فقط از     ي دار يا كه هسته 

حات يتوض ـ .)كـسان اسـت  يز در تمـام نقـاط   ي ـ سطح مقطع نيو از طرف) همه جا ثابت است در   μپس(
  .ميكن يها مطرح م ن مورد را در ضمن حل مثاليشتر در ايب

چ يپ ـ مي هر سي برايعني ،ميده ي قرار مNI معادل بايسي محركة مغناطيرويك نيچ يپ مي هر س ي برا -2
  :ميدار

)4-77(                                           NImmf =  
 يجـا و ب) ه مقاومـت ي شـب  يزي ـ چ ير ظـاهر  ظ ـاز ن ( رلوكتـانس    ،هـا    شاخه ي به جا  كافي است حال  

-4( مـشابه  ين صورت بـه شـكل  يم در ا  يرا قرار ده  ) ه منبع ولتاژ  ي شب يزيچ(بوطه   مر mmf،ها  چيپ  ميس
  .افتيم يه  دست خوا)63
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  :نست كهيد ايآ يش ميمان پينجا براي كه در ايسوال
كـه هـدف   ( شار را    يم مقدار چگال  يا  مان دارد چرا كه هنوز نتوانسته     ي برا ي چه نفع  ينگونه مدلساز يا

  م؟يمحاسبه كن)  استيسي مغناطيها  مداري در بررسياصل
  :د گفت كهيدر  پاسخ با

-4(، شـكل  يسي ـ و مغناط يكي الكتر يها  ن مدار يفاده از تشابه موجود ب    م با است  يتوان  يخوشبختانه م 
 يسي ـل مـدار مغناط ي ـ تحلي و به جاردهل كيتبد)  استيكيك مدار الكتري( كه )64-4( را به شكل     )63

-4(ت بـا اسـتفاده از جـدول    ي ـم و در نهايل كنيتحل) باشد يار هم ساده ميكه بس( را  يكين مدار الكتر  يا
  .ميس قرار دهي دوگان آنها را در حوزة مغناطيكي الكتريها تي كمي به جا)14
  

  مقايسة مدار الكتريكي و مغناطيسي: 14-4جدول 
   الكتريكي و مغناطيسيهاي  تناظر بين مدار

  هاي الكتريكي مدار  هاي مغناطيسي مدار
mmf ،  NI  emf ،  V  

  Iجريان الكتريكي ،   BA=ϕ)(شار مغناطيسي  ، 
  Rمقاومت  ،   ℜرلوكتانس  ، 

  σرسانندگي  ،   μپذيري  ،  نفوذ
  
  .ديينما  توجه )55-4(د به مثال ي درك كنين موارد را به خوبينكه اي ايبرا
  

  مدار مغناطيسي معادل: 63-4شكل 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

V  

 
 
 
 
 
 

I  

 
 
 
 
 
 
 
 

fR  

  مدار الكتريكي معادل: 64-4شكل 

                mmf  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

fℜ  

 
 
 
 
 

ϕ  
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چ کـه در  یپ ـ میان س ـی ـ مطلوبـست محاسـبۀ مقـدار جر   )65-4( شکل یسی  در مدار مغناط  55-4مثال  
. شار ی، چگال يصورت برقرار  Wb

m 21  هـسته  یـی د کـه تراوا ی ـفـرض کن  . جـاد گـردد   ی ا یی در فاصلۀ هـوا    5
برابر  5 کسان و برابریها   و سطح مقطع تمام شاخه cm 21است .  

  
  
  
  
  
  
  
 
  

 بـه  aو1، 2،3ن شـکل یدر ا. شود یده می  د)66-4( مدل شده در شکل یسیمدار مغناط :حل
ن ی ـبـه ا . اسـت ) یی فاصـلۀ هـوا  یعنی (56و) 16 و35(، 143،123يها ریب رلوکتانس مربوط به مس یترت
  :می هر کدام داريب برایترت

( )( )( )r A   



 

 
    

 

2 8

1 2 7 4
3 1 3 1

4 1 5 1 1 2

   
    

 

.
( )( )( ) 



 

 
  

 

2 8

3 7 4
9 1 9 1

4 1 5 1 1 2
  

    
 

                                      
  
  
  
  
  
  
  

  55-4شکل مثال : 65-4شکل 

  مدار مغناطیسی معادل: 66-4 شکل

1  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3  

2  a  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1 2  

 
 
 
 

  

 
 
 
 
 
 
 
 

a 3  

 
 
 
 

  

 ب الف

cm1  cm1  

 
 
 
 
 
 
 

cm1  

 
 
 

 
 

 

cm1  

 

1  

4  3  2  

5  

 
 
 
 
 
 

6  

 
 
 
 
 
 
 

I  

N  4   

 مثال کلیدي
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( )( )( )a  



 

 
  

 

2 8

7 4
1 1 5 1

4 1 1 1 1 2
 

   
  

  :میکن یب می ترک،ندیموازگر یکدی را که با 2 و1يها رلوکتانس
.||


  

    
 

8
1 2 1

1 2
1 2

1 5 1
2 2




  

  :ن صورت رلوکتانس معادل برابر خواهد بود بایدر ا
.||T a 


     
8

3 1 2
7 4 1

2



  

  :میکن چ را محاسبه یپ میان سیر است، جری که به صورت زmmfم از ارتباط شار ویتوان یحال م

Tmmf NI      
  :می شار داري برایاز طرف

aB S   
  :پس

. . .a TB SI A
N 

    
  



4 81 5 1 1 7 4 1 44 164 2
  
 

  

  
. شود  یده م ی د )45-4(ک چنبره در شکل     یهستۀ   :25-4ن  یتمر
و  شعاع مقطـع  .  استcm1ر متوسطین چنبره شعاع مسی ا يبرا
a  برابر) ره است یکه دا ( cm1 اگـر هـسته از فـولاد       . باشـد   ی م ـ
) 1  (  2و با تعداد        مقـدار  .  دور سـاخته شـده باشـد

. معـادل  يجـاد شـار   ی ا يبـرا را  ان لازم   یجر   mWb5    در داخـل 
  .بیابید تههس
  

   شاریشکفتگ
 یسی ـ شـار مغناط ی هدف محاسـبۀ چگـال     یسی مغناط يم، در مدارها  ین گفت یش از ا  یهمانطور که پ  

 از هسته اسـت،   ی در محل مناسب   یی قرار دادن فاصلۀ هوا    یسیک مدار مغناط  ی یاما هدف از طراح   . است
از جملـه   (یسی ـ شـار مغناط يها یژگی، بتوان از ویی به آن فاصلۀ هوا  یسی که با نفوذ شار مغناط     ينحو  به

 از یک ـی . دارديا ژهی ـت وی ـ اهمییر عبـور دادن شـار از فاصـلۀ هـوا    ین تفاسیبا ا. بهره برد) کار و گشتاور  

   25-4شکل تمرین : 67-4شکل 

I  

N  2  

r  

  

 
 
 
 
 
 
 

a2  
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و بـرعکس    (یی که در هنگام ورود شار به فاصلۀ هوا        یکیزیاتفاقات ف 
افتـد،   یاتفـاق م ـ )  و ورود به هـسته ییدر هنگام خروج از فاصلۀ هوا    

 را ییزِ شـار در فاصـلۀ هـوا    ی ـاصطلاحاً، اثر برونر  .  شار است  یشکفتگ
ن اثـر سـبب     ی ـ، ا )68-4(نامنـد و مطـابق شـکل          ی شار م ـ  یشکفتگ

  .شود ی مییش سطح مقطع در فاصلۀ هوایافزا
  

 فقـط  یم که روش رلوکتانـس ین نکتۀ مهم اشاره کن    ید به ا  ی با :تذکر
  اسـت کـه در  ي مداریمدار خط. رود ی به کار می خطيها  مدار يبرا

ت ی ـنها ی آن ب ـییا تراوایو (شود  ی نظر مر اشباع هسته صرفآن از اث 
Bیگر منحنیباشد و  به عبارت د Hباشدی آن خط (  

  
   آمپري قانون مدار-4-13-2-2

 يرود، بـا اسـتفاده از قـانون مـدار     ی به کار می خطيها  که فقط در مداریبر خلاف روش رلوکتانس   
  :میر توجه داشته باشی به دو قانون زکافی است. ل کردی را تحلين هر گونه مدارتوا یآمپر م

)4-78(                        
n m

K K j j
K j

H N I
 

    H . dl J . ds
1 1

  

)4-79  (                              m m

i i i
i i

B A
 

   
1 1

   

  داده شـده  نـشان  )70-4( آن به صورت شـکل  یسی  که مدار مغناط)69-4( هسته شکل يمثلا برا 
  :میش دهیر نماین دو رابطه را به صورت زیم ایتوان یاست، م

F H H H  1 1 2 2 3 3    
   1 2 3  

  
  
  
  
  
  هستۀ مغناطیسی: 69-4شکل   مدار مغناطیسی معادل: 70-4شکل   

 
 
 
 
 
 

F
 

1  

 
 
 
 
 
 

H 3 3  

 
 
 
 
 
 

3  

2  

 
 
 
 
 

H1 1  

 
 
 
 
 
 
 

H 2 2  

مقطع 
یواقع  

با مقطع 
 اثر برونریز

  شکفتگی شار: 68-4شکل 

 
 
 
 
 

1  

 
 
 
 
 

2  

 
 
 
 
 
 
 

3  

 
 
 
 
 
 

1  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

2  

 
 
 
 
 
 

3  

 
 
 
 

F  
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  ):71-4(در مدار شکل   56-4مثال 
 يریب نفوذپـذ  ی و ضـر   iانی ـ باشـد، مطلوبـست محاسـبۀ جر       T1 برابر یسی شار مغناط  یچگال اگر   )الف

  . هستهیسیمغناط
.انیاگر جر )ب AI  5دی را بدست آوریی شار در فاصلۀ هوای باشد چگال.  
  
  
  
  
  
  
  
  

Bی منحن :حل H  ابتـدا  . میکن ـ ی آمپـر اسـتفاده م ـ  ي است، پـس از از قـانون مـدار       یخطری هسته، غ
  :میکن یمدل م) 73-4( شکل ستم را مطابقیس

  :میدار) 73-4(ها حول حلقۀ شکل  لیبا نوشتن اختلاف پتانس) الف
)1                       (                   C C g gH H Ni    

  .میدا کنی سمت راست رابطۀ فوق را پيرهاید تمام متغیان، بای محاسبۀ جريبرا
  :)72-4( است، با توجه به شکل T1 شار در هستهیچگال

)2                        (              T
C CB H  1 5    

  :میینما یر عمل می زبه صورت gHنیی تعيبرا
C g

C g C
C g g

g g

B B BA A H

B H

 




        
 




  

  :پس
. A

C C g g
C C

i
H H Ni

B H
 

   
 

1 792
1 5

 


  

B منحنی:72-4شکل   56-4شکل مثال : 71-4شکل  Hهسته   

 
 
 
 
 
 
 

H  

 
 
 
 
 
 
 
 

B  

1 

5  15  

.1 5 i

 

 
 
 
 
 
 
 
 

mm 4
 

 
 
 

mmg  2  N   1
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C بر حسب  يا   رابطه کافی است  )ب CB H شـکل  ی آن بـا منحن ـ یم با تلاق ـیتوان  یم، آنگاه م  یدا کن ی پ 
  :میابیجۀ مناسب دست یبه نت) 4-72(

C
C C g g C C g

BH H Ni H Ni


    


     

  :جهیدر نت
. .C CH B 4 1591 5 5   

  :میریگ یجه مینت) 74-4( آن مطابق شکل یبا تلاق
, . T

C CH B 14 28   
  
  
  
  
  
  
  

ر ی ـمثـال ز . ل شـده اسـت  ی تـشک  یخطری و غ  یز دو بخشِ خط   ، هسته ا  یسی مغناط ي از مدارها  یدر برخ 
  :دهد ی از آنها را نشان ميا نمونه

 يبـرا . ل شـده اسـت    ی تشک یرخطی و غ  یاز دو قسمت خط   ) 75-4( شکل   یسیمدار مغناط  57-4مثال  
):می ـ دار یرخط ـیقسمت غ  . )m m mF F     2 41  شـار   یجـاد چگـال   ی ا يبـرا کـه   د  ی ـن کن یـی تع . 1

. برابر   یسیمغناط T1 cmAد کهیفرض کن(چ عبور کند؟  یپ  می لازم است تا از س     dcانِی چه جر  1  
 و 21

( )H
m

    411   )کارشناسی ارشد برق( )1
  

ر محاسـبه  ی ـصورت ز شار گذرنده از هسته به. است) 76-4(شکل صورت   معادل به  یسی مدار مغناط  :حل
  :شود یم

. .m B A         4 31 1 1 1 1 1 1    
  :پس

 
 
 
 
 
 
 

H  

 
 
 
 
 
 
 
 

B  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 1  

 
 
 
 
 
 
 
 

5  

 
 
 
 
 
 
 
 14  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

.28  

 
 
 

C CH 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

g gH   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ni  

  تلاقی دو خط: 74-4شکل   71-4مدار معادل شکل : 73-4شکل 

 مثال کلیدي
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( . ) .m m mF F      2 4 31 1 1 1 1     
  :میکه از حل آن دار

,mF  1 11   
  :ر قابل قبول بوده و لذای غیکه مقدار منف

mF 1  
  :میچ داریپ میان سی محاسبۀ جريبرا

mF F Ni   
  :که در آن

.BF H



     


2

4
1 1 1 1 111 1    


  

  :در نتیجه
m

F A
m FF F Ni i i

     1
1 11 55 2
   
  

  
  
  
  
  
  

  
  
  یسی مغناطي انرژ-4-14

ر ی ـن روابط را در ز    یا. م داشت ی خواه یکی الکتر يها  دانی مشابه م  ی روابط یسی مغناط يدر مورد انرژ  
  .میا ک ارائه دادهیاس آنها با حوزة الکترواستاتی قي برایمطرح کرده و جدول

 ی حجم ـیم ابتـدا چگـال  یتـوان  ی از فضا، م   یشده در بخش خاص    رهی ذخ یسی مغناط ي محاسبۀ انرژ  ي برا -
 را بـه  یسی ـ مغناطي انـرژ یچگـال . میری ـ را محاسبه کرده و سپس در حجم مورد نظـر انتگـرال بگ        يانرژ

  :میکن یف میر تعریصورت ز

)4-80    (                                          mw  B . H1
2  

 
 
 

F  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

mF  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ni  

 
 
 
 
 
 
 

m   

i

N  55
m

 

cm
Cl  1

  75-4مدار معادل شکل : 76-4شکل   57-4شکل مثال : 75-4شکل 
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  :م دادیر تعمیتوان به روابط ز ین رابطه را میم، ای حضور داشته باشیی با تراوایطیاگر در مح

)4-81                         (                    mw H 21
2

  

)4-82(                                             
mw B


 21

2
  

 کـل فـضا   يم روابط فـوق را رو یتوان یان میع جریک توزی از ی ناشیسی مغناطي محاسبۀ کل انرژ  ي برا -
  :مین روابط استفاده کنیا از ایمحاسبه کرده و 

)4-83(                                           mW dv  J . A1
2  

)4-84(                                           mW ds K . A1
2

  

)4-85(                                            mW dl  I . A1
2

  

 يا بر طبـق رابطـه  .  وجود دارد ارتباط آن با اندوکتانس استي که در مورد انرژ ین نکات ی از مهمتر  یکی -
  .میبرس) عکسو بر(ي به اندوکتانس م بود تا با استفاده از انرژیم، قادر خواهیکن یان و اثبات میکه ب

ان و ولتاژ بـه صـورت  ین جری رابطۀ بLالقاء ب خودیچ به ضریپ میک سیم که در   یدان  یم
dt
dILV  

  :ازت است ره شده عباری ذخیسی مغناطي انرژنی، بنابرابوده
  

t dIW V I dt L I dt L I dI
dt

    
  

  :دهد یجه میکه نت
)4-86                           (                  

mW L I 21
2

  

  : عبارت خواهد بودیسی مغناطي انرژی حجمیم، چگالی فرض کنSچ رایپ میاگر سطح مقطع س

(  )
( )

 
m

m

a N IWw NI H
S a

 
 


   



2 2 2

2 2
2

1
1 12
2 2



  
  

  . است)81-4(ن رابطۀ که هما
تـوان بـه    ی را م ـ)68-4(ز موجـود باشـد، رابطـۀ    ی ـ اندوکتانس متقابل نیستم مورد بررسیسدر  اگر  
  :م دادیر تعمیصورت ز
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)4-87            (         
mW L I L I I L I I L I   2 2

11 1 21 1 2 12 1 2 22 2
1 1 1 1
2 2 2 2

  
Lستمین س یو اگر در ا    L M 12 نگونـه  یم ایکن ـ ی می که ما بررس ییها  ستمیکه معمولا در س    (21

  :م داشتیخواه) است

)4-88             (                 mW L I M I I L I  2 2
11 1 1 2 22 2

1 1
2 2  

  
  :دیر توجه کنی زيها به مثال

  
 يانرژ. باشد یم Iانی حامل جرbی و شعاع خارجaیال به شعاع داخل   یک کابل کواکس  ی  58-4مثال  
  )87کارشناسی ارشد آزاد ( ره شده در واحد طول کابل چقدر است؟ی ذخیسیمغناط

  
  :م کهیدان یاز قبل م. میکن ی را محاسبه میسیدان مغناطی ابتدا شدت م:حل

,

,

I r r a
a
I r a
r









  
 


a
H

a

22

2

  

  :میابی ینگونه میستم را ایره شده در سی ذخي انرژ)81-4(ن صورت با استفاده از رابطۀ یدر ا

  
a b

m a

I r IW H dv r dr d dz r dr d dz
a r

 
    

 
        
         

2 2
2 1 2 12

2
1 1 1
2 2 2 2 2      

  

m
bW I I Ln
a

 
 

 2 2

16 4
   

  م؟یکنکار د چه ی محاسبۀ اندوکتانس بايبه نظر شما برا: سوال

Lي محاسبه شده را مساوي انرژکافی است :جواب I 21
  :میابی را بL قرار داده و2

m
bW I I Ln L I
a

 
 

   2 2 21
16 4 2

   

  :دهد یجه میکه نت

)4-89                     (                  bL Ln
a

 
 

 8 2
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  .گری دی با روشیاست ول )53-4(مثال ن همان پاسخ یا
  

 bی و شـعاع خـارج   aی به شـعاع داخل ـ    یلی با سطح مقطع مستط    hک هسته به ارتفاع   ی  59-4مثال  
Nي داراI1انی ـچ حامـل جر یپ میس. باشد یچ میپ می دو نوع س يدارا Iانی ـچ حامـل جر یپ ـ می دور و س ـ1 2 
Nيدارا L11، Lره شدهی ذخیسی مغناطيبا استفاده از انرژ. باشد ی دور م2   .دی را محاسبه کنM و22
  

 بـه پاسـخ   يتا با استفاده از انرژ مینجا قصد داریدر ا . دهد  یش م یت را نما  ین وضع ی ا )77-4( شکل   :حل
 را )26-4(ن یتمـر (م ی ـا ن به شما واگذار کردهیرا به عنوان تمر یحل مثال با استفاده از روش کل     . میبرس

  :میابی ی آمپر ميمدار  را با استفاده از قانونیسیدان مغناطی ابتدا شدت مي محاسبۀ انرژيبرا). دینیبب

 N I N IN I N I H
r


    H . d 1 1 2 2

1 1 2 2 2  

 از حجـم  ی مناسب یکیزینکه تصور ف  یا يبرا (.میکن  ی را محاسبه م   ي انرژ )81-4(حال با استفاده از رابطۀ      
  )دینگاه کن )78-4 (د به شکلیر بدست آويریگ  انتگرالیجسم و چگونگ

b h

m a

N I N IW r dr d dz
r


 


 

  
 

  
2

2 1 1 2 21
2 2 

  

  :م داشتیکه پس از حل خواه

m
N Nb b bW h N Ln I h N Ln I Ln I I

a a a
 

  
            

    
2 2 2 2 1 2

1 1 2 2 1 2
1 1
2 2 2 2

   

  :میریگ یجه می نت)88-4(سۀ پاسخ با رابطۀ یبا مقا
h N bL Ln

a





2
2

22 2
                   h N bL Ln

a





2
1

11 2
  

h N N bM Ln
a




 1 2  
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I وI1انیب حامل جر ی به ترت  b و aمحور به شعاع    چ هم یپ  می دو س  :26-4ن  یمرت چ در یپ می و تعداد س2

فـرض  . (دی ـچ را بدست آوریپ مین دو سی ادر واحد طولره شده ی ذخيانرژ .باشند  ی م n2 و n1واحد طول 
baدیکن (  
  

 یسی ـ مغناطيریب نفوذپـذ ی بـا ضـر  aلِ تـوپر بـه شـعاع   ی ـ طويا  اسـتوانه يک هـاد ی ـاز   60-4مثـال  
rینسب 1      که محور آن منطبق بر محور z  یل با چگا  یکیان الکتر ی هاست، جرzJ rJ a گـذرد   ی م .

  )کارشناسی ارشد برق( .دیابی را در واحد طول بين هادی ایاندوکتانس داخل
  

  :میکن یان را محاسبه می ابتدا جر:حل

z z
rI J r r dr d J    J .ds a . a

3
2 3   

از ی ـ نیسی ـدان مغناط ی ـن منظور به شـدت م     ی ا ي برا م،یکن  ی استفاده م  ي محاسبه اندوکتانس از انرژ    يبرا
  :ن کابل عبارت خواهد بود ازی از ای ناشیسیدان مغناطیف شدت میطبق تعر. م داشتیخواه

rJ J rI
r



 
  H a H a

3 22 3
2 3

   

  :پس
a

m
J r J aW H dv r dr d dz




        

2 4 2 62 12 21 1
2 2 9 1 8

  
     

  

  :ری قرار دادن رابطۀ فوق با رابطۀ زيبا مساو

  77-4مقطع شکل : 78-4شکل   59-4شکل مثال : 77-4شکل 
I1  

I 2  

 
 
 

h  

 
 

b  

 
 
 
 

               
      

            a  

 
 
 
 
 
 

r  

 
 
 
 
 

dr  
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mW L I
r a




21
2

  

  :م کهیریگ یجه مینت
L 


 12

  

  
م تـا  ید مـصرف کن ـ ی ـ باي چه مقـدار انـرژ  :27-4ن  یتمر
 aی به شعاع داخل   ییک چنبره با هسته هوا    ی در   Iانیجر

ab بـا ابعـاد   یلی با سطح مقطـع مـستط    bیو خارج   و 
ن ی ـفـرض بـر ا  .  برقرار شـود یچیپ  می دور س  N با hارتفاع

 مــنظم باشــد، آنچنــان کــه تنهــا  یچــیپ میاســت کــه ســ
 در داخل هسته حضور داشته باشد و در داخـل            Bمولفۀ

  .دان صفر استیچنبره م
    
 توسط منبع در هسته تلف   يدی تول ي از انرژ  ی دارند، بخش  یرخطی که هستۀ غ   یسیاط مغن ي در مدارها  -
ن منظـور از  ی ـ ايبـرا . کننـد  یس استفاده م ـیسترزی هی از منحنی اتلافين انرژ ی محاسبۀ ا  يبرا. شود  یم

  :گردد یر محاسبه میشده از رابطۀ ز  تلفي انرژیرند و لذا چگالیگ ی بهره محلقهمساحت 

)4-90         (                           B

mw   H . dB


   

  
Bی منحن  61-4مثال   H به صورتس یک مادة فرومغناطی مربوط بهkB H Hب زده ی ـ تقر

 در واحـد حجـم، جهـت    شـده  رهی ـذخ يانـرژ .  عدد ثابت بر حسب متر بر آمپر است kکهیشود، بطور   یم
  )85کارشناسی ارشد برق (  چقدر است؟Bیین ماده از صفر تا مقدار نهایس کردن ایمغناط

  
  : برابرست باشده رهی ذخيانرژ) 90-4( مطابق رابطۀ :حل

B H

m
BW H dB k H dH k H
k

 


    
3
2

2 3 222 3 3
  

   


  

  

  27-4شکل تمرین : 79-4شکل 

a

 

b

 

 
 
 
 
 
 

h
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Bمشخصۀ  62-4مثال  H داده شده است)80-4( در شکل یسیک مدار مغناطی  .  
  .دی را محاسبه کنC وBشده در مدار در نقاط رهی ذخي انرژ)الف

  ند چند ژول است؟یشده در کل فرآ ن مشخصه مقدار توان تلفی در ا)ب
  

   مساحتيراشده در هر نقطه ب رهی ذخي انرژ)الف: حل
  :نمودار تا آن نقطه است Bر محوریشده ز لیتشک 

                 .BW    
1 1 2 1 1 52

     

      . .CW       
1 11 2 1 2 5 5 3 252 2   

  : است با مساحت حلقهند برابریآن فریشده در ا   تلف کل توان)ب

     . .lossW         
1 1 11 2 1 2 5 5 5 5 22 2 2   

  

  :ر محاسبه کردیتوان از رابطۀ ز ی را مBیسیدان مغناطی واقع در می دوقطبکی ي انرژ-
 )4-91              (                            mW  m . B   

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  مقایسۀ انرژي مغناطیسی و الکتریکی: 15-4جدول 
  تناظر بین روابط مرتبط با انرژي در دو حوزة مختلف

    مغناطیس ساکن              الکترواستاتیک  موضوع
         انرژي بارهاي گسسته

N

e k k
k

W Q V


 1
2 

     بار مغناطیسی نداریم  

eW               چگالی حجمی انرژي  D . E1
2

       mw  B . H1
2

  

          انرژي تمام فضا
e l

c

W V dl 
1
2

     mW dl  I . A1
2

  

              بیان دیگر انرژي
eW CV 21

2
    

mW LI 21
2

  

eW               انرژي دوقطبی  P . E1
2

       mW  m . B  

.1 5  

A  

B  

C  

D  1  

2  5  1  

.5  

B  

H  

  62-4شکل مثال : 80-4شکل 

مثال کلید
ي
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  یسی مغناطيروین -4-15
 ـ) شـود  ی مطـرح م ـ  يکه در قـسمت بعـد     (رو و گشتاور    یبحث ن  ن هـدف درس  یتـر  یشـک اصـل   یب
اگر چـه قـسمت عمـدة    ( ی قبليها  تمام قسمت:اق گفت کهد بتوان بدون اغر  ی شا ،س است یالکترومغناط

 يهـا   اکثـر دسـتگاه  یدگاه عمل ـی ـن دو قسمت است چرا که از د    یان ا ی ب ي برا يازین  شیپولی  ) درس بود 
 کـار  دتوان ـ یشوند و عمـلا آنچـه م ـ    یه م  ساخت ،رو و گشتاور لازم   ین حوزه با توجه به مقدار ن      یمرتبط با ا  

ن قـسمت  ی ـدر ا. باشـد  یم ـ) میشناس ـ ی مییجا که ما آن را با حرکت و جابه (روی از نيا  جهیانجام دهد نت  
  : عبارتند ازیسی مغناطيرویانواع ن. میکن ی میرو را از جهات مختلف بررسین

  . وارد بر بار متحركیسیمغناط يروی ن-1
  .انی بر جر واردیسی مغناطيروی ن-2
  . وارد بر اجسامیسی مغناطيروی ن-3

  :میده یح میها را جداگانه توض ن قسمتیک از ایدر ادامه هر 
  
  وارد بر بار متحرك یسی مغناطيروین -4-15-1

کنـد   ی حرکت م ـBیسیدان مغناطی در م V که با سرعت   q معادل ي وارد بر بار   یسی مغناط يروین
  :شود یر محاسبه میاز رابطۀ ز

)4-91        (                                  m q F V B  
qe( شده بود ین بررسیش از ای را که پیکی الکتريرویاگر ن  EF  (می دار،مییفزاین پاسخ بیز به این:  

)4-92           (            ( )e m q q q       F F F V B E V B E  
ک ی ـ وارد بر یسی و مغناطیکی الکتر يروهایم و مجموع ن   ینام  ی لورنتس م  يرویرابطۀ فوق را رابطۀ ن    

 يهـا  دانی ـ همزمـان اثـرات م  یستی ـن معادله بایل ای تحل ياز آنجا که برا   . کند  یمان محاسبه م  یبار را برا  
نجا به یدر ا) میشناس  یس آن را م   یحت عنوان الکترومغناط  که ت ( را در نظر گرفت      یسی و مغناط  یکیالکتر

شتر را در مـسائل  ی ـنات بیتمر. میکن ی میر موضوع را بررسیکرده و با حل مثال زحات اکتفا ین توض یهم
  .افتید یان فصل خواهیپا
  

ط ین محید در ای باqبار.  وجود دارد  E و Bکنواخت عمود بر هم   ی يها  دانی م یطی در مح   63-4مثال  
   وارد نشود؟ییروی حرکت کند تا بر آن نB در جهت عمود بریبا چه سرعت
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  :مید داشته باشیرو بای صفر شدن نيبرا) 92-4( طبق رابطۀ :حل

( )q         F V B E E V B B V  
  :نصورتیم، در ای ضرب کنB دو طرف را درکافی است

     back cab     E B B V B V B . B B B . V  
Bنکهیبا توجه به ا . V لذا :  

B



E BV 2  

  
 و Eیک ـیدان الکتریه با میک ناحیک نقطه در   یک بار آزمون واقع در      ی وارد بر    يها  روی ن :28-4ن  یتمر

  :ر عبارتند ازی سه سرعت متفاوت زي براBیسیدان مغناطیم

                                
( ) ,
( ) ,

,

x y z x

x y z y

z

q E V
q E V

V

   
    
  

F a a a V a
F a a a V a

F V a

1 1

2 2

3 3

 

 



  

qو E يدانهایم.  هستندیر ثابتی مقادEو Bدی را بدست آور.   
  
  انیجرستم حامل یسوارد بر  یسی مغناطيروین -4-15-2

ن بخـش را  ی ـوارد بـر ا  یسی ـمغناط يروی ـنتوان  یماشد، ب  ان وجود داشتهی از فضا جر یاگر در بخش  
  :ر بدست آوردیاز روابط ز) ان در آن بخشیع جری توزیبسته به چگونگ(
)4-93                            (           m I F d H   

)4-94                             (        m ds F K H  

)4-95                            (          m dv F J H  

 بـار  يپـس چـرا بـرا   ) کـه هـست  (نگونه است  یکند؟ اگر ا    یان نم یرد ج ی مگر حرکت بار تول    :ک سوال ی
  ان شد؟یرو بی ني برايا حرك رابطۀ جداگانه متيا نقطه

م که اگر چه یید بگوین بایگردد و همچن یان م یجاد جر ی درست است که حرکت بار باعث ا        کاملاً :جواب
 وارد بـر  يروی ـن(گر ی با روابط د  ین مطلب تناقض  یا یم، ول یا  ان کرده ی ب يا   رابطۀ جداگانه  يا   بار نقطه  يبرا
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دقـت  . میان به قـانون لـورنتس برس ـ  ی وارد بر جريروی از نیم به راحتیتوان یندارد و در واقع ما م ) انیجر
  :دیکن

 m
dqI dq
dt dt

         
dF d H d H H  
   

  :پس
m mq q    F V H F V B  

اند نحوة محاسـبۀ    که در ادامه آمدهییها مثال .ست که لورنتس انجام داده بود اي اثبات کار قاًین تحق یو ا 
  .اند ش دادهی را نماانی جري حاويها ستمی وارد بر سيروین

  
  ک ی و z محوري روI1انی حامل جریم نامتناهیک سی  64-4مثال 

Iانیم حامل جریقطعه س z در2   ، x a y و 2 a ا ـ ب  
   ییروین.  مفروض هستند)53-4( نشان داده شده در شکل يها جهت

  کند چقدر است؟ یم وارد می به قطعه سیم نامتناهیسکه 
  )79کارشناسی ارشد برق (
  

  م ـیدان یاز قبل م. میابی یت را مینها یم بی از سیدان ناشیابتدا م :حل
  :       که

( ) x y
I I y x
r x y 

     
H a a a1 1

1 2 22 2
  

Iانیرم حامل جی وارد بر سيرویحال ن   :میکن یدا میپ )93-4( را با استفاده از رابطۀ 2

( )
a

m y x y
II dy y x
a y




     F a a a1
21 2 2 22 4 

  

( )  
a

m z z z

a
I I I I I Iy dy Ln a y Ln

a y
  

  
     F a a a2 21 2 1 2 1 2

21 2 2
542 4 4 4 4

  




  

  

  
  
  

  64 -4شکل مثال : 81-4شکل 

 
 
 
 
 
 
 

z  

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

a  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y  

 
 
 
 
 
 

a2  

x  I 2  

I1 

 مثال کلیدي
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z دري دو صفحۀ بزرگ مواز   65-4مثال    و z dیان سـطح ی ـب حامـل جر ی قرار دارند و به ترت 
yS aJ

0
yS و  aJ

0
 قدر  چیی از طرف صفحۀ بالا    ینییصفحۀ پا ک متر مربع از     ی وارد بر    يروین. باشند  ی م

  )کارشناسی ارشد برق( است؟
ن کار را بـا اسـتفاده از   یا. میکن یدا می پینیی را در محل صفحۀ پایی از صفحۀ بالایدان ناش ی ابتدا م  :حل

  :میده ی انجام م)17-4(رابطۀ 

( )S z S y z S xJ J
      B J a a a a2

1 1
2 2 2 


   

  :میری بهره بگ)94-4(رو از رابطۀ ی محاسبۀ نيم برایتوان یحال م

 S S y S x S z
s

ds J J J 
     F J B a a F a

1

2
12 2 122 2  

   

ــر ــ ن:29-4ن یتم ــکل   يروی ــۀ ش ــر حلق ــالص وارد ب ــابی را ب)82-4( خ ــدر ا .دی ــکلی mن ش 2 
،mw 1،AI 1  دانی م  و شدت.B T 2 ۀ حلقه با جهت مثبت محور  یدر ضمن زاو  . باشد  ی مx ها

15را دیری در نظر بگ.  
  
  
  
  
  
  
  

ت ی ـنها ی آن ب که طولaاستوانه و به شعاع می کاملِ نازك به شکل ن يک پوستۀ رسانا  ی از     66-4مثال  
 کـه بـر   یمیان از س ـین جری عبور کرده و سپس اzaکنواخت در جهتیطور  ب Iانیشود، جر   یفرض م 

 .دی ـابیم را بی وارد بـر واحـد طـول س ـ     يروی ـن. گـردد   یمقرار دارد، بر  ) هاzمحور(استوانه    می محور ن  يرو
  )87کارشناسی ارشد برق (

  
را محاسبه کرده و با عـوض کـردن جهـتش بـه     ) میاز طرف س (يا استوانه  می وارد بر پوستۀ ن    يروی ن :حل

  :ر استیان در محل پوسته به شکل زیم حامل جری از سیدان ناشیم. میرس یم می وارد بر سيروین

  29-4 شکل تمرین :82-4شکل 

B
I

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

W
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I I
r a

r a
  

 


H a a2 2
  

ن ی ـ اسـت کـه در ا  یع ـیم؛ طبیکن ـ یاستفاده م ـ) 93-4(استوانه از رابطۀ  میر ن  وارد ب  يروی محاسبۀ ن  يبرا
رابطه  z

II ad
a




 d aپس.  خواهد بود:  

   ...m z y
II Iad

a a a

 
  

     F a a a
2

22
 


  

  . فوق و با جهت مخالف استيرویهمانطور که ذکر شد، پاسخ سوال برابر ن
  
  
  
  
  
  
  
  

b بـه صـورت    ي نـوار   67-4مثال   by
 2 2

z در صـفحۀ      ان کـل  ی ـ جرI        آمپـر را بـه صـورت 
yن در مختـصات   یهمچن ـ. دهـد   ی از خود عبور م ـ    xaکنواخت در جهت  ی   و y dقـرار  یلامـان ی ف 

 وارده يروی ـمطلوبـست محاسـبۀ ن  . دهد ی از خود عبور مxa آمپر را در جهت  Iانی است که جر   گرفته
  )کارشناسی ارشد برق( .لامانیبر واحد طول نوار توسط ف

  
 یسی ـناطدان مغی ـ شـدت م ين شـکل بـرا  ی ـمطـابق ا . میکن یاستفاده م) 84-4( حل از شکل  ي برا :حل
  :میدار

 
 
 
 
 
 
 
 
 

z  

 
 
 
 
 
 
 
 

x
 

 
 
 

y  

I  

  66-4 شکل مثال :83-4شکل 
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cosS

y

y

S

J dydH
R

I d dyR d y dH
b d y

IJ
b






  
       
  


2 2
2 2

2

2
  

  

      ... tan
b

y b

I d dy I bH
b d y b d 




    
        

 2 1
2 2

22 2
  

  :م داشتی وارده خواهيروی نيبرا) 93-4(طبق رابطۀ 

  tan tanx y z
I Ib bI I
b d b d
 
 

     
          

    
F L B a a a

2
1 1

2 2
   

  
  وارد بر اجسام یسی مغناطيروین -4-15-3

رو کـه  ی ـ نياز روش مجـاز ) انیع جری توزیا حتیو ( وارد بر اجسام یسی مغناطيروی محاسبۀ ن يبرا
 يروی ـشـود کـه ن   یاثبات م ـ .میکن ید، استفاده میا ک با آن آشنا شدهین در قسمت الکترواستات  یش از ا  یپ

  :ر بدست آوردیک جسم و در دو حالت زیره شده در ی ذخير انرژیی تغيتوان از رو ی را میسیمغناط

)4-96                                          (  

) ان فصلی پا32مسئلۀ (کرد  اثبات یتوان به راحت   یم، م ین اگر اندوکتانس متقابل را داشته باش      یهمچن -
  :میر نشان دهی با رابطۀ زوق راان فیم بیکه قادر

)4-97(                                   
m m

MW I I
x


  


F 1 2  

  . )میری مشتق بگx نسبت بهL22 وL11 با فرض ثابت بودن)88-4( از رابطۀ کافی است :تذکر(
  :دیر توجه کنی ز به مثال

  

ان ثابتیتحت جر   
 
 

 

 تحت شار ثابت
 

,
,

m

m

W
W


 

F

  67-4 شکل مثال :84-4شکل 
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Nيها  چک با تعداد دور   ی  دو پ   86-4مثال   N و1 . ندمفروض ـ aيبا مـساو ی در واحد طول با شعاع تقر2
در واحـد طـول   چـک را  ین دو پی متقابـل ب ـ يروی ـ بلغزد، ن  یچک دوم ی بتواند در داخل پ    یچک اول یاگر پ 

  )کارشناسی ارشد برق( .دیبدست آور
  

ز ی ـ ن)30-4(ن ین روش حـل تمـر  یبهتـر . میکن ـ  ی حـل م ـ   )97-4(ن مثال را با استفاده از رابطۀ        ی ا :حل
خوشـبختانه   .م گرفـت یاد خـواه ی ـ بـا هـر دو رابطـه را    ق کـار ین طریاست، بد) 96-4(استفاده از رابطۀ   

  :میا  محاسبه کرده)52-4(ستم را در مثال ین سیاندوکتانس متقابل ا
L M N N a   2

21 0 1 2  
  :پس

m m
MW I I N N a I I
x

 
   


F 221

1 2 1 2 1 2
  

 ملولهی س ـطـول . ل شده استیده، تشکیچیم نازك کنار هم پی دور سN ازيا ملولهی س :30-4ن  یتمر
هـا را بـا    می وارد بر واحـد طـول س ـ  یسی مغناطيروین. گذرد ی مIانیها جر  می است و از س   aو شعاع آن  

  .دیابی بياستفاده از روش کار مجاز
  

mrدو حلقه به شعاع     69-4مثال   1ه فاصلۀ و بh گر یکـد ی از)h r (انی ـ جريداراI  در جهـت 
ب القـاء  ین بـوده و انـدازة ضـر    ی زم ـ ي رو ینییاگر حلقۀ پـا   . هستند) 85-4مطابق شکل   (گر  یکدیخلاف  

rمتقابل دو حلقه برابر
h

  4

32
دی بايا اشد،چه رابطه ب  

  ا ـ وجود داشته باشد تm و جرم حلقهIانین جری ب
  )80کارشناسی ارشد برق (  معلق بماند؟ییحلقۀ بالا

  
  هولتر  هلميها ال را حلقهـده در مثـ ذکر شيها هـحلق: حل

  ه ـان در دو حلقـیت جرکه جهـنیه اـوجه بـا تـب. دـنامن ی م
   به سمت بالاییروی نینییمخالف هم است، از طرف حلقۀ پا

  دار ـمق) 97-4(طۀ ـطبق راب. شود ی اعمال میی به حلقۀ بالا
  :ست بارو برابرین نیا

                              I I L F 1 2 12  

h  

r mجرم   

 
 
 
 
 
 
 
 

I  

 

 مثال کلیدي

  69-4 شکل مثال :85-4شکل 
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hاگر فاصلۀ دو حلقه را zست بارو برابرین نیم، مقدار ای فرض کن:  

z
r r rdF I I I I I I

dz z z h
z h

      
   

  

4 4 4

1 2 1 2 1 23 4 4
3 3

2 2 2
    

  :می قرار دهي وزن مساويرویحاسبه شده را با ن ميروی نکافی است

, m

r m gI I m g I h
h

I I I r

 
 

  

  

4
2

1 2 4

1 2

3 2
2 3

1





  

  
  :رو آشکار کرده استیس را در ارتباط با نیمغناطو ک ین الکترواستاتی بی دوگان)16-4(جدول 

  
  
  
  
   

  
  
  
  
  
  
  یسیگشتاور مغناط -4-16

  :افتید ین جمله خواهید، پاسخ خود را در ای حل کرده باشی را به درست)29-4(ن یاگر تمر
  

رد، مقـدار  ی ـر بگ قـرا Bتکنواخ ـی یسی ـدان مغناطی ـ باشد و در مIانی حامل جر Cاگر مدار بستۀ  
  .شده به آن همواره صفر است  اعماليرویخالص ن

  نیروي مغناطیسی و الکتریکیمقایسۀ : 16-4جدول 
  تناظر بین روابط مرتبط با نیرو در دو حوزة مختلف

   مغناطیس ساکن     الکترواستاتیک  موضوع
e    )متحرك(         نیروي بار گسسته  qF E   m q F V B  
eW      )جریان(          نیروي توزیع بار   P . E1

2
    m I F d H   

ee    ثابت) جریان(    ولتاژ WF    mm WF  روش         
ee    ثابت) شار(       بار      مجازي نیرو  WF   mm WF  

E).(PF    چگالی نیروي وارد بر دوقطبی           e     B )  . (mF m  
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 یکی گـشتاور مکـان  یر اسـت، ول ـ شـده صـف     اعمـال  يروی ـ ن در مدار مذکور اگر چه مقدار خـالصِ       
 يا ان دارد به گونهیدن حلقۀ جر ی بر چرخان  ین گشتاور سع  یا. ان صفر نخواهد بود   یشده بر مدار جر    اعمال
 بـا  )انی ـ حلقـه حامـل جر  یسی ـقتـر گـشتاور مغناط   یا به عبـارت دق    ی(ان  یدان حاصل از حلقۀ جر    یکه م 

  .جهت شود  همB دانیم
 وارد بـر  یسی ـشود که گـشتاور مغناط  یان فصل آمده است، اثبات می پا22 که در مسئلۀ   یبه صورت 

  :گردد یر محاسبه می ز  از رابطۀ)86-4( به صورت شکل یانیحلقۀ حامل جر
)4-98                             (               BmT   

  :شود ی مر محاسبهیصورت ز   به)6-4( وارد بر حلقه است که طبق بخش یسی ممان مغناطmکه در آن
)4-99                         (                  nIS am     

  .هاي زیر توجه کنید به مثال. اي مواجهیم پس اگر چه بحث مهم است ولی با موضوع بسیار ساده
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

حلقـه در  .  اسـت ي جـار ی در جهت مثلثـات a شکل به ضلع    یمربع ک حلقۀ ی در   Iانی جر 70-4مثال  
 y وxيهـا   محوري اضلاع آن مواز یاز طرف  . منطبق است  z و محور آن بر محور     شته قرار دا  xyصفحۀ

)کنواختی یسیدان مغناطین حلقه در م  ی اگر ا  .باشند  یم )x zB B a aيرد، چـه گـشتاور  ی ـ قرار بگ 
  )82برق آزاد کارشناسی ارشد ( شود؟ یبر حلقه وارد م

  

B
I

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

W
 

 

F  

F  

z  

 محور دوران

 
 
 
 
 

B
 
 

na  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 

F  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

F  

  
  
  
  

 حلقۀ حامل جریان قرار گرفته در میدان :86-4شکل 
  مغناطیسی

  
  
  
  

  86-4 نیروي وارد بر حلقۀ شکل :87-4شکل 
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-4 ( از رابطـۀ کـافی اسـت  . ک خط استی پاسخ فقط یت ول اسیار طولانیاگر چه صورت سوال بس  : حل
 برابـر  یسیمقدار ممان مغناط) 99-4طبق رابطۀ ( مشخص است که م و در ضمن کاملاً    ی استفاده کن  )98
za Im a2پس، است :  

( )z x z ya I B B a I     T m B a a a a2 2
   

  
z در صفحۀیانی حلقۀ جريا   در مختصات استوانه  71-4مثال     مرکـز بـا مبـداء مختـصات بـه        هـم
Iانی که جر  aشعاع I a  یسی ـدان مغناطی ـ در معـرض م  ،ط آن برقرار است   ی در محH H aر  د
  )84کارشناسی ارشد آزاد (  به آن چقدر است؟ی اعماليرویگشتاور ن.  آزاد قرار دارديفضا

  
 )81-4( و )80-4 (يهـا  نست که رابطهیان آن ایو تنها هدف از ب    .   است  )70-4(کاملا مشابه مثال    : حل

 مشخص است کاملا. میابی یابتدا بردار ممان را م . ند صادق یستمی و هر نوع س    یصاتاه مخت  هر دستگ  يبرا
  :که

                                                  n zS I a I m a a2  
  :م داشتی خواه)80-4(حال بر طبق رابطۀ 

                             z ra I H a I H        T m B a a a2 2
     

  
ت اگـر شـد  نجاست که   ی ا سوالحال  . کنواخت بود ی دانیشدت م همواره   شده   ی بررس يها  در مثال 

  م؟ید چه کنی از دستگاه مختصات مورد نظر بود بایر و تابعیدان متغیم
ت از آن انتگـرال سـطح   ی ـ و در نها   افتـه یر  ی ـل گـشتاور را از رابطـۀ ز       یفرانـس ین حالـت د   ی ـدر ا : جواب 
  :میریگ یم
)4-100                              (        BmT    dd  
)4-101(                                        

S

d BmT    

 ـ  یفرانـس ی مشاهده شده د)100-4(م که همانطور که در رابطۀ      ید تذکر ده  یبا ا ل گـشتاور متنـاظر ب
ر در حالت ی به صورت ز   يا  است و رابطه  ) ل سطح حلقه  یفرانسیجه متناظر با د   یو در نت  (ل ممان   یفرانسید
  :باشد یم نادرست یکل

BmT   dd   
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ر ی ـنکه تـذکر اخ ی ايد و برای توجه کن)72-4 (د به مثالین مسائل آشنا شوی حل اینکه با فرم کل ی ا يبرا
  .دی را حل کن)31-4(ن ید تمریابیرا در

  
دان ی ـم.   قـرار دارد )88-4( مطـابق شـکل     xy در صـفحۀ   m2  حلقۀ مربع شکل به ضـلع       72-4مثال  

 xxy


H a2


 باشـد، گـشتاور وارد بـر حلقـه را     A1ان حاصـل ی ـاگر مقدار جر.  در فضا موجود است 

  )76کارشناسی ارشد برق ( .دیابیب
  :میکن ی استفاده م)82-4(م از رابطۀ یر داریدان متغی چون م:حل

                                BmT    dd  
  :میر عمل کنیل ممان به صورت زیفرانسی دي است که برایعیطب

                             zdydxId am       
  :پس

                      z x
S

d I dx dy x y


     T m B a a
2 2 2

 


  

              ( )y y ydx dy x y x y   T a a a
2 2 2 2 22 5 8
 

 


  

  
در  )89-4( مطـابق شـکل    یل شـکل  ی حلقـۀ مـستط    :31-4ن  یتمر
xx دانیرض م مع yH a26  ان حلقه را  یجر.  قرار داردA5 در نظر 
  )77کارشناسی ارشد برق ( .دیریبگ

   گشتاور وارد بر حلقه چقدر است؟)الف
 گشتاور وارد بر حلقه را بـا اسـتفاده از رابطـۀ       )ب 

S

d BmT   

  .با قسمت الف متفاوت استد که پاسخ یمحاسبه کرده و نشان ده
  

ــال  ــ 73-4مث ــی ــ میک س ــستطیپ ــل جرNي داراbaیلیچ م ــ دور، حام ــIانی ــد و در  ی م باش
صفحۀ

 
3
2

)ی با چگالیسیدان مغناطیک می.  قرار دارد   )x yB B a aاگـر  . ود دارد در فضا وج ـ

  31-4 شکل تمرین :89-4شکل 

  72-4مثال  شکل :88-4شکل 

y  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x  

2 
I  

2 

y  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x  

3  

I  

1 1 
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چ یپ ـ مین صورت اگر س ـی ثابت شده و بتواند حول آن بچرخد، در ا       zل در امتداد محور   یک ضلع مستط  ی
  )73کارشناسی ارشد برق ( ستد؟یکند تا با ی می را طيا هیرها شود، چه زاو

  
  .دیینماط مسئله را بهتر درك ید تا شرای نگاه کن)90-4( به شکل :حل

ن حالـت  ی ـ در ا صـفر شـود؛  یسی ـدان مغناط ی ـ از طرف م   چرخد تا گشتاور وارد بر آن       یچ آنقدر م  یپ  میس
ن ی ـد بچرخد تـا ا یچ چقدر بایپ مینجاست که سیحال سوال ا. مم مقدار شار از حلقه خواهد گذشت     یماکز

  :افتیم ی آن خواهي برای پاسخ مناسب،با چند سوال و جواب .فتدیاتفاق ب
  شود؟ ی پاسخ صفر میت چه زمانی دو کمیخارج در ضرب :سوال اول

ت صـفر نباشـند   ی ـک از دو کمی ـچینکـه ه ی همانطور که در فصل اول مطرح شد، مشروط بـر ا      :1جواب  
  .ت هم جهت باشندیصفر است که هر دو کم ی تنها و تنها زمانیمقدار ضرب خارج

اسـت و بـا داشـتن مقـدار      یخـارج  ز از جنس ضربی نیسینکه گشتاور مغناطی با توجه به ا:سوال دوم 
  توان گرفت؟ یجهت ممان م  در مورديا جهی شار چه نتیچگال

از . ردی ـ قـرار گ یسی ـدان مغناطی ـد هم جهـت م  یعتا مطابق پاسخ سوال اول بردار ممان با       ی طب :2جواب  
 يد بردار عمود دارایچ است پس با  یپ  مینکه جهت بردار ممان جهت عمود بر سطح س        ی با توجه به ا    یطرف
)(به فرم یجهت yx aa دبه مقداری بایعنی.  گرددبچرخد :  

     ( ) . 
cos cosx y x   

  
a a a1 1 2

2 42
  

  . گردش کند45د به اندازةیپس حلقه با
  دارـیل دارد که به حالت پایعت تمای در طبيا  هر مادهکلاً

  چ،یپ میا آزاد شدن سل است که بـین دلیخود برسد به هم
  دان شودیا مـجهت ب ه همـگرفت کخواهد  قرار يا هـگون به

  . عبور دهدن مقدار شار را از خودیشتریجه بینتو در 
  )ا عکس آن؟ی و یمثلثات( د؟ ی به نظر شما حلقه به کدام جهت خواهد چرخ:سوال

AIانی جر :32-4ن  یتمر  ) به ابعاد    ل شکل ی مستط يا   از حلقه  5 . . )m
24 6     که در صـفحۀ z   

.کنواخت باعث گشتاوریدان یاگر م. گذرد یت مبداء مختصات واقع شده، م    یو به مرکز    .N m5 بر حلقه 
yxن فرض کهی را با اBیسی شار مغناطیشود، مقدار چگال BB کارشناسی ارشد برق( .دیابی ب(  

  73-4 شکل مثال :90-4شکل 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y  

 
 
 

x  

 
 
 
 
 
 
 

a  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

b  

 
 
 
 
 

z  
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 با توجه یان کرد، ولیها ب ین دوقطبیرو و گشتاور ب  ی در مورد ن   یحاتید توض وش  یمشابه فصل دوم، م   
 نبـودن  يز کـاربرد یک و نیها با حوزة الکترواستات اد پاسخیار زی شدن بحث و البته مشابهت بس  یبه طولان 

  .میکن ی بسنده مان فصلی در مسائل پاییها نمونه ذکر به کرده و ي خوددارانشانیباز آنها، 
م، پـس  ی ـا نظـر گرفتـه  ان در  ی ـ را معادل با حلقۀ کوچک حامـل جر        یسی مغناط یقطباز آنجا که دو   

 يتـوان تنـاظر   ینـرو م ـ ید و از ایآ یبدست م) 98-4( از همان رابطۀ     ی وارد بر دوقطب   یسیگشتاور مغناط 
  . مطرح کردیود، را در مورد دوقطبش یده می د)17-4(معادل آنچه در جدول 

  
   

  
  
  
  
  س ساکنیک و مغناطین الکترواستاتی بیدوگان -4-17

ان ی ـ با نوعِ ب    شد یسع می فصل گفت  يهمانطور که در ابتدا   
ن ی ب ـيا العاده م، تناظر فوق  ی خاص نشان ده   يها  و انتخاب مثال  

اگـر  . س ساکن موجود اسـت    یک و مغناط  یدو حوزة الکترواستات  
د ی خواه  یت پ ین واقع ید به ا  یو فصل را دوباره ورق بزن     د  یبرگرد

م ی ـا  مطرح کرده  یک جدول دوگان  ی هر سرفصل    يبرد که ما برا   
طـور کامـل   ن موضـوع را ب  ی ـست کـه ا   ن ـینرو واقعا انتظـار ا    یاز ا 
 یر آمده اسـت سـع  ی که در زین حال جدول  یبا ا . دیافته باش یدر

  .دان کنیک بیستماتی سیقت را به شکلین حقیدارد ا
م که بـا توجـه    ید تذکر ده  ید با ینکه به جدول نگاه کن    یقبل از ا  

 يهـا بـرا     ین دوگـان  یس ا یاد بحث مغناط  یار ز ی بس یدگیچیبه پ 
 ي هـستند بـرا  یافتی ـن حـال ره یستند، با ا یهمۀ موارد برقرار ن   

  .س ساکنیتر ارتباط برقرار کردن با مغناط راحت
  
  
  
  

   مغناطیسی و الکتریکی مقایسۀ گشتاور وارد بر دوقطبی: 17-4جدول 
  تناظر بین روابط مرتبط با گشتاور وارد بر دوقطبی در دو حوزة مختلف

     مغناطیس ساکن     الکترواستاتیک  موضوع
EPT           گشتاور وارد بر دوقطبی e    BmT m  

  دوگانی: 18-4جدول 
    دوگانی بین الکترواستاتیک و مغناطیس

    مغناطیس ساکن    الکترواستاتیک

   E    B  
   D    H  
       


1  

   P     M  
      J  
   V   A  
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   مسائل-4-18
z در صفحۀ    Iانی حامل جر  يم بلند یس -1        91-4( مطـابق شـکل (

  .دیابی را در مبداء مختصات بیسی شار مغناطیچگال. قرار دارد
  
کنواخـت بـا   ی ی بـار حجم ـ ي داراaار بلند بـه شـعاع   یک استوانۀ بس  ی -2

ان ی ـ راديا هین استوانه حول محور خود با سرعت زاو       یا.  است یچگال
هـا   zنکه محور اسـتوانه منطبـق بـر محـور    یبا فرض ا. چرخد  یه م یبر ثان 

ar دریسی شار مغناطیباشد، مطلوبست محاسبۀ چگال  2
.  

  
z یکنواخت به چگال  یریان غ ی حامل جر  aاع به شع  یمیس -3

rJ
a

J a یسی ـدان مغناط ی ـم. باشد ی م 
  .دیم بدست آوریرا در داخل و خارج س

  
  :a به شعاعيدر استوانۀ بلند -4

k یان سطحی جر)الف k aدیابی را در تمام فضا بدانیم.  وجود دارد.  
J یان سطحی جر)ب J aدیدان را در تمام فضا محاسبه کنیم.  وجود دارد.  
  
 ربـع اول  ي برخـورد کـرده و رو  xy وجـود دارد بـه صـفحه    z محـور  ی که در قسمت منف    Iانیجر -5

 و در نقطـه   z محـور  ي را رو  یسی ـدان مغناط ی ـم. شـود   ی پخـش م ـ   یکنواخت و شعاع  یطور   ب xyصفحه
( , , )P h دی بدست آور.  

  
 يکنواخـت رو یتـصات بـه صـورت     در مبـداء مخ  وجـود دارد z محوری که در قسمت منف Iانیجر -6

سطح
  6

  :شود ی پخش م

  .دیابی را بیان سطحی جری چگال)الف
بـا محاسـبه   (افت؟ ی آمپر يک نقطۀ دلخواه از فضا با استفاده از قانون مدار   یدان را در    یتوان م   یا م یآ) ب

  )دینشان ده
 .دیابیوساوار بینون بک نقطۀ دلخواه با استفاده از قایدان را در یم) پ
  

a    

I  

  1 شکل مسئلۀ :91-4شکل 

 مثال کلیدي
 مثال کلیدي
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 کـه  ي حول محوريا هیقرص با سرعت زاو.  قرار داردa به شعاعی قرصيکنواخت رو یطور   ب Qبار -7

  :مطلوبست محاسبۀ. چرخد یگذرد م یاز مرکزش م
  .عین توزی از ای معادل ناشیسی مغناطیقطب گشتاور دو)الف

 از فضا بـا اسـتفاده   ی در نقطۀ دلخواهي برداریسیل مغناطی و پتانسیسی شار مغناط ی محاسبۀ چگال  )ب
   مشابه یاز روش

 در مبـداء مختـصات بـا اسـتفاده از     ي بـردار یسی ـل مغناطی و پتانسیسی شار مغناطی محاسبۀ چگال  )پ
  .وساواریقانون ب

  
 ، لهیطول م .دی بلند بدست آوریسیلۀ مغناط یک م ی را در مرکز     Hیسیدان مغناط یاندازة شدت م   -8

aلهیسطح مقطع م   .له استیکنواخت و در امتداد محور می یشدگ سی و مغناط2
  
 ـ   ی از   ی ناش یسیدان مغناط ید که شدت م   ینشان ده  -9  یان بـا چگـال  ی ـ حامـل جر  تی ـنها  یک صـفحۀ ب

  :دیآ یر بدست می از رابطۀ زSJیسطح

S n H J a1
2

  
  
تـصات را محاسـبه    واقع در مبداء مخیسی مغناطی دوقطبي بردار یسیل مغناط ی شار و پتانس   یچگال -10
  .دیکن
  
kیشدگ سیاط مغني دارا a به شعاع  ياستوانۀ بلند  -11 r M a2را درون یسی ـدان مغناطی ـم.  است 
  ..دیابیرون استوانه بیو ب
  
  

  )92-4( مشابه شکل يرویم دایفاصلۀ مراکز دو حلقه س -12
   وير شکل، مساوـی نظيها ان حلقهی بوده و جرdگریکدی از 

rیعنیر دور، اـیدر فواصل بس. تـ اسجهتال  مختلف dو   
 r Rدیدا کنی را پیسیل مغناطی، بردار پتانس.  
  )79کارشناسی ارشد فیزیک (

d  

 
 
 
 
 
 
 
 

I  

 

 
 
 
 
 
 
 

A  

  12 شکل مسئلۀ :92-4شکل 

 مثال کلیدي
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sinR به صـورت   یسیدان مغناط ی آزاد م  يدر فضا  -13 B a     را کـه از     یانی ـجر.  داده شـده اسـت 
, معادلاتف شده بای توصين کرویعرقچ ,R 

      1 2 6 گذرد را ی م:  

. (دیابی قانون آمپر بیلیفرانسی با استفاده از فرم د)الف B J(  
  .دیابی آمپر بي قانون مداری با استفاده از فرم انتگرال)ب
  

  ست؟ی چی با سطح گوسير آمپریفرق مس -14
  

  :، هموارهي برداریسیغناطل می پتانسيد که براینشان ده -15
   . A   

  
  .دیابی بaان به شعاعیک حلقۀ جری محور ي را روmV اسکالر یسیل مغناطیپتانس -16
  

 يود مولفـۀ عم ـ  يتـوان شـرط مـرز       یم) 1ۀ  یناح(ده و هوا    یک مادة قطب  ین  ید در مرز ب   ینشان ده  -17
  :ان کردیر بیدان را به صورت زیم

   ( )  n n a . H H a . M1 2  
  

 یسی ـدان مغناطی ـ در مrره بـا شـعاع  ی ـک دای حول kی جنبش ي و انرژ  m ، جرم  qک ذره با بار   ی -18
  .دین کنیی ذره را تعmیسیگشتاور مغناط.  استی حرکت دوراني داراBکنواختی

  
 که ي محور حوليا هی قرار دارد و کره با سرعت زاوa به شعاع  يا   کره يکنواخت رو یطور   ب Qبار -19

  .دیابی معادل را بیسی مغناطیقطبگشتاور دو. رخدچ یگذرد، م یاز مرکزش م
  

ک قطـرش بـا سـرعت    ی ـ حـول  یکنواخت با چگـال ی یع بار حجمی توزي دارا aک کره با شعاع   ی -20
  .دین کنیی آن را تعmیسیند، گشتاور مغناطک ی دوران ميا هیزاو
  

  يا هیک قطرش با سرعت زاویم و حول یکن ی وصل م  Vلی را به پتانس   a با شعاع  يک کرة هاد  ی -21
  .میده یدوران م

  .دین کنیی را تعkیان سطحی جری چگال)ب        .دی کره را بدست آوریبار سطح ی چگال)الف

 مثال کلیدي
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  .دی را در مرکز کره محاسبه کنBیسی شار مغناطی چگال)پ
  .دیابیة باردار دوار را ب کرmیسی مغناطیقطب گشتاور دو)ت
  

  :دیآ یر بدست می از رابطۀ زیسی مغناطیک دوقطبی از ی ناشیسید که گشتاور مغناطینشان ده -22
BmT   

  
   بهیم نازکی ها و حلقه سz محوري روI1انیجر -23
   aرـلع آن برابـول هر ضـه طالاضلاع ک يکل متوازـ ش
   آزاد مفروضياـدر فض) 93-4(مطابق شکل . باشد یم

  کارشناسی( .دیب القاء متقابل را بدست آوریضر.  است
  ) ارشد برق

  
نظـر   را درbN وaNيهـا   و تعـداد دور b وaيهـا   شـعاع يب دارای ـمحـور بـه ترت   چ هم یپ  میدو س  -24
b بوده و zچیپ  میفاصلۀ دو س  . دیریبگ aب القـاء متقابـل  یضـر . باشد ی مMچ را بدسـت  یپ ـ می دو س ـ

  .دیآور
  

 بـا  یاگـر دو بـار خط ـ  . گر قـرار دارنـد  یکـد ی از dت هم و به فاصـلۀ ازت به مواینها  ی ب یدو بار خط   -25
 دافعـۀ  يروی ـن آنهـا ن   ی ب ـ یسی ـ مغناط يروی ـ ن ی چه سرعت  يک جهت حرکت کنند، به ازا     ی در   vسرعت

  کند؟ ی مین آنها را خنثی بیکیالکتر
  

zۀیناح -26   آزاد و  ي فضا z   با یطی مح   انیم حامل جر  یس.  استI    در جهت محـور x 
z از صفحۀd آزاد به فاصلۀيدر فضا  دیدا کنیم را پی وارد بر واحد طول سيروین.  قرار دارد.  

  
 بـا آن قـرار   ي ها و موازz منتظم حول محوریضلع ک هشتیان، در رئوس    یم نازك جر  یهشت س  -27

AIانیم حامل جر  یس). 95-4مطابق شکل   ( است   m1زی ن zها تا محور    میفاصلۀ س . دارند 1    در خـلاف 
AIانیم مجاور حامل جر   ی ها و دو س    zجهت محور  1 یـک سـیم حامـل    ز ی ـنو  z در جهـت محـور   2

Iجریان    را حـساب  يم مرکـز ی وارد شده بر واحـد طـول س ـ  يروین.  قرار داردیضلع ن هشتیدر مرکز ا 
  )84کارشناسی ارشد برق ( .دیکن
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  23 شکل مسئلۀ :93-4شکل 
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 شعاع آن  وملولهیطول س. ل شده استیده، تشک یچیم نازك کنار هم پ    ی دور س  N از يا  ملولهیس -28
a   انیها جر  می است و از سIهـا را بـا اسـتفاده از     می وارد بر واحد طـول س ـ یسی مغناطيروین. گذرد ی م

  دیابی بيروش کار مجاز
  

 يو دارا) در واحـد حجـم   (N و تـراکم q ذرات با بـار مثبـت  ي حاوR با شعاع يا  ک تابه استوانه  ی -29
  . وجود نداردی خارجیسیا مغناطی یکیدان الکتریچگونه میه. باشد ی مvيسرعت محور

  دیابی را بی خطیکی بار الکتری چگال)الف
  .دی را محاسبه کنIیکیان الکتری جر)ب
  ی خارجحک ذره واقع در سطی وارد بر یکیتر الکيروی ن)پ

  .دین کنیی تابه را تع
  .دین ذره را بدست آوری وارد بر ایسی مغناطيروی ن)ت
  .دین کنیین ذره را تعی وارد بر ايرویند نی برآ)ث
  هد بود؟ وارد بر ذره صفر خوايروی نیطی تحت چه شرا)ه
  

ک خط یا ب ين، سمت چپ و مواز   یی در پا  I1انیامل جر حل  یت طو ینها  یم ب یم مستق یک رشته س  ی -30
Iانی که جر  همیتلفن دو س   م ین دو س ـی متقابـل ب ـ يب القـا یمطلوبـست ضـر  . گذرد قرار دارد ی از آن م   2
م یم مـستق یم تلفن از طرف سی وارد بر واحد طول سيروی و خط تلفن در واحد طول و ن I1انیحامل جر 
  .zدر جهت
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I A1 2  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

I A1 2  

 
 
 
 
 

I A 2
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

x  

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

y  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                   m1  

 
 

q v  

  27 شکل مسئلۀ :95-4شکل   26 شکل مسئلۀ :94-4شکل 

  29 شکل مسئلۀ :96-4شکل 
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z در صفحۀ  یانی حلقۀ جر  يا  در مختصات استوانه   -31   مرکز با مبداء مختصات به شـعاع        همa   کـه 
I انیجر I a  یسی ـدان مغناط ی ـط آن برقرار است در معرض م      ی در مح H H a   آزاد  ي در فـضا 

  ست؟ به آن چقدری اعماليرویگشتاور ن. گیرد میقرار 
  

رو بـه انـدوکتانس متقابـل مـرتبط     ی ـ نيلۀ روش کـار مجـاز  یر بوسیرو با رابطۀ ز   ید که ن  ینشان ده  -32
  :شود یم

m m
MW I I
x


  


F 1 2  

  
.  اسـت cm4ر متوسـط آن یدهد که طول مس ی را نشان میسیک هسته فرومغناطی )97-4(شکل   -33

.ییک فاصلۀ هوا  ی cm cmسطح مقطع آن  . کپارچه هسته وجود دارد   ی در ساختمان    5  ی نسب یی ، تراوا  212
آن 4چیپ می سي و تعداد دورها4باشد5%ییز فاصلۀ هوایر د اثر برونیفرض کن.  است .  

. شار ید چگال ی تول يان لازم برا  ی جر )ب .دیابیب  را یی رلوکتانس هسته و فاصلۀ هوا     )الف T  در فاصـلۀ   5
  چقدر است؟ ییهوا
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 شار را در هـر  یافته و چگال یها    ک از ساق  یدر هر   را  فلو  مقدار   ) 98-4(شکل   یسیدر مدار مغناط   -34
r و5%ز را یر اثر برون. ( دی محاسبه کنییک از فواصل هوای  2دی فرض کن( 
 
 
 

B
 

 
 

. cm5   

 

cmA 
212

 

 


 N  4

 

i
 

 
 

cm
Cl  4  

 

  33 شکل مسئلۀ :97-4شکل 

 مثال کلیدي
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r ينکـه هـسته دارا  یبـا فـرض ا  . دی ـریر نظـر بگ  را د)99-4( شـکل    یسیمدار مغناط  -35  1 و 
N  25مطلوبست.  باشد:  

  .چیپ میده شده از دو سر سی رلوکتانس و اندوکتانس د)الف
. شار یجاد چگالی اي لازم براiان ی جر)ب TB 1   .یی در فاصلۀ هوا25
)cm

iR  8، cm
OR 12 ،cmg 1و cmA 

28(  
  
  
  
  
  
  
  
  

.  داردیـی ، هـر دو بـا تراوا  Plيک زبانه به پهنـا یک هسته و   ی  )100-4( شکل   یسیمدار مغناط  -36
ت ی ـ از موقع  ی تـابع  gAییمساحت دو شکاف هوا   .  است Cl و طول متوسط آن    CAستهمساحت مقطع ه  

  :ر کندییر تغیتواند به صورت ز یزبانه است و م

g C
xA A
X

 
  

 
1  

 و  Iچـک یان پ ی ـ بـر حـسب جر     CBهـسته  یسیناط شار مغ  ی چگال ي برا ی عبارت  با فرض  )الف
x.(ت زبانه، در گسترة یموقع X      .دیبدست آور) 8

  34 شکل مسئلۀ :98-4شکل 

  35 شکل مسئلۀ :99-4شکل 

cm1  

cm1
 

cm1  

cm3  

cm3  

. cm 5  N   3
 

Ai 1  
. cm 7  

cm7  

 

g

R  

iR

i  

N
  

 مثال کلیدي
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  .دی محدود تکرار کني فوق را برايها  قسمت)ب
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

د کـه سـطح مقطـع آن چهـار گـوش بـوده و بـه دور آن        ده ی را نشان ميا  چنبره)101-4(شکل   -37
HBیمنحن. ده شده استیچی پي دور1چ  یپ میس ر رسـم شـده   ی ـ در زیب ـیز به طـور تقر ی هسته ن

  .است
  چ چقدر است؟یپ میاندوکتانس س. ک تسلا باشدی شار در هر نقطۀ هسته کمتر از ی اگر چگال)الف

  .دیان را حساب کنیحداکثر جر) الف(ط فرض یبا شرا )ب
  .دیان را حساب کنی، حداقل جر باشدT1 معادلي شاری چگاليم کل هسته دارای اگر بخواه)پ
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 
 
 
 
 

  

 
 
 
 

pl  

 
 
 
 
 
 

:هسته  

cl :طول متوسط  

cA :مساحت  

 

I  

 
 
 
 
 

N  

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

X 
 

 زبانه

 

g  

 
 

g
 

 
 
 

x  

  36 شکل مسئلۀ :100-4شکل 

cm3  

cm12  cm8  

H  

B  
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 1  4  

.1 2 

  37شکل مسئلۀ  :101-4شکل 
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چکیک پ ی -38 8يا   دو هستۀ چنبره   ي رو يدور 
 ي دارا Aهـستۀ . ده شده است  یچیر پ یابق شکل ز  طم

mm و ســـطح مقطـــعmm1قطـــر متوســـط
215 

 و ســطح mm12 قطـر متوسـط  Bهــستۀ. باشـد  یم ـ
mmمقطــع

ب یدر ضــمن ضــر. باشــد ی را دارا مــ225
  . است28ها  هستهی نسبپذیرينفوذ
  .دیستم رسم کنین سی اي را برای مدار معادل)الف

  .دیدا کنی را پها  هستهیسی مقاومت مغناط)ب
رندة یبرگ د شار دری تول يچک را برا  یان لازم پ  ی جر )پ

.چک به اندازةیپ wb   .دیابی ب2
  
  

 )103-4( شـکل    یسی ـلۀ نگهدارندة مغناط  یوس -39
  . بالاستیب نفوذ صفحۀ آهنیضر. باشد یا منربشامل دو آه

  .دیابی بییزان شار را در فاصلۀ هوای م)ب .دیمدار معادل مربوطه را رسم کن )الف
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

mm8  39 شکل مسئلۀ :103-4شکل   mm5  

H  

B  

A
m

  2  

. T 25
 

A  
i  

B  
  38 شکل مسئلۀ :102-4شکل 
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  )89کارشناسی ارشد برق ( :مطلوبست) 105-4(و ) 104-4(هاي   در مدار مغناطیسی شکل-40
                  .                 رسم مدار معادل مغناطیسی)الف

  . محاسبۀ اندوکتانس خودي و متقابل)ب
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  . وجود داردییک فاصلۀ هوای) 106-4(شکل  یسیدر مدار مغناط -41
 بـه هـستۀ   ییره شـده در فاصـلۀ هـوا   ی ذخينسبت انرژ.  باشدب نفوذ هستهینکه ضری با فرض ا   )الف
  .دیابی را بیآهن
  .دیآل باشد قسمت الف را تکرار کن  هدی اگر هسته ا)ب

  40 شکل مسئلۀ :104-4شکل 

r  

r  

x  
 

R

a
 a

 

R2
 

N 1

 
N 2

 

i 2

 
i1


 

g  g  

x  

d  

x  
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L  

i  

N  
 
N  
 

  40 شکل مسئلۀ :105-4شکل 
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HB مشخـصۀ  ي اگر هسته دارا   )پ  ج یباشـد، بـا توجـه بـه نتـا        ) 107-4(ق شـکل    ب مطـا  یخط ـری غ
  .دیه کنیل انتخاب آن را توجیافته و دلیستم ی سي را برای الف و ب نقطۀ کار مناسبيها قسمت

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ست؟ی چیسی مغناطيها  از مداریس دائم در ساختار برخیاده از مواد مغناطل استفیدل -42
  
 

B منحنی :107-4شکل   41 شکل مسئلۀ :106-4شکل  H  

i  
N  g  

H  

B  
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   مقدمه-5-1
ت ي ـواقع. مي كـرد ي مورد نظـر را بررس ـ يها  حوزهي دوم و چهارم، اصول موضوع ياه  در شروع فصل  

ن همه، اگر بـه  يبا ا.  بر صحت اصول موضوع است     ي روابط محاسبه شده مبتن    ين است كه صحت تمام    يا
ك، يتاتالكترواس ـ(د كـرد  ي ـد، واژة سـكون را مـشاهده خواه      ي ـارم توجـه كن   ه ـ دوم و چ   يهـا   عنوان فصل 

دان انجام شده و يشده با فرض سكون م    ن معناست كه محاسبات انجام    ينها همه بد  يا).  ساكن يسيمغناط
 يهـا  داني اكثر مياز طرف ! شود  ي اعلام م  ير كند، صحت روابط محاسبه شده ملغ      ييدان با زمان تغ   ياگر م 
م ي را لازم خواهيديضوع جد آنها، اصول مو   ي بررس ي با زمان را دارند، پس برا      يريرپذيي تغ يژگي و يواقع

ن ي ـ كه اي زده و از اطلاعات كلارك ماكسول، كسيلادي به قرن نوزدهم مين منظور گذري ا يبرا. داشت
د آن را در چنـد حـوزة مختلـف و البتـه بـه           رربكـا ز  ي در ادامه ن    .ميكن  يف كرده، استفاده م   ياصول را تعر  
  .ميينما ي مياختصار بررس

  
  ي فاراديقاقانون ال:  قانون اول-5-2

 يك ـيگرفتـه در نزد يا در مدار بـستة قرار نكه آي اي بررسي برايكل فارادي، ما يلادي م 1831در سال   
 ياگر چه پاسخ منف ـ  .  را انجام داد   ييها  شير، آزما يا خ يشود   يجاد م ي ا dcاني، جر يسيدان مغناط يك م ي

. شـود  يجـاد م ـ ي در حلقـه ا ير بـا زمـان  ي ـ متغانِي ـدان، جريجا كردن م د كه با جابهي فهمي فاراد يبود ول 
 از چـرخش  يچ برق ـيس است، چرا كه بدون آن هين قانون در الكترومغناط  ي مهمتر يشك قانون فاراد    يب

ر بـا زمـان در   ي متغيسيدان مغناطيم كه ميم نشان ده يخواه  يم... ! جه  يشد و در نت     يجاد نم يژنراتورها ا 
 ير فـوق دارا ي مـس ير بـسته بـوده و از طرف ـ   يك مـس  ي ـنكه حلقه   يبا توجه به ا   كند،    يحلقه ولتاژ القاء م   

دان ي ـنكـه شـدت م  يبـا توجـه بـه ا   . گردد  يان القاء مي است، پس در حلقه جر   يكي مقاومت الكتر  يمقدار
J(ان است   يع جر ي متناسب با توز   يكيالكتر Eσ=(داني ـر بـا زمـان م  ي ـ متغيسي ـدان مغناطي ـ، پس م 
  . خواهد كردجاد ير با زمان اي متغيكيالكتر

  :ك حلقه عبارتست ازي در يي، ولتاژ القاي فاراديبر اساس رابطة تجرب

)5-1                                       (            de
dt
ϕ

=  

  :و با اعمال قانون لنز

)5-2                                      (            de
dt
ϕ

=−  
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 باشد كه بـا عامـل   ينحو د بهي در حلقه با  ييان القا يد، طبق قانون لنز جهت جر     يدان  يهمانطور كه م  
 از جـنس اخـتلاف   يينكـه ولتـاژ القـا   يبا توجه به ا. مخالفت كند) ر شار يينجا، تغ يدر ا (اش    بوجود آورنده 

  :ل است، لذايپتانس
)5-3           (                                    e = ∫ E . dl�  

  :نكهي با توجه به اياز طرف
)5-4         (                                      ϕ = ∫B . ds  

  :ر اصلاح نمودي به شكل زرا) 2-5(رابطة توان  يمپس 

)5-5               (                       d
d t

= −∫ ∫E . dl B . ds�  

  : باشديسي شار مغناطي از چگالير شار ناشيينكه تغيو با فرض ا

)5-6                   (                    d
d t

= −∫ ∫
BE . dl . ds�  

  :ة استوكس به سمت چپ رابطة فوقيبا اعمال قض

)5-7               (                             
t

∂
∇ × = −

∂
BE  

  .ن رابطة ماكسول استيرابطة فوق اول
  

  )70كارشناسي ارشد برق  (.ديابير را بي زيكيدان الكتري مربوط به ميسيدان مغناطيم  1-5مثال 
( ) ( )sin cosy xE t z E t zω β ω β= − + −E a a1 2  

  
  :)7-5( طبق رابطة :حل

( ) ( )cos sinx yE t z E t z
t t

β ω β β ω β∂ ∂
∇× = − → − − + − = −

∂ ∂
B BE a a1 2  

  :پس

( ) ( )sin cosx y
E Et z t zβ β

ω β ω β
ω ω

= − − − −B a a1 2  

  

 مثال كليدي
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نشان داده شده است، با ) 1-5( كه در شكل ي بطورb و a شكل با ابعاد   يليك قاب مستط  ي  2-5مثال  
vسرعت ثابت  م و يس ـ. شـود  يكند، دور م  ي عبور م  Iميان مستق ي كه از آن جر    يمي مستق ي از خط هاد   �

tنكه در زمان  يبا فرض ا  . اند  قاب در خلاء قرار گرفته     = rي فاصلة ضلع دست چـپ از خـط هـاد     � r= � 
  )70كارشناسي ارشد برق  (ست؟ در حلقه بر حسب زمان چقدري محركة القائيرويباشد، ن

  
  : است كهيهي بد،حات فصل چهارميطبق توض. مياستفاده كن) 2-5( از رابطة كافي است :حل

I
r ϕ

μ
π

=B a2
�  

r a

m r

I I b I b r v t ab dr r aLn Ln
r r r v t

r r v t

μ μ μϕ
π π π

+ + ++
= = = =

+
= +

∫ ∫B . ds 2 2 2
� � � � �

� �
� �

  

  )2-5(پس مطابق رابطة 

( )
md I b a vemf

dt r a r
ϕ μ

π
= − = − ×

+2
� �  

  
  
  
  
  
  
  
  

×cm بـا ابعـاد  يلي مستط،باشد ي م�mΩ1 مقاومتي كه دارايمي از س  3-5مثال  
21 . مي ـا  سـاخته �15

5متر از چپ مـدار، سـمت راسـت را بـا فركـانس      ي سانت 5حال به فاصلة   تـا   ( ه بـالا بـرده  ي ـ دور بـر ثان �
θ = 9 يسيدان مغناطينكه شدت م يبا فرض ا  . ميگردان  يبرم) ��

zμ
a1
�

ان القاء شـده  يمم جري باشد، ماكز�

  )69كارشناسي ارشد برق  (.ديابيرا ب
  

 
 
 
 
 
 
 
 

I  b  

 
 
 
 

v  

 
 
 

r  

 
 

a  

  2-5شكل مثال  :1-5شكل 
 مثال كليدي



 الكترومغناطيس مهندسي، تئوري، كاربردها و روش حل مسئله                                                              454

 

 شـار و سـپس شـار    ين منظـور ابتـدا چگـال   ي ـ ايبـرا . مياسـتفاده كن ـ  ) 2-5( از رابطـة     كافي است  :حل
  .ميكن ي را محاسبه ميسيمغناط

zμ= =B H a1� �  

( )
( ). cos

. , cos
m z n

m
z n

S t

S f t

ϕ π

π

= = =

= =
∫B . ds a . a

a . a
2

1 1 1
1 2

� � ��

� �

  

  ):2-5(س طبق رابطة پ

( )sinmdemf t
dt
ϕ

π π= − =1 1� ��  

  :مم عبارتست ازيان ماكزيو جر

( )
max

max .
emfI
R

π π= = =
× ×
1 25 1 10
�
�

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

 از dبـه فاصـلة  ) 4-5( مطـابق شـكل   a و نازك به شكل مربـع بـه ضـلع    يمي س يها   حلقه  4-5مثال  
 بـا سـرعت   zاگر حلقه حـول محـور  .  ها برقرار استz در امتداد محورIانيجر. دن ها قرار دار zمحور

  )73كارشناسي ارشد برق  (.دي را در حلقه بدست آورemf بچرخد، مقدارωكنواختي يا هيزاو
  

  :ن شكليمطابق ا. ميكن ياستفاده م) 5-5( از شكل :حل

 
 
 
 
 

z

 
 
 
 
 
 

cm5  

 
 
 
 
 
 
 
 

cm1�  

θ
 

cm1�  

 
 
 

tω  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

B  

. 
 
 
 

na  

tω  

  3-5شكل پاسخ مثال  :3-5شكل   3-5شكل مثال  :2-5شكل 
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cosa ar d d tω⎛ ⎞= + − × ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
2

1 22 2
  

cosa ar d d tω⎛ ⎞= + + × ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
2

2 22 2
  

I
r ϕ

μ
π

=B a2
�  

  :پس

m
rI a Ln
r

μ
ϕ

π
⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫B . ds 2

12
�  

  :م داشتي خواهemfينصورت برايدر ا

cos
cos

md I a d a d ad temf Ln
dt dt a d ad t
ϕ μ ω

π ω
⎛ ⎞⎛ ⎞+ +

= − = − ⎜ ⎟⎜ ⎟+ −⎝ ⎠⎝ ⎠

2 2

2 2
4 4

4 4 4
�  

( )
( )

sin

cos

a d tI a demf
a d a d t

ωμ ω
π ω

+
= ×

+ −

2 22

22 2 2 2 2

42
4 16

�  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

ر ي ـ زي و عـدد ي برداريها لين توسط پتانس  يط مع يك مح ي در   يسيك موج الكترومغناط  ي :1-5ن  يتمر
  :شود ين مييتع

( )sin ,zx y t Vω= + =A a2 21
2 �  

ωدانيم. ست ثابت اي عددEيسي شار مغناطي و چگالBكارشناسي ارشد برق (.ديابي را ب(  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

I  

z  

 
 
 
 

z ′  

 
 
 
 
 
 
 
 
 r  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

d  

 
 
 
 
 
 

          a  

 
 
 
 
 
 
 

r1  

 
 
 
 
 
 
 

r2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

r  

tω  

 
 
 a  

  4-5دوران شكل  :5-5شكل   4-5شكل مثال  :4-5شكل 
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   ساكنيسيدان مغناطي متحرك در مي هاد-5-3
ك ي ـن حـال حركـت   ي ـم، با اير با زمان بحث كرد    ي متغ يسي مغناط يها  دانين در مورد م   يش از ا  يپ

م تـا بـا   ي ـن قـسمت قـصد دار    ي ـدر ا . شود  ي را باعث م   ي ساكن، اتفاق مشابه   يسيطدان مغنا ي در م  يهاد
د، در اثـر  يتوجه كن) 6-5(به شكل   . ميابيط ب ين شرا ي ا ي را برا  ي متحرك، رابطة مناسب   يك هاد ي يبررس

بـه  شار گذرنده از حلقه ) 21-4(طبق رابطة   . شود  ي در مجموعه القاء م    يل، ولتاژ ي ر يله بر رو  يحركت م 
  :ستريز صورت

B Sϕ =  
  :ولتاژ القاء شده در حلقه عبارتست از) 2-5(پس طبق رابطة 

)5-8     (                       d d S d xe B B L B Lv
d t d t d t
ϕ

= − = − = − = −  

  :ميكن ير عمل مي به شكل زيي محاسبة ولتاژ القاي برايدر حالت كل
  :به صورت) 91-4( از حلقه مطابق رابطة ي وارد بر جزئيروي ن-
)5-9(                               m q= ×F v B  

  :نكهيبا توجه به ا

)5-10   (                           m

q
= = ×

FE v B  

  ):1-5(پس طبق رابطة 
)5-11    (                                      ( )e = ×∫ v B . dl�  

لـه در  ي هـم حركـت م  يعني( ممكن است هر دو حالت ذكر شده      يستم واقع يك س ينكه در   يبا توجه به ا   
ر اصـلاح  ي ـ زبه صـورت  را ييد، لذا ولتاژ القا  يايش ب يپ) دانير با زمان بودن م    يكنواخت و هم متغ   يدان  يم
  :ميكن يم

)5-12             (                ( ) de
d t

⎧ ⎫
= × + −⎨ ⎬

⎩ ⎭
∫ ∫v B . dl B . ds�  

دان ي ـ مـشخص و قـرار گرفتـه در م   يا هي ـم بـا سـرعت زاو  يك س ـي ـ از  يسك مولد فاراد  ي د  5-5مثال  
sωبي ـسك به ترت  ينكه سرعت و شعاع د    يبا فرض ا  . ل شده است  يكنواخت تشك ي −= 16 �� ،. ma = 5� 

zB=Bكنواخت به فرميدان يو م aكه در آن� TB =    .ديابي مدار باز را بيي باشد، ولتاژ القا�4

B  

 
 
 
 
 

x  

 
 

L  

 
 

v  

  ميلة در حال حركت :6-5شكل 
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  )82كارشناسي ارشد فيزيك (
  : عبارتست ازييولتاژ القا) 11-5( طبق رابطة :حل

( ) ( ) ...
a

z re r B dr B aϕω ω= × = × = =∫ ∫v B . dl a a . a 21
2� ���  

  :م داشتير داده شده خواهيو با قرار دادن مقاد

             
, . ,

volte B a
a B

ω
ω

= =
= = =

21 32 6 5 4
�

�

� �
� � �

  

  
zB=Bيسيدان مغناط ي در م  m با جرم  qيا   بار نقطه   6-5مثال a� بـه  يا رهي ـ با سرعت ثابت حول دا 
B. (كند  ي دوران م  ي در جهت مثلثات   xoy در صفحة  aشعاع  كـه  يك ـيدان الكتري ـاندازة م)  ثابت است�

  )كارشناسي ارشد برق (.ديشود را محاسبه كن ي ميريگ كند، اندازه ي كه با بار حركت ميتوسط ناظر
v با سرعت ثابتa حول شعاع ثابتي داشتن حركت دوراني برا:حل   :ميد داشته باشي با�

vm q E qv B
a
= =�

� �  
  :شود يجه ميكه از آن نت

mv aq Bm Ea E
q B q B m

= = → =
2

2
� �

� �

  

  
vلة رسانا با سرعت ثابت  يك م ي  7-5مثال    يرويك آهنربا با مقطع داي قطب ي از رويزي با فاصلة ناچ�

Bكنواخـت آن  ي يسيدان مغناط ي م ي كه چگال  aو با شعاع   لـه  يكه ميدر صـورت . كنـد  ي اسـت، عبـور م ـ     �
tدر =   )77كارشناسي ارشد برق  (.ديابي در مركز قطب آهنربا باشد، مقدار ولتاژ القاء شده در آن را ب�
  

  :فيطبق تعر. ميكن ياستفاده م) 11-5(از رابطة  :حل

( ) ( )
y y

x z yy y
emf v B dy

+ +

− −
= × = ×∫ ∫V B . dl a a . a1 1

1 1
� �  

y

y
emf v B dy v B a v t

+

−
=− = − −∫

1

1

2 2 22� � � � �  

  

  5-5شكل مثال  :7-5شكل 
zB=B a�  

ω  

a  

 مثال كليدي
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 در Iاني ـ بـا جر x در امتـداد محـور  1 بـه طـول   يك هاديك مدار به شكل    ي از   يا  قطعه  8-5مثال  
zB=Bكنواخـت يدان  ي ـلـة فـوق در م     ينكـه م  ي ا يكار لازم بـرا   .  قرار دارد  xaجهت a� ي بچرخـد و رو 
  )75كارشناسي ارشد برق  (رد، چقدر است؟ي قرار گyمحور

  
 بـر  ي اعمـال يروين. باشد) 11-5( مطابق شكل يا ن كار، در مرحله يله در اثر ا   يم كه م  يكن  ي فرض م  :حل

rعنصر dr=dl aله برابر است باين مي از ا:  

r zI dr B I B drϕ= × = −dF a a a� �  
lن عنصر به اندازةيكار لازم جهت حركت دادن ا r d ϕϕ=d aبرابر است با :  

dW l I B r dr dϕ= − =dF .d �  
  :نصورت كل كار برابرست بايدر ا

I B IW I B r dr d
π πϕ= =∫ ∫

21 2

4
�

� � �
  

  
  
  
  
  
  

a2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

B�  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

v �  

ya  

xa  

 
 
 
 
 
 
 

v t�  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y 1  
 
 
 
 
 
 

a  

 
 
 
 
 
 

y− 1  

 
 
 
 
 
 

z  

 
 
 
 
 
 
 

y  

 
 
 
 x  

I  

B  

 
 
 
 
 
 

z  

 
 
 
 
 
 
 
 

y  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x  

 
 
 

ra  

 
 
 

dr  

  8-5مقطع شكل  :9-5شكل   7-5شكل مثال  :8-5شكل 

  10-5دوران شكل  :11-5شكل   8-5شكل مثال  :10-5شكل 
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xمركـز بـا مبـداء مختـصات در صـفحة       همa به شكل مربع به ابعاد   يم نازك يحلقة س   9-5مثال   = � 
ــz وyيكـــه اضـــلاع آن بمـــوازات محورهـــا يمفـــروض اســـت بطور ــال. اشـــندب ي مـ ــار يچگـ  شـ

xBيسيمغناط y=B a�   كنواختي يا هيحلقه با سرعت زاو.  در فضا حضور داردω  حـول محـور z  هـا 
  )77كارشناسي ارشد برق  (.دي در حلقه را بدست آورemf.كند يدوران م

  :ميابي را بر حسب زمان بيسي رابطة شار مغناطكافي است. ميكن ياستفاده م) 2-5( از رابطة :حل
cos cos

cos

a a a at t

a a am xt
B dz dy B dz

ω ω

ω
ϕ

− − −
= = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫B . ds 2 2 2 2

2 2 2
2 � �

  

                       cosm
aB tϕ ω= × ×

3
2

4�  
  :پس

               sinmd aemf B t
dt
ϕ ω ω= − = × ×

3
24�  

  
  
  

  .ديمجدداً حل كن) 11-5(بطة را با استفاده از را) 9-5( مثال :2-5 نيتمر
  

بـه   Bداني ـ هستند، مa به شعاعيري كه به شكل دوايكي الكتر يك آهنربا ين دو قطب    يب  10-5مثال  
BBصورت t

τ
= t ي برا � τ≤ r و   �≥ a≤ B.كند  ير م يي تغ �≥  مطـابق شـكل   B ثابت بوده و جهت    �

دان ي ـحـداكثر م ( رخ ندهـد؟  يقي چقدر باشد تـا در هـوا شكـست عـا        τحداقل مقدار . باشد  يم) 5-13(
E قابل تحمل فضا رايكيالكتر   )80كارشناسي ارشد برق  ()دي فرض كن�

  
  اعـ به شعيا رهيط داين رابطه را بر محيا. ميكن يفاده مـاست) 6-5( از رابطة :حل
rميكن يها اعمال م ها و متقارن نسبت به محور قطب  به موازات سطوح قطب:   

B B rdr E t r E
t dtϕ ϕπ π

τ τ
∂ ⎛ ⎞= − → = − → =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠∫ ∫

BE . dl . ds 22 2
� ��  

rي به ازاEϕحداكثر a=حداقليد به ازايشود كه با يجاد مي ا τاز E    كمتر�
  

 
 
 
 
 

y  

x  

ω  

 

B  

a  

  10-5شكل مثال  :13-5شكل 

  9-5شكل مثال  :12-5شكل 

 مثال كليدي
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B يعني باشد،  aE
τ

= 2
�

�
  :جهي و در نت

B a
E

τ = 2
�

�

  

  
   قانون دوم ماكسول-5-4

فـع   ري را بـرا ي، رابطـة مناسـب  يكيزي و فياضيت ران اطلاعيك تناقض آشكار بيجاد ي قانون با ا نيا
  :ميكن ير تكرار ميرا در ز) 2-4(ك موضوع رابطة  دريبرا.  كند يتناقض ارائه م

∇× =H J  
  :ميريورژانس بگين رابطه دي از اكافي استدن به تناقض، ير رسبه منظو

( )∇ ∇× =. H J  
  :ميد كه بدانيآ يش مي پي زمانيمشكل
  : صفر است، پسيدان برداريورژانس كرل هر مي طبق مطالب فصل اول، د)الف

)5-13     (                               ( )∇ ∇× = ∇ =. H . J �  

  ):64-3( و رابطة يوستگي معادلة پي از طرف)ب

)5-14     (                                       
t
ρ∂

∇ = −
∂

. J  

را به شـكل  ) 2-4(شنهاد داده است كه رابطة يان فصل، ماكسول پي پا12 رفع مشكل مطابق مسئلة   يبرا
  :مير اصلاح كنيز

)5-15     (                                      
t

∂
∇× = +

∂
DH J  

  
  ماكسولگر معادلات ي د-5-5

تا بـه حـال بـا دو معادلـة آن           . دهد  يس را نشان م   ي الكترومغناط يمعادلات ماكسول، اصول موضوع   
پـس مجموعـة   . ميري ـگ يس ساكن، قرض م ـيك و مغناطيگر را از الكترواستات  يم، دو معادلة د   يا  آشنا شده 

  :ميكن ي ميبند ر جمعي زبه صورتمعادلات ماكسول را 
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)5-16        (                                    
t

∂
∇ × = −

∂
BE  

)5-17        (                                   
t

∂
∇× = +

∂
DH J  

)5-18             (                                 ρ∇ =. D  
)5-19              (                                 ∇ =. B �  

  :ر استي آنها به شكل زي معادلات ماكسول هستد، فرم انتگراليليفرانسيروابط فوق فرم د

)5-20            (                           d
d t

= −∫ ∫
BE . dl . ds�  

)5-21            (                        
t

⎛ ⎞∂
= +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∫ ∫
DH . dl J . ds�  

)5-22              (                            
s V

dvρ=∫ ∫D . ds�  

)5-23         (                                     
S

=∫ B . ds ��  

  
  يسي مغناطي در مدارهايي القاي ولتاژها-5-6

 يكي ي معرفن قسمت ضمنِيدر ا. د در صنعت داريادي، كاربرد زيسي مغناطيالقاء ولتاژ در مدارها
. ميينما ينگونه مسائل ارائه مي حل اي را برايدي، راهكار جدي كلحالت كي ين كاربردها، با بررسياز ا

د، دو يكن يهمانطور كه مشاهده م. دهد يك ترانسفورماتور را نشان مي يساختار داخل) 14-5(شكل 
ستم به صورت يمدار معادل س. اند ته قرار گرفتهك هسي يچ با تعداد دور متفاوت بر رويپ ميدسته س

  خروجي به ي وروديها و ولتاژها انيت جرـ نسبياتورها بررسـدر ترانسفورم. د بودـخواه) 15-5(كل ـش
  
  
  
  
  
  
  

N 1 N 2V 1 V 2

I1 I 2
 
 
 
 
 
 
 

N I1 1  

 
 
 
 
 
 
 

N I2 2  

H �  

  13-5 مدار معادل شكل :15-5شكل   مدل ترانسفورماتور :14-5شكل 
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  :ميكن ير عمل مي محاسبة نسبت ولتاژها به صورت زيبرا.  داردياديت زياهم

,N d N dV V
d t d t
ϕ ϕ

= − = −1 1 2 2
1 2  

  :جهيو در نت
,V dt V dt

N N
ϕ ϕ= =∫ ∫1 1 2 2

1 2

1 1  

 شـار گذرنـده از هـر دو    شد،  نداشته بايا يا پراكندگيچ اتلاف و    ينكه شار گذرنده از هسته، ه     يبا فرض ا  
  :كسان خواهد بود، پسيچ يپ ميس

V dt V dt
N N

ϕ ϕ ϕ= = → =∫ ∫1 2 1 2
1 2

1 1  

  :دهد يجه ميكه نت
)5-20                                              (V N

V N
=1 1

2 2

  

 متناسـب  هـا  چيپ ـ ميس ـها بـا تعـداد دور    چيپ مي در سيينسبت ولتاژ القا  ) 20-5( مطابق رابطة    يعني
ت ي ـنها  ي هسته ب ـ  يسي مغناط يريب نفوذپذ يم كه ضر  يكن  يها، فرض م    اني محاسبة نسبت جر   يبرا. است

  :جهينت بوده و در

H =� �  
  :م داشتيخواه) 15-5(ها حول حلقة شكل  ليحال با جمع اختلاف پتانس

N I H N I N I N I− + + = → − + =1 1 2 2 1 1 2 2� � �  
  :پس

)5-21             (                                  I N
I N
=1 2

2 1

  

  . متناسب خواهد بودها  چيپ مينسبت تعداد دور سعكس ها با  انيدر واقع نسبت جر
  

  .ديدا كني پيها رابطة مناسب چيپ ميده شده از دو سر سي ديها نس در مورد نسبت امپدا:3-5ن يتمر
و در محاسـبة   شار يماتور، از پراكندگ ترانسفورير محاسبة نسبت ولتاژهاهمانطور كه ذكر شد، د   : تذكر

ان ي ـ پا11هـا را در مـسئلة     نـسبت ني ـق ايم، محاسبة دقي، صرفنظر كرد فات هسته ها از تل    انينسبت جر 
  .ميينما ي ميفصل بررس
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ار بزرگ است و مقاومـت     ي هسته بس  يريپذ  ب نفوذ ي ضر )16-5(شكل   يسيدر مدار مغناط   :4-5ن  يتمر
Iباشد، نسبت يز ميها ناچ چيپ ميس

I
2

1

  )كارشناسي ارشد برق( .دي را بدست آور

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  4-5شكل تمرين  :16-5شكل 

∞=rμ  

g  

SV
 

a  a2  

N 1  
N 2  

g2  
I 2  I1  
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  ان فصلي پا مسائل-5-7
mTو ثابت با  كنواخت  ي يسيدان مغناط يك م ي -1

zB ك محـور مختـصات     ي در   z در امتداد محور   �1=
ره بــا ي ـشـعاع دا . دي ـري بـا مركـز مبـداء مختـصات را در نظــر بگ    يرويــر دايك مـس ي ـ. قـائم وجـود دارد  

mسرعت
S

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�mm1رهي ـة دا ي ـنكه شعاع اول  يبا فرض ا  . ابدي ي كاهش م  ��1  در  ييل القـا  ي بـوده، پتانـس    �

  )كارشناسي ارشد برق (.ديابي را بيروير دايمس
  
ــا ســرعت ثابــتيا رهيــدا مي نــيك هــاديــ -2 v ب  يسيــدان مغناطيــ در م�
zB=Bكنواختي a�  ره يدا  مي ن ي در دو انتها   ييل القا يپتانس. كند  ي حركت م

  )كارشناسي ارشد برق (.ديرا محاسبه كن
  
 �ي و پهنـا w بـا عمـق  يك كانال افقي در v با سرعتيع هاد يك ما ي -3

ن ي زم ـ يسي ـ شـار مغناط   يد كه مولفة قائم چگـال     يفرض كن . كند  يحركت م 
 از كـف  d بـه فاصـلة  b و a بـا ابعـاد    يليدو الكترود مـستط   .  باشد dBبرابر

ن دو ي ب ـيي القـا يك ـيل الكتريپتانـس . وارة كانال قرار داردي دو د يكانال، مواز 
  .ديدا كنيالكترود را پ

  
  :ديابير را بي زيسي شار مغناطي از چگالي ناشيكيالكتردان ي م-4

sin ,
,

B t r a
B

r a
ω <⎧

= ⎨ >⎩
�

�
  

  
 متـر بـوده و حـداكثر سـرعت     3ل ي ـفاصـلة دو ر  . كنـد   ي حركـت م ـ   يل مـواز  ي ـ دو ر  يك ارابه رو  ي -5

mارابه
S

×−Tني زم يسي شار مغناط  ينكه مولفة قائم چگال   يبا فرض ا  . باشد  ي م �2 52  باشـد، حـداكثر   �1
  )كارشناسي ارشد برق (.دييل را محاسبه نماين دو ري بييولتاژ القا

  
ــ -6 ــستطي ــة م ــاد يليك حلق ــا ابع ــائم ب ــاثb وa ق ــر ني تحــت ت ــل و حــضور يروي ــ ثق ــك مي دان ي

zB=Bيسيمغناط aديدا كني را پيلي در حلقة مستطييل القايپتانس. كند ي سقوط م�.  
  

 
 
 
 
 

ϕ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a  

 
 
 
 
 

dl  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

v  

  2شكل مسئلة  :17-5شكل 
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دان ي ـك مي ـ در حـضور  ωيا هي ـك قطرش با سـرعت زاو ي حول  a با شعاع  يروي دا يك حلقة هاد  ي -7
  .ديدا كنيه در حلقه را پ شديان جاريجر. كند يش دوران م ثابت و عمود بر محور چرخشيسيمغناط

  
kmشيهـا  ك خازن كه مساحت ورقه ي به صورت توان    يدار را م    ك ابر صاعقه  يمدل   -8  و فاصـلة دو  �21

ه شود، كل بار داخل يقه تخلياگر ابر توسط هر جهش برق در هر دق      . لومتر است، مدل كرد   ي ك 5ورق آن   
  )ديه فرض كنين متر بر ثا20 سرعت حركت ابر را. (ديابيابر را ب

  
و بـه منبــع   انــد ي سـر 2 و1چ يپــ مير دو س ـيــ مطــابق شـكل ز يسي ـستم الكترومغناطيــك سي ـدر  -9

)ولتاژ ) sinV t V tω= اگـر  . ز استيها ناچ چيپ ميآل فرض شده و مقاومت س دهيهسته ا .اند  وصل شده 2
Vبيچ را به ترتيپ مي دو س  يي القا يها  ثر ولتاژ   مومقدار   V و1 Vم، نسبتي بنام2

V
1

2

سطح مقطع در .(ديابي را ب

  )كارشناسي ارشد برق( )همه جا ثابت است
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
سـطح  . آل اسـت  دهيز بوده و هسته ايها ناچ چيپ  مير مقاومت س  ي شكل ز  يسيستم الكترومغناط يدر س  -10

 ينوس ـيك بـه منبـع س   ي ـچ شمارة   يپ  مياگر س . باشد  ي م Aكنواخت و معادل  ير  يمقطع هسته در كل مس    
)با ) sinV t V tω=    ان موثر اتصال كوتـاه را در  يچ شمارة دو اتصال كوتاه گردد، جر يپ  مي وصل شود و س

  )كارشناسي ارشد برق( .ديابيك بيچ شمارة يپ مي در سط ماندگاريشرا
  
  
  

N 1  N 2  
V 2  V 1  

∞=rμ  

g1 g2  

  9شكل مسئلة  :18-5شكل 

 مثال كليدي
 مثال كليدي
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V با مقدار موثرينوسيك منبع سيبا استفاده از    . دير توجه كن  ي ز يسيبه مدار مغناط   -11 Nچيپ مي،  س1 1 

همـانطور كـه در شـكل    . شـود  ي م ـيچ جاريپ مي در سI1انيصورت جرنيم و در ايا ك كردهي را تحر يدور
Nچيپ ميشود س  يده م يد V مدار باز است و در آن ولتاژي دور2 آل بـودن   دهي ـبـا فـرض ا  . شـود  ي القاء م2

  :دير پاسخ دهيهسته به موارد ز
V نسبت)الف

V
1

2

    چگونه است؟    

I نسبت )ب
I

1

2

Iاني ـچ دوم به بار جر يپ  ميد با وصل كردن س    يفرض كن . (دي را بدست آور     ي بتوانـد جـار  2

  )شود
  .كنند ي ميريي فوق چه تغيها  مقاومت باشند، نسبتيها دارا چيپ مي به نظر شما اگر س)پ
 .كنند ي ميريي فوق چه تغيها بتآل نباشد، نس دهي به نظر شما اگر هسته ا)ت
 آن ي را بـرا ييهـا   الـف و ب كـاربرد  يهـا  نامند و با توجه به قـسمت  يله را در صنعت چه مين وسي ا )ث

 .ديابيب
  
  
  
  
  
  
  
  

  11شكل مسئلة  :20-5شكل 

N 1  N 2  g  

  10شكل مسئلة  :19-5شكل 

N 1 N 2V 1 V 2

I1 I 2
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  .دي قانون دوم ماكسول را اثبات كن-12
  

 مطلـوب اسـت  . باشـد  ير م ـي ـ نسبت به زمـان مطـابق شـكل ز        يسيرات ولتاژ هستة فرومغناط   ييتغ -13
�cmكه سطح مقطع هـسته برابـر  ي شار در هسته در صورتيمم دامنة چگال  يحاسبة ماكز م

 و تعـداد دور  21
  . دور باشد��3چ برابريپ ميس
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  13شكل مسئلة  :21-5شكل 

t  

V  

��3
 

− ��3  

HZf = �12
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 1390سال سراسري کارشناسی ارشد کنکور والات س
روي خط به معادلۀ  - 1

x z  r a a5  بار الکتریکی با چگالی یکنواحت به اندازة


  91 136
کولن بر  

)اي به مختصات  در فضاي آزاد در نقطه Eالکتریکی شدت میدان. متر توزیع شده است , , )2 5 با  4
Fدانیم  می(شود؟  کدام رابطۀ زیر داده می

M



   91 136

 (  

1 (
z

 a1
8

        2( 
y

 a


1
1

    

3( 
y

a


1
1

          4 (
z

a1
8

  
  

، حلقۀ جریان دایروي دیگري به شعاع  I1و جریان  bدر مرکز یک حلقۀ جریان دایروي به شعاع  - 2
b
1

 ارد، به قسمی که محور این دو حلقه با یکدیگر زاویۀ به طور مایل قرار د I2و جریان  
  این دو حلقه چقدر است؟  M12اندازة اندوکتانس متقابل . سازند می
1(sinb  

2
        1( cosb 


2

  
3 (sinb  





42 1

        4 (cosb 






42 1

  
  

کره به شعاع  کولن بر متر مکعب، در حجمی به شکل نیم بار حجمی یکنواخت با چگالی ثابت  - 3
a کره به فاصلۀ  اي از قاعدة نیم پتانسیل الکتریکی در نقطه. توزیع شده استa

2
کره چند  از مرکز نیم 

  ولت است؟
1(a






211
48

        2( a





211
24               

3( a





23
24

          4 (a





23
48

  

  
  

اي به شعاع داخلی  کره یک آهنرباي دائمی به شکل نیم - 4
a  و شعاع خارجیb شدگی غیریکنواخت  داراي مغناطیس

شعاعی با بردار 
RC RM a باشد که در آن می C  یک عدد

ناشی از این   Aاندازة پتانسیل مغناطیسی . ثابت است
  کدام است؟ zمحور اي روي  قطهآهنربا در ن

1(C z z
z b z a

  
 

  


2 2 2 22
    2(  C

z b z a
  

 
  



2 2 2 2
1 1

2
  

3(  C

2
  صفر) 4         

z
 

b
 

a
 M
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zدر صفحۀ  aحلقۀ دایروي به شعاع  - 5    به ازاي . مختصات مفروض استو به مرکز مبداء

y    بارالکتریکی با چگالی خطیq  کولن بر متر و به ازايy    بار الکتریکی با چگالی خطی
q ابطۀ زیر اندازة میدان الکتریکی کدام ر. کولن بر متر بر روي این حلقه توزیع شده استE  در

)نقطۀ  , , )z  است؟  
1 (

 

2

1
2 2 22

a q

a z  

                            2( 
 

2

1
2 2 2

2a q

a z  

  

  
3 (

 
a q

a z  

2

3
2 2 2                              

4 (
 

a q

a z  

2

3
2 2 2

2  

  
و چگالی خطی  aدر مرکز یک حلقۀ بار دایروي به شعاع  qو بار  mاي به جرم  یک بار نقطه -6
 هاي بسیار کوچـک   اي براي جابجائی نقطه پریود نوسانات این بار. کولن بر متر قرار گرفته است

  در راستاي محور حلقۀ بار کدام است؟
1 (ma

q





4
      

2 (ma
q



8  

3 (a
m q




4

      
4 (ma

q


 

8  

  
)ئمی یک استوانۀ نامحدود از جنس فروالکتریک داراي پلاریزاسیون دا -7 ) r

rr
a

   
 

P a1 باشد  می

حول  اي  این استوانه با سرعت زاویه. فاصله از محور استوانه است rشعاع استوانه و  aکه در آن 
درون استوانه یعنی براي  Hشدت میدان مغناطیسی . چرخد محور خود در جهت مثلثاتی می

r a  کدام است؟  
1 (

z
r
a


 
 

 
a

2

21
         

2 (
z

r
r a
   
 

a1  

3( 
z

rr
a

    
a1

       
4 (

z
rr
a

    
a1  
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با خط عمود بر مرز مشترك دو مادة مغناطیسی در  Hزاویۀ بردار شدت میدان مغناطیسی  - 8
اگر در مرز مشترك این دو محیط هیچ جریان . است 3و در سمت مادة دوم  45سمت مادة اولیه 

  شتر است؟آزادي نداشته باشیم، چگالی انرژي مغناطیسی در کدام طرف مرز بی
  طرفی مادة دوم) 2      طرف مادة اول) 1
  .توان قضاوت کرد نمی) 4    .در دو طرف یکسان است) 3
  
cossبار سطحی با چگالی  - 9 x   

yکولن بر متر مربع روي صفحۀ    
معادلۀ خطوط میدان . توزیع شده است

yفضاي  الکتریکی در نیم   کدام است؟  
sinyeثابت)  1 x    
cosyeثابت) 2 x    
cscyeثابت) 3 x    
secyeثابت) 4 x    
  
به طور عمودي داخل یک میدان  Wو ضخامت  یک ورقۀ بزرگ فلزي با رسانایی ویژة  - 10

عمود باشد، اندازة نیروي  Bبر  Vاگر . کند حرکت می) ثابت( Vبا سرعت  Bمغناطیسی یکنواخت 
  vVو  BBدانیم  سانا چقدر است؟ میبازدارندة حرکت بر واحد سطح قطعۀ ر

1 (vW B      2 (vW B 2  
3 (v B 2 2        4 (v B W 2 2  
  
Vو پتانسیل  aیک کرة رسانا به شعاع  - 11

این کره را در محیطی به . در فضاي آزاد قرار دارد 
aضریب گذردهی 

R
 

 
  

 


2

طی  wمیزان تغییر انرژي ذخیره شده در سیستم . دهیم قرار می 21

  این فرآیند چقدر است؟
1 (aV    

 
 

21 2
4      

2 (aV    
 

 
21 2

4 2
  

2 (aV
   

 
 

21 22      
4 (aV

   
 

 
21 22 2

  

  
  
  

B

W

v
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zمطابق شکل ناحیۀ  - 12 L  ،   و  2

L r L 2
اطیسی با ـــهاي مغن یــبدوقط طـــتوس 
واخت ــنشدگی یک  مغناطیس

zM a  پر شده و بقیۀ
چگالی شار مغناطیسی ناشی از  B. نواحی خلاء است

)ها در نقطۀ  این دوقطبی , , )LP   2
  چقدر است؟ 

1 (  
2 (

zM a 
  

3 (
zM

 
  
 

a 


2 5
1

  

4 (
zM

 
  
 

a 


5 8
1

  

  
از  aفاصلۀ بین دو دیسک دایروي به شعاع  - 13

اي با  جنس رساناي کامل هستند توسط ماده
zرسانایی ناهمگن  rk

h a
       

  
1 پر شده که  1

h  فاصلۀ بین دو دیسک بوده وz h   وr 
 Rمقاومت اهمی . باشد فاصلۀ محور ساختار می

  بین دو دیسک چقدر است؟
1 (Ln h

k a 2
3 2
5        

2 (Ln h
k a 2

3 2
1

  

3 (Ln h
k a 2

2
4    

4 (Ln h
k a 2

3 2  

  
zصفحۀ زیرین خازن در صفحۀ . یک خازن مسطح در دست است - 14    و صفحۀ بالایی آن در

zصفحۀ  h مساحت هر صفحه . قرار گرفته استA بین دو صفحۀ این خازن یک . شود فرض می
یب گذردهی نسبی به صورت عایق غیر همگن با ضر r a z   2 21

ظرفیت این خازن با . قرار دارد 
hفرض  A�2 کدام است؟  

1 (
tan ( )

Aa
a h




1

2
2      

2 (
tan ( )

Aa
a h





1
  

3 (
tan ( )

Aa
a h






1
2 2

2 2      
4 (

tan ( )
Aa

a h





1
2

2
  

x
 

y
 

z

P
 

z 

h 

a2 

 V 
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xفضاي  ن مغناطیسی در نیمشدت میدا -15    که هیچ جریان الکتریکی در آن وجود ندارد بـه
sinصورت  cosb x

x ye y a y    H a a3 2 . اعداد ثابت و مجهول هسـتند  bو  aداده شده که در آن  2
)پتانسیل برداري مغناطیسی  , )z zA x yA a در این ناحیه کدام است؟  

1 (sinx
zA e y c 

23 22      
2 (sinx

zA e y c  
23 22

  
3 (cosx

zA e y c 
23 22      

4 (cosx
zA e y c  

23 22
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 1390سال سراسري کارشناسی ارشد پاسخ سوالات کنکور 
هدف محاسبۀ میدان ناشی از خط بار در محل . ا داده شده استیک خط بار و یک نقطه در فض - 1

و تمرین  5-2مثال (. استفاده کنیم) 21-2(بر این اساس کافی است از رابطۀ . نقطۀ ذکر شده است
  )را براي تمرین بیشتر مرور کنید 2-5

 (cos cos ) (sin sin )l
r zr


   

 
   E a a1 2 1 24 

  

تحت . محاسبه شود yو  xهاي  حورمطابق این رابطه کافیست محل تقاطع خط بار ذکر شده با م
محاسبه شده و با توجه به نامحدود بودن خط بار،  rچنین شرایطی   1 2   و پاسخ مسئله یافت

  :بدین منظور. شود می
x z

x y z za b b b       r a ar a a a a5 5 5  
در واقع کافیست به این دقت ! نباشد aطراحی مسئله را به نحوي تعریف کرده که نیازي به محاسبۀ 

بر ) به شکل زیر نگاه کنید. (کنید که عرض نقطۀ برخورد خط بار با عرض نقطۀ میدان برابر است
  :شود نتیجه میطبق رابطۀ فوق، و ضمن توجه به وضعیت بردارهاي مماس و عمود، 

 (cos cos ) (sin sin )z r z










    

 
E a a a

9

9

1 1 136
1 84 1 436



   



  

  .صحیح خواهد بود) 4(بر این اساس گزینۀ 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
تر است لذا میدان این با توجه به اینکه شعاع حلقۀ بزرگتر نسبت به حلقۀ داخلی بسیار بزرگ - 2

  :لذا. شود کز خود دچار تغییر محسوسی نمیحلقه در مر

cos
cos

IB
b

bS

IB S b


 


   



   
 

  


1
12

2

2

2 1
12 2 21 4

1
2 1









  

x
 

z
 

y
 

4
 

2
 

b  5
 

p
 

r
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  :پس
cosL b

I


  
12 4

1 2 1





  

  .صحیح خواهد بود) 4(در نتیجه گزینۀ 
  
اي به  پتانسیل در نقطه) 56-2(مطابق رابطۀ . را مشاهده کنید) 25-2(ست تمرین ا کافی - 3

  :آید رابطۀ زیر بدست میاز  aاي با چگالی بار حجمی یکنواخت و به شعاع داخل کره Rفاصلۀ

  aV a R
R a

 
 

  


2
2 2 1136 242

 

 

  

  .صحیح است) 2(بنابراین گزینۀ 
  
  :براي چگالی جریان داریم) 44-4(و ) 43-4(مطابق روابط . اي است سوال بسیار ساده - 4

ms n R RC R    J M a a a   
...ms     J M   

Aپس جریانی وجود نداشته و لذا     خواهد بود) 4(و پاسخ صحیح گزینۀ.  
  
جالب است بدانید که این کتاب چندین ماه پیش از آزمون سراسري ! (است) 77- 2(دقیقاً مثال  - 5

  !)نوشته شده است 90
  .صحیح است) 3(بنابراین گزینۀ 

  
  
  .است) 53- 2(بسیار مشابه تمرین  -6

. اگر قرار باشد نوسان کند باید بدان نیرو وارد شود. ه استاي در مرکز حلقۀ بار قرار گرفت یک بار نقطه
از آنجایی که هدف . است) 22-2(نیروي الکتریکی نیز ناشی از میدان الکتریکی ذکر شده در رابطۀ 

همانطور که . اي براي رسیدن به خواستۀ مسئله یافت شود مسئله پریود نوسانات است، پس باید رابطه
  :شود اي وابسته می مطابق رابطۀ زیر به سرعت زاویه دانیم پریود نوسانات می

T r  2  
  :توان یک معادلۀ دو مجهولی به صورت زیر را حل نمود اي نیز می براي رسیدن به سرعت زاویه

2

2
dF ma a
d t


    

  :عبارتست از زیرمقدار نیروي وارد بر بار مطابق شکل 
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, , sinl

z
z a zq

a za





   


E a F E3 1 22 22 2 22  

  

sinبا توجه به اینکه فرض بر پریود کوچک نوسانات است،   .پس:  
l

zq
a

 


  F E a2 

  

  :نتیجه اینکه
l

z
dF ma a
d t a

 


    a
2

2 2 

  

هایی به صورت ذیل  که با حل این معادله ریشه
  :آید بدست می

...q mT a
a m q
  

 
  2

8
2

 

 

  

  .صحیح است) 2(بنابراین گزینۀ 
  
  .آوریم با محاسبۀ بارهاي مقید جریان را بدست می -7

. .bv r
r
a r a


             

P a 1 21  

. ...bs n r a
   


P a   

  :توان نوشت از طرفی براي محاسبۀ چگالی جریان می
 V r J r

r a           
 

J a a1 2  

  :بر این اساس مقدار جریان کل عبارت خواهد بود از
...

a

r

rI r dr dz r
r a a

            
    

1 2 1


  

  :داریم) 4-4(با توجه به رابطۀ 
. tot tot

rl I H I H r
a

        
  H d 1�  

  .صحیح خواهد بود) 3(بنابراین گزینۀ 
  
  :داریم) 38-4(مطابق نتیجۀ مثال  - 8

tan tan

sin sin
H H H H

 
 

 

 

   

   


1 2
1 2

2 1

1 2
1 2

2 1

3

2 2

  

Wبا توجه به رابطۀ  H 21
2

  :براي دو ناحیه داریم 

x
 

z
 

y
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 W H H H W W        1 2
2 32 2

1 1 1 1 2 1 2 1 1
1 1 1 32 22 2 4 2

  
  .صحیح خواهد بود) 1(براین گزینۀ بنا
  
براي حل سوال ناچاریم میدان الکتریکی را در فضا محاسبه نموده و سپس با استفاده از رابطۀ  - 9
براي محاسبۀ شدت میدان از حل معادلۀ لاپلاس و . معادلۀ خطوط میدان را محاسبه کنیم) 2-124(

  . گیریم کمک می) 39-3(از رابطۀ 
  ( , ) sin cos k yV x y A kx B kx e   

  :از طرفی
         sin cos cos sini ik y k y

i i i i x i i i y
i

V Ak k x B k k x e k A k x B k x e


 



       E a a


  

.با اعمال شرایط مسئله، یعنی  , cosx s s x
y

    


E a 
  :داریم  

, sin cosy y
i i x yAk k e x e x           E a a  

  
  ):124-2(بر طبق رابطۀ 

sin
sin cos

y

x y

dx dy dx dy e x cte
E E x x

 
 

      

  .صحیح است) 2(پس گزینۀ 
  
  
Fنیروي حاصل از تحرك مجموعۀ حاوي جریان برابر - 10 BI از طرفی در اثر تحرك . خواهد بود

در فضاي میدان مغناطیسی، ولتاژ القایی  E V B توان نتیجه گرفت می. را خواهیم داشت:  
E V B   E V B  

  :پس
I J S
J EF BI F B Sv 
   2  

  صحیح خواهد بود) 2(در نتیجه گزینۀ 
  
تغییر انرژي در سیستم . کنیم هاي کتاب حل می سوال را با درك سیستمی و توجه به مثال این - 11

  :برابر است با
w C V C V  2 2

2 1
1 1
2 2 

  
صحیح ) 1(بنابراین گزینۀ ! این حل شده است) 83-2(در مثال  C2و ) 82- 2(در مثال  C1که در آن 

  !است
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  :هاي سطحی داریم براي چگالی) چرا؟(هاي مقید برابر صفر است  چگالی حجمی جریان - 12

,

,

,

,

ms n
n r

ms n
n r

M
r L

M
r L





   
 

  
 

J M a a
a a

J M a a
a a

1

2 2





  

اگر . آوریم در نقطۀ موردنظر بدست می) 10-4(ها مطابق مثال  میدان مغناطیسی ناشی از این جریان
) 6-4(وان از نتیجۀ مثال ـت قت میــدر حقی. سلونوئیدي داریم م شبهـم یک سیستــت کنیــکمی دق

  :داریم) 14-4(با استفاده از رابطۀ . استفاده کرد
M MB  

 
2

25
     

  .صحیح خواهد بود) 3(پس گزینۀ 
  

) کتاب 3- 4-5-3ده در قسمت ــارائه ش(اومت ــلی محاسبۀ مقــفاده از رابطۀ دیفرانسیــاست - 13
حقیقت به جاي حل یک مسئلۀ فیزیکی یک انتگرال ساده  در. ترین راهکار حل مسئله است ساده

  !گیریم می

( )

( )
def dz

defR
S 

 


  

  :با متغیرهاي فضا از طرفی با توجه به تغییرات 
...

a z r z a aS k r dr d k
h a h a


  

                  
      

 
2 32 1 1 2 1 2 3 

  

  :پس
 ( ) ...

hdef dz h hR Ln h Lnh Ln
S k a k az a ak

h a
  


     

     
  

  2 22 3
3 32 25 52 1 2 3



  

  .خواهد بودصحیح ) 1(شود، گزینۀ  همانطور که مشاهده می
  

ه بودیم، سوالات مربوط به خازن، با اطلاع دقیق از روش ـطور که پیش از این نیز گفتــهمان -14
) 95- 2(در این مثال نیز کافی است از رابطۀ . ترین مسائل مغناطیس هستند دیفرانسیلی، جزء ساده

  :استفاده کنیم
( )

( )
def d

C def c S
  

1 1  

  :پس

 ( ) ,

( ) tan ( ) tan ( )
h

def d dz S dx dy

hdef d dz ah ah
C S A a A aA a z  

 

 

   


  1 1
2 2

1 1 1
1
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tan ( )
A aC

ah


 1
  

  .صحیح است) 2(بنابراین گزینۀ 
  

بر این اساس با استفاده از رابطۀ . مطابق صورت سوال شدت میدان مغناطیسی داده شده است - 15
  .توان تناظر مناسبی میان میدان مغناطیسی و پتانسیل مغناطیسی ایجاد نمود می) 4-33(


 H A1



  

  :داریم Aرفی براي از ط
... sin cosb xz z

x y x y
A A e y a y
y x

           
A a a a a3 2 2

  

  :شود که از حل آن نتیجه می
cosx

zA e y c  23 22 
  

  .صحیح خواهد بود) 4(لذا گزینۀ 
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 1390سال  سوالات کنکور کارشناسی ارشد آزاد
مرکز کره منطبق بر . در دست است aو شعاع  Qاي باردار با بار یکنواخت به میزان کل  کره - 1

rاگر پتانسیل در . باشد مرکز مختصات می    برابر صفر باشد، پتانسیل درr a را تعیین نمایید.  
1 (Q RV

a a 
 

  
 

2

3
1

8       
2 (Q RV

a a 
 

  
 

2

3
1

8 

  

3 (Q RV
a a 
 

  
 

2

3
1

4       
4 (Q RV

a a 
 

  
 

2

3
1

4 

  

  
)و چگالی بار حجمی  aمیدان الکتریکی توسط یک کرة باردار به شعاع  - 2 )r  توسط روابط زیر

). داده شده است )r را بدست آورید.  

 
,

( )
,

R A R R a
E R

a Aa R R a

   
 

3 2

5 4 2
  

1 ( ( )R R A  5 4      2(   ( )R R R A  
  

3 ( ( )R R A          4 ( ( )R R R A  5 4
  

  
aاگر چگالی بار حجمی  - 3

R
  

را با فرض  V پتانسیل. در مختصات کروي داده شده است 

V    درR 1 تعیین نمایید.  
1 ( aV R


 12






        

2 ( aV R


 1



  

3 ( aV R


  212





      

4 ( aV R


  21



   
  
ام شده در حرکت بار یک کولمب از نقطۀ بدست آورید کار انج - 4 , ,1 2 به نقطۀ  1 , ,2 8 در  1

میدان 
x yy x E a a  و  در امتداد منحنی هذلولیx

y



8

7 3
.  

1 (JW 14        2 (JW  14  
3 (JW 12        4 (JW  12  
  

بار خطی  - 5 C m ) با طولL ( به فاصلۀa  از صفحۀ باردار با چگالی
S چه میزان کار . قرار دارد

فرض نمایید در حالت اخیر . بار خطی را چرخانده و در حالت عمود بر صفحه قرار دهدلازم است تا 
  .باشد aحداقل فاصله بار خطی از صفحه برابر 

1 (S LW  





2

4


        
2 (S LW  




2

4




  

3 (S LW  





2

2


        
4 (S LW  




2

2
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zدر صفحۀ  Rکرة هادي با شعاع  پوستۀ نیم -6    با چگالی بار سطحی
S مرکز . مفروض است

گشتاور دوقطبی حاصل را نسبت به مبداء مختصات بدست . باشد کره منطبق بر مبداء مختصات می
  .آورید

1 (
S R  3          2 (S R

 3

2
  

3 (
S R  32        4 (S R

 3

4
  

  
قرار  cm1روي کرة عایقی به ضخامت . باشد می Cداراي ظرفیت  cm1یک کرة هادي به شعاع  -7

اگر . دهیم می
r    .را بدست آورید Cباشد،  2

1 (.C  


32
3



        
2 (.C 


16
3

  
3 (.C  


16

3


        
4 (.C 


32
3

  
  
b )bو  aهاي  مرکز شعاع دي همبین دو کرة ها - 8 a(اي اتلافی با ضرایب  ، ماده  و  پر شده

ظرفیت بین  C. ، تعیین کنیدCو خازن بین دو کره  و  مقاومت بین دو کره را بر حسب . است
  .جابجا شده باشد الکتریک با ضریب  دو کره در حالی است که مادة اتلافی توسط دي

1 (R
C





2
        

2 (R
C




 2
  

3 (R
C




 4        
4 (R

C



  
  
اي با ضریب هدایتی متغیر  از یکدیگر ماده dو فاصلۀ  Sبین دو صفحۀ موازي هادي به سطوح  - 9
 میزان . ر شده استپ  از1  در صفحۀ زیرین تا2  در صفحۀ بالایی به طور خطی تغییر
. (کند می 2   .مقاومت بین دو صفحه را تعیین نمایید) 1

1 (
 

d Ln
R

S




 

 
 
 


2

1

2 1

2

        
2 (

 

d Ln
R

S




 

 
 
 


2

1

2 12
  

3 (
 

d Ln
R

S




 

 
 
 


2

1

2 1       
4 (

 

d Ln
R

S




 

 
 
 


2

1

2 1

2

2
  

  
کار لازم جهت . سازد می زاویۀ  Eبا یک میدان الکتریکی یکنواخت  Pیک دوقطبی با ممان  - 10
خاندن دوقطبی از چر    تا زاویۀ را بدست آورید.  
1 ( cosW P E   1      2 ( cosW P E  1  
3 ( cosW P E   1     4 ( cosW P E   1  
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در میدان الکتریکی  Qاي مثبت  بار نقطه - 11
xE a  به فاصلۀx  از صفحۀ هادي متصل به زمین قرار

xصفحۀ هادي در صفحۀ . گرفته است   به ازاي چه میزانی از . باشد میx ر نیروي وارده بر بار صف
  شود؟ می
1 (Qx

E 
 4          

2 (Qx
E 

 16  

  

3 (Qx
E 

 8          
4 (Qx

E 
 32  

  

  
و مرکز مبداء مختصات در دست  Rاي به شعاع  نهایت با مقطع دایره استوانۀ هادي به طول بی - 12

aاي خارج از مرکز توخالی شعاع  توانهاس. است R فاصلۀ مرکز . در استوانۀ هادي ایجاد شده است
bاي استوانۀ توخالی تا مبداء مختصات  سطخ مقطع دایره a اگر جریان . باشد میI  از استوانه عبور
  .ن مغناطیسی را در داخل استوانه توخالی بدست آوریدنماید، شدت میدا

1 (
 

I bH
R a


2 2

        
2 (

 
I bH
R b


2 22

  

3 (
 

I bH
R b


2 2

        
4 (

 
I bH
R a


2 22

  

  
اي به شعاع سطح  ي استوانهرا در یک هاد Aمطلوبست تعیین بردار پتانسیل مغناطیسی  - 13

Aفرض کنید . دهد را از خود عبور می Iکه جریان  aمقطع 
r a




.  

1 (I r
a

 
 

 

2

212        
2 (I r

a
  
 

2

14
  

3 (I r
a

 
 

 

2

214        
4 (I r

a
  
 

2

12
  

  
جریان ثابت  - 14

sJ a  در سطح پوستۀ کروي به شعاعa شدت میدان مغناطیسی در . جاري است
  .مرکز کره را بدست آورید

1 (sJ



H a4        

2 (sJ



H a2

  
3 (s

z
J

H a4        
4 (s

z
J

H a2
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، جریان سطحی Lو طول  aاي هادي کامل به شعاع سطح مقطع  از پوستۀ استوانه - 15
sJ a  عبور

Lها و به طور مشابه از zمحور استوانه در امتداد محور . کند می
2

Lتا  
2

قرار گرفته  zدر جهت  

zها و در zشدت میدان مغناطیسی را روي محور . است  بدست آورید.  
1 (s

z
J LH
L a


2 22 4        

2 (s
z

J LH
L a


2 24

  

3 (s
z

J LH
L a


2 22 4        

4 (s
z

J LH
L a


2 24

  

  
هاي  تواند در امتداد طوري که می. باشد محوري داراي صفحۀ انتهایی اتصال کوتاه می کابل هم - 16

ابتداي کابل در . باشد می bو شعاع هادي خارجی  aشعاع هادي داخلی . داخلی کابل حرکت نماید
xصفحۀ     و محور آن در امتداد محورxضریب خودالقاي متقابل را بر حسب . ها قرار گرفته است

  .بدست آورید xتابعی از 
1 (x bL Ln

a



   
 22



        
2 (x bL Ln

a



   
 2

  

3 (x bL Ln
a




   
 4



        
4 (x bL Ln

a



   
 24

  

  
ریب داراي مادة عایقی با ض bو شعاع هادي خارجی  aمحوري به شعاع داخلی  کابل هم - 16
xالکتریک نسبی  دي

r
e  محور کابل در امتداد محور . باشد میx مطلوبست محاسبۀ . هاست

  .ظرفیت خازنی این کابل در واحد طول
1 (

b
Ln

a

 24           2 (
b

Ln
a

 2   

3 (
b

Ln
a

 22           4 (
b

Ln
a

 4   

  
zرا در صفحۀ  Eخطوط جریانی میدان الکتریکی  -18   بیابید.  

 sin cosx
x y

e y y E a a  
1 (  cos expy x c        2 ( cos expy x c   
3 (  sin expy x c        4 ( sin expy x c   
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 1390سال  پاسخ سوالات کنکور کارشناسی ارشد آزاد
34به جاي ) 56-2(کافی است در رابطۀ . است) 25-2(دقیقاً تمرین  - 1

3Q a   را قرار دهید .

  .صحیح خواهد بود) 1(در اینصورت گزینۀ 
  
کافی است از دیورژانس چگالی شار الکتریکی به چگالی حجمی بارها . است) 19-2(مشابه مثال  - 2

  .برسیم

   . ... R AR R R A
R
 


     


D

D E
4 3

2 5 4 5 4




  

  .صحیح است) 4(پس گزینۀ 
  
  .یابیم ل را مییتانسقانون گاوس محاسبه نموده و سپس پ ابتدا میدان را با استفاده از - 3

  , sin
R

v
S

Q Q dv a R d d a R
R

  
     


       E . ds

2 2 22


  


�
  

  :داریم) 44-2(توجه به رابطۀ با 
 .

R R a R aV l dR R
R

  
  

     E d
2

21 1

2 1
4 2
 

 
 

  

  .صحیح خواهد بود) 1(پس گزینۀ 
  
، )101- 2(طبق رابطۀ . استفاده کرده و پتانسیل را محاسبه کنیم) 44-2(کافی است از رابطۀ  - 4

W V q خواهد بود.  
 . .

B B

BA x yA A
V l y x l     E d a a d  

ل، مطابق توضیحات فصل او
x y zl dx dy dz  d a a a خواهد بود.  

  :پس
   . ....

B

BA x y x y zA
V y x dx dy dz        a a a a a 14  

  .صحیح است) 2(در نتیجه، گزینۀ 
  
  .درست خواهد بود) 2(پس گزینۀ . است) 98- 3(دقیقاً مثال  - 5
  
  .کنیم استفاده می) 82-2(از رابطۀ  -6

sinS SP R dq R d d R

         

2 3 32 2
 

  
  .صحیح خواهد بود) 3(پس گزینۀ 
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ق یا توجه به اینکه سوال دقیقاً مشخص نکرده که ظرفیت را قبل و یا بعد از قرار دادن عاب -7
ري عایق قطعاً تغییر خواهد کرد گیبه اینکه ظرفیت خازن در اثر قرار خواهد و از طرفی با توجه  می

  .سوال غلط است) که در صورت سوال به آن اشاره نشده(
  
) 63-3(مطابق رابطۀ . ایج پاسخ این سوال پرداخت استکتاب به بررسی نت) 4-4-5-3(بخش  - 8

  .خواهد بود) 4( جواب گزینۀ
  
)کافی است . ستا ايسوال ساده - 9 )z  کتاب ) 3-5-4-3(را محاسبه نموده و سپس مشابه قسمت

  .عمل کنیم

z
z d

a z b z
d



   
 
 


    

1

2

2 1
1

  

 
( ) ...

d ddef dz dz dR Ln
S Sdx dy z dx dy

d


     

 
           

 

   
2

2 1 2 1 1
1

 

  

  .صحیح است) 3(پس گزینۀ 
  
جایی نیرو، و  سپس اثر جابه. یابیم استفاده کرده و نیرو را می) 119-2(براي حل سوال از رابطۀ  - 10

  .کنیم در نتیجه کار انجام شده، را محاسبه می
( . ) ( cos ) sinPE PE

R      F P E a1  
  :و  براي کار انجام شده داریم

 . sin cosW l PE R d PE
R


          F d 1 1



  

  .صحیح است) 1(پس گزینۀ 
  
نیرویی که بار و بار تصویر . نگاه کنید) 2-3و  1- 3هاي  به شکل. (اي است العاده ساده مثال فوق - 11

  :کنند عبارتست از بر هم وارد می

 
Q QE Q x

Ex   
  

2

2 164 2

 

  

  .صحیح است) 2(بنابراین گزینۀ 
  

ین مثال قرار کافی است چگالی جریان را محاسبه کرده و در پاسخ ا. است) 13- 4(دقیقاً مثال  - 12
  .دهیم
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 .I s J r a   J d 2 2  
  :پس

 
I bH
r a


2 22

  

  .صحیح خواهد بود) 4(در نتیجه گزینۀ 
  

  :کنیم عمل می) 23-4(مشابه مثال  - 13
z

z z
AA J r

r r r
 

          
2 1

 
  

  :دهد که نتیجه می
z zA J r a Ln r b
   2

4
  

  :وریمآ که با استفاده از شرایط مرزي بدست می
I J a

z z z
I rA J r J a

a
  


  

     
 

2
2

2 2
214 4 4

    

اگر 
  .صحیح خواهد بود) 3(را اغماض کنیم، گزینۀ  

  
  .کنیم عمل می) 5-4(مشابه مثال  - 14

Ra :    یابیم را می Rابتدا بردار)  1 R a        ،aR    
sinsJ :                      داریم dl Iالمانبراي ) 2 s J a d d   d a2  
  .ها خواهد بودzمشابه میدان حلقه در جهت مثبت محور : جهت نهایی میدان) 3
  :حاصلضرب خارجی) 4

   sin   sins R sJ s J a d d a J a d d           d R a a a2 3  

  :پردازیم به محاسبۀ انتگرال می) 7-4(حال بر طبق رابطۀ ) 5
sin ...s s

z
J a d d J

a
  




  
aH a

3

3
1

4 4
  

  .صحیح خواهد بود) 3(بنابراین گزینۀ 
  

نهایت در محور  میدان ناشی از یک استوانۀ بی! کنیم ها حل می این مثال را با روش کنکوري - 15
Hداخلی برابر  nI منظور از . استnI  چگالی جریان در سطح استوانه یعنی

sJ a 4مثال . (است-
  :پس تا اینجا فهیمدیم که . را ببینید) 16-4و  15

sH J  
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Lنهایت شود باید  براي اینکه استوانۀ محدود ذکر شده در سوال، بی  ها  زینهبا قرار دادن در گ
باید رابطۀ

sH J دهد رخ می) 4(این اتفاق فقط در گزینۀ . حاصل شود!  
  

  .خواهد بود) 2(گزینۀ ) 73- 4(جواب مطابق رابطۀ . است) 53- 4(دقیقاً بخش از مثال  - 16
  

  .بودخواهد ) 2(، پاسخ صحیح گزینۀ )94-2(بنا بر رابطۀ . است) 81-2(دقیقاً مشابه مثال  -17
  

  :کنیم استفاده می) 124-2(از رابطۀ  -18
sin cos

cos cos
x x

x cyx
e y e yEE

Ln y x c e y
dx dy dx dy

  
         

  .صحیح است) 1(بنابراین، گزینۀ 
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انتشارات آزاده-بانک تست مهندسی برق  

1 

 8317سال  –های کارشناسی ارشد ناپیوسته داخل  سوالات آزمون ورودی دوره

 الکترومغناطیس 

 

 طلَتست هحاسثِ تاس سطحٖ آصاد سٍٕ هشص ت٘ي دٍ هح٘ط دس ضکل صٗش:ه -77

 

1)| | cosE2 

2 )| | sinE2 

3) | | cosE2 

4) | | sinE2 

 

 

ِ   Vتِ پتاًس٘ل  Rٗک کشُ سساًا تِ هشکض هثذاء هختصات تا ضؼاع  -77  zحرَ  هحرَس     إ ٍصل ضذُ است ٍ تا سرشػت صاٍٗر

 کٌذ. اًذاصُ چگالٖ جشٗاى سطحٖ الکتشًٍ٘کٖ سٍٕ سطح کشُ کذام است؟ دٍساى هٖ

1)coswV
1
2        

3) coswV 

2)wV     4) sinwV 

 

 

qدس فضإ آصاد هفشٍض است. اٗي کشُ اٗضٍلِ است. حا  تاس هثثرت  Vاص جٌس سساًا تا پتاًس٘ل  aإ تِ ضؼاع  کشُ -71
1

سا ترِ   

) چقذس ترَدُ اسرت؟   Vدّ٘ن تِ طَسٕ کِ کل ً٘شٍٕ اػوالٖ تش آى صفش ضَد. هقذاس پتاًس٘ل  اص هشکض اٗي کشُ قشاس هٖ a3فاصلِ 

f

m
91

1
36

) 

1)q
a

9

1

64 1
51    

3) 
q q

a

1 1

1
3

4
 

2) q
a

9

1

51 1
64    

4) 
q q

a

1 1

1
3

4 
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2 

)تاس الکتشٗکٖ خطٖ ٗکٌَاخت -77 )
L

C
p
m

ّن هشکرض ترا هثرذاء هختصرات      xoyٕ  ٍاقغ دس صفحِ aإ تِ ضؼاع  سٍٕ هح٘ط داٗشُ 

)إ ٗکٌَاخت است. اٗي تاس خطٖ تا سشػت صاٍِٗ هفشٍض )
rad

w
s

  tٕ  دس لحظِ qإ  چشخذ. تاس ًقطِ هثذاء هختصات هٖ حَ  

)تا سشػت )
z

m
V v

s
a  دس هثذاء هختصات قشاس داسد. ً٘شٍٕ اػوالٖ تش اٗي تاس دسt چقذس است؟  

 

)(3    صفش (1 )L
z

p aw
q v

a
a a

24
 

2)L
z

p a
q

a
a

2

2

4   
4)L L

z

p p w
q v

a a
a

2 4
  

 

 

گشدد. ٗرک یٗرِ    اٗجاد هٖ cm80ٕ هکؼثٖ ضکل تِ ضلغ  ٗک حفشُ m1ٕ سساًا تا تاس اٍلِ٘ صفش تِ ضؼاع  هشکض تا ٗک کشُ ّن -18

شُ ّرادٕ سا پَضراًذُ اسرت. ٗرک     ً٘ض سٍٕ سطح خراسجٖ کر   2ٍ قاتل٘ت گزسدّٖ ًسثٖ  cm20ػاٗقٖ ٗکٌَاخت تِ ضخاهت 

sinٗکٌَاخت ٍ تا چگالٖ خطٖ غ٘ش cm25ٕ تاس تِ ضؼاع  حلقِ ( )
L

c
p

m
ٖ    هشکض حفشُ 24  ضرَد. )  ٕ هکؼثرٖ قرشاس دادُ هر

 ٕ ّادٕ کذام است؟ رخ٘شُ ضذُ دس فضإ ت٘شٍى اص کشُ إ است.( هقذاس اًشطٕ الکتشٗکٖ هتغ٘ش صاٍِٗ دس دستگاُ استَاًِ

1)
8     

3)
11

6
 

2)
11

96    
4) 

11

384
 

 

 

، تِ هَاصات ٗک ًَاس جشٗاى تا چگالٖ جشٗاى سطحٖ Iس٘وٖ حاهل جشٗاى  -18
y

K a ػشض ٍw     .هطاتق ضرکل هفرشٍض اسرت

 ً٘شٍٕ ٍاسد تش ٍاحذ طَ  س٘ن کذام است؟

 

1)
z

I K
a

4
 

2)tan ( )
z

I K w

h
a 1

2
 

3) tan ( )
z

I K w

h
a 1

2
 

4) tan ( )
z

I K w

h
a 1

2 2 
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)bّإ ٗکساى  اص جٌس سساًا دٍ حفشُ تِ ضؼاع aإ تِ ضؼاع  داخل کشُ -18 )a b2 ٕهطاتق ضکل هفشٍض است. تاسّاq
1 ٍq2 

qٕ اٍ  ٍ تاس  سا داخل حفشُ
3

qاًذاصُ ً٘شٍٕ اػوالٖ  دّ٘ن. الف( ٕ دٍم قشاس هٖ هشکض حفشُسا دس  
3

qتش 
1

ٍ ب( اًذاصُ ً٘شٍٕ اػوالٖ اص  

q
2

qتش 
1

 چقذساست؟ 

 

(  الف( 1
( )

q q

b

1 3

24 4
ب(   

q q

b

1 3

24 
ب( ( الف( صفش 3

q q

b

1 2

24
 

( الف( 2
( )

q q

b

1 3

24 4
ب(   

q q

b

1 3

2

 
ب( ( الف( صفش 4

q q

b

1 2

2
 

 

 

 

دس ه٘ذاى هغٌاط٘سٖ ثاتت  -13
x

B B a حلقِ داٗشٍٕ تِ ضؼاع  هطاتق ضکل تِ ً٘نa  ِترا جشٗراى ثاترت    دس صفحI 

 ضَد؟ چِ ً٘شٍ ٍ گطتاٍسٕ ٍاسد هٖ

1)
^ ^

, sinf aIB y T a IB z2

 

2) 
^ ^

, cosf aIB y T a IB z21
2

2 

3) 
^ ^

cos , sinf aIB y T a IB z2 

4) 
^ ^

, cosf aIB y T a IB z22 

 

 

ٕ ه٘رذاى   ًس٘ل صفش قشاس گشفتِ اسرت. اًرذاصُ  هحذٍد تا پتاسساًإ ًااص ٗک صفحِ  dٕ تس٘اس کَچک  تِ فاصلِ qإ  تاس ًقطِ -18

ٕ افقرٖ   اص پإ ػوَد دس صفحِ hٕ  دس فاصلِ Bٕ  ٕ صفحِ دس هقاٗسِ تا ه٘ذاى ًقطِتای hٕ  تِ فاصلِ Aٕ  الکتشٗکٖ دس ًقطِ

 تشاتش است تا:

 

 

1)
B A
E E     3) 

A B
E E2 

2)
A B
E E2     4) 

B A
E E2 
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aفضإ  -18 r b  هغٌاط٘سٖ پش ضذُ است. هطاتق ضکل جشٗاى سساًإ غ٘شتاI دس اهتذاد هحَسz تا تَصٗغ ٗکٌَاخت دس اٗي

 سساًا جاسٕ است. اًذٍکتاًس داخلٖ ٍاحذ طَ  چقذس است؟

 

1)b a
a

2 2

28
 

2) b a
b

2 2

28
 

3)ln( )
b

a a b ab
ab a

2 2 2

2 2

3 1
4 44

 

4) ln( )
b

a a b a b
ab a

4 4 4 2 2

2
2 2

3 1
4 42

 
 

 

ًْاٗت کِ اص ػاٗقٖ تا ضشٗة دٕ الکتشٗرک ًسرثٖ    دس ٗک فضإ تٖ سا aٗک کشُ فلضٕ تِ ضؼاع  -17
r

a

r
پرش ضرذُ قرشاس    1

ln/) ضَد؟ شاس تگ٘شد، تقشٗثا چٌذ تشاتش هٖق دّ٘ن. ظشف٘ت کشُ فلضٕ ًسثت تِ حالتٖ کِ اٗي کشُ دس فضإ خالٖ  هٖ 2 69 ) 

1) 4/1     3) 8/1 

2) 6/1     4) 2  

 

 

 

إ هغٌاط٘سٖ تا  فضإ پش ضذُ اص هادُ دس داخل ٗک ً٘ن aهغٌاط٘سٖ تا سطح هقطغ داٗشٍٕ تِ ضؼاع إ غ٘ش ٗک س٘ن اص هادُ -17

r
Iثَسٕ اص آى ػًْاٗت تَدُ ٍ جشٗاى  اس داسد. تا فشض آًکِ طَ  س٘ن تٖقش3 A2   ِ ٕ  تاضذ، جشٗاى هق٘ذ سرطحٖ دس فاصرل

a2  اص هحَس س٘ن سٍٕ فصل هطتشکz چٌذ آهپش است؟ 

 

 

1)
ra
a

2

    
3)

ra
a

1 

2)
ra
a

1

    
4)

ra
a

2 
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ٕ  ًاحِ٘ -11
6 

ٍ r a ُإ تِ سساًاٖٗ  اص دستگاُ هختصات کشٍٕ تا هادS

m
4

 
ٗرک   است. تِ طَس ّوگي پشضذُ

Iاگش جشٗاى  ّواًٌذ ضکل دس تواس تا ًاحِ٘ هضتَس است. aکشُ سساًإ کاهل تِ ضؼاع A1 کشُ سساًإ کاهرل ٍاسد ضرَد،   تِ اٗي

 دّذ؟ کذام گضٌِٗ ٍلتاط اٗي کشُ سا ًطاى هٖ

 

1)
a

1
16

  

2)
a

6
4

 

3)
a2
9 

4)
( )a

1

4 2 3
 

 

 

 

 

 

ٗي خراصى تَسرط ٗرک    ضًَذ. ا هتش دس ضکل هلاحظِ هٖاصى تش حسة دّذ. اتؼاد اٗي خ ضکل صٗش ٗک خاصى کشٍٕ سا ًطاى هٖ -17

Qضَد. ػلاٍُ تش اٗي، اص طشٗق تواس، تاس الکتشٗکٖ  ضاسط هٖٗک ٍلت آ   هٌثغ ٍلتاط اٗذُ C9
1

1
9

سا تِ سساًإ کشٍٕ هشکضٕ  

rٍاقغ تش  Aٕ  ٕ ه٘ذاى الکتشٗکٖ دس ًقطِ اسٕ تؼاد  الکتشٍاستات٘ک، اًذاصُدّ٘ن. پس اص تشقش هٖ 4  ِ ٍاقرغ ترش    Bٕ  ٍ دس ًقطر

r 91تِ تشت٘ة تشاتش کذام است؟ ) 1
1

36
) 

 

1),
A B
E E

1
16

 

2) ,
A B
E E

3 1
16 1

  

3) ,
A B
E E

1 1
4 1

 

4) ,
A B
E E

3
4
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ّإ الکتشٗکٖ ه٘کشٍسکَپٖ ّش ٗک تا گطتاٍس  دس فضإ خالٖ دٍقطثٖ-78
z

p p a   ّرا دس ٍاحرذ حجرن   ، کِ تؼرذاد آىn   ػرذد

 تشاتش کذام است؟Aٕ  ّا دس ًقطِ پتاًس٘ل الکتشٗکٖ ًاضٖ اص اٗي دٍقطثٖاًذ.  کشدُإ ضکل صٗش سا اضغا   استَاًِ ٕ ً٘ن است، ًاحِ٘

 

 

1)
np
a h a h2 2

2
 

2) 
np
a h a h2 2

2
 

3 )
np
a h a h2 2

4
 

4 )
np
a h a h2 2

4
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 8317سال  –های کارشناسی ارشد ناپیوسته داخل  پاسخ سوالات آزمون ورودی دوره

 الکترومغناطیس

های قدرت، دانشگاه صنعتی امیرکبیر( )سید مهدی مظهری؛ آزمایشگاه آنالیس سیستم  

 

هطاتق ساتطرٔ  دٍ هح٘ط ه٘اى هطتشک  هشصچگالٖ تاس سطحٖ آصاد دس إ است؛  سَا  تس٘اس سادُ -77
n n sf
D D

2 هحاسرثِ   1

تا تَجِ تِ اٌٗکِ  .ضَد هٖ
r

D E :لزا 

( ) cos
sf

E2 4 

 پس:

cos
sf

E2 

 تاضذ. صح٘ح هٖ 1گضٌِٗ ضَد،  ّواًطَس کِ هطاّذُ هٖ

 

ضذُ، تاس سا ٗافرت ًورَدُ ٍ اص    کٌذ. اتتذا تا استفادُ اص پتاًس٘ل دادُ هٖدٍساى ٗک تَصٗغ تاس تا سشػت ثاتت چگالٖ جشٗاى اٗجاد  -77

 کٌ٘ن: دٍساى چگالٖ تاس، چگالٖ جشٗاى سا پ٘ذا هٖ

s

Vq
q RV

RR2
4

4
 

 پس:

sin sin
s s s
J V R V 

 تاضذ. صح٘ح هٖ 4تش اٗي اساس، گضٌٗٔ 

 

 .ٗات٘ن! تذست آٍسدُ ٍ اص هسإٍ صفش قشاس دادى آى، پتاًس٘ل اٍلِ٘ سا هٖ تا هحاسثٔ هقذاس تاس تش حسة پتاًس٘ل، ً٘شٍ سا -71
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q q
qq

F q E q q
a a

a

1 1

1
1 1 12 2

173 3
4 3 649

3
3

 

( )/ ( )

( / )

q aV qq
V q

a aq q a

9
1

19
1

4 17 3 64 51 1
17

4 644 1 36
3 64

 

 .صح٘ح است 2گضٌِٗ تش اٗي اساس، 

 

إ ٗکسراى اسرت؛ اص قراًَى دسرت ساسرت       اٗي سَا  احت٘اجٖ تِ حل ًذاسد! جْت ه٘ذاى هغٌاط٘سٖ ٍ جْت حشکت تاس ًقطِ -77

 صح٘ح است. 1گضٌِٗ ضوي تطکش اص سَا  سادٓ طشاح هحتشم، تَاى دٗذ کِ ً٘شٍ ًذاسٗن!  هٖ

 

 ٗات٘ن:  ا تَجِ تِ آى هٖضذُ دس حلقِ سا هحاسثِ ًوَدُ ٍ پتاً٘ل سطح کشُ ّادٕ سا ت اتتذا تاس رخ٘شُ -18

/

/ //

sin
f

f

f l
QR m

Q
Q dl d V

2
2

1 2

1
4 25

4 1 2 4 8

 

کٌ٘ن: دس سطح کشُ سساًا پ٘ذا هٖحا  هقذاس پتاًس٘ل سا 

 

/

/ / ///R m
V dR

R

1

1 21 2

1 1 1 1 2 2
1

4 8 4 8 8 1 2 9 64 2
 

 ضذُ تِ صَست صٗش خَاّذ تَد: هقذاس اًشطٕ رخ٘شُ

/

/
e s s R m f

V
W Vds ds V Q

1

111 1 1 2 2
2 2 2 2 9 6 96

 

 صح٘ح است. 2گضٌِٗ تٌاتشاٗي، 
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 کٌ٘ن: هغٌاط٘سٖ سا دس سطح هَسدًظش هحاسثِ هٖاتتذا ضذت ه٘ذاى  -18

ˆ ˆ ˆcos tan
( )

W W

z h x x x

k dx hdxk k W
H a a a

hx hx h

12 2
2 22 2

2
22

 

 خَاّ٘ن داضت: ً٘شٍٕ هغٌاط٘سٖ ً٘ضتشإ 

ˆ ˆtan ( )
m y z

k I W
F I dya H a

h

1
1

2
 

 تاضذ. صح٘ح هٖ 3 تٌاتشاٗي، گضٌِٗ

 

qً٘شٍٕ اػوالٖاًذ،  ّا اٗضٍلِ ضذُ ّا تَسط ّادٕ ه٘اى آى تا تَجِ تِ اٌٗکِ حفشُ -18
qتش  3

1
اص اًذاصُ ً٘شٍٕ اػوالٖتاضذ؛  صفش هٖ  

q
qتش  2

1
 تشاتشً٘ض  

q
q

b

2
1 2

4
2

 صح٘ح خَاّذ تَد. 4 تاضذ؛ لزا گضٌِٗ هٖ 

 

 :)چشا!؟( پسکٌذ  گطتاٍس حاصلِ تفاٍتٖ ًوٖ ّا تستِ فشض کٌ٘نzحلقِ سا اص سٍٕ هحَس  چٌاًچِ ً٘ن -13

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) sin cos cos
z z y z z

T m B a a B a a I a a Ba a IB a2 2 21 1 1
2 2 2

 

 تاضذ. صح٘ح هٖ 2تش اٗي اساس، گضٌٗٔ 

 

 ضَد:  هسألِ تِ سادگٖ ٍ تا استفادُ اص سٍش تصاٍٗش حل هٖ -18

ˆ

ˆ ˆcos sin
ˆ

RA

R A B

R
B

p
E a

Rp
E a a E EpR E a

R
2

3

3

3

2
4

2 2
4

4

 

 تاضذ. صح٘ح هٖ 3 ضَد، گضٌِٗ ّواًطَس کِ هطاّذُ هٖ
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 کٌ٘ن: اص اصل هَضَع هغٌاط٘س ساکي ضذت ه٘ذاى هغٌاط٘سٖ سا هحاسثِ هٖ -18

ˆ, . ( )
( ) ( )m

I I a
a r b H d l I H r r a H r a

rb a b a

2
2 2

2 2 2 2
2

2
 

ضذُ دس فضا اص طشٗق ساتطٔ  اًشطٕ رخ٘شُ
m
W H dv

21
2

 آٗذ: تذست هٖ 

( )
ln

( ) ( )

b

m a

a
r I brW I r d dr dz a a b a b

ab a b a

2
2

2
4 2

2 4 4 4 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

3 1
2 4 44 4

 

هطاتق ساتطٔ 
m
W LI 2

1
2

 تاضذ. هٖصح٘ح  4گضٌِٗ  ،

 

ّا ترِ صرَست    تا ّن تطک٘ل ضذُ دس اٗي صَست اگش تِ ّش کذام اص اٗي تخص ًْاٗت تخص سشٕ کٌ٘ن کِ ٗک خاسى اص تٖ فشض هٖ -17

 تَاى ًَضت: پس هٖ ،ػولا ٗک خاصى تخت خَاّ٘ن داضت ،ه٘کشٍسکَپٖ ًگاُ کٌ٘ن

 ّإ سشٕ:     ظشف٘ت ّش کذام اص جضء -

( )
( )

S
def C

def d
 

 ظشف٘ت کل س٘ستن:    -

( )

( )

def d

C def c S

1 1
 

 سا هذ  کٌ٘ذ تشإ اٌٗکاس یصم است: Cتشإ هحاسثٔ ظشف٘ت خاصى تا اٗي سٍش، کاف٘ست تتَاً٘ذ جضء دٗفشاًس٘لٖ

 ٕذ؛گزسدّٖ س٘ستن )اص ّش ًَػٖ )ثاتت ٗا هتغ٘ش(( سا قشاس دّ٘ تجا 

 ٕتجاS ّ٘ذ؛هساحت خاسجٖ سطح ّادٕ فشض سا قشاس د 

 ٖضًَذ، آًگاُ دٗفشاًس٘ل آى هَلفِ سا تِ جإ  تثٌ٘٘ذ خاصًْإ جضٖٗ فشضٖ ضوا دس چِ جْتٖ تا ّن سشٕ ه( )def d  قشاس

 .ٍ...( drإ ٍ تشإ خاصى استَاًِ dzدّ٘ذ. )هثلا تشإ خاصى تخت 
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ln ]
ln( )

/

a

a

adR R
C

C a R aR aR C
a

C LnC a

a

22
2

2

11

41 1 1
4 24 1

1 44 24
1 1

 

 .صح٘ح است 1تٌاتشاٗي گضٌِٗ 

 

rتا تَجِ تِ اصل هَضَع هغٌاط٘س ساکي دس  -17 a: 

.
in

I
H dl I H r I H

r
a2

2 

 پس:

B
B H M H

r r
a a

3 2
3 

 دّذ: کِ ًت٘جِ هٖ

( )sm s z r
J M n a a a

a a

2 1
2

 

 تاضذ. صح٘ح هٖ 3تٌاتشاٗي گضٌِٗ 

 

 آٗذ؛ لزا: ٍلتاط تش سٍٕ هقاٍهت ظاّشٕ آى تذست هٖ ٍلتاط س٘ستن اص افت -11

...
( )sin

( )

Ia

dR
R

a VR d d
a

V RI

2 6 12

1
14 2 3

4 2 3
 

 سسذ. صح٘ح تِ ًظش هٖ 3تٌاتشاٗي، گضٌٗٔ 

 

 سس٘ن: إ تِ پاسخ هٖ ًقطِ ٗک تَصٗغ تاس ثاتت تش سٍٕ کشُ پتاًس٘ل ٗک ٍلت سا اٗجاد کشدُ است؛ پس اص ه٘ذاى اٗي تاس ضثِ -17
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.
R R

A

qq q
dR

ER
a a

16
1 1

22

12
1 1

1 1 3
4 2 64

6

 

 پاسخ صح٘ح خَاّذ تَد. 2تش اٗي اساس، گضٌٗٔ 

 

 کٌ٘ن: دس سطَح جاًثٖ سا هحاسثِ هٖاتتذا چگالٖ تاسّإ هق٘ذ  -78

.
sb z z
z h

np a a np 

.( )
sb z z
z h

np a a np 

 تا استفادُ اص پتاًس٘ل استَأً تاسداس ٍ اصل جوغ آثاس:

A

n p a n p n p
V a h h a h a h2 2 2 2

4 4 4
 

 تاضذ. پاسخ صح٘ح هٖ 3تٌاتشاٗي، گضٌٗٔ 
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 8311سال  –های کارشناسی ارشد ناپیوسته داخل  سوالات آزمون ورودی دوره

 الکترومغناطیس

 

)ثب چگبلٖ خطٖ  zًْبٗت طَٗل ٍالغ ثش هحَس  دس ه٘ذاى الىتشٗىٖ تَل٘ذ شذُ تَسط ٗه ثبس خطٖ ثٖ -67 )
C

m
، اص سطحٖ ثب 2

rهشخصبت  1   ٍ
6 4
 وٌذ؟ چِ همذاس شبس الىتشٗىٖ ػجَس هٖ 2ٍ   

1 )( )
2

1
2

    3 )( )3 2  

2 )( )2 2 1    4 )( )3 1  

 

)چگبلٖ جشٗبى سطحٖ گشدشٖ  aٗسه( داٗشُ شىل ثِ شؼبع سٍٕ ٗه صفحِ )د -66 / )r A mK a2  ثشلشاس است وِ دس آى

r  ٖثبشذ. اًذاصٓ گشتبٍس دٍلطجٖ هغٌبط٘سٖ اٗي دٗسه ثشاثش است ثب: فبصلِ اص هشوض داٗشُ ه 

1 )a4     3 )42  

2 )a 4

2
     4) a

4

4
  

 

دس صةفحٔ ّةبدٕ    Oاص آى لشاس گشفتِ است. فشض وٌ٘ذ ًمطةٔ   dًْبٗت ثِ فبصلٔ  دس ثبلإ صفحٔ ّبدٕ ثٖ Qثبس الىتشٗىٖ  -61

ٖ   داٗشُ Oدس هحل وَتبّتشٗي فبصلِ ًسجت ثِ ثبس ثبشذ. ثِ هشوض  ثبشةذ،   aوٌة٘ن. اگةش شةؼبع داٗةشُ      إ دس صفحٔ ّبدٕ تشسة٘ن هة

 ًْبٗت ٍجَد داشتِ ثبشذ.داٗشُ ٗه چْبسم ول ثبس المبئٖ صفحٔ ّبدٕ ثٖثِ لسوٖ وِ داخل اٗي  aهطلَثست هحبسجٔ 

1 )d2
3

    3 )d5
3

 

2 )d3
3

   4 )d7
3
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rدس فضبٕ خبلٖ دس ًبح٘ٔ وشٍٕ  -67 a شذگٖ ثب چگبلٖ ٗىٌَاخت  هغٌبط٘س
z

MM a   هَجَد است. همذاس تبثغ پتبًسة٘ل

هغٌبط٘س اسىبلش 
m
V شذگٖ دس ًمطٔ  ًبشٖ اص اٗي هغٌبط٘س(, ,r a2

4
( چمذس است؟ )فشض وٌ٘ذ هشجةغ پتبًسة٘ل   

 ًْبٗت است( دس ثٖ

1 )
M a

3
    3 )

M a 2

6
 

2 )
M a2 2

3
   4 )

M a 2

24
 

 

z   ٍzث٘ي صفحبت هسطح خبصًٖ وِ دس  -18 d   لشاس داسًذ، هبدٓ ػبٗمٖ ثةبz

d

2

2
اگةش چگةبلٖ ثةبس    لةشاس داسد.   1

)سطحٖ سٍٕ صفحبت اٗي خبصى  )
s

C

m2
 ثبشذ، اختلاف ٍلتبط ث٘ي صفحبت خبصى چمذس است؟ 

1 )s
d

2
     3 )s

d2
 

2 )s

2
   4 )s

d

4
 

 

هٌطجك است. ٗه حلمِ س٘ن ًبصن اص جٌس هةبدٓ ی٘شهغٌبط٘سةٖ    zإ ّوبًٌذ شىل ثش هحَس  دائوٖ ه٘لِٗه آٌّشثبٕ هحَس  -18

آٗذ. ٍلتبط هذاسثبص دٍ سش  اهٖ ثِ حشوت دس هّٖبٕ هثجت ثِ آس zدس ساستبٕ  vثب سشػت ثبثت zوِ ثِ صَست هذاس ثبص است اص 

)حلمِ س٘ن  )
oc
v t إ ثب صهبى  ّبٕ ثضسي چِ ساثطِ دس صهبىt خَاّذ داشت؟ 

 

1 )
t 4
1    2 )te  

3 )
t 3
1   4 )vte 
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هشوض ثب هجذأ هختصةبت وةِ صهة٘ي ًشةذُ اسةت، هفةشٍض        ّن aإ سسبًب ثذٍى ثبس اٍلِ٘ ثِ شؼبع  پَستٔ وشٍٕ تَخبلٖ اص هبدُ -18

qاست. ثبس هثجت 
1

Rخبسج وشُ دس فبصلٔ  
1

qّب لشاس داسد. ثبس هٌفٖ  xض وشُ سٍٕ هحَس اص هشو 
2

aداخل وشُ ثب لةذسهطلك   
q
R1

1

دس  

aفبصلٔ 
R

R

2

2
1

اص هشوةض پَسةتِ    xإ ثِ فبصلٔ  ٔ وشٍٕ دس ًمطِج پَستسّبٕ هثجت لشاس داسد. پتبًس٘ل خب xاص هشوض سٍٕ هحَس  

 چمذس است؟

1 )
q

x R
1

1

1
4
      3 )

q q

x R x R
1 2

1 2

1
4
 

2 )
q q

x R x R
1 2

1 2

1
4
   4 )

q q q

x R x R x
1 2 2

1 2

1
4
 

 

a  ٍb (bّبٕ  هحَس ثِ شؼبع وبثل ّن -13 a هفشٍض است. هحَس اٗي وبثل ثش هحَس )z     ٍّب هٌطجك اسةت. دس فضةبٕ ثة٘ي د

َرپزٗشٕ هغٌبط٘سٖ )پشهبثل٘تةِ(  ثِ تشت٘ت اص هَاد ثب ًف yٍ ًبح٘ٔ دٍم  yسسبًب ًبح٘ٔ اٍل 
1

  ٍ
2

پةش شةذُ اسةت. اگةش      

دس جْت Iجشٗبى 
z
a .اص سسبًبٕ داخلٖ ػجَس وٌذ، چگبلٖ شبس هغٌبط٘سٖ دس دٍ ًبحِ٘ سا ثذست آٍسٗذ 

1 ),
I I

r r
B a B a2 1

2 1
1 2

2 2
  3 ),

I I

r r
B a B a

2 2
2 1

2 1
1 2 1 2

 

2 )
( )

I

r
B B a

1 2

1 2 2
1 2

2
   4 )

( )

I

r
B B a

1 2

1 2 2
1 2

 

 

ٗه تَصٗغ ثبس خطٖ ثب چگبلٖ ثبس  -18
;

;

z l

l z
ٖ   وِ دس آى   گ٘ةشٗن. اًةذاصٓ    ٗه ػذد ثبثت است، دس ًظةش هة

 جٖ اٗي تَصٗغ ثبس ثشاثش است ثب:گشتبٍس دٍلط

1 )l 2        3 )
l 2

2
 

2 )l 22      4 )l 24 
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AIّبٕ ٗىسبى  ثب جشٗبى a  ٍbّبٕ  پ٘چٖ خ٘لٖ ثلٌذ هتحذالوحَس ثِ شؼبع دٍ س٘ن -18 دادُ شةذُ ٍ   ّةبٕ ًشةبى   دس جْةت   1

Nّب دس ٍاحذ طَل ثِ تشت٘ت  پ٘چٖ تؼذاد دٍس س٘ن
1

  ٍN
2

شذُ دس ٍاحةذ   هطبثك شىل هفشٍض ّستٌذ. اًشطٕ ول هغٌبط٘سٖ رخ٘شُ 

 طَل چمذس است؟

1 )a N b N N N a2 2 2 2 2
1 2 1 2

1
2

2
   

2 )a N b N N N a2 2 2 2 2
1 2 1 2

1
2

2
   

3 )a N b N NN ab2 2 2 2
1 2 1 2

 

4 )a N b N N N a2 2 2 2 2
1 2 1 2

1 1
2

2 2
 

 

rإ تشى٘ل ٗه لاِٗ ثبس الىتشٗىٖ دس فضبٕ خبلٖ ث٘ي دٍ سطح وةشٍٕ  لاصم ثش Wًسجت اًشطٕ الىتشٗىٖ  -17 a   ٍr a2 

 هَجَد دس لاِٗ چمذس است؟ Qثِ ول ثبس الىتشٗىٖ  ثب چگبلٖ حجوٖ ثبثت 

1 )
aW

Q

215
24

    3 )
aW

Q

235
48

 

2 )
aW

Q

247
7

  4 )
aW

Q

231
25

 

 

داٗةشُ ّوبًٌةذ شةىل ثةش سٍٕ ٗىةذٗگش       ٗه حلمِ س٘ن ثِ شىل داٗشُ ٍ دٗگشٕ ثِ شةىل ًة٘ن    xyدس فضبٕ خبلٖ دس صفحٔ  -16

Aشًَذ. دس حبلتٖ وِ سشّبٕ  سسبًبٕ ی٘شهغٌبط٘سٖ فشض هٖ ّب اص جٌس اًذ. س٘ن هٌطجك شذُ B    ُثبص ّسةتٌذ، اًةذٍوتبًس دٗةذ  

/ثشاثش  ABشذُ اص سشّبٕ  H6  است. ٍلتبط هذاس ثبص( )v t  ٕثشاt ِشذى ول٘ذ( وذام است؟ )پس اص ثست 

 

1 )exp
t11

1
6 2
    3 )exp

t11
1

2 2
 

2 )exp
t11

1
6 2

  4 )exp
t11

1
2 2
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)هتش ثِ صةَست   3إ ثِ شؼبع  تبثغ پتبًس٘ل الىتشٗىٖ دس ًبح٘ٔ داخل وشُ دس فضبٕ خبلٖ -11 , , )V x y z x y z26 5 دادُ  4

Fشذُ است. ول ثبس هَجَد دس داخل اٗي وشُ وذام است؟ 

m
91

1
36

  

1 )nC8     3 )nC1 

2 )nC2   4 )nC4 

 

دٗبهغٌبط٘س ثب  إ ٗه استَأً ًبهتٌبّٖ اص جٌس هبدُ -17
r

1
2

rًبح٘ٔ   a     ِ إ سا اشةغبل   ٗةه دسةتگبُ هختصةبت اسةتَاً

rوشدُ است. سٍٕ سطح  a2  جشٗبى سطحٖ الىتشٗىٖ ثب چگبلٖ ثبثتA

m
شدش است. هطلَة اسةت تؼ٘ة٘ي   دس گ aدس جْت  2

rچگبلٖ جشٗبى هم٘ذ سطحٖ سٍٕ استَاًِ دٗبهغٌبط٘س ٗؼٌٖ سٍٕ  a  ثش حستA

m
. 

1 )a      3 )a3   

2 )a    4 )a3 

 

ِ  دٍلطجٖ ًشبى دادُ شذُ دس شىل تَسط ػبهل خبسجٖ اص ثٖ -78 ٍالةغ دس هجةذأ هختصةبت آٍسدُ     qإ  ًْبٗت ثِ هجبٍست ثبس ًمطة

xدس  qشَد. هحل ًْبٖٗ دٍلطجٖ ثِ لسوٖ است وِ ثبس  هٖ m2 ثبس ٍ q  دسx m1  ٖ Cqگ٘ةشد. اگةش    لشاس هة ثبشةذ،   1

Fطٍل ثَدُ است؟  آًگبُ وبس ػبهل خبسجٖ چٌذ ه٘لٖ

m
91

1
36

 

 

1 )/13 5     3 )/4 5 

2 )/4 5   4 )/13 5 

 

 

 



انتشارات آزاده-بانک تست مهندسی برق  

6 

 8311سال  –های کارشناسی ارشد ناپیوسته داخل  پاسخ سوالات آزمون ورودی دوره

 الکترومغناطیس

های قدرت، دانشگاه صنعتی امیرکبیر( )سید مهدی مظهری؛ آزمایشگاه آنالیس سیستم  

 

  اص ساثطٔ  گزسد هٖ Sشبسٕ وِ اص سطح دلخَاُطجك تؼشٗف،  -67
S

SD . d ٖشذت ه٘ذاى حبصةل اص سة٘ن    شَد. هحبسجِ ه

 ثبشذ: حبهل جشٗبى هطبثك ساثطٔ صٗش هٖ

r r
E a a

r r

1
2

 

 لزا:

. sin
sin

. sin
r R

r R a a
r R
R

E dS a a R d d
r

2

1

1

 

 شَد: وِ اص حل آى ًت٘جِ هٖ

sin sin sin cos ( ) ( )
sin

d d d d
R

2
4

6

1 3 242 2 3 2
2 2

6

 

 ثبشذ. صح٘ح هٖ 3اسبس، گضٌٗٔ  ثش اٗي

 

 

 شَد: ّبٕ پَ٘ستِ اص ساثطٔ صٗش هحبسجِ هٖ همذاس گشتبٍس دٍلطجٖ هؼبدل ثشإ تَصٗغ -66

IM R dl
1
2

 

. ثةب تَجةِ   ثشداس دٗفشاًس٘ل سٍٕ هس٘ش خبسجٖ تَصٗغ است dlجشٗبى هؼبدل تَصٗغ، Iثشداس هىبًٖ دس داخل تَصٗغ، Rدس ساثطٔ فَق

 ثِ صَست سَال:

, rr s
R r a J r a2 

 پس:
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( ) ( ) ( )
a

s r z

a a
J ds R r a rdrd r a r drd aM

4 42
31 1

2 2
2 2 4 2

 

 .ثبشذ صح٘ح هٖ 2ثش اٗي اسبس، گضٌِٗ 

 
 
 

 المبٖٗ سا ث٘بث٘ن:ت هَلفٔ ػوَدٕ ه٘ذاى دس هشص سا هحبسجِ ًوَدُ ٍ ثب استفبدُ اص آى ثبس وبفٖ اس -61

cos ( )
( )

( )
cos

T z

z

T T

E E a
Qd aQ

E D E
R

r d
d a

R d r

2 3
2 2 2

2 2

2

4
2

 

 هطبثك لبًَى هبوسَل ثشإ ثبس المبٖٗ خَاّ٘ن داشت:

. ...

( ) ( )
a T

Qdrdrd rdr
Q Qd D ds Qd Qd

d a dr d r d
3 3 2 2

2 2 2 22 2

1 1

2

 

 پس:

a
Q d d d

d a a
Q a da d a d

2
2 2

2 22 2 2 2

1 3 9 7
1 7 9

4 4 16 3

 
 

 .آٗذ هٖصح٘ح ثِ ًظش  4گضٌِٗ هطبثك اٗي سٍش حل، 

 

.طجك تؼشٗف پتبًس٘ل هغٌبط٘سٖ،  -67 R

m

m a
V

R24
 ٗبث٘ن: پس اثتذا هوبى هغٌبط٘سٖ سا هحبسجِ ًوَدُ ٍ سپس پتبًس٘ل سا هٖ 

( ) zm MdV M a a34
3

 

 پس:

, ,

cos cos. R

m
r a

M a M a M am a
V

R R R

3 3

2 2 2
2

4

4
23

244 4 3
 

 .ثبشذ هٖصح٘ح  4گضٌِٗ ثش اٗي اسبس، 
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 سَال سبدُ ٍ هشسَهٖ دس الىتشٍاستبت٘ه است؛ وبفٖ است شذت ه٘ذاى ٍ دس ًْبٗت پتبًس٘ل سا هحبسجِ وٌ٘ن: -18

( )

zs
zs

a
D a E

z

d

2

2
1

 

 پتبًس٘ل ً٘ض داسٗن:ثشإ 

,
. tan ( )

( )

d
s s s

z
d

d
dz d ddz z

V E a dz
dz z d

d

2
1

2 2 2

2
1

 

 پس:

,
( )s s

d d
V

4 4
 

 ثبشذ.ٖ هصح٘ح  4گضٌِٗ تَض٘حبت،  ياٗهطبثك 

 

بس دٍس ثب ٘سث دس فَاصلالىتشٗىٖ لطجٖ ًبشٖ اص ٗه دٍه٘ذاى  -18
R3

؛ ٍلتبط المةب  شةذُ دس حلمةِ طجةك لةبًَى      ثبشذ هتٌبست هٖ 1

سجت هستم٘ن ثب ه٘ذاى هغٌبط٘سةٖ داسد، پةس اًتظةبس داسٗةن وةِ تةَاى       ًثب تَجِ ثِ اٌٗىِ شبس  فبسادإ ثب هشتك شبس هتٌبست است.

 سسذ. صح٘ح ثِ ًظش هٖ 1اٗي اسبس، گضٌٗٔ ثش  چْبسم صهبى سا دس هخشج ساثطِ داشتِ ثبش٘ن.

 

ّبٕ وشٍٕ سا اسائِ دادُ اسةت.   إ اص تئَسٕ تصبٍٗش دس س٘ستن إ است؛ دس حم٘مت طشاح هحتشم تؼشٗف اٍلِ٘ سَال ثس٘بس سبدُ -18

 آٗذ: ثجت ٍ هٌفٖ ثذست هٖهثبس دلخَاُ خبسج وشُ اص جوغ آثبس طٔ پتبًس٘ل دس ّش ًم

( )
q q

V x
x R x R

1 2

1 2

1
4

 

 .سسذ ِ ًظش هٖثصح٘ح  3گضٌِٗ اٗي اسبس، ثش 

 

   ذ.ًبدسست ّستٌ 2ٍ  1ّبٕ  ضٌِٗگاست؛ لزا چگبلٖ شبس هغٌبط٘سٖ دس ّش دٍ ًبحِ٘ ٗىسبى ثب تَجِ ثِ ششاٗط هشصٕ،  -13

. . . ( ) ( )n nB B B IB B
H d I H d H d I r r I

r
B a1 2 1 2

1 2
1 2 1 2

 

 .ثبشذٖ هصح٘ح  4گضٌِٗ  لزا،

 

dqPثب استفبدُ اص ساثطٔ  -18 R ٖاص جْةت ثشداسّةب    ؛ ثب تَجِ ثةِ ًةَع تَصٗةغ ثةبس،    وٌ٘ن ثشداس دٍلطجٖ هؼبدل سا هحبسجِ ه

 شَد: صشفٌظش هٖ

P dz z dz z z dz 21
2
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 .َاّذ ثَدخصح٘ح  1ضٌِٗ گوٌ٘ذ،  وِ هشبّذُ هّٖوبًطَس 

 

 ًوبٗ٘ن: ّب هحبسجِ هٖ پ٘چ اًشطٕ ول سا ثب استفبدُ اص اًذٍوتبًس س٘ن -18

 ِ تشت٘ت:پ٘چ ث هتمبثل دٍ س٘ناًذٍوتبًس 

N I r L N aNBA
L N r

L N aI I I

2 2 2 2
1 12 2

2 2
2 2

 

 ّب: اًذٍوتبًس هتمبثل آىٍ 

N N I a
L N N a

I I

2
1 2 1 212

12 1 2
1

 

 پس:

W LI L I L I I a N b N N N ab2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 12 1 2 1 2 1 2

1 1
2 2

 

 .َاّذ ثَدخصح٘ح  3گضٌِٗ  لزا،

 

 

 روششذُ:لاٗٔ . ثشإ ًوبٗ٘ن اص آى اًشطٕ سا هحبسجِ هٖبفتِ ٍ ثب استفبدُ چگبلٖ شبس الىتشٗىٖ سا ٗ -17

. ( ) ( )in Rin

a
D dS Q D r r a D r a

r

3
2 3 3

2

4 4
4

3 3 3
 

 پس:

( ) ( ) ( )
a

in
in a

D a a a
W dV r r dr r a r dr a

r r

2 2 2 2 23 6 52
2 2 4 3 50

2 2

2 21 37 37
4 2

2 2 9 9 9 1 9 5
 

 لاِٗ: جخبس ٕثشإ فضبٍ 

( )rout

out
out aQ

Q aa
r

aD Q dr Q
W dV

arD 3
2

2 52 2 2

22 4
7

34

491
2 8 16 9

 

 ثِ صَست صٗش خَاّذ ثَد:ّب  اٗي اًشطٕهجوَع 

( )
T in out
W W W a a a

2 2
5 5 537 282

49
9 5 9 5

 

 پس:

T
W a

Q

247

7
 

 .ثبشذٖ هصح٘ح  2گضٌِٗ اٗي اسبس، ثش 
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سشٕ داسٗن وِ ثب استفبدُ اص ٗه هٌجغ ٍلتبط ثبثت تحشٗه شذُ است. ٍلتةبط دٍ سةش سةلف ًَسةبى ًوةَدُ ٍ دس       RLٗه هذاس  -16

ِ هتصل است،  Bسش هٌفٖ ٍلتبط ثِ ًمطٔ تَجِ ثِ اٌٗىِ سسذ. ثب  ًْبٗت ثِ صفش هٖ بٕ ّة  پس ٍلتبط دس لحظٔ صفش هٌفٖ ثَدُ ٍ گضٌٗة

وِ ثب حل هذاس هشتجٔ اٍل پبسة  ًْةبٖٗ حبصةل شةَد؛ ثةب اٗةي ٍجةَد، هطةبثك         اٗي است اًتظبس ًبدسست خَاٌّذ ثَد )چشا!؟(.  4ٍ  1

 صح٘ح است. 3ّبٕ طشاح هحتشم، گضٌٗٔ  پبس 

 

شةذت ه٘ةذاى ٍ سةپس    گ٘ةشٕ اص پتبًسة٘ل    ثب گشادٗبىوبفٖ است هشسَم دس الىتشٍاستبت٘ه است؛  ّبٕ ل ثبهٗىٖ اص اٗي سَال  -11

 تَصٗغ ثبس سا ث٘بث٘ن:

V x y z
x y zE V E x a a z a

2 26 5 4 12 5 8 

 اٗي اسبس، تَصٗغ ثبس ثِ صَست صٗش خَاّذ ثَد:ثش 

.V D 12 8 2 

 پس:

( )Q R nc
9

34 4 1
2 27 2 36 2

3 3 36
 

 .ثبشذٖ هصح٘ح  2گضٌِٗ شَد،  وِ هشبّذُ هّٖوبًطَس 

 

 

 وٌ٘ن: اص اصل هَضَع هغٌبط٘س سبوي استفبدُ هٖ -17

. ( )
r in r S r S z

B d I BL J L B J a 

 هغٌبط٘سٖ ثِ صَست صٗش خَاّذ ثَد:هوبى 

( )
r

z zS

r

M B J a a
1 1

2
 

 پس:

ms r z rJ M a a a a 

 .َاّذ ثَدخصح٘ح  1گضٌِٗ اٗي اسبس، ثش 

 

 

PF؛ ثشإ وٌ٘ن استبٕ اػوبل آى سا ثشسسٖ هٖتغ٘٘شات ً٘شٍ دس س ثشإ هحبسجٔ وبس -78  :داسٗن 1

( )
( )

( ) ( ) ( )
P P x x x x

xKq Kq
F F a a Kq a K q a

x x x x x x

2 2
2 2

1 1
2 2 2 2 2 2

2 11 1

1 1

 
 شذُ ػجبست خَاّذ ثَد اص: اًجبموبس همذاس 
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/.P x
Kq

W F a dx Kq mJ
x x

1 2 9 121
2

1
2

1 9 1 1
4 5

2 2
 

 .ثبشذٖ هصح٘ح  2گضٌِٗ  ثٌبثشاٗي،
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 <=98سال  –های کارشناسی ارشد ناپیوسته داخل  سوالات آزمون ورودی دوره

 الکترومغناطیس

 

Iإ  ّإ سضتِ جشٗاى -9<
1

  ٍI
2

اًاذ  هحالج جْا  ٍ هماذاس دٍ      ّواًٌذ ضکل دس فضإ خالٖ اٗجااد ضاذُ  zتِ هَاصات هحَس  

تشداس پتاًس٘ل هغٌاع٘سٖ ًاضٖ اص اٗي دٍ جشٗااى تاضاذ  گًهااُ هماذاس هطاتك      Aإ دس ضکل دادُ ضذُ اس   اگش  جشٗاى سضتِ

zًسثٖ 

x

A
)دس ًمغِ   , , Hداً٘ن  کذام اس ؟ )هٖ(

m
74 10) 

 

1)76 1 

2)73 1 

3)73 1 

4)76 1 

 
 

 

تغَس هتماسى ًسث  تِ هثذأ هختصات هاًٌذ ضکل لشاس داسًذ  ٗاک  a2دس چْاس سأس ٗک هشتغ تِ ضلغ  qإ  ًمغِ سچْاستا -9<

ٖ  دّ٘ن  پشَٗد ًَساًات اٗي رسُ دس هشکض هشتغ لشاس هٖ Q–ٍ تاس mٕ تاسداس تِ جشم  رسُ ّاإ کَچاک دس    ٕ تاسداس تشإ جاتجااٗ

 اس ؟کذام zساستإ هحَس 

 

1)
ma

T
qQ

32 2
2 

2)
ma

T
qQ

38 2
2 

3)qQ
T

ma3
2

2 3
 

4)
ma

T
qQ

38 3
2 

 
 
 

دٍس تاش ٍاداذ عاَ      nگزسد  تؼذاد دٍسّا تس٘اس صٗااد ٍ   هIٖإ ًاهحذٍد )س٘ولَلِ( جشٗاى ثات  پ٘چ استَاًِ اص ٗک س٘ن -8<

٘ااى  ( تاا کاذام ػثااست ت   zاص هحاَس گى)هحاَس   rٕ پ٘چ ٍ دس فاصلِ خاسج اص س٘نAضَد  تشداس پتاًس٘ل هغٌاع٘سسٖ  فشض هٖ

 فشض کٌ٘ذ ( aٍ جْ  گى ساaضَد؟ )ضؼاع س٘ن پ٘چ سا هٖ

1)
nIa

r
a

2

2
   3)

nIa
a

2
 

2)
nIr
a

2   
4)

nIa

r
a

2

2
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دس دستهاُ هختصات کشٍٕ سٍٕ سغح هخشٍط  -9<
6

rتشإ  a    ٖتاس سغحٖ الکتشٗکٖ غ٘ش ٗکٌَاخ  تاا چهاال

s
r 2   ٖ اٗا   ًْ کَلي تش هتش هشتغ تَصٗغ ضذُ اس   پتاًس٘ل الکتشٗکٖ دس هثذأ هختصات کذام اس ؟ )هشجاغ پتاًسا٘ل دس تا

 ضَد ( فشض هٖ

1)a2

12
    3)a 3

12
 

2)a 3

6
    

4)a2

6
 

 

ًْاٗ  کَچک تا گطتاٍس  لغثٖ هغٌاع٘سٖ تٖ ضإ خالٖ ٗک دٍدس ف -:<
z

m a  ٖدس هثذأ هختصات لشاس داسد  اًشطٕ هغٌاع٘س

,رخ٘شُ ضذُ دس ًادِ٘ کشٍٕ  ,a r b
2

 کذام اس ؟ 

1)( )
m

a b

2 1 1
4   

3)( )
m

a b

2 1 1
48

 

2)( )
m

a b

2

3 3

1 1
48  

4)( )
m

a b

2

3 3

1 1
4

 

 

 

a ٍb(aهشکض تِ ضؼاع ّإ  ٗک خاصى کشٍٕ اص دٍ سغح ّادٕ کشٍٕ ّن -;< bُتطک٘ل ضذُ اس   فضإ ت٘ي دٍ کش )  ٕ

sinّادٕ سا ػاٗمٖ ًاّوهي تا ضشٗة گزسدّٖ cos21  پش کشدُ اس   ظشف٘  خاصى کذام اس ؟ 1

1)( )

a b

3
6

1 1 2

  

3)( )

a b

3
1 1

 

2)( )

a b

6
1 1

   

4)( )

a b

6 3
1 1

 

 
 

ِ   zسٍٕ هحَس  Iسضتِ جشٗاى ٗکٌَاخ   ->< ٕ  لشاس گشفتِ اس   ّواًٌاذ ضاکل ًاد٘ا
2

فضاإ خاالٖ ٍ ًاد٘اِ     

2
2
تا ٗک هادُ هغٌاع٘سٖ ّوهي تا دساس٘  هغٌاع٘سٖ  

m
x .پش ضذُ اس   داصل اًتهاشا  خاظ    3

c

H dl 

 کِ ستغ داٗشُ ٕ ٍادذ دس ضکل اس ج کذام اس ؟Cسٍٕ 

1)I1
4

 

2)I4
5

 

3)I2
5

 

4)I4
7
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cosّإ دجوٖ تا چهالٖ تاس تاسaإ تِ ضؼاع  دس دجن کشُ -=< ( )
C

m3
اًاذ  تاشداس    ثات  اسا ( گساتشدُ ضاذُ   )

 اٗي تَصٗغ تاس کذام اس ؟p(DipoleMomentگطتاٍس دٍ لغثٖ الکتشٗکٖ )

1)
z

a
a

3

3   
3)

z

a
a

4

3
 

2)
z

a
a

4

6   
4)

z

a
a

3

6
 

 

xٍ هشکض هثذأ ٍ دلماِ دٗهاش دس صافحِ    aتِ ضؼاع کَچک xyٗک دلمِ داٗشٍٕ دس صفحِ  -<< y z d3    تاِ ضاؼاع

)هشکضٍ bکَچک  , , )
d d

2 2
a,تغَسٗکِ  b dٖاًذٍکتاًس هتماتل ت٘ي اٗي دٍ دلمِ کذام اس ؟ تاضٌذج لشاس داسًذ  اًذاصُ ه ٕ 

1)
a b

d

2 2 2

32   
3)

a b

d

2 2

3

2

22
 

2)
a b

d

2 2 2

311   
4)

a b

d

2 2

3

3

22
 

 

 

Rإ سساًا تِ ضؼاع  کشُ -911 m2  دس فضإ خالٖ لشاس گشفتِ اس   ّواًٌذ ضکل اٗي کشُ تشإ هذت صهاى عَلاًٖ تِ هٌثغ

Vٍلتاط هستم٘ن  V1  ِتا ػلاه  ًطاى دادُ ضذُ دس ضکل هتصل تَدُ اس   دس لحظtضکل کشُ سا ٍلتاط صفش  ّواًٌذ

)اٗن  داصل اًتهشا   هتصل کشدُ )i t dt ( کذام اس ؟( )i tٖضَد ( دس ضکل هلادظِ ه 

 

 

1)4 

2)4 

3)8 

4)8 
 
 
 

cm2اس هغٌاع٘سٖ تا سغح همغغ ٗکٌَاخ ٗک هذ-919

ٖ  cm5فاصلِ َّائٖ ٍ  mm2ج ضاهل 2 تاضاذ  تاا    عَ  هذاس هغٌاع٘سٖ ها

فشض 
r

 دٍس س٘ن تش سٍٕ گىج کذام اس ؟N  اًذٍکتاًس چٌ٘ي هذاسٕ تا2

1)N 28
9   

3)N 22
9

 

2)N 24
9   

4)N 216
9
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,ٕ  دسفضإ خالٖ دس ًادِ٘ -919 ,z h r a2  ِ إ تاسّاإ الکتشٗکاٖ تاا     اص ٗک دستهاُ هختصات اساتَاً

اًذ  پتاًس٘ل الکتشٗکٖ ًاضٖ اص اٗي تَصٗغ تاس دس هحل هثذأ هختصات ٗک ٍل  اس   اگش  تَصٗغ ضذُچهالٖ دجوٖ ٗکٌَاخ  

a ٍh ٖج گًهاُ پتاًس٘ل الکتشٗکٖ دس هحل هثذأ هختصات چٌذ ٍل  خَاّذ تَد؟تذٍى تغ٘٘ش تواًذ ّش دٍ ًصف ضًَذ ٍل 

1)1
2    

2)1
4

 

3)1
8    

4 )1 

 

)cosدس فضإ خالٖ جشٗاى سغحٖ تا چهالٖ -918 )s z
J y a ِتش سٍٕ صفح  ٕx   ِ ٕ خاظ ه٘اذاى    لاشاس داسد  هؼادلا

 کذام اس ؟xفضإ  هغٌاع٘سٖ دس ً٘ن

1)cos .xe y const  3)cos .xe y const 

2)sin .xe y const
  4)

sin .xe y const 

 

 

)هتصل اس  ّواًٌذ ضکل دس هحل Vٕ سساًا کِ تِ ٍلتاط هستم٘ن  ٗک استَاًِ -919 , ) ( , )x y
1 1
2 2

دس داخل ٗک کاًا  گب  

x جxّإ کاًا  ٗؼٌٖ صفحات  لشاس داسد  دَٗاسُتا سساًائٖ 1 ٍy   ِّوهٖ دس پتاًس٘ل صفش ٍل  لشاس داسًاذ  صاٍٗا

xگب هحل  داخلدس  Jخغَط چهالٖ جشٗاى 
1
4

y تشإ  ًطاى دادُ ضذُ اس ؟کِ دس ضکل تا 1

 

1)
6

 

2)
4

 

3)
3

 

4)
8 
 

 

إ سساًا )غ٘ش هغٌاع٘سٖ( تاا ضاؼاع داخلاٖ     ٗک پَستِ استَاًِ دسٍىضذُ دس ٍادذ عَ   س  هحاسثِ اًشطٕ رخ٘شُهغلَت-:91

a ٖضؼاع خاسج ٍb ِج جشٗاىاص اٗي پَستI ٖکٌذ  تِ صَست ٗکٌَاخ  ػثَس ه 

1)( ln )
( )

I a b
b a

ab a b a

2 4
2 2

2 2 2 2

4
3

8
 

2)( ln )
( )

I a b
b a

ab a b a

2 4
2 2

2 2 2 2

4
3

16
 

3)( ln )
( )

I a b
b a

ab a b a

2 4
2 2

2 2 2 2

4
3

16
 

4)( ln )
( )

I a b
b a

ab a b a

2 4
2 2

2 2 2 2

4
3

8
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 <=98سال  –های کارشناسی ارشد ناپیوسته داخل  پاسخ سوالات آزمون ورودی دوره

 الکترومغناطیس

 های قدرت، دانشگاه صنعتی امیرکبیر( )سید مهدی مظهری؛ آزمایشگاه آنالیس سیستم

 

تاَاى تاِ صاَست کاش  ٗاک ه٘اذاى تاشداسٕ دٗهاش ًطااى داد  اص           دَٗسطاًس سا هّٖش تشداس تذٍى داً٘ذج  ّواًغَس کِ هٖ-9<

. اصَ  هَضَع هغٌاع٘س ّوَاسُ  ٖجعثكعشف B؛تش اٗي اساسجB ٖصَست کش  ه٘ذاى تاشداسٕ دٗهاشٕ    تَاى تِ سا ه

 ًَض : Aهثل

          . B B A 

  ٖ  ًْاٗا  داهال جشٗااى اص ساتغأ      تا تَجِ تِ اٗي هَضَع ٍ اٌٗکِ ه٘ذاى هغٌاع٘سٖ داصل اص سا٘ن تا
I

r
B a

2
تذسا    

 گٗذج داسٗن: هٖ

( ) ( )

y zx

T yy

z

a a a

I I
B a a A

x x x y z
A

2 2 2 2

 
z z

y y
I A A

a a
x x x x

7
71 1 4 1 3 1 1

6 1
2 2 2 2 2 2

 
تاضذ  صح٘ح هٖ 4تش اٗي اساسج گضٌٗٔ   

 

ضذُ  گٗذ  گطتاٍس ً٘ض هؼاد  ً٘شٍٕ هحَسٕ اػوا  پشَٗد ًَساًات اس تؼاهل گطتاٍسّإ الکتشٗکٖ ٍ هغٌاع٘سٖ تذس  هٖ -9<

دَ  sinاسصٕ  تا دسًظش داضتي ّن ضَد؛  إ اص لاًَى کَلي هحاسثِ هٖ تاضذ  ً٘شٍٕ الکتشٗکٖ ّش تاس ًمغِ تش صٍاٗٔ دٍساى هٖ

 ضَد: شٗکٖ تِ صَست صٗش هحاسثِ هٖتشاٌٗذ ً٘شٍٕ الکت هثذاء هختصاتج

sin

sin
T T

qQ
F

r
qQ

F F F F
r

2

2

4

4 4

 
 تا تَجِ تِ اٌٗکِ گطتاٍس هغٌاع٘سٖ اص ًظش اًذاصُ تشاتش ٍ اص ًظش ػلاه ج هخالف گطتاٍس الکتشٗکٖ اس  )تِ ًظش ضوا چشا؟(ج لزا:
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T m T m

qQ
F r F r F F ma

r 2 

wإ هحاسثِ ضذُ ٍ سپس هغااتك ساتغأ    تِ هٌظَس هحاسثٔ پشَٗد ًَساًاتج لاصم اس  تا سشػ  صاٍِٗ
T

دٍسٓ ًَسااًات   2

إ اص ضتاب ٍ تشإ هحاسثٔ ضتاب اص ً٘شٍ  تشإ هحاسثٔ سشػ  صاٍِٗ  گٗذ تذس  هٖ
m
F ma ٖضَد: استفادُ ه 

بضتا d l d
a r

dt dt

2 2

2 2
 

m

qQ d qQ
F ma mr

r dt m r

2

2 2 3

 
 ضَد: ساصٕ هٖ هغاتك سٍش لاپلاس هؼادلٔ دٗفشاًسل فَق سادُ

qQ
S

m r
2

3

 ٍ دس ًْاٗ : 

qQ
r a w

mam a T
qQ

w
T

3
3

2 2 22 2 2
2

 

 تاضذ  اٗي سَا  هٖصح٘ح پاسخ  1 ضَدج گضٌٗٔ ّواًغَس کِ هطاّذُ هٖ

 

هغٌاع٘سٖ تشداسٕ داسإ هفَْم ف٘ضٗکٖ اس ج تذٗي هؼٌٖ کِ پتاًس٘ل کٌ٘ن:  تا رکش ٗک ٗادگٍسٕ سادُ هسألِ سا دل هٖ-8<

اًتهشا  خغٖ گى تِ دٍس ّش هس٘ش تستِ تشاتش کل ضاس هغٌاع٘سٖ گزسًذُ اص سغح هحصَس ضذُ تَسظ اٗي هس٘ش اس   تِ 

.دٗهش  ػثاست
m

C

A dl ٖاس  ٗک اًتهشا  سادُ سا دل کٌ٘ن:  پس کاف 

. ( ) ( ) ( )
m

C

nIa
A dl BS B a A r I a

r
A

2
2 22

2
 

  تاضذ هٖصح٘ح  1 هغاتك اٗي پاسخج گضٌٗٔ

 

دٍم کشٍٕ تش سٍٕ سغح هخشٍط تَصٗاغ ضاذُ اسا   هحاساثٔ      الکتشٗکٖ تا ٗک تَصٗغ تَاى سإ اس ؛ تا سَا  تس٘اس سادُ -9<

 پتاًس٘ل دس اٗي فضا هؼاد  هحاسثٔ ٗک اًتهشا  اس !
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sin a

s

s

R

dQ R R dRd a
V R dR

R RR
dQ dS

R R a

2 3
2

2

1
2

4 8 124
 

پاسخ صح٘ح خَاّذ تَد  3ضَدج گضٌٗٔ  کِ هطاّذُ هّٖواًغَس   

 

اه٘اذُ ضاذُ ٍ ضاذت ه٘اذاى هغٌاع٘ساٖ داصال اص گى دس ًمغأ        ًٗک دلمٔ کَچک داهل جشٗاى دٍلغثٖ هغٌاع٘ساٖ   -:<

 گٗذ: دلخَاّٖ اص فضا اص ساتغٔ صٗش تذس  هٖ

cos sin
R

m

B a a
R3

2
4

 

هغاتك ساتغٔ  اص عشفٖج چهالٖ اًشطٕ دس هح٘ظ تا تشاٍاٖٗ 
m
w B21

2
ضَد  هحاسثِ هٖ 

 

cos sin cos
( ) ( )

m m
B

R R

2 2 2 2
2 2 2 2

2 6 2 6
4 3 1

4 4

 

cos sin
( )

B m
W dV R dRd d

R

2
2

2 2

2 6

1 1
3 1

2 2 4

 

cos sin cos cos
( )

bm m mdR
d dR

R R a b

2 2 2
2 3 2

2 4 4 3 3

1 1 1
3

32 482 4

 

 تاضذ  صح٘ح هٖ 2گضٌٗٔ تش اٗي اساسج 

 

 ضَد: هغاتك ساتغٔ صٗش هحاسثِ هٖظشف٘  جضئٖ ٗک خاصى کشٍٕ  -;<

d
dC

a b

1 1
 

sindکِ دس گى  d d ٖ؛ لزا هغاتك ساتغٔ فَقگزسدّٖ هح٘ظ ًاهتماسى اس دس سَا  اخ٘ش تاضذ   ه: 
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sin cos sin
sin cos sin

d d
d dd

dC

a b a b a b

2
1 1

1 1 21 1 2 2

1 1 1 1 1 1
 

 ًظش: دس تاصٓ هَسد cos2تا تَجِ تِ صفش تَدى اًتهشا 

sin sin cos sinC d

a b a b a b

2
3 2 3 31

2 2
1 1 2 1 1 2 4 1 1 2

 

تاضذ  چٌاًچِ دس هحاسثٔ ظشف٘  جضئٖ هطکل داسٗذج تَض٘حات رٗل هوکاي اسا     صح٘ح هٖ 1هغاتك اٗي تَض٘حاتج گضٌٗٔ 

 هف٘ذ ٍالغ ضَد:

 داً٘ن کِ: هٖ

( )
( )

S
def C

def d
 

)اص عشفٖ )def d dR  ٍsinS R d d2:ج پس 

( )

( ) sin sin

b

a

def d dR a b
C def c S R d d d d2

1 1
1 1 

sin d d d
C C

a b a b

1 1 1 1
 

 دس ًت٘جِ:

d
dC

a b

1 1
 

ٗا دس گًْا ًاهتماسى اس  )ٗؼٌٖ ٍاتستِ تِ ساتغٔ فَق دس دل هسائلٖ کِ


 اس ( کاستشد صٗادٕ داسد  

 

 کٌ٘ن: اتتذا ضشٗة تشاٍاٖٗ سا هحاسثِ هٖ-><

r m
x x
3

3 1 4 

 تا تَجِ تِ ضشاٗظ هشصٕ:

n n
B B B B

1 2 1 2
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. . .
C C

H dl I H dl H dl I

1 2

2 

 کٌ٘ن: هٖاص اٗي ساتغِ تشإ هحاسثٔ چهالٖ ه٘ذاى هغٌاع٘سٖ استفادُ 

( ) ( )
IB B

r r I B
r

83
2 4 2 7

 

 ٍ دس ًْاٗ :

. ( )
C

IB
H dl r

1

4

2 7
 

 صح٘ح اس   4 تٌاتشاٗي گضٌٗٔ

 

ٖ    جاد ضذُ تاضذ؛ّإ لغثٖ اٗ ج هوکي اس  ػاٗك اص هلکَ داً٘ذ هّٖواًغَس کِ -=< ًْاٗا    دس اٗي دال  ػااٗك تشک٘ثاٖ اص تا

جواغ تاشداسٕ اٗاي     اًذ  تشإ هحاساثٔ تاشداس پلاسٗضاساَ٘ى داصال     کِ دس جْات دلخَاّٖ ضکل گشفتِ تَدُلغثٖ الکتشٗکٖ  دٍ

 تش اٗي اساس:کٌ٘نج  ّا سا هحاسثِ هٖ دٍلغثٖ

lim

n V

k
k

V V

P

P
1 

٘اًثشج ه٘ذاى تَاى تا استفاُ اص ٗک سٍش ه ج هٖپ٘ذا ضَدػثاست فَق )تشإ ّش تَصٗغ تاسٕ(  سادٓساّکاسٕ تشإ هحاسثٔ  چٌاًچِ

تا تَجِ تِ ضکل )هحل تَصٗغ( ٍ ًَع تَصٗغ تاس اص ساتغٔ صٗش استفادُ تذٗي هٌظَسج   ٍ پتاًس٘ل ًاضٖ اص اٗي تَصٗغ سا تذس  گٍسد

 کٌ٘ن: هٖ

dqP R 

تساتِ تاِ ًاَع تَصٗاغ      ٍالواى تاس اسا    dq؛ تاس ساش تضًذتِ توام ًماط تَصٗغ تاٗس   تَدُ ٍ هٖ تشداس هکاًٖ Rدس ساتاغٔ فَق

 ّإ صٗش تاضذ: تَاًذ تِ صَست هٖ

dq ds      جdq dl     جdq dv 

 هغاتك اٗي سٍاتظج دس اٗي سَا : 

( cos )( sin )( )
R

P dQR R dRd d Ra21 1
2 2

 

cos sin ( cos )
z z z

aa
R dRd d a a a

44
3 2 1 1

2
2 2 4 3 6
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  تاضذ هٖصح٘ح  2 لزاج گضٌٗٔ

 

ًسث  ضاس هتماتلِ گزسًذُ اص همغاغ ٗاک س٘ساتن تمسا٘ن تاش جشٗااى س٘ساتنِ تَل٘اذ کٌٌاذٓ ضااسج هؼاش             عثك تؼشٗفج -<<

 ضَد: هتماتل اس   چٌاًچِ هَلذ جشٗاى دس س٘ستن ٗک تاضذج اًذٍکتاًس هتماتل ساتغٔ صٗش هحاسثِ هٖ اًذٍکتاًس

  
S

N
N

L
I I I

B . ds

2

2 1 2
21 2 21

21
1 1 1

 

 تشإ هحاسثٔ اًتهشا  فَقج تِ تشداس ػوَد تش صفحِ ً٘اص داسٗن:

, . cosx y z

n n n

a a a
a a a

3

11 11
 

 لزا:

cos

( )cos

I a
b

a hBS
L

I I I

2
2

3
2 2 2

12
12

2
 

 ضذُ دس سَا : تا لشاسدادى همادٗش اسائِ

a b
a bh a L Lh

dd
h

2 2

2 2

12 3 12 3

3

11 3
2 22

3
4

 

 صح٘ح اس   4 تٌاتشاٗيج گضٌٗٔ

 

پس تغ٘٘شات جشٗاى دس اٗي هجوَػاِ هطااتِ تغ٘٘اشات جشٗااى دٍ ساش      پ٘ص اص لغغ کل٘ذجکشٓ سساًا داسإ پتاًس٘ل اس ؛ -911

 کٌ٘ن: خاصى اس   پسج اتتذا ظشف٘  سا هحاسثِ ًوَدُ ٍ تا تَجِ تِ اختلا  پتاًس٘لج جشٗاى سا پ٘ذا هٖ

, ( ) V

C
C R V V4 8 1

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
c C C C

dV
i t C I i t dt i t dt C V V

dt
8 1 8  

  تاضذ هٖصح٘ح  3گضٌِٗ جتٌاتشاٗي
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 کٌ٘ن: اتتذا سلَکتاًس هغٌاع٘سٖ ّستِ ٍ فاصلٔ َّاٖٗ سا هحاسثِ هٖ -919

, ,gA l lg
ll

R R
S S S S

4 3 3 3 3
2 1 2 1 5 1 2 1 5 1

2 2
 

 گٗذ: تا استفادُ اص ضاسهغٌاع٘سٖج اًذٍکتاًس تذس  هٖ

S NNI N
NI L

R I

3 24 1 8

9 9
 

 صح٘ح اس   1گضٌِٗ تش اٗي اساسج 

 

پتاًس٘ل ًاضاٖ اص دٗساک تاا چهاالٖ تااس       -919
s

)تشاتاش    )sV a z z2 2

2
  ٖ تاا لاشاس دادى تَصٗاغ تااس ٍ     تاضاذ    ها

 گ٘شٕج پتاًس٘ل دس هثذأ هختصات هغاتك ساتغٔ صٗش اس : اًتهشا 

( ) ( )
h dz

V a z z V a h h
3

2 2 2 2 22 1
2

2 2
 

  صح٘ح اس  2گضٌِٗ ؛ پس ضَد ٗک چْاسم هVٖهمذاسًصف ضًَذ  aٍhاگش 

 

bxeتِ فاشم  تاٗس   هxٖدس جْ  تٌاتشاٗي خغَط ه٘ذاى  جٍجَد ًذاسد xتا تَجِ تِ اٌٗکِ ه٘ذاى هغٌاع٘سٖ دس -918

ٔ تاضاٌذ  sinByتِ صَست تَاًٌذ ًوٖخغَط ه٘ذاى  جخغَط ه٘ذاى غ٘ش صفش اس yدس   تا تَجِ تِ اٌٗکِتاضذ  3 ج لزاگضٌٗا

 صح٘ح اس  

 

ضشاٗظ هشصٕج تاتغ پتاًس٘ل دس فضا تِ صَست صٗش کٌ٘ن؛ هغاتك لض٘ٔ  تشإ هحاسثٔ ه٘ذاى اص گشادٗاى پتاًس٘ل استفادُ هٖ-919

 تاضذ )چشا؟(: هٖ

( )
( , ) cos ( )

n y

n

V x y V e n x
1
2 1

2
 

 :ّست٘نجتٌْا جولٔ اٍ  هذًظش خَاّذ تَدyدس  تا تَجِ تِ اٌٗکِ تِ دًثا  ه٘ذاى

( )
( , ) cos ( )

y
V x y V e x

1
2 1

2
 

 گ٘شٕ اص تاتغ پتاًس٘ل: تا گشادٗاى
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( ) ( )
sin ( ) cos ( )

y y

x y
E V V e x a e x a

1 1
2 21 1

2 2
 

 پس:

cos( )
tan

sin( )

y

x x

E

E 1
4

1
4 1
1 4
4

 

 تاضذ  صح٘ح هٖ 2تٌاتشاٗيج گضٌٗٔ 

 

H.کٌ٘ن؛کافٖ اس  تا استفادُ اص  هٖ اص اصل هَضَع هغٌاع٘س ساکي استفادُ -:91 dl     دَ  همغغ ّاادٕج ضاذت ه٘اذاى

 هغٌاع٘سٖ سا هحاسثِ ٍ دس ًْاٗ  اًشطٕ هغٌاع٘سٖ سا تذس  گٍسٗن  تشإ ضذت ه٘ذاى هغٌاع٘سٖ خَاّ٘ن داض :

( )
. ( )

( ) ( )in

I r a I a
H dl I H r H r a

rb a b a

2 2 2

2 2 2 2
2

2
 

 ضذُ هحاسثِ کٌ٘ن: تشإ هحاسثٔ اًشطٕ لاصم اس  تا چهالٖ اًشطٕ سا دس فضإ هحصَس

( )
( )

( ) ln ( )
( )

ln

( ) ( )

b b

in a a

I a
W H r dr d dz r a

rb a

I b
b a a a b a

ab a

b
aI ab a

b a a b

2 41 2 2 3 2

2 2 2

2

4 4 4 2 2 2

2 2 2

22

2 2

2 2 2 2 2

1
2

2 4

1
44

4
3

16

 

 تاضذ  صح٘ح هٖ 2اٗي اساسج گضٌٗٔ تش 
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 0931سال  –های کارشناسی ارشد ناپیوسته داخل  سوالات آسمون ورودی دوره

 الکتزومغناطیس

 

 

زوی خط ثه مؼبدلة  -30
x z

r a a5  91ثبز الىتسیىی ثب چگبلی یىنواحت ثه انداشة
1

36
وولن ثس متس توشیغ شدد  اغدت     

)ای ثدده مصتتددبم  دز فضددبی اشاد دز نم دده Eشدددم ماددداک الىتسیىددی , , )2 5 دانددا   شددود) یمددی ثددب وددداب زاث ددة شیددس داد  مددی 4

F

M
91

1
36

 ) 

1 )
z
a

1
8

    2) 
y
a

1
1

  

3) 
y
a

1
1

    4 )
z
a

1
8

 

 

Iو جسیبک  bدز مسوص یه حلمة جسیبک دایسوی ثه شؼبع  -39
1

b، حلمة جسیبک دایسوی دیگسی ثه شؼبع  

1
Iو جسیبک  

2
ثه طدوز   

Mغبشند  انداشة اندووتبنع متمبثل  می مبیل لساز دازد، ثه لػمی وه محوز این دو حلمه ثب یىدیگس شاویة 
12

ایدن دو حلمده چمددز     

 اغت) 

1)sin
b

2
    1) cos

b

2
 

3 )sin
b
42 1

    4 )cos
b
42 1

 

 

توشیدغ شدد  اغدت      aودس  ثده شدؼبع     وولن ثس متس مىؼت، دز حجمی ثه شدىل ندا    ثبز حجمی یىنواخت ثب چگبلی ثبثت  -39

aوس  ثه فبصلة  ای اش لبػدة نا  پتبنػال الىتسیىی دز نم ه

2
 وس  چند ولت اغت) اش مسوص نا  

1)
a211

48
        2) 

a211
24                

3) 
a23

24
         4 )

a23
48

 

 
 

شذگی غیریکىًاخت شعاعی باا   دارای مغىاطیس bي شعاع خارجی  aای بٍ شعاع داخلی  کرٌ یک آَىربای دائمی بٍ شکل ویم -39

بردار 
R

C RM a باشذ کٍ در آن  میC  پتاوسیل مغىاطیسی یک عذد ثابت است. اوذازةA     ٍ ای  واشی از ایاه آَىرباا در وه ا

 وداب اغت) zمحوز ريی 

1)
C z z

z b z a2 2 2 22
  2)

C

z b z a2 2 2 2

1 1
2

 

3) 
C

2
 ( صفس4     
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بارالکتریکی با چگالی  yي بٍ مرکس مبذاء مختصات مفريض است. بٍ ازای  zدر صفحة  aحلهة دایريی بٍ شعاع  -39

کًله بر متر بر ريی ایه حلهٍ تًزیع شذٌ اسات. کاذا     qبار الکتریکی با چگالی خ ی  yکًله بر متر ي بٍ ازای  qخ ی 

)در وه ة  Eراب ة زیر اوذازة میذان الکتریکی  , , )z است؟ 

1 )
a q

a z

2

1
2 2 22

   2) 
a q

a z

2

1
2 2 2

2
 

3) 
a q

a z

2

3
2 2 2

   

4 )
a q

a z

2

3
2 2 2

2
 

 

کاًله بار متار رارار      ي چگاالی خ ای    aدر مرکس یک حلهة بار دایريی بٍ شعاع  qي بار  mای بٍ جر   یک بار وه ٍ -39

 َای بسیار کًچک در راستای محًر حلهة بار کذا  است؟ ای برای جابجائی گرفتٍ است. پریًد وًساوات ایه بار وه ٍ

1 )
m

a
q

4

    
2 )

m
a

q

8
 

3 )a
m q

4

    
4 )

m
a

q

8
 

 

)یه اغتوانة نبمحدود اش جنع فسوالىتسیه دازای پلازیصاغاوک دائمی  -39 )
r

r
r

a
P a1 ثبشد وه دز اک  میa  شؼبع اغتوانه

چسخدد  شددم مادداک     حول محوز خود دز جهت مثلثدبتی مدی   ای  فبصله اش محوز اغتوانه اغت  این اغتوانه ثب غسػت شاویه rو 

rدزوک اغتوانه یؼنی ثسای  Hمغنبطاػی  a (وداب اغت 

1 )
z

r

a
a

2

2
1

      
2 )

z

r

r a
a1 

3) 
z

r
r

a
a1

     
4 )

z

r
r

a
a1 

 

 

z
 

b
 

a
 

M
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و دز غمت  45ثب خط ػمود ثس مسش مشتسن دو مبدة مغنبطاػی دز غمت مبدة اولاه  Hشاویة ثسداز شدم ماداک مغنبطاػی  -39

اغت  اگس دز مسش مشتسن این دو محاط هاچ جسیبک اشادی نداشته ثبشا ، چگبلی انسضی مغنبطاػی دز ودداب طدس     3مبدة دوب 

 مسش ثاشتس اغت)

 ( طسفی مبدة دوب2    ( طس  مبدة اول1

 تواک لضبوم وسد  ( نمی4   ( دز دو طس  یىػبک اغت 3

 

cosثبز غ حی ثب چگبلی  -33
s

x     وولن ثس متدس مسثدغ زوی صدفحةy        توشیدغ شدد  اغدت  مؼبدلدة خ دوا مادداک

 وداب اغت) yفضبی  الىتسیىی دز نا 

 

sin(  ثبثت1
y

e x 

cos( ثبثت2
y

e x 

csc( ثبثت3
y

e x 

secثابت( 4
y

e x 

 

 

ثب غسػت  Bثه طوز ػمودی داخل یه ماداک مغنبطاػی یىنواخت  Wو ضصبمت  یه وزلة ثصزي فلصی ثب زغبنبیی ویطة  -011

V وند  اگس  یثبثت( حسوت میV  ثسB        غدت)  ػمود ثبشد، انداشة ناسوی ثبشدازندة حسودت ثدس واحدد غد ع ل ؼدة زغدبنب چمددز ا

 vVو  BBدانا   می

1 )vW B    2 )vW B2 

3 )v B2 2

    4 )v B W2 2 

 

دز فضددبی اشاد لددساز دازد  ایددن وددس  زا دز محا ددی ثدده ضددسیت گددرزدهی    Vو پتبنػددال  aیدده وددسة زغددبنب ثدده شددؼبع   -010

a

R

2

2
 طی این فسایند چمدز اغت) wدها   ماصاک تغااس انسضی ذخاس  شد  دز غاػت   لساز می 1

1 )aV 21 2
4   

2 )aV 21
2

4 2
 

2 )aV 21 2
2   

4 )aV 21
2

2 2
 

 

 

 

 

 

 

 

B
 

W
 

v
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zم بثك شىل نبحاة  -019 L ،2  وL
r L

2
شددگی    بطاػی ثب مغنبطاعدددهبی مغن یددجدول  طدددتوغ 

واخت ددیىن
z

M a   پس شد  و ثماة نواحی خلاء اغتB     هدب دز نم دة    چگبلی شبز مغنبطاػدی نبشدی اش ایدن دول جدی( , , )
L

P
2

 

 چمدز اغت)

 

1 ) 

2 )
z

M a 

3 )
z

M a
2 5

1
 

4 )
z

M a
5 8

1
 

 

 

ای ثددب زغددبنبیی نددبهمگن  اش جددنع زغددبنبی وبمددل هػددتند توغددط مددبد   aفبصددلة ثددان دو دیػدده دایددسوی ثدده شددؼبع   -019

z r
k

h a
1 zفبصلة ثان دو دیػه ثود  و  hپس شد  وه  1 h  وr ثبشد  ممبومت اهمی  فبصلة محوز غبختبز می

R (ثان دو دیػه چمدز اغت 

 

 

 

1 )
Ln h

k a2
3 2

5      
2 )

Ln h

k a2
3 2

1
 

3 )
Ln h

k a2
2

4  
4 )

Ln h

k a2
3 2

 

 
 

 

 

zو صفحة ثدبییی اک دز صدفحة    zیه خبشک مػ ع دز دغت اغت  صفحة شیسین خبشک دز صفحة  -019 h    لدساز گسفتده

شود  ثان دو صفحة این خبشک یه ػبیك غاس همگن ثدب ضدسیت گدرزدهی نػدجی ثده صدوزم        فسض می Aاغت  مػبحت هس صفحه 

r
a z2 hلساز دازد  ظسفات این خبشک ثب فسض  21 A2 (وداب اغت 

1 )
tan ( )

Aa

ah1

2

2   
2 )

tan ( )

Aa

ah1
 

3 )
tan ( )

Aa

ah1

2 2

2 2  
4 )

tan ( )

Aa

ah1

2

2 

z

h

a2

 V 

x
 

y
 

z
 

P
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ودده هدداچ جسیددبک الىتسیىددی دز اک وجددود ندددازد ثدده صددوزم     xفضددبی  شدددم ماددداک مغنبطاػددی دز نددا   -019

sin cos
b x

x y
e y a yH a a3 2 اػداد ثبثت و مجهول هػدتند  پتبنػدال ثدسدازی مغنبطاػدی      bو  aداد  شد  وه دز اک  2

( , )
z z
A x yA a (دز این نبحاه وداب اغت 

1 )sin
x

z
A e y c

23
2

2   
2 )sin

x

z
A e y c

23
2

2
 

3 )cos
x

z
A e y c

23
2

2   
4 )cos

x

z
A e y c

23
2

2
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 0931سال  –های کارشناسی ارشد ناپیوسته داخل  پاسخ سوالات آسمون ورودی دوره

 الکتزومغناطیس

 های قدرت، دانشگاه صنعتی امیزکبیز( )سید مهدی مظهزی؛ آسمایشگاه آنالیش سیستم
 

 

 

یه خط ثبز و یه نم ه دز فضب داد  شد  اغت  هد  محبغجة ماداک نبشی اش خط ثبز دز محل نم ة ذوس شد  اغدت  ثدس ایدن     -30

داشته ثبشاد  م بثك شىل ممبثل،  یشب اغت تب زاث ة ماداک حبصل اش خط ثبز نبمحدود دز یه نم ة دلصوا  اش فضب زا ثه خبطساغبظ 

 شود: شدم ماداک دز نم ة اش زاث ة شیس محبغجه می

(cos cos ) (sin sin )l
r zr

E a a
1 2 1 24 

محبغدجه   rمحبغجه شود  تحت چندان شدسای ی    yو  xهبی  م بثك این زاث ه وبفی اغت محل تمبطغ خط ثبز ذوس شد  ثب محوز

شد  و ثب توجه ثه نبمحدود ثودک خط ثبز، 
1 2

 شود  ثدین منظوز: و پبغخ مػئله یبفت می 
x z

x y z z
a b b b

r a a
r a a a a

5
5 5 

نجبشد! دز والغ وبفی اغت ثه این دلت وناد وه ػسض نم دة ثسخدوزد    aله زا ثه نحوی تؼسیف وسد  وه نابشی ثه محبغجة طساح مػأ

خط ثبز ثب ػسض نم ة ماداک ثساثس اغت  یثه شىل شیس نگب  وناد( ثس طجك زاث ة فوق، و ضمن توجه ثه وضدؼات ثسدازهدبی ممدبظ و    

 شود: ػمود، نتاجه می

(cos cos ) (sin sin )
z r z

E a a a

9

9

1
1

36 1
1 8

4 1 4
36

 

  ( صحاع خواهد ثود4ثس این اغبظ گصینة ی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x
 

z
 

y
 

4
 

2
 

b  5
 

p
 

r
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ثب توجه ثه اینىه شؼبع حلمة ثصزگتس نػجت ثه حلمة داخلی ثػابز ثصزگتس اغت لرا ماداک این حلمه دز مسوص خود دچدبز تغاادس    -39

 شود  لرا: محػوغی نمی

cos

cos

I
B

b

b
S

I
B S b

1
12

2

2

2 1

12 2 21 4

1
2 1

 

 پع:

cosL b
I12 4
1 2 1

 

 ( صحاع خواهد ثود 4دز نتاجه گصینة ی

 

 :اید اش زاث ة شیس ثدغت می aای ثب چگبلی ثبز حجمی یىنواخت و ثه شؼبع داخل وس  Rای ثه فبصلة پتبنػال دز نم هماصاک  -39

V a R2 23
6

 

R وبفی اغت دز این زاث ه a  :فسض شود 2

a
V a R

R a

2

2 2 11
3

6 24
2

 

 چنبنچه دز یبفتن زاث ة پتبنػال ضؼف دازید، م بلت شیس ممىن اغت مفاد فبید  والغ شود: ( صحاع اغت 2ثنبثساین گصینة ی

 

 الکتزیکی در توسیع متقارن کزویبزرسی فیشیکی مفهوم پتانسیل 

 وه دز یه پوغتة وسوی ثبزدازِ یىنواخت، همواز : داش فاصیه پبیه ثه یبد دازی

 ای دزوک پوغته صفس اغت  ناسوی الىتسواغتبتاه وازد ثس ثبز نم ه -0

 ای والغ دز خبزج پوغته، همبنند حبلتاػت وه تمبمی ثبز پوغته دز مسوص اک متمسوص شد  ثبشد  ناسوی وازد ثس ثبز نم ه -9

توضداحبم  ثب توجه ثه ازتجبا نصدیه ناسو و شدم ماداک، توضاحبم یىػبنی ثسای مادداک نادص ثسلدساز اغدت  دز ایدن لػدمت       

ای ثدسای دزن محبغدجة    وبز غدبد   غه مسحله ثب ثابک این دیدگب ، زا  حل دز  ثسای این منظوز شود میمشبثهی زا ثسای پتبنػال ثابک 

  شود میازائه  پتبنػال غبختبزهبی تو دز تو

 

 این پوغته ثساثس اغت ثب: دز داخل pای همچوک لساز گسفته، پتبنػال نم هیالف(  ثس زوی پوغتة وسوی شىل Qثبز الف(

( )
p
V V a 

  وجود دازدغت وه دز اک ثبز ا ای ثساثس پتبنػال دز اخسین نم ه pدز والغ پتبنػال نم ة
 

 دز خبزج این پوغته ثساثس اغت ثب: pای همچوک ثس زوی پوغتة وسوی شىل یة( لساز گسفته، پتبنػال نم ه Qثبز ب(

p

Q
V

R4
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 ولتاىه ول ثبز دز مسوص پوغته لساز گسفته ثبشد  pمؼبدل اغت ثب پتبنػال نم ة pدز حمامت پتبنػال

 

پتبنػل دز  ثسای محبغجةحبل فسض وناد، توشیغ ثبز حجمی ثب تمبزک وسوی دز داخل پوغتة وسوی شىل یج( لساز داشته ثبشد   ج(

 ونا : اش جمغ اثبز اغتفبد  می pنم ة

 

 :pهای سیز پتانسیل ناشی اس پوسته -0

   دز این صوزم:شودمحبغجه  pغت ثبزهبی موجودِ ثان پوغتة داخلی و پوغتة ا م بثك ثحث لػمت ة وبفی

R

Ra

a

dRRdv
RV dR

R R R

2

2

1

4
1

4 4
 

 :pهای بالای پتانسیل ناشی اس پوسته -9

ثده    حضدوز دازد غت وه دز انجدب ثدبز   ا ای  هب( ثساثس پتبنػال دز اخسین پوغته ینبشی اش این پوغته pمشبثه لػمت الف پتبنػال

 :ػجبزتی

b b

b bR R

dRR
V V V R dR

R

2

2

4 1
4

 

 شىل یج( ثه صوزم شیس خواهد ثود: pپع پتبنػال ثسای نم ة

R b

p ba R
RV dR R dR V

R

21 1 

 

ثبیػدت   مدی  ، یؼندی دز حبلدت ولدی   ثدبز اغدت  همبن وز وه ذوس شد، شسا صحاع ثودک زاث دة فدوق متمدبزک ثدودک توشیدغ       تذکز:

( )f R  ثبشد 

 

 

 

 

 

 ج ب الف
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 شوند: هبی حجمی و غ حی مماد ثتوزم شیس تؼسیف می جػ  مغنبطاد  جسیبک تواک نشبک داد وه ثسای یه می -39

چگبلی جسیبک حجمی:                                 
m
J M 

چگبلی جسیبک غ حی:                                
ms n
J M a 

 ثس این اغبظ: 

ms n R R
C RJ M a a a 

...
ms
J M 

 

 ( خواهد ثود 4و پبغخ صحاع گصینة ی Aپع جسیبنی وجود نداشته و لرا 

 

dqPثب اغتفبد  اش زاث ة  -39 R ونا : ثسداز دول جی مؼبدل زا محبغجه می 

l
dq dlP R R 

,
r r

dl a d r aR a a 

sin sin
r r

a ad a dP a a
2 2

2 

sin (cos sin )
x y y

a d aP a a a
2

2 24 

 نمبیا : ماداک و پتبنػال الىتسیىی زا محبغجه میشیس شدم حبل ثب اغتفبد  اش زواثط 

  

R R

R . P
E R P

3 2

1
3

4
 

  
RV
R

P . a
24
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 ثسای ماداک و پتبنػال خواها  داشت: لرا

  
sin sin

R y

y

a

R R R
a

R . P
E R P a a

P a

2

3 2 3
2

1
3 3

4
4

 

  sin sin
R

y

a
V

R R
a

P . a

P a

2

2 2
24

4

 

 ( صحاع اغت 3ثنبثساین گصینة ی

 

 

ک ناسو وازد شود  ناسوی الىتسیىدی نادص   لساز ثبشد نوغبک وند ثبید ثه ا مسوص حلمة ثبز لساز گسفته اغت  اگس ای دز یه ثبز نم ه  -39

lحلمه ثبز ثود  و م بثك زاث ة نبشی اش ماداک الىتسیىی 

z

z a

a z

E a
3

2 2 22

شود  ثب توجه ثه این موضوع وه هدد    محبغجه می 

دانا  پسیود نوغبنبم م بثك  له یبفت شود  همبن وز وه میای ثسای زغادک ثه خواغتة مػأ ث هاله پسیود نوغبنبم اغت، پع ثبید زمػأ

 شود: ای واثػته می زاث ة شیس ثه غسػت شاویه
T r2 

 تواک یه مؼبدلة دو مجهولی ثه صوزم شیس زا حل نمود: ای ناص می ثسای زغادک ثه غسػت شاویه

d
F ma a

d t

2

2
 

 ممداز ناسوی وازد ثس ثبز م بثك شىل شیس ػجبزتػت اش:

, , sin
l

z

z a z
q

a za

E a F E
3 1 2

2 2
2 2 22

 

   پع:sinثب توجه ثه اینىه فسض ثس پسیود ووچه نوغبنبم اغت، 

l

z
q

a
F E a

2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x
 

z
 

y
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 نتاجه اینىه:

l

z

d
F ma a

ad t
a

2

2 2
 

 اید: هبیی ثه صوزم ذیل ثدغت می وه ثب حل این مؼبدله زیشه

...
q m

T a
qa m2
8

2
 

 ( صحاع اغت 2ثنبثساین گصینة ی

 

 

 اوزی   ثب محبغجة ثبزهبی مماد جسیبک زا ثدغت می -39

. .
bv r

r

a r a
P a

1 2
1 

. ...
bs n r a
P a 

 تواک نوشت: اش طسفی ثسای محبغجة چگبلی جسیبک می

V r J r
r a

J a a
1 2 

 ثس این اغبظ ممداز جسیبک ول ػجبزم خواهد ثود اش:

...
a

r

r
I r dr dz r

r a a

1 2
1 

  ثب توجه ثه زاث ة 
C

IB . dl : دازی 

.
tot tot

r
l I H I H r

a
H d 1 

 ( صحاع خواهد ثود 3ثنبثساین گصینة ی

 

tanدز مسش دو نبحاه زواثط  -39 tan2
2 1

1

sinو   sinH H
2 2 1 1

 ثسلساز اغت لرا: 

tan tan

sin sin

H H
H H

1 2
1 2

2 1

1 2
1 2

2 1

3

2 2

 

Wثب توجه ثه زاث ة  H 21
2

 ثسای دو نبحاه دازی : 

W H H H W W1 2
2

32 2
1 1 1 1 2 1 2 1 1

1 1 1 3
2 2

2 2 4 2
 

 ( صحاع خواهد ثود 1ثنبثساین گصینة ی
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چنبنچه زواثط متمبثل دز مسش دو نبحاه مغنبطاػی ثب تساوایبیی متفبوم زا ثه خبطس ندازید، توضاحبم ذیل ممىن اغت مفاد والغ 

 شود:

پریسی مغنبطاػی دو محاط مغنبطاػی ثب ضسیت نفوذ
1

و
2

ثب خط ػمود ثس  شیسم بثك شىل  1اند  اگس ماداک دز محاط  داد  شد  

مسش مشتسن دو محاط شاویة
1

 ثػبشد: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 و شاویة اک ثب خط ػمود ثس مسش مشتسن دو محاط  2م لوثػت ماداک دز نبحاة  الف(

 ثبثت وناد ماداک ثس مسش مشتسن هوا ثب یه محاط ثب ضسیت نفوذ مغنبطاػی ثػابز ثبی ػمود اغت  ب(

 تواک نتاجه گسفت وه: می وجود ندازد، دز مسش مشتسن جسیبک اشاد ثب این فسض وه حل: الف(

t t
H H

1 2
 

 اش طسفی همواز  زوی مسش:
n n
B B

1 2
 

 تواک گفت: هبی اولاه می پع اش تجصیه این ثسدازهب ثه مولفه

sin sin
t t

H HH H
1 2 2 2 1 1

 

cos cos
n n

H HB B
2 1 2 2 2 1 1 1

 

 وسدک دو زاث ة فوق ثس ه  دازی : اش تمػا 

tan tan2
2 1

1

 

 پع:

sin ( )cosH H

1
2

2 22
2 1 1 1

1

 

فسض ونا :                  وبفی اغت ب(
2

و    
r1

 

 دز این صوزم خواها  داشت:

                        tan tan tan tan r

r

1
2

2 1 2 1 2
1

1 

Hو دز نتاجه
2

 ثس مسش مشتسن دو محاط ػمود اغت  

2

1

 

 
 

 
 

 

 
 

 

2
 

 
 

 
 

 

 
 

 

B1
 

 

1
 

 

 
 

 
 

 

 
 

B 2
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 گاسید) هبیی می انداشد) چه نتاجه پبغخ شمب زا ثه یبد چه مادانی می سوال:

ک هبی دازای تساوایی خالی شیبد ماداک مغنبطاػی تمسیجبً ػمود اغت  یؼنی شجاه مادا ثه این نتاجه زغادی  وه زوی محاط :جواب

گاسی  این اغت وه مولفة ممبغی ماداکِ نبحاة ثب تساوایی ثصزي ثه نبحاة ثب تساوایی  الىتسیىی زوی هبدی وبمل! نتاجة دیگسی وه می

  وند  این امس وبزثسد مدازهبی مغنبطاػی زا ػملی وسد  اغت ووچه نفوذ نمی

 

 

ثسای حل غوال نبچبزی  ماداک الىتسیىی زا دز فضب محبغجه نمود  و غدسع مؼبدلدة خ دوا مادداک زا محبغدجه وندا   ثدسای         -33

 گاسی : شیس ومه میمحبغجة شدم ماداک اش حل مؼبدلة یپلاظ و اش زاث ة 

( , ) sin cos
k x k x

V x y A ky B ky C e De 

 دها : غبشی انجبب می ثب توجه ثه توضاحبم مػأله غبد 

( , ) sin cos
k y

V x y A kx B kx e 

 اش طسفی:

sin cos cos sini ik y k y

i i i i x i i i y
i

V Ak k x Bk k x e k A k x B k x eE a a 

.ثب اػمبل شسایط مػئله، یؼنی  , cos
x s s

x
y

E a  : دازی 

, sin cosy y

i i x y
Ak k e x e xE a a 

 :شود مؼبدلة خ وا ماداک اش زاث ة شیس محبغجه می

tan y

x

Edy

dx E
 

 لرا:

sin
sin cos

y

x y

dx dy dx dy
e x cte

E E x x
 

 ( صحاع اغت 2ی پع گصینة

 

 

Fناسوی حبصل اش تحسن مجموػدة حدبوی جسیدبک ثساثدس     -011 BI         خواهدد ثدود  اش طسفدی دز اثدس تحدسن دز فضدبی مادداک

Eمغنبطاػی، ولتبض المبیی  V B تواک نتاجه گسفت: زا خواها  داشت  می 

E V BE V B 

 پع:
I J S

J E
F BI F B Sv2 

 ( صحاع خواهد ثود2دز نتاجه گصینة ی
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 ونا   تغااس انسضی دز غاػت  ثساثس اغت ثب: حل می زواثط مسغوب ظسفات خبشکاین غوال زا ثب دزن غاػتمی و توجه ثه  -010

w C V C V2 2
2 1

1 1
2 2

 

Cوه دز اک 
1

ثساثس  

a b

4

1 1
Cو 

2
مػبوی  

tan

C
b

a
1

4

4

 ( صحاع اغت!1ثنبثساین گصینة ی ثبشد  می 

 هب ضؼف دازید، توضاحبم ذیل ممىن اغت مفاد والغ شود: چنبنچه دز محبغجة این ظسفات
 

 

 

 

 

 

 

 

 :این مجموػهدز فسضی دز نظس گسفتا   وسوی م بثك شىل یه خبشک 

1- S R24 

2- ( )def d dR    

 :هبی غسی ای اش خبشک ثسای مجموػه

( )
( )

b

a

def d dR

C S a bR2

1 1 1 1
44

 

 پع:    

C

a b

4

1 1
 

 ( ثه صوزم شیس خواهد ثود:bثب توجه ثه این زاث ه ظسفات یه وسة هبدی ی

C a4 

 

aظسفات خبشک وسوی زا وه ػبیك ثان صفحبم هبدی اک دازایحبل 

R

2

2
 اوزی : ، ثدغت میثبشد می 1

 غت گرزدهی زا دز المبک دیفسانػال ظسفات لساز دها :ا وبفی ونا ؛ میظسفات وسوی ػمل مشبثه 

( )
tan

( )
( )

b b b

a a a

b
def d dR dR dR R

C S aa R a R a
R a

R

1

2 2 2 2 2
2

2

1 1 1
4 44

1 4

 

 پع:
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tan

C
b

a
1

4

4

 

  وند هب زا تجدیل ثه حل یه انتگسال می سین خبشکت زوؼ دیفسانػالی غصتهمبن وز وه مشبهد  شد، 

 

 

 هبی غ حی دازی : یچسا)( ثسای چگبلی هبی مماد ثساثس صفس اغت چگبلی حجمی جسیبک -019

,

,

,

,

ms n
n r

ms n
n r

M
r L

M
r L

J M a a
a a

J M a a
a a

1

2 2

 

  اگس ومدی دلدددت   ای ثبیی اک اغت پاچ مػ ع متساو  دز نم ه مشبثه ماداک نبشی اش غا هب  ماداک مغنبطاػی نبشی اش این جسیبک

cos)داشته و ماداک اش زاث دة  غلونوئادی  یه غاػتد  شجه وناد cos ) (cos cos ) 
z z

n I N I
H a a

2 1 2 12 2
ثدغدت   

 لرا: اید  می

M M
B

2

25
 

 چنبنچه دز محبغجة ماداک مشىل دازید، توضاحبم شیس ممىن اغت مفاد والغ شود: ( صحاع خواهد ثود 3پع گصینة ی

 

 یبثا  میثبشد  ماداک زا دز داخل غلونوئاد  اند میIدوز غا  وه حبمل جسیبک Nدازای aو شؼبع  یه غلونوئاد ثب طول 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تدواک اش زاث دة    ای ندازندد مدی   اندد و هداچ شاویده    لدساز گسفتده    صدوزم دایدس    هب ثده  زا دز نظس ثگاسید: ثب این فسض وه حلمه فوقشىل 

  

 ( )
z

I r

r z

B a
2

3
2 2 22

داندا : پدع    هبی شیسین و فولبنی اک نم ه می دز این مثبل اغتفبد  وسد  ماداک دز هس نم ه زا نبشی اش حلمه 

هتتواک فهماد وه ماداک دز داخل غلونوئاد فمط ج ثدوک ووچىتسین توجهی می
z
a  این صوزمخواهد داشت  دز: 

 

 

 
 

 
 

 
 

I
 

 
 

 

 

 
 

 
 

I
 

x 

z 

a 1
 

 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 

2

 

 
 

 
 

 
 

 
 
 

  

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

z 
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 ( )  ( )
z z z

I dl a I a n dz
d

a z a z

H a a
2 2

3 3
2 2 2 22 22 2

 

)وه دز اک )
N

dl ndz dz وn   تؼداد دوز دز واحد طول غا  اغت  اگس ثصواها  پبغخ زا ثس حػت شوایبی نشبک داد  شدد  دز

tanشىل ثدغت اوزی ، ثبیػتی دلت ونا  وه 
a

z
 اش اینسو:  

 ( )
 csec  sin  

a z
dz a d d

a

3
2 2 2

2

2
 

 پع:

sin  
z

nI
dH d

2
 

sin  
z

n I
H d

2

12
 

 و دز نتاجه:

(cos cos ) (cos cos ) 
z z

n I N I
H a a

2 1 2 12 2
 

 و ثسای یه حبلت خبص:

)نهبیت ثبشد  اگس طول غلونوئاد ثی )a : ثسای شوایبی فوق دازی 

1
         ،

2
 

 پع:  

 
z

n IH a 

 

له اغت  دز حمامت ثه جبی حل یده مػدئلة   تسین زاهىبز حل مػأ غبد  دیفسانػاددلی محبغجة ممددبومتاغتددفبد  اش زاث ة  -019

 گاسی ! فاصیىی یه انتگسال غبد  می

( )

( )

def dz

def
R

S
 

 ثب متغاسهبی فضب: اش طسفی ثب توجه ثه تغااسام

...
a z r z a a

S k r dr d k
h a h a

2 32
1 1 2 1

2 3
 

 پع:

( )
...

h h hdef dz
R Ln h Lnh Ln

S k a k az a a
k

h a

2 22 3

3 3
2 2

5 5
2 1

2 3

 

 ( صحاع خواهد ثود 1شود، گصینة ی همبن وز وه مشبهد  می
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تدسین مػدبئل مغندبطاع     ، غوایم مسثوا ثه خبشک، ثب اطلاع دلادك اش زوؼ دیفسانػدالی، جدصء غدبد     داناد میهمبندد وز وه  -114

 اغتفبد  ونا : شیسهػتند  دز این مثبل ناص وبفی اغت اش زاث ة 

( )

( )

def d

C def c S

1 1 

 پع:

( ) ,

( )
tan ( ) tan ( )

h

def d dz S dx dy

hdef d dz
ah ah

C S A a A aA a z

1 1

2 2

1 1 1

1
 

tan ( )

A a
C

ah1
 

 ( صحاع اغت 2ثنبثساین گصینة ی

 

 

تدواک تندبظس منبغدجی     مدی  شیسم بثك صوزم غوال شدم ماداک مغنبطاػی داد  شد  اغت  ثس این اغبظ ثب اغتفبد  اش زاث ة  -019

 مابک ماداک مغنبطاػی و پتبنػال مغنبطاػی ایجبد نمود 

H A
1 

 دازی : Aاش طسفی ثسای 

... sin cos
b xz z

x y x y

A A
e y a y

y x
A a a a a3 2 2 

 شود: وه اش حل اک نتاجه می

cos
x

z
A e y c

23
2

2
 

 ( صحاع خواهد ثود 4لرا گصینة ی
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 الکترومغناطیس

 

ٖ   دٍ هادُ ه yصفحِ  -927 ضنشٗ  ًفَرذنزٗشٕ ًسن ٖ    yدس سناصد  غٌاع٘سٖ ّوگني س   ص ٗدذٗگشدنذ  هن
r1

ٍ دس  2

y،
r2

ˆه٘نذ ى هغٌاع٘سنٖ    y گش دس  باضذ هٖ 3 ˆ ˆ( )B x y z    ٘ضنذگٖ  باضنذ، بنشد س هغٌناعM  ِدس ًاح٘ن

yکذ م  ست؟ 

1) ˆ ˆ ˆx y z
1 1 1
2 2 2

 

2) ˆ ˆ ˆx y z
1 1 1
3 3 2

 

3) ˆ ˆ ˆx y z
1 1 1
3 2 3

 

4) ˆ ˆ ˆx y z
1 1 1
2 3 2

 

 

باضذ هbٖ  ص ٗدذٗگشّا ًإ هَ صٕ ٍ ًاهحذٍد کِ فاصلِ آى ص دٍ صفحِ سسا aدس فاصلِ  q  ٍ–q ٕ هغابق ضدل دٍباس ًقغِ -928

  ًذ صُ باسکل  لقا ضذُ سٍٕ ّش ٗک  ص دٍ صفحِ سساًا کذ م  ست؟ قش س د سًذ 

 

1) 
b a

q
b

2
 

2) 
b a

q
b

 

3) 
b a

q
a

2
2

 

4) 
b a

q
a

2
2

 

 

 ستَ ًِ تَذشٕ  ص دٌ  ٗک هادُ هغٌاع٘سٖ سساًا با ضشٗ  ًفَرذزٗشٕ ًس ٖ  -929
r

هحَس  ٗني  سنتَ ًِ    دس دست  ست  4

بشد س ذتاًس٘ل   ست  Iبش بش ẑًْاٗت ٍ کل دشٗاى ػ َسٕ  ص آى دس دْت عَل آى بٖ aضؼاع  ستَ ًِ  باضذ هٌغ ق هٖ zبش هحَس 

rفشض کٌ٘ذ دس  د خل  ستَ ًِ کذ م  ست؟ سبا فشض ٗدٌَ خت بَدى تَصٗغ دشٗاى د Aهغٌاع٘سٖ  a ٘ن د ضتِ باضA  

1) ˆ( )
I r

z
a

2

2
1 

2) ˆ( )
r

I z
a

2

2
1 

3) ˆ( )
I r

z
a

2

2
1

4
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4) ˆ( )
I r

z
a

2

2
1

4
 

 

دس هشکنض   qٍ بناس  mد س بِ دشم ٗک رسُ باس قش س د سًذ  aدس سئَس ٗک هثلث هتسإٍ  لاضلاع بِ ضلغ q ٕ  سِ باس ًقغِ -931

ذشَٗد ًَسناًا  آى دس    گش  ٗي رسُ س  بِ هقذ س بس٘اس کَچدٖ دس س ستإ ػوَد بش صفحِ هثلث دابِ دا ٍ سّا کٌ٘ن،  هثلث قش س د سد

  ٗي س ستا چقذس خَ ّذ بَد؟

 

1) 
ma

qq

34
3 3

 

2) 
ma

qq

34
9

 

3) 
ma

qq

334
9

 

4) 
ma

qq

334
3

 

 

ذتاًسن٘ل بنشد سٕ    د ٗنشُ ػونَد بنش ّنن دناسٕ  سنت        ضندل دس ٗنک هنذ س بسنتِ ضناهل دٍ ًن٘ن      هغابق  Iدشٗاى هستق٘ن  -939

( , , )A z  ِدس فَ صل خ٘لٖ دٍس  ص هذ س ٍ دس صفحzکذ م  ست؟ 

1) ˆ ˆ ˆ[( )cos sin ]
I a

y z x
2

28
 

2) ˆ ˆ ˆ[( )sin cos ]
I a

y z x
2

28
 

3) ˆ ˆ ˆ[( )sin cos ]
I a

y z x
2

28
 

4) ˆ ˆ ˆ[( )cos sin ]
I a

y z x
2

28
 

 

دٍبناس   دس فضنإ خنالٖ قنش س د سد    3بِ هشکض ه ذ  هختصا  ٍ بنا حساسن٘ت  لدتشٗدنٖ     هتش، 2ٗک کشُ ػاٗق بِ ضؼاع  -932

q ٕ ًقغِ C4 ٗدٖ دس هحل( , , ) ( , , )r )ٍ دٗگشٕ دس هحل 1 , , ) ( , , )r ،دس د خل کشُ ػاٗق قش س گشفتِ  ًذ کل بناس  1

)هق٘ذسغحٖ  )bound ٕ سٍٕ ً٘وٖ  ص سغح داً ٖ کشُ ػاٗق بِ  ص
2

 چٌذ کَلي  ست؟

1) 2 

2) 6 

3) 4 

4) 3 
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xًاحِ٘  -933 hًٌذزٗشٕ ًس ٖ  ذ ضدل تَسظ ٗک ت٘غِ با ضشٗ  ًفَرّوا
r

ذش ضذُ  ست، دس حالٖ کِ فضنإ  عنش      3

x ٗي ت٘غِ خالٖ  ست  حال تَسظ هٌابغ هٌاس  سٍٕ صفحِ  h  ٖدشٗاى  لدتشٗدٖ سغحٖ با چگالˆK z  ٖ ضنَد  دس   بشقش س هن

. ٗي صَس  حاصل  ًتگش ل خظ 
C

B dIِسٍٕ هس٘ش د ٗشٍٕ بست C  بِ ضؼاعh دس دْت ًطاى د دُ ضذُ دس ضدل کذ م  ست؟ 

 

1)K h  

2) K h6 

3) K h3 

4) K h2 

 

 

Pˆّإ  لدتشٗدٖ با بنشد س ذلاسٗض سنَ٘ى بابنت     هغابق ضدل  ص دٍ قغ ٖ hٍ  ستفاع hقائذُٗک فضإ هخشٍعٖ بِ ضؼاع  -934 z دس

 ذتاًس٘ل  لدتشٗدٖ دس ه ذ  هختصا  کذ م  ست؟  هتذ د هحَس هخشٍط ذش ضذُ  ست 

 

1) ( )
Ph

3 2 2
4

 

2) ( )
Ph

2 2
2

 

3) ( )
Ph

3 2 2
2

 

4) ( )
Ph

2 2
4

 

 

 ص ٗک هادُ هغٌاع٘سٖ با ضشٗ  ًفَرذزٗشٕ ًس ٖ Rٗک کشُ بِ ضؼاع  -935
r

ّواًٌذ ضدل فضنإ  عنش      هفشٍض  ست 4

ذ٘چ ًاصکٖ ٍدَد کِ با ػ َس دشٗاى هستق٘ن  ص آى دشٗناى   سٍٕ کشُ س٘ن بش ه ذ  هختصا  هٌغ ق  ست کشُ خالٖ  ست ٍ هشکض کشُ 

sinKKسغحٖ  لدتشٗدٖ با چگالٖ  a بش سٍٕ سغح ک  ٖ لٖ دس  ٗني صنَس  چگنا    ضنَد   شُ بشقش س ضذُ ٍ کشُ هغٌاع٘سنٖ هن

دشٗاى سغحٖ هق٘ذ
m
Kٌضذگٖ کشُ دس  اع٘سٖهؼادل هغ

2
 کذ م  ست؟

 

1) K a 

2) 
K a

3
 

3) 
K a

3
 

4) K a 
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dًاحِ٘  -936 x d2    ص ػاٗقٖ با ضشٗ  گزسدّٖ غ٘ش ٗدٌَ خت بِ صنَس ( ) /x x d4      ذنش ضنذُ  سنت   گنش ذتاًسن٘ل

x لدتشٗدٖ دس صفحِ  dٍx d2 ٍ بِ تشت٘  صفشV،آًگاُ تابغ ذتاًس٘ل  لدتشٗدٖ دس ًاحِ٘  باضذd x d2 کذ م  ست؟ 

1) ( )
x

V
d

1 

2) ln
ln

x
V

d

1
2

 

3) ln( )

ln( )

V x

d

4 1
7 3 3
3

 

4) )
V x

d

2

1
3

 

 

mˆًْاٗت کَچک هغٌاع٘سٖ با گطتاٍس  ٗک دٍ قغ ٖ بٖ -937 z
1

ًْاٗنت کَچنک    هختصا  بش دٍقغ ٖ هغٌاع٘سٖ بٖ ٍ قغ دس ه ذأ

mبا گطتاٍس 
2

 کٌذ؟ قش س د سد چِ گطتاٍسٕ ٍ سد هٖ yzساص سبغ  ٍل صفحِ  خ٘لٖ دٍس  ص آى دس  هتذ د ً٘ن dکِ دس فاصلِ  

1)ˆ ˆ
mm

y z
d

1 2

38 2
 

2) ˆ
mm

x
d

1 2

38 2
 

3) ˆ
mm

x
d

1 2
3

2

8
 

4) ˆ ˆ
mm

y z
d

1 2

38 2
 

 

,دٍ هسألِ ضدل صٗش س  دس ًظش بگ٘شٗذ  دس ّش دٍ هسألِ صفحا  -938
3
8 

صفحا  سساًإ صه٘ي ضنذُ ببنا ذتاًسن٘ل    

) ص ًقغِ  zبِ هَ ص   هحَس ّستٌذ  دس هسألِ  ٍل ٗک باس خغٖ ٗدٌَ خت با چگالٖ بابت  صفش ٍلت( , ) ( , )x y a b  ِدس هسأل ٍ

)دٍم ّو٘ي تَصٗغ باس خغٖ  س ًقغِ  ( ), , ) , ,x y z a2 ٖگزسد   گش دس هسألِ  ٍل  ه
s

چگالٖ باس سغحٖ  لقنأ ضنذُ سٍٕ صنفحِ     

) سساًا دس هحل ( ), , ) , ,x y z a2  آًگاُ باضذ ،
s s

بنش  ٗني   کذ م  ست؟ دقت ضَد کِ ضنشٗ  گنزسدّٖ دس هسنألِ دٍم دٍ بش     

 ضَد  ضشٗ  دس هسألِ  ٍل فشض هٖ

 

1)1
4

 

2) 2 

3 )1 

4) 1
2
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 9399سال  –های کارشناسی ارشد ناپیوسته داخل  پاسخ سوالات آزمون ورودی دوره

 الکترومغناطیس

های قدرت، دانشگاه صنعتی امیرکبیر( )سید مهدی مظهری؛ آزمایشگاه آنالیس سیستم  

 

 کٌ٘ن:  ص قض٘ٔ ضش ٗظ هشصٕ  ستفادُ هٖ -927

)با تَدِ بِ  ٌٗدِ  )
r

M H H
1 1 1 1

M، بش ٕ ٗافتي 1
1

Hکافٖ  ست  
1

 س  هحاس ِ ًواٗ٘ن   

n n r y y y y
B B H B H B

1 2 1 1 2 1 2

1 1
2 2

 

t
S t t x z

r

J
B

H H a a2
1 2

2

1 1
3 3

 

 ذ :

t y x y z
M H H H a a a

1 1 1 1

1 1 1
3 2 3

 

 باضذ  صح٘ح هٖ 1بش  ٗي  ساس، گضٌٗٔ 

 

ضننذُ سٍٕ آى صننفحِ بش بننش   ص صننفحٔ  ٍل باضننذ، بنناس  لقننا   xدس فاصننلٔ  qع ننق ًتنناٗو ت ننَسٕ تصنناٍٗش، چٌاً ننِ بنناس   -928

,i x

x b
q q

b
 ًواٗ٘ن: باضذ   بش ػذم حضَس ّش ٗک  ص باسّإ هث ت ٍ هٌفٖ س  هغابق  ٗي س بغِ هحاس ِ هٖ هٖ 

,( )

,( ) ,( )

,( )

( )
i q

i q i q

i q

b a b a
q q q

b ab b
q q q

a b b
q q

b

2 

 صح٘ح خَ ّذ بَد  2 ٗي  ساس، گضٌٗٔ  بش
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 بش ٕ هحاس ٔ بشد س ذتاًس٘ل هغٌاع٘سٖ بِ چگالٖ ه٘ذ ى هغٌاع٘سٖ ً٘اص د سٗن  -929

r
J I
r r

a
I

J
a

B a a
2

2

2

2
 

 کٌ٘ن: کشل بشد س هَسدًظش س  ذ٘ذ  هaٖ ص هَلفٔ

r z

z z

z

r
I A A I
r r r

r r z r r ra a
A

a a a

B A a a
2 2

2 21 1 

( )
z

z

I r
A r C I

a a
A r a

2
2

2 2
1 

  سسذ صح٘ح بِ ًظش هٖ 2لز  گضٌٗٔ 

 

Fسٍش کلٖ هحاس ٔ ذشَٗد ًَساًا  بذٗي صَس   ست کِ:  بتذ  ً٘شٍ س  هحاس ِ ًوَدُ ٍ با  ستفادُ  ص س بغنٔ   -931 ma    ضنتا

ِ     آٗذ  ضتا  با هطتق سشػت ص ٍِٗ بذست هٖ  ٕ ٗافنت    ٕ  ست اط د ضتِ ٍ هؼوَلاً با حل ٗک هؼادلٔ دٗفش ًسن٘ل سنادُ، سنشػت ص ٍٗن

ٖ     ّإ هثلثاتٖ بش ٕ سادُ  سصٕ ضَد  تَدِ ضَد کِ دس  ٌٗگًَِ هسائل هؼوَلاً  ص ّن هٖ ضنَد  ذن   ص    تش ضذُ هسن٘ش حنل  سنتفادُ هن

Tبا تَدِ بِ س بغٔ  ٕ،  هحاس ٔ سشػت ص ٍِٗ
 آٗذ  ذشَٗد ًَساًا  بذست هٖ 2

sin sin
( ) ( )

sin
T T

q q q q
F F F

r r1 1 2 2

3
3 3 3

4 4
 

,

q q d
F ma mrd

a r r r r dt
dt

2

2
2 2

2

3

4
 

 ضَد: کِ  ص حل آى ًت٘جِ هٖ



انتشارات آزاده-بانک تست مهندسی برق  

7 

q q
w

r 2
3

4
 

 ٍ بش ٕ ذشَٗد ًَساًا  د سٗن:

ma
T a

r q q

3
2 4

3 3
3

 

 باضذ  هٖصح٘ح  3بٌابش ٗي، گضٌٗٔ 

 

 آٍسٗن: ّا، ذتاًس٘ل هغٌاع٘سٖ س  بذست هٖ ّإ هغٌاع٘سٖ س  هحاس ِ ًوَدُ ٍ با بداسگ٘شٕ آى  بتذ  هواى -939

z z

y y

I a
I S

I a
I S

M a a

M a a

2

1 1

2

2 2

2

2

 

sin ( sin cos )
z RR

x y

I a I a I a I a

r r r r r

a aM a
A a a a a

2 2 2 2
1

1 2 2 2 2 2

2

94 4 8 8 8
 

Aبِ صَس  هطابِ بش ٕ 
2

 د سٗن: 

cos
z

I a

r
A a

2

2 28
 

 هغٌاع٘سٖ بش ٌٗذ ػ استست  ص:ذتاًس٘ل بشد س 

sin cos ( )
x y z

I a

r
A A a a a

2

1 2 28
 

 صح٘ح  ست  3بٌابش ٗي، گضٌٗٔ 
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 باضذ، لز : کَلي هٖ 4کشٓ بالاٖٗ ًصف ضاس کل کشُ ٍ بش بش  با تَدِ بِ تقاسى، ضاس ػ َسٕ  ص ً٘ن -932

.D dS
2

4 

 آٗذ: باس هق٘ذ  ص  ًتگش ل سغحٖ بشد س قغ ص بذست هٖ 

. .
,

r
b r

r r
r

Q P dS D dS
P D

1
31

4
 

 صح٘ح  ست  1بٌابش ٗي، گضٌٗٔ 

 

 کٌ٘ن: کٌ٘ن، لز   بتذ  چگالٖ ضاس هغٌاع٘سٖ س  هحاس ِ هٖ  ص  صل هَضَع هفٌاع٘  ساکي  ستفادُ هٖ -933

in y r y y

k
k kB a a a2 3

2
 

 ذ :

. .
in y
d k dB l a l3

h

k h

2

6 

 باضذ  صح٘ح هٖ 4بٌابش ٗي، گضٌٗٔ 

 

ّإ هشسَم دس  لدتشٍ ستات٘ک  ست؛ تَصٗغ باس هق٘ذ س  ذ٘ذ  ًوَدُ ٍ با  ستفادُ  ص آى ذتاًس٘ل س  دس فضإ ّذ   ٗدٖ  ص سَ ل -934

 کٌ٘ن  هحاس ِ هٖ

,

,

.( )

.( )

sb z

sb

P

P

P a

P a

1

2

2
45 2

  

sذتاًس٘ل حاصل  ص تَصٗغ باس سغح  ٍل  ص س بغٔ  z h z2 2

2
 آٗذ: بذست هٖ 
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,

( )

,

s

s sb

Ph
V z h z

z h

2 2
1

1

1 2
2 2

 

 بش ٕ تَصٗغ باس دٍم خَ ّ٘ن د ست:

( ) sin
...

P R dRd PhdQ P
V h

R R2

2 2 2
2 2

4 4 8 4
 

 باضذ: ّا بِ صَس  صٗش هٖ بشآٌٗذ  ٗي ذتاًس٘ل

( ) ( )
PhPh Ph

V V
1 2

2
1 2 2 2

2 4 4
 

 صح٘ح  ست  2بٌابش ٗي، گضٌٗٔ 

 

 ًواٗ٘ن: با تَدِ بِ دشٗاى هواى هغٌاع٘سٖ س  هحاس ِ هٖ -935

( sin )( sin ) ( )
s R z
dS k R d d R R km J R a a a2 31 1 4

2 2 3
 

  ٕ ًاضٖ ضذُ  ست: ضذگٖ  ص چِ هواى حجوٖ حال باٗذ ب ٌ٘٘ن کِ  ٗي هغٌاع٘ 

z z
dV R k R km M a M M a3 34 4

3 3
 

 ضذگٖ بِ صَس  صٗش خَ ّذ بَد: دشٗاى ًاضٖ  ص هغٌاع٘ 

sin
mS n z R

k k kJ M a a a a a
2

 

 باضذ  صح٘ح هٖ 2بٌابش ٗي گضٌٗٔ 
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چگالٖ ضاس دس فضإ ب٘ي دٍ صفحِ بِ صَس   -936
x

kD a ٖضَد  با تَدِ بنِ  خنتلا  ذتاًسن٘ل ه٘ناى دٍ صنفحِ،       فشض ه

 کٌ٘ن: س  ذ٘ذ  هٖ kهقذ س 

.
d d

d d

k d
V V d dx V

x
E l

2 2

2 1 4
 

 ضَد: هٖکِ  ص حل آى ًت٘جِ 

ln

V
k

d

4

2
 

 ذ :

( ) . ln
ln

x

d

V x
V x V d

d
E l

1 2
 

 صح٘ح  ست  4بٌابش ٗي گضٌٗٔ 

 

cosچگالٖ ه٘ذ ى هغٌاع٘سٖ ًاضٖ  ص دٍقغ ٖ هغٌاع٘سٖ بِ صَس   -937 sin
R

m

d
B a a

1

1 3
2

4
  ٖ باضنذ  گطنتاٍس    هن

Bحاصل  ص  ػوال 
1

mبش سٍٕ هغابق  
2

 ضَد: س بغٔ صٗش هحاس ِ هٖ 

cos sin ...
R R

m m m
m

d d
m B a a a a

1 1 2

2 1 2 3 3
2

4 8
 

 ضذُ دس صَس  سَ ل: دس صفحٔ خَ ستِ

cos sin
y x x

m m m m m m

d d d
a a a a

1 2 1 2 1 2

3 3 3

2

98 8 8
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 کٌ٘ن:  بتذ  چگالٖ باس هق٘ذ دس دٍ هح٘ظ س  هحاس ِ هٖ-938

. cos

. cos

S n r

S n r

k

r

k

r

E a

E a

 

 ذ :

cos

cos
cos , cos

S

S r

r r

r r
b b

r r

2
1 1

4
2

 

  ص عشفٖ:

r b a r

rr b a

2 2

2 2

4 4
2 

Sلز ، 

S

 صح٘ح  ست  1ٍ بٌابش ٗي گضٌٗٔ  1
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 24:3سال  –های کارشناسی ارشد ناپیوسته داخل  پاسخ سوالات آزمون ورودی دوره

 الکترومغناطیس

های قدرت، دانشگاه صنعتی امیرکبیر( )سید مهدی مظهری؛ آزمایشگاه آنالیس سیستم  

 

 ضَد: گ٘شٕ اص تَصٗع تاس هحاسثِ هٖ تاس دسٍى کشُ تِ سادگٖ ٍ تا اًتگشال -238

S S z
Q p dS ay r dr d2 

yکِ دس آى  r cos ٖکٌ٘ن ) تاضذ؛ تشإ هحاسثٔ ضعاع اص لض٘ٔ ف٘ثا غَسث استفادُ هٖ ه
, .

( )
a z

y a z2 2

1 5

3
2

 .)

 پس:

cos d

S S

ar
Q a r cos dr d Q a

2
2

3
4 2

3 2
9

4 64
 

 .تاضذ هٖصح٘ح  1گضٌِٗ تش اٗي اساس، 

 

إ  آٗذ پتاًسل حاصل اص تاس ًمطِ إ تذست هٖ پتاًس٘ل هجوَعٔ رکشضذُ تا استفادُ اص جوع آثاس ًاضٖ اص تاسّإ ًمطِ -239

i
Q  ٔدس ًمط

i
z ٖتاضذ: هطاتك ساتطٔ صٗش ه 

i
i i

i

Q
V

z

1 1
4 4 9

 

 خَاّ٘ن داضت:پس، تشإ پتاًس٘ل هجوَعٔ تاسّا 

i

i
i i

V V
1 1

4 9
 

1ٍ لذس ًسثت  1سشٕ فَق ت٘اًگش ٗک دًثالٔ ٌّذسٖ تا جولٔ اٍل 
9
 تاضذ؛ لزا: هٖ 

V
1 1 9

4 1 32
1

9

 

 .خَاّذ تَدصح٘ح  3گضٌِٗ تش اٗي اساس، 
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تاضذ. هواى حلمٔ هشتعٖ هطاتك ساتطةٔ صٗةش    جشٗاى تَدُ ٍ ت٘اًگش ٗک دٍلطثٖ هغٌاط٘سٖ هٖ ّا، حاٍسٕ ّش کذام اص حلمِ -:23

 تاضذ: هٖ

z
m I S b I a2

2 2 2 2
 

mطثك تعشٗف، گطتاٍس ٍاسد تش حلمٔ هشتعٖ اص ساتطٔ  B
12 2 12

چگالٖ ضاس هغٌاط٘سٖ ً٘ض هطاتك ساتطٔ ضَد؛  هحاسثِ هٖ 

 د:ضَ صٗش هحاسثِ هٖ

z z

m a I
B a a

2
1 1

12 3 34 4
 

Bتا تَجِ تِ اٌٗکِ تشداسّإ 
12

  ٍm
2

ٖ    جْت ّستٌذ، گطتاٍسٕ تش حلمٔ هشتعٖ ٍاسد ًوٖ ّن  سسةذ کةِ پاسة      ضَد؛ تةِ ًرةش هة

 ّا اسائِ ًطذُ است. هٌاسة اٗي سَال دس گضٌِٗ

 

تَاى تا تَجِ تِ داضتي ه٘ذاى، تٌاظشٕ ه٘ةاى جشٗةاى ٍ    حل هسأُٓ ٍجَد داسد؛ دس سٍش اٍل هٖدٍ ساُ حل هتفاٍت تشإ  -241

تَاى تشإ پ٘ذا ًوَدى اٗي تٌاظش اص هماٍهت الکتشٗکٖ تجْ٘ض کوک گشفت. هطةاتك سٍش   پتاًس٘ل تشلشاس ًوَد. دس سٍش دٍم، هٖ

 اٍل، تا تَجِ تِ اٌٗکِ ه٘ذاى دس فضإ ه٘اى دٍ کشُ ثاتت است:

V
E

b a
 

 علاٍُ تش اٗي، تشإ چگالٖ جشٗاى خَاّ٘ن داضت:

R

I
J a

R24
 

Jتا تَجِ تِ اٌٗکِ 
E ٖتَاى ًت٘جِ گشفت: ٍ تا دس ًرش داضتي ساتطٔ اٍل ه 

...

R

J I
E V

J a
V b a R

E
b a

2

4 

 .خَاّذ تَدصح٘ح  2گضٌِٗ تٌاتشاٗي، 
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 گ٘ش است. کٌ٘ن. هثال سادُ ٍلٖ ٍلت پتاًس٘ل تشداسٕ سا تا استفادُ اص جوع آثاس هحاسثِ هٖ -242

 داٗشُ داسٗن: تشإ تخص ً٘ن

x x

I ad a I I
A sin d a a

a
1

2
44 2 4 2

 

 تشإ پاسُ خط ً٘ض داسٗن:

a
x

x x
a

I dx a I I
A Ln x x a a Ln a

x a

2 2
2 2 2

1 2
4 4 1 24

 

 پس:

x

I
A A A Ln a

1 2

2 21
2

4 2 2
 

 صح٘ح است. 3گضٌِٗ تٌاتشاٗي، 

 

سا دس فضإ حفشُ اٗجاد ٍ اص جوع آثاس دٍ ضکل ٌّذسٖ استفادُ ًوَد؛ دس غ٘ش اٗي صَست  تَاى تاس الکتشٗکٖ  هٖ -243

 گ٘شٕ هَسد تشسسٖ لشاس گ٘شد: تاٗست ضذت ه٘ذاى الکتشٗکٖ تا هحاسثٔ دل٘ك هشصّإ اًتگشال هٖ

R

R

dQ R sin dRd d

R Ra

R sin dRd d RadQR
E

RR
2

2

3 344
 

تِ صَست  دس حالٖ کِ تغ٘٘شات 
4 2
 داسٗن: Rتاضذ، تشإ  هٖ 

( )
r Rsin

r z a a R aRcos R acos
r Rsin

2 2 2 2 2 2 

 پس:

( )

a cos

z z z

a
E dR sin cos d a a sin cos d a a

22 2
2

4 4

22
2

4 2 12
 

 .سسذ تِ ًرش هٖصح٘ح  3گضٌِٗ تش اٗي اساس، 
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اٗي سَال اص هتي فصل هغٌاط٘س ساکي کتاب چٌگ طشاحٖ ضذُ است! ٗک ًوًَِ اص حل سا هثتٌٖ تش تشداسّإ  -244

 کٌ٘ن: جا تثٌ٘٘ذ. دس اٗي تخص تا ٗک ًکتٔ سادُ هثال سا حل هٖ ضذگٖ دس آى هغٌاط٘س

هطاتك ساتطٔ هغٌاط٘سٖ  چگالٖ ضاسدس اهتذاد هحَسش تطَس ٗکٌَاخت هغٌاط٘ذُ ضذُ است.  h ٍ استفاع aإ تِ ضعاع  استَاًِ

 ضَد: صٗش هحاسثِ هٖ

z

cos cos
B M a

2
 

تاضذ، تةشداس هغٌةاطص   zهغٌاطص ٗکٌَاخت است، ٗعٌٖ تا فشض اٌٗکِ هحَس استَاًِ توجیه;
z

MM a   .کةافٖ اسةت  اسةت 

 ّإ هم٘ذ سا هحاسثِ کٌ٘ن: جشٗاى

mv
J M 

ms n z r
M MJ M a a a a 

Mٗعٌٖ سٍٕ استَاًِ جشٗاى سطحٖ تا تَصٗع a ٖهةذل  صٗةش  تَاً٘ن تِ صةَست ضةکل    داسٗن، دس حم٘مت س٘ستن اٗي هثال سا ه

 کٌ٘ن. پس پاسخٖ هطاتِ ٗک سلًََئ٘ذ خَاّ٘ن داضت. 

 

 

 

 دس سَال اخ٘ش:

,cos cos
3 2
2 2

 

 پس:

z

M M
B a

3 2
3 2

2 2 2 4
 

 .تاضذ هٖصح٘ح  2گضٌِٗ تٌاتشاٗي، 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

z  
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ٗات٘ن. تا تَجِ تِ اٌٗکِ پَسةتٔ خةاسجٖ تةِ     تاس لشاس گشفتِ تش سٍٕ سطح داخلٖ کشُ سا هحاسثِ ًوَدُ ٍ چگالٖ آى سا هٖ -245

 هتصل ضذُ، لزا: Vپتاًس٘ل 

Q bV4 

 پس:

,S b

bV VQ

bb b2 2

4

4 4
 

 صح٘ح است. 1گضٌِٗ هطاتك صَست سَال، ٍ تذٍى کَچکتشٗي تَض٘ح اضافٖ!، 

 

ّةا ٍ   تشإ هحاسثٔ ً٘شٍ ٍاسد تش حلمِ هشتعٖ تاٗذ ً٘شٍٕ ٍاسد تش اضلاع هختلف سا هحاسثِ کٌ٘ن. تا تَجِ تِ جْت جشٗةاى  -246

rتةِ اٌٗکةِ ه٘ةذاى دس فضةإ      ضَد. علاٍُ تش اٗي، تا تَجِ لاًَى دست ساست، ّ٘چ ً٘شٍٖٗ تش اضلاع افمٖ ٍاسد ًوٖ a   صةفش

 ضةَد.  اعوال هًٖ٘شٍ ضلع عوَدٕ خاسجٖ  فمط تِ ضَد؛ ًت٘جِ اٌٗکِ است، ّ٘چ ً٘شٍٖٗ تش ضلع عوَدٕ داخل استَاًِ ٍاسد ًوٖ

تا تَجِ تِ اٌٗکِ ه٘ذاى حاصل اص س٘ن حاهل جشٗاى دس هحل ضلع عوَدٕ خاسجٖ تِ صَست 
( )

I
B

b

1

2 2
 است، لزا: 

r

I I
F I B a

1 2

2 2 1 2
 

 .تاضذ هٖصح٘ح  4گضٌِٗ پس، 

 

 کافٖ است اًتگشال سطحٖ چگالٖ جشٗاى سا هحاسثِ کٌ٘ن!  -247

. cos

.
. .

R z
R

z R z z a a
J a a
R sin R Rsin r

sin cos
I J dS a a dS r dr d

R sin r
2 2

2 21 1

1 

 تا تَجِ تِ اٌٗکِ:

,
r z

sin cos
r z r z2 2 2 2

 

 لزا:
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r z

zr z r z
I r dr d dr d R

hr r z

2 2 2 2

2 2 2

1
2 

 .خَاّذ تَدصح٘ح  3گضٌِٗ تٌاتشاٗي، 

 

إ است؛ اتتذا همذاس ٍ هحل تاس تصَٗش سا هحاسثِ ًوَدُ ٍ سپس تةا اسةتفادُ اص ه٘ةذاى دٍلطثةٖ الکتشٗکةٖ       سَال سادُ -248

 کٌ٘ن. پاس  سا پ٘ذا هٖ

a a
q q q q

d a
a a

d
d a

2 2 

 تاضذ: dتا فشض اٌٗکِ فاصلٔ دٍ تاس الکتشٗکٖ 

( ) a aa a
d a d

a a a

22 2 2 2
2 

 گشدد: ضذت ه٘ذاى الکتشٗکٖ هطاتك ساتطٔ صٗش هحاسثِ هٖ

,
R

P q d

P
E cos a sin a

r 3 6

2
4

 

 ضَد: ساصٕ آى ًت٘جِ هٖ کِ اص سادُ

z x x z x z

q q
E a a a a a a

1 3 3 1 3 1
3 3

2 2 2 2 2 2 2 4
 

 صح٘ح است. 4گضٌِٗ تٌاتشاٗي، 

 

 کٌ٘ن: هّٖإ هم٘ذ حجوٖ ٍ سطحٖ سا هحاسثِ  اتتذا جشٗاى -249

 سطحٖ:

,

,

( ) ( )

( )

MS r z r

MS r z r

J M a M sin a a M sin a
r a

J M a M sin a a M sin a
r b

2 2
1

2 2
2
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 حجوٖ:

r z

M

a ra a

J M
r z

M sin2

1
2

 

 کٌ٘ن: ّإ هم٘ذ سطحٖ سا هحاسثِ هٖ تشآٌٗذ ًاضٖ اص جشٗاى  تا استفادُ اص جوع آثاس، ه٘ذاى

, ( ) [ ( )]
... ( )

( )
r z

MS r z

z

R a a z a

J dS R M sin a ad dz aa z a M L
H a

L aR a z

2
1 2

1 3 3 2 2
2 2 2

1
24 4

 

Hتِ صَست هطاتِ تشإ 
2

 خَاّ٘ن داضت: 

... ( )
z

M L
H a

L b
2 2 2

1
2

 

 پس:

z

M L
H a

L b L a2 2 2 2

1 1
2

 

 .تاضذ هٖصح٘ح  3گضٌِٗ تٌاتشاٗي، 
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