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  : حل

  : مختصات قطبي به كارتزين داريم كردنبا تبديل
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θj ( را به شكل قطبي بنويسيد زير اعداد مختلط1,2)
re با ،πθπ ≤<−(  
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( ) ( )31/22 jj ++.

  :حل

  :داريم مختصات كارتزين به قطبي  كردنبا تبديل
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 (1,3 ∞P و∞E پيدا كنيدبراي هر يك از سيگنالهاي زير را .  
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]فرض كنيد    1,4)  ]nx 2 در  باشد كه    سيگنالي<n4 و>nهر يك از سـيگنالهاي زيـر   .  صفر است

  ؟ هستندصفربازه هايي در چه 

]) الف ]3−nx      

]) ب ]4+nx       

])  ج ]nx −       

])  د ]2+− nx    

])  هـ ]2−− nx  

  :حل

]سيگنال   ) الف ]nx 3 1 سمت واحد به  و n> راست شيفت يافته است، سيگنال شـيفت يافتـه بـراي   

7>n است برابر صفر.  

]سيگنال   ) ب ]nx 46  و   n>− واحد به سمت چپ شيفت يافته است، سيگنال شـيفت يافتـه بـراي   

�>n است برابر صفر.  

]سيگنال )  ج ]nx4 سيگنال معكوس شده برپس .  معكوس شده است−<n 2 و>n است صفر.  

]سيگنال   )  د ]nx   ـ، سـيگنال جديـد    اسـت    واحد به سمت راست شيفت يافته   2 معكوس شده و  راي ب

2−<n 4 و>n است صفر.  

]سيگنال ) هـ ]nx است واحد به سمت شيفت يافته2 همآن  معكوس شده و .  

................................................................................................................................................................

)فرض كنيد    1,5) )tx 3 باشد  سيگنالي سـيگنالهاي زيـر بـه ازاي چـه   .  اسـت    شـده    صـفر   t> كه در   

t ؟ خواهند بود صفرمقاديري از  

)) الف )tx −1              

))  ب ) ( )txtx −+− 21          

))  ج ) ( )txtx −− 21  

)) د )tx 3                          

)) هـ )3/tx  

  :حل



  ٥

)) الف )tx  پـس  واحد به راست بـه دسـت مـي آيـد   1 به اندازه  دادن از معكوس نمودن و شيفت 1−

( )tx   . صفر مي باشدt<−12 براي −

) مي دانيم   )الف.1(طبق   ) ب )tx )بطور مشابه .  صفر خواهد بودt<−12 براي − )tx  براي  نيز2−

1−>t در اين صورت شود صفر مي ( ) ( )txtx −+−   . صفر خواهد بودt<−12 براي 2

)(x)3() ج ). مي آيد بدست 3 با ضريب tx از انقباض خطي  )tx   . صفر خواهد بودt>1 بر 3

))  د )
3

tx خطي از انبساط  )(tx   پـس  بدسـت مـي آيـد   3 با ضـريب ( )
3

tx9  صـفر   t> بـراي   

  .شدخواهد 

...............................................................................................................................................................

  .تناوب بودن يا نبودن سيگنال هاي زير تحقيق كنيدمدر مورد  )1,6

)) الف ) ( ) ( )tuetx tj 4/2 π+=                      

]) ب ] [ ] [ ]nununx −−=2  

]) ج ] [ ] [ ]{ }∑ −−−−−= ∞
−∞= knknnx k 4143 δδ  

  :حل

))  الف )tx1 متناوب نيست زيرا براي �>t شده است صفر.  

]، nبه ازاي همه مقادير )ب ] 1=nx  مي باشد1متناوب با دوره تناوب تابع است و .  

])  ج ]nx3 شده استرسم)ح1,6( در شكل .  

  

  

  

  

  

  . است4دوره تناوب آن بنابراين 

  

................................................................................................................................................................
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پيـدا   دير متغير مستقل را كه به ازاي آنها بخـش زوج سـيگنال صفرسـت    براي سيگنالهاي زير مقا    )1,7

  .كنيد
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  :حل

  )الف

[ ]{ } [ ] [ ]{ } [ ] [ ] [ ] [ ]{ }1 1 1

1 1
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2 2
v x n x n x n u n u n u n u nε = + − = − − + − − − −  

]بنابراين  ]{ }nxv 1ε3براي>nبرابر صفر است .  

2)(سيگنال چون ) ب tx،پس سيگنالي فرد است ( ){ }txv 2εبه ازاي تمام مقادير tصفر است .  
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] ازينرو ]{ }nxv 1ε 3 براي>n خواهد بود برابر صفر.  
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2

1
2

1 55
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tuetuetxtxtxtxv

ttε  

)بنابراين  ){ }txv 4ε فقط براي ∞→tبرابر صفر است .  

...............................................................................................................................................................

) بـه صـورت    را حقيقي سيگنالهاي زير  قسمت )1,8 )φω +−
tAe

at cos   ،بنويـسيد A ،a،ωو φ 

πφπ و A<� بايستي اعداد حقيقي اند و   . باشد−>≥

)) الف ) 21 −=tx       
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)) ج ) ( )π+= −
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)) د ) ( )tjjetx 1002
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  :حل

الف(  
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 دوره متنـاوب بـراي سـيگنالهاي   .  در مورد متناوب بودن يا نبودن سيگنال هاي زيـر تحقيـق كنيـد   )1,9

  . را بيابيداصليتناوب 

)) الف ) tjjetx 10

1 =               

))  ب ) ( )tjetx +−= 1
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]) ج ] njv
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]) د ] ( ) 5/2/13
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enx  

  :حل

) )الف )1x t استمتناوب يك نمايي مختط .  
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ر است با  آن هم برابدوره تناوب اصلي
510

2 RR
=  

)) ب )tx2 ،ازينرو يك نمايي مختط ضرب شده به يك تأخير نمايي است ( )tx2 است نامتناوب.  

])  ج ]nx32 اصلي تناوب  دوره يك سيگنال نمايي مختلط با
2

=
π
π

  . مي باشد
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])  د ]nx4 متناوب با دوره تناوب زير است  سيگنال:   
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  .آوريممي  بدست 10 را دوره تناوب اصلي ارائه مي شود، m=3با انتخاب كه 
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=N  

]) هـ ]nx5 متناوب نيست   ي سيگنال  .[ ]nx5   35 با     نمايي مختلط=
�

w   نمـي تـوانيم عـددي    .  اسـت

 حقيقي بدست آوريم كه بطور مثال 
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
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m پس باشد نيز عددي حقيقي [ ]nx3 ستمتناوب ني.  

( ) ( ) ( )14sin110cos2 −−+= tttx  
...............................................................................................................................................................

) سيگنال  اصليدوره تناوب) 1,10 ) ( ) ( )14sin110cos2 −−+= tttxرا بيابيد .  

  :حل

 جمله ي اول برابر است با پريود
510

2 ππ
==RHSبرحسب راديان   

   برابر است باجمله دوم پريود 
24

2 ππ
==RHS  برحسب راديان  

 برابـر   كه اين مقـدار .  هاي سيگنالها خواهد بود   RHSم بين   . م. كدوره تناوب   بنابراين سيگنال كلي با   

) است با ) πππ =
2

,
5

  م. م.  ك
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24
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−+=  
] سيگنالاصليدوره تناوب ) 1,11 ] 5/27/41 njnj eenx ππ   . را بيابيد=+−

  :حل

  .است RHS 1جمله اول برحسب دوره تناوب 

RHS 7جمله دوم بر حسب دوره تناوب  ، باشد)m=2 (هرگاه
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m است.  
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5 برابر RHSجمله ي سوم برحسب دوره تناوب ، )m=2 (هرگاه

5
2

2
=

π
π

m است.  

{ } 351,7,5   . م. م.  ك=

  .سيگنال گسسته در زمان زير را در نظر بگيريد) 1,12
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−−−=
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11
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knnx δ  

 وMاعداد
�

n تعيين كنيد كه بتوانطوري را [ ]nxرا به صورت زير بيان كرد   

[ ] [ ]
�

nMnunx −=  

  :حل

]سيگنال    ]nx   نشان داده شده است كه از معكوس كردن   ح112. در شكل [ ]nu   3 و انتقال بـه انـدازه 

]بنابراين . آيدمي واحد به راست بدست  ] [ ]3+−= nunx در آن  كه:  

3,1 −=−=
�

nM  
  .سيگنال پيوسته در زمان زير را در نظر بگيريد) 1,13

( ) ( ) ( )22 −−+= tttx δδ  

∞E بدست آوريدسيگنال زير را.  
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  :مربوط مي شودزير » قطار ضربه «بهمشتق اين سيگنال .  استT=2داراي تناوب 

( ) ( )∑
+∞

−∞=

−=
k

kttg 2δ  

  :مي توان نشان داد كه

( ) ( ) ( )2211 ttgAttgA
dt

tdx
−+−=

  . كنيدمحاسبه را 2t، و 1A،1t ،2Aمقادير 

  :حل

)(   . داده شده استنشان ح1,14 و مشتق آن در شكل txسيگنال 

  :بنابراين

  

  

  

  

  

  

  ح1,14شكل  نمودار

  

( ) ( ) ( )∑∑
+∞

∞−

+∞

∞−

−−−−= 12323 ktkttg δδ  

31 =A 01 و =t   32  و −=A 12   و =tائه مي كند  را ار.  

] با ورودي   Sسيستم   ) 1,15 ]nx   1اين سيستم از اتصال سري سيـستم   .  را در نظر بگيريدS2 وS   بـه  

  . به صورت زيرست2S و1S خروجي روابط ورودي –. دست آمده است
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[ ] [ ] [ ]3
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1
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πxnxnyS

nxnxnyS

]سيگنالهاي ]nx1و [ ]nx2ها هستند  ورودي.  
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١-٠



  ١١

  . را بيابيدSرابطه ورودي ـ خروجي سيستم ) الف

  ند يا نه؟ تغيير مي كS  رابطه ورودي ـ خروجي 2S و1Sآيا با تعويض ترتيب سيستمهاي ) ب

  : حل

]سيگنال  ]nx2 كه ورودي S2
] است بر حسب   ]ny1مي باشد بنابراين :  

)الف  

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]( )
[ ] [ ] [ ]

2 2 2

1 1

1 1 1 1

1 1 1

12 3
2

12 3
2

12 2 4 3 2 3 4 4
2

2 2 5 3 2 4

y n x n x n

y n y n

x n x n x n x n

x n x n n n

= − + −

= − + −

= − + − + − + −

= − + − + −

   برابر است با ورودي براي Sرابطه خروجي –

[ ] [ ] [ ] [ ]423522 −+−+−= nxnxnny

هايي به هم مربوط شوند تغيير نمـي كنـد    با سري S2 و S1 ورودي اگر مرتبه ي   رابطه خروجي   –) ب

  را تعقيب مـي كنـد مـي تـوانيم   S1 ،S2اين شكل را به راحتي با فرض اينكه . و فقط معكوس مي شود 

]در اين مورد، سيگنال .  كنيمرسم ]nx1 كه ورودي S1 است مانند [ ]ny2بنابراين.  مي باشد  

[ ] [ ] [ ]
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[ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )
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−+=
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nxnxny

  : بار ديگر به صورتSرابطه ورودي و خروجي براي 

[ ] [ ] [ ] [ ]42322 −+−+−= nnnSxnxny  
.است 

] با ورودي  راسيستم گسسته در زمان)  1,16 ]nxو خروجي [ ]ny رابطـه ورودي ـ   .  در نظر بگيريـد

  .ست اخروجي اين سيستم به صورت زير



  ١٢

[ ] [ ] [ ]2−= nxnxny  
  آيا سيستم بدون حافظه است؟) الف

]خروجي را به ازاي ورودي) ب ]nAδ ،تعيين كنيد Aيك عدد حقيقي يا مختلط است .  

  آيا سيستم وارونپذير است؟) ج

  :حل

]نيست زيرا بدون حافظه سيستم )  الف ]ny به مقادير لحظه ي قبلي [ ]nxبستگي دارد .  

]خروجي سيستم به صورت )  ب ] [ ] [ ] �=−= 2Anny δδخواهد بود .  

، مي توانيم نتيجه بگيريم كه خروجي سيـستم هميـشه بـراي وروديهـاي   )ب( نتيجه ي قسمت    طبق )ج

[ ]kn zk و 8−   .بنابراين سيستم معكوس پذير نيست.  صفر خواهد بود∋

)يك سيستم پيوسته در رمان با ورودي) 1,17 )txو خروجي ( )tyبا رابطه زير در نظر بگيريد ،.  

( ) ( )( )txty sin=  
  آيا سيستم عليّ است؟) الف

  آيا اين سيستم خطي است؟) ب

  :حل

(كازالسيستم   ) الف    (   ي  در برخي لحظات ممكن است به مقاديرلحظات آينده   ty نيست زيرا خروجي

)(tx لامث.  بستگي داشته باشد ( ) ( )�xy =−π.  

)دو سيگنال ) ب )tx1 و ( )tx2را در نظر بگيريد .  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )txtytx

txtytx

sin

sin

222

111

=→

=→

)فرض كنيد  )tx3 تركيب خطي ( )tx1 و ( )tx2باشد  .( )tx3برابر است با :  

( ) ( ) ( )txbtxtx 213 += α  
)اگر   .  اسكالرهاي دلخواه هستند   b و   αكه    )tx3   ورودي سيستم داده شـده باشـد بنـابراين خروجـي 

)متاظر  )ty3برابر است با :  

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )tbyty

tbxtax

txty

211

21

33

sinsin

sin

+=

+=

=

α



  ١٣

  .بنابراين سيستم خطي است

)يك سيستم پيوسته در رمان با ورودي) 1,18 )txوخروجي  ( )tyبا رابطه زير در نظر بگيريد ،.  

[ ] [ ]∑
+

−=

=
�

�

nn

nnk

kxny  

كه در آن
�

nيك عدد صحيح مثبت كراندارست .  

  آيا اين سيستم خطي است؟) الف

  آيا اين سيستم تغييرناپذير با زمان است؟) ب

]  بدانيم اگر) ج ]nxيعني به ازاي هر  (  كراندارست n، [ ] Bnx   ،) صحيح استي عددB كه >

]ان نشان داد كه    مي تو  ]ny   نيز كراندارست و كران آن C نتيجه مي گيـريم كـه سيـستم پايـدار   .  است

 وB را بر حسب C. است
�

nبيابيد .  

  :حل

]دو ورودي دلخواه ) الف ]nx1 و [ ]nx2را در نظر بگيريد :  

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]∑

∑
+

−

+

−=

=→

=→

�

�

�

�

nn

nn

nn

nnk

kxnynx

kxnynx

222

111

 

]فرض كنيد  ]nx3 تركيب خطي [ ]nn1 و [ ]nn2 باشد در اين صورت   

[ ] [ ] [ ]3 1 2x n x n b x nα= +  

]اگر   .  اسكالرهاي دلخواهي هستند   bو   αكه    ]nx3   د در ايـن صـورت    ورودي سيستم داده شده باشـن

]خروجي متناظر  ]ny3برابر است با   
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[ ] [ ]

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]

[ ] [ ]

2 3

1 2 1 2

1

n n

n n

n n n n n n

n n n n n n

y n x k

n k bx k x k b x k

y n by n

α α

α

+

−

+ + +

− − −

=

= + = +

= + =

∑

∑ ∑ ∑

�

�

� � �

� � �

 

  .بنابراين سيستم خطي است

]ورودي دلخواه ) ب ]nx2   فرض كنيد .  را در نظر بگيريد[ ] [ ]∑
+

−

=
�

�

nn

nn

kxny  خروجـي متنـاظر باشـد   11

]ورودي دومي برابر صورت ]nx ]كه از شيفت زماني = ]nx   . حاصل مي گردد را در نظر بگيريد1=

[ ] [ ]112 nnxnx −=  
  :خروجي متناظر با اين ورودي برابر است با

[ ] [ ] [ ] [ ]∑ ∑∑
+

−

+−

−−

+

−

=−==
�

�

�

�

�

�

nn

nn

nnn

nnn

nn

nn

knnkxkxny
1

1

11122

  بنابراين توجه كنيد كه

[ ] [ ]∑
−−

−−

=−
�

�

nnn

nnn

kxnny
1

1

111  

  بنابراين

[ ] [ ]112 nnyny −=  
  .ي دهد كه سيستم تغيير ناپذير با زمان استاين نشان م

]اگر ) ج ] β<nxدر اين صورت   

[ ] ( )β12 +≤
�

nny  
)بنابراين  )β12 +≤

�
nC  

به ازاي روابط ورودي ـ خروجي داده شده تعيين كنيد سيستم خطي است، تغييرناپذير با زمـان    ) 1,19

  .ا هر دوياست، 

))  الف ) ( )12 −= txtty    ب ([ ] [ ]22 −= nxny  

]) ج ] [ ] [ ]11 −−+= nxnxny  د  ([ ] [ ]{ }nxxny ϑ=  

  :حل
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 (i1)(دو ورودي دلخواه )  الف tx 2)( و txرادر نظر بگيريد :  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1

1

2

2

22

1

2

11

−=→

−=→

txttytx

txttytx
 

)فرض كنيد  )tx3  1)(يك تركيب خطي tx2)( و txيعني :  

( ) ( )1323 −= txttx  
3)(خروجي متناظر  ty:  

( ) ( )( ) ( ) ( )2

1 2 1 21 1t n t bx t y t tby tα α= − + − =  

  .بنابراين سيستم خطي است

ii ( ورودي دلخواه( )tx1فرض كنيد.  را در نظر بگيريد.  

( ) ( )11

2

1 −= txtty  
)خروجي متناظر باشد، ورودي  )tx2 از شيفت يافتن ( )tx1 خواهد آمد در زمان بدست:  

( ) ( )ttxtx −= 12  

  :خروجي متناظر اين سيگنال برابر است با

( ) ( ) ( )
�

ttxttxtty −−=−= 11 1

2

2

2

2  
  همچنين بخاطر داشته باشيد كه

( ) ( ) ( ) ( )tyttxtttty 21

2

1 1 ≠−−−=−
���

 
  .بنابراين سيستم تغييرپذير با زمان است

] دو روي دلخواه i)) ب ]nx1 و [ ]nx2را در نظر بگيريد؛   

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]2

2

2

222

2

111

−=→

−=→

nxnynx

nxnynx
 

[ ]nx3تركيب خطي را [ ]nx1 و [ ]nx2د؛ در نظر بگيري  

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]2

2

2

222

2

111

−=→

−=→

nxnynx

nxnynx
 

]فرض كنيد ]nx3 تركيب خطي [ ]nx3 و [ ]nx2يعني :  باشد  

[ ] [ ] [ ]3 1 2x n n n b x nα= +  
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] اسكالرهاي دلخواهي هستد اگر   α,bكه    ]nx3   شـند در ايـن صـورت    ورودي سيـستم داده شـده با

        :خروجي متناظر برابر است با

[ ] [ ]

[ ] [ ]( )

2

3 3

2

1 2

2

2 2

y n x n

x n bx nα

= −

= − + −
 

[ ] [ ] [ ] [ ]2222.2 21

2

2

22

1

2 −−+−+−= nxnabxnxbnxa  
[ ] [ ]nbynay 21

+≠  

  .بنابراين سيستم خطي نيست

ii ( ورودي دلخواهي مانند[ ]nx1فرض كنيد.  در نظر بگيريد  

[ ] [ ]22

11 −= nxny  
]ورودي دوم . خروجي متناظر باشد ]nx2در زمان بدست مي آيد :  

[ ] [ ]
�

nnxnx −= 12  
  :خروجي متناظر برابر است با

[ ] [ ] [ ]
�

nnnnxny −−=−= 22 2

1

2

22  
  :داشته باشيد كهتوجه 

[ ] [ ]
��

nnnnny −−=− 22

11  
  :بنابراين

[ ] [ ]
�

nnyny −= 12  
  . سيستم تغييرناپذير با زمان استنشان مي دهد كه

] دو ورودي دلخواه i)) ج ]nn1 و [ ]nn2را در نظر بگيريد .  

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]11

11

2222

1111

−−+=→

−−+=→

nxnxnynx

nxnxnynx
 

]فرض كنيد ]nx3 تركيب خطي [ ]nx1 و [ ]nx2باشد يعني   

[ ] [ ] [ ]3 1 2x n x n b x nα= +  

]اگـر   . دلخواهي هستند اعداد b , aكه  ]nx3   در ايـن صـورت خروجـي   .  ورودي سيـستم داده باشـد

]متناظر  ]ny3برابر است با :  
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[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )

[ ] [ ]nybynay

nxnxbnxnxa

nbxnaxnbxnxa

nxnxny

=+

−−++−++=

−−−−+++=

−−+=

1

2211

2111

333

1111

1111.

11

  بنابراين سيستم خطي است

(ii ورودي [ ]nx1   فرض كنيـد   .  را در نظر بگيريد[ ] [ ] [ ]11 111 −−+= nxnxny   خروجـي متنـاظر 

]ورودي دوم   . باشد ]nx2   فرض كنيـد   .  را در نظر بگيريد[ ] [ ] [ ]11 111 −−+= nxnxny   در حـوزه 

  . زماني بدست مي آيد

] اگر ] [ ]
�

nnxnx −=   :خروجي متناظر با اين ورودي برابر است با 12

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
��

nnnnnxnxnxny −−−=+=−−+= 1111 11222  
   داشته باشيد كهيادهمچنين ب

[ ] [ ] [ ]
���

nnnnnxnny −−−−+=− 11 11  
  بنابراين

[ ] [ ]
�

nnyy −= 12 2  
  . كه سيستم تغيير ناپذير با زمان استو بيان مي كند

(i   دو ورودي [ ]tx1 و [ ]tx2را در نظر بگيرد .  

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }txodtytx

txodtytx

122

111

=→

=→
 

)فرض كنيد كه  )tx3 تركيب خطي  [ ]tx1 و [ ]tx2باشد يعني   

( ) ( ) ( )3 1 2x t x t bx tα= +  

3)(اگر .  اعداد دلخواهي هستندb , aكه  tx   به عنـوان ورودي سيـستم داده شـده تلقـي شـود درايـن 

  :صورت خروجي متناظر با اين ورودي برابر است با

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
( ){ } ( ){ } ( ) ( )

3 3 1 2

1 2 1 2

y t od x t od x t bx t

a od x t b od x t ay t by t

α= = +

= + = +
 

  .بنابراين سيستم خطي است

(ii سيگنال دلخواه ( )tx1فرض كنيد.  را در نظر بگيريد.  
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( ) ( ){ } ( ) ( )
2

11
11

txtx
txodty

−−
==

)سـيگنال . خروجي متناظر باشد  )tx2   را بعنـوان سـيگنال ورودي تمـام كـه از انتقـال ( )tx1   از زمـان 

  : نظر بگيريدبدست مي آيد، در

( ) ( )
�

ttxtx −= 12  
  :ر با اين ورودي برابر است باخروجي متناظ

( ) ( ){ } ( ) ( )

( ) ( )
2

2

11

22
22

��
ttxttx

txtx
txodty

−−−−
=

−−
==

  :همچنين توجه كنيد كه

( ) ( ) ( ) ( )ty
ttxttx

tty 2
11

1
2

≠
+−−−

=− ���

�
 

  .بنابراين سيستم، تغييرناپذير با زمان نيست

) بـا ورودي  خطي پيوسته در زمان Sم يك سيست1,20) )tx  و خروجـي( )ty   داراي رابطـه ورودي ـ 

  ست اخروجي زير

( ) ( )
( ) ( ) tjStj

tjStj

etyetx

etyetx

32

32

−− =→=

=→=

)خروجي متناظر با) الف ) ( )ttx 2cos1   .محاسبه كنيد =

)خروجي متناظر با) ب ) 














 −=
2

1
2cos2 ttxرا بيابيد .  

  :حل

      داده شده) الف

( ) ( )
( ) ( )





=→=

=→=
−− tjtj

tjjt

etyetx

etyetx

32

32

 

  :ستم خطي است سياز آنجا كه

( ) ( ) ( )tjtjtjtj
eetyeetx

33

1

22

1 2
1

2
1)( −− +=→+=

  بنابراين
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( ) ( ) ( ) ( )ttyttx 3cos2cos 11 =→=
  :مي دانيم) ب

( )( )
22

12cos)(
22

2

tjjtjj
eeee

ttx
+

=−=
−

  :با استفاده از خاصيت خطي بودن داريم

( ) ( ) ( ) ( ) ( )13cos
2

1
2

1 33

1

22

1 −=+=→+= −−−−
teeeetyeeeetx

tjjjtjjtjtjj

  بنابراين

( )( ) ( ) ( )13cos
2

12cos)(1 −=→−= ttyttx

) سـيگنال پيوسـته در زمـان   21-1شكل م   ) 1,21 )tx   رسـم و   راسـيگنالهاي زيـر   . را نـشان مـي دهـد 

  . كنيددهيمقدار

)) الف )1−tx            

)) ب )tx −2      

)) ج )12 +tx  

) د






 −
2

4
t

x         

)) هـ ) ( ) ( )[ ]tutxtx −+              

) و














 −−






 +
2

3

2

3
)( tttx δδ  

  :حل

  . رسم شده اند1,21ح سيگنالها در شكل 

  

  



  ٢٠

  

  

  

  

  1,21حشكل 

  

]ه در زمان   يگنال گسست س 22-1شكل م   ) 1,22 ]nx   سيگنالهاي زير را به دقت رسـم   .  را نشان مي دهد

  . كنيدگذاريو مقدار

  

  

  

]) الف ]4−nx    ب ([ ]nx ]) ج    3− ]nx 3  

]) د ]13 +nx    هـ ([ ] [ ]nunx ]) و   3− ] [ ]22 −− nnx δ  

]) ز ] ( ) [ ]nxnx
n

1
2

1

2

1
)) ح       +− )[ ]2

1−nx  



  ٢١

  . نشان داده شده است1,22سيگنالها در شكل ح 

-4

-1

-2

1/2

1   1   

n

[ ) [ ] [ ]nxnx
n

1
2

1
2

1 −+

n

210

[ ] [ ] [ ]nxnunx =− 3

  
  1,22شكل ح 

  

 را تعيين، و آنها را رسم و به دقـت مقدارگـذاري   23-1بخشهاي زوج و فرد سيگنالهاي شكل م   ) 1,23

  .كنيد

  



  ٢٢

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  23-1شكل م 

  :حل

  . رسم شده است1,23ح قسمتهاي زوج و فرد سيگنال در شكل 
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-1-2

2
1t

21

2
1−

-1-2 1 2

1/2
( )tx 2

-1/2

1/2

-1-2

1 2
t

21   -1-2

1/2
1   

( )tx

ج 

)(tx)(tx

2/3t   2/3t   

  
  1,23حشكل مسئله 

 را تعيين، و آنها را رسم و به دقـت مقدارگـذاري   24-1بخشهاي زوج و فرد سيگنالهاي شكل م   ) 1,24

  .كنيد
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1/2

-1
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0

][ nxe

][ nxo
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][ nxe
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1

0
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7
n

ا�� 

1
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0

1/2

1/2    -

-1-2
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1 2
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-4

1/2    -

-2

1/2    -
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1/2

2

1/2
-3/2

4

1/2

n

n-4

-1/8

3

3/2    -

1   

3/2   3/2   

1/2

  1,24حشكل مسئله  
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  تعيين كنيد كدام يك از سـيگنالهاي پيوسـته در زمـان زيـر متنـاوب اسـت، دوره تنـاوب پايـه   )1,25

  .سيگنالهاي متناوب را بيابيد

)) الف ) 






 +=
3

4cos3
π

ttx      

)) ب ) ( )1−= tjetx πج (( )
2

3
2cos 















 −=
π

ttx      

)) د ) ( ) ( ){ }tuttx πξ 4cos=  

)) هـ ) ( ) ( ){ }tuttx πξ 4sin=      

)) و ) ( )∑
+∞

−∞=

−−=
n

nt
etx

2  

  :حل

،   پريوديك)الف
24

2 ππ   تناوب = =

22،  پريوديك)  ب == π
πN  

)) ج ) [ ] ( )[ ] 2/24cos1 π−+== tttx متناوب؛ تناوب 
24

2 ππ
=  

)) د ) ( ) 2/4cos nttx  متناوب؛ =
2

1
4

2
==

π
πتناوب   

)) هـ ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 2/4sin4sin tuttunttx −−= πپريوديك نيست .  

  .نيست پريوديك) و

وره  د در صورت متنـاوب بـودن   . تعيين كنيد آيا سيگنالهاي گسسته در زمان زير متناوب اند يانه   ) 1,26

  . آنها را تعيين كنيداصليتناوب 

]) الف ] 




 += 1
7

6
sin π

π
nx  

]) ب ] 






 −= π
π
8

cosnx  

]) ج ] 




= 2

8
cos π

π
nx        
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]) د ] 










= π
ππ
4

cos
2

cos nnx  

]) هـ ] 




 +−




+




=
62

cos2
8

sin
4

cos2
ππππ

nnnnx  

  :حل

  7- پريود با پريوديك)  الف

  .غير پريوديك)  ب

  8- پريوديك با پريود)  ج

])  د ] ( ) ( )[ ]
4

cos
4

3cos
2

1 nnnx ππ   8 متناوب با دوره تناوب =+

  16 متناوب با دوره تناوب)  هـ

سيـستم مـي توانـد صـفات زيـر   . ند خاصيت عمومي سيستمها را معرفي كرديم   در اين فصل چ   ) 1,27

  .راداشته يا نداشته باشد

      بدون حافظه) 1(

    تغييرناپذير با زمان) 2(

  خطي) 3(

        عليّ) 4(

  پايدار) 5(

. را دارند و كدام يك را نـدارد     كه سيستمهاي پيوسته در زمان زير كدام يك از اين خواص   تحقيق كنيد 

)در هر مورد. بياوريددليل  )tyخروجي سيستم و ( )tx مي باشد ورودي سيستم.  

)) الف ) ( ) ( )txtxty −+−= )) ب    22 ) ( )[ ] ( )txtty 3cos=  

)) ج ) ( )∫ ∞−
=

t

dxty
2

ττ  

)) د )
( ) ( ) �
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

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,
)) هـ     ) ( )

( ) ( ) ( )



≥−+

<
=

txtxtx
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yt

,2

, ��
  

)) و ) ( )3/txty ))   ز      = ) ( )
dt

tdx
ty =  

  :حل

  خطي پايدار)  الف
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  بي حافظه، خطي، كازال؛ پايدار)  ب

  خطي)  ج

  تغير ناپذير با زمان، خطي، كازال پايدار)  د

  خطي، پايدار)  هـ

  تغييرناپذير با زمان، خطي، كازال)  و

 براي سيستمهاي گسسته در زمـان   27-1 كه كدام يك از خواص بيان شده در مسئله   تحقيق كنيد ) 1,28

]در هر مورد. دليل بياوريد. زير وجود دارند ]nyخروجي و [ ]nxورودي سيستم است .  

]) الف ] [ ]nxny ]) ب    =− ] [ ] [ ]822 −−−= nxnxny  

]) ج ] [ ]nnxny ]) د      = ]{ }1−nxξ  

]) هـ ]
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


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
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n

n

n

nx
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ny ��  

]) ز ] [ ]14 += nxny  

  :حل

  خطي، پايدار) الف

  تغييرناپذير با زمان، خطي، كازال، پايدار)  ب

  بي حافظه، خطي، كازال) ج

  خطي، پايدار) د

  خطي، پايدار)  هـ

  بي حافظه، خطي، كازال، پايدار)  و

1,29(  

]ن داراي ورودينشان دهيد سيستم گسـسته در زمـا   ) الف ( ]nx   خروجـي ،[ ]ny   و رابطـه ورودي ـ 

]خروجــــــي  ] [ ]{ }y n Re x n=آيــــــا ايــــــن سيــــــستم بــــــه ازاي .  جمــــــع پذيرســــــت

]رابطه ] [ ]{ }nxeyn j 4/Re π= در اين مسئله( جمع پذيرست؟[ ]nx نيست را حقيقي(.  
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 سيستم مستلزم اين است كه سيستم دو خاصيت جمـع پـذير و همگنـي را داشـته   خطي بودن يك   ) ب

دليـل   . يا همگني را دارنـد يـا نـه     كنيد هر يك از سيستمهاي زير خاصيت جمع پذيري و   تحقيق. باشد

  . بيان كنيدبياوريد، يعني براي اثبات وجود هر خاصيت برهان بياوريد و براي رد آن مثال نقض
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  :حل

  :دو ورودي سيستم را به صورت زير در نظر بگيريد) الف

[ ] [ ] [ ]{ [ ] [ ] [ ]{ }nxnynnnxnynn
SS

22211

0

1 Re,Re1 =→=→
  :حال ورودي سوم را به صورت زير در نظر بگيريد

[ ] [ ] [ ]nxnxnx 213 +=  

  :خروجي متناظر برابر خواهد بود با
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  .استنتيجه مي گيريم سيستم جمع پذير 

] ورودي به   فرض كنيم رابطه خروجي   – ] [ ]{ }nxeny
j

4Re
π

 تغييـر يابـد و نيـز دو ورودي تغييـر   =

]يابد و نيز دو ورودي  ]nx1 و [ ]nx2را به صورت زير در نظر بگيريد :  
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]ال سومي به صورت   حال سيگن  ] [ ] [ ]nxnxnx 213 .  را بعنـوان ورودي بـه سيـستم فـرض كنيـد   =+

  :خروجي برابر است با

[ ] [ ]{ }
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[ ] [ ]1 2y n y n= + +  

  .بنابراين نتيجه مي گيريم كه سيستم جمع پذير نيست

  : رودي را به صورت زير در نظر بگريد دو سيگنال و i))ب
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)حال سيگنال سوم را به صورت  ) ( ) ( )txtxtx 213   : خروجي متناظر سيستم عبارتست از=+

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )tyty

dt

tdxtdx

txtx

dt

tdx

tx
ty

21

21

21

2

3

3

3

1

1
)(

+≠

=




 +
+

=






=

 

  .بنابراين نتيجه مي گيريم كه مستقيم جمع پذير نيست

)حال ورودي چهارم را به صورت  ) ( )taxtx 14   خروجي متناظر به صورت .  در نظر بگيريد=

( )
( )
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( ) ( )
2 2 2

4 1 1

4 1

4 1

1 1
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dx t d x t n d ta
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  .بنابراين سيستم همگن است

(iiمي گيريممثال زير را در نظر .  سيستم جمع پذير نيست.  

               مفرض كني

[ ] [ ] [ ] [ ]nnnnx δδδ 212221 ++++=  

[ ] [ ] [ ] [ ]nnnx δδδ 31222 ++++==  
  :رابر است با بn=�خروجي متناظر در 
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30,20 21 == yy
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  حال سيگنال را به صورت
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  .در نظر بگيريد

] برابر است بـا   n=�خروجي متناظر در    ] 4/15=�y .   بطـور واضـح[ ] [ ] [ ]��� 213 yyy ايـن   . ≠+

  .نشان مي دهد كه سيستم جمع پذير نيست

]ي هيچ حدود ]nx4 كه به خروجي [ ]ny4مي دانيم كه .  منجر مي شود را در نظر بگيريد  
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  .سيستم همگن است

در صورت وارو نپـذير بـودن سيـستم   .  هر يك از سيستمهاي زير وارونپذيرند يا نه   تحقيق كنيد ) 1,30

  . باشديكييستم به آنها س بيابيد كه پاسخ  مختلفغير اين صورت دو سيگنالدر . پيدا كنيدوارون را
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  :حل

): تغييرناپذير، معكوس پذير)  الف ) ( )4+= txty.  

)تغيير پذير، سيگنالهاي ) ب )tx و ( ) ( ) π21 += txtx مي دهند خروجي هاي يكساني را.  

]تغيير پذير، ) ج ] [ ]nsn δδ ).  خروجي هاي يكساني را مي دهند, ) ( )
dt

tdx
ty = .  

   .تغييرناپذير، معكوس پذير) د

] n≤�تغييرناپذير، معكوس پذير؛ براي ) هـ ] [ ]1+= nxxyو براي �<n،[ ] [ ]nxny =.  

]تغييرپذير، ) و ]nxو [ ]ny−نتايج يكساني را ارائه مي كنند .  

]تغييرناپذير، معكوس پذير، ) ذ ] [ ]nxny −= 1.  

)تغييرناپذير، معكوس پذير، ) خ ) ( )
dt

tdxtxty )(+=.  

]تغييرناپذير، معكوس پذير، ) ط ] [ ] [ ]1
2

1 −−= nxnxny.  

)تغييرپذير، اگر) ي )tx هر ثابت دلخواهي فرض شود، در اين صورت ( ) �=ty.  

]تغييرپذير، ) ك ]nδ و δ2نتايج يكساني [ ] �=nyرا ارائه مي دهند .  

)تغييرناپذير، معكوس پذير، ) ل ) ( )
2

txty =.  

): تغييرناپذير، معكوس پذير) م ) ( )
2

txty =.  

تغييرپذير 
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−+=

nnx

nnnxi

δ

δδ

2

,

1

] گيريم نتيجه مي  ] [ ]nny δ=  

]: تغييرناپذير، معكوس پذير) ن ] [ ]nxny 2=  

 يكي از مهمترين نتايج خواص خطي بودن و تغييرناپـذيري بـا زمـان را نـشان مـي    مثال در اين ) 1,31

به يك ورودي يـا چنـد ورودي   ) LTI(دهيم، يعني اين كه اگر پاسخ سيستم خطي تغييرناپذير با زمان   

قسمت اعظم بقيه اين . مي تواني پاسخ سيستم به وروديهاي متعدد ديگري را نيز حساب كنيم   را بدانيم،   

 اختـصاص   LTIكتاب به كاربرد اين حقيقت در پي ريزي روشهايي براي تحليـل و سـنتز سيـستمهاي   

  .دارد
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) در نظر بگيريد كه پاسخ آن به سـيگنال   LTIيك سيستم   ) الف )tx1   سـيگنال   ) الـف ( 31-1 شـكل م

( )ty1   پاسخ سيستم بـه ورودي   . است) ب (31-1 شكل م( )tx2   را تعيـين و بـه   ) ج (31-1 شـكل م

  .دقت رسم كنيد

)پاسخ سيستم مفروض در قسمت الف را به ورودي) ب )tx3 تعيين و رسم كنيد) د (31-1 شكل م.  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  31-1كل م ش

  :حل

ــف ــه )  ال ــتهتوج ــه   داش ــيد ك ) باش ) ( ) ( )2112 −−= txtxtx . ــابراين ــقبن ــه   طب ــودن ب ــي ب  خط

( ) ( ) ( )212 −−= tytyty نشان داده شده است1,31حكه در شكل . دست مي يابيم .  

ــه   ) ب ــد ك ــه كني )توج ) ( ) ( )113 ++= txtxtx .   ــودن ــي ب ــيت خط ــتفاده از خاص ــا اس ــابراين، ب بن

( ) ( ) ( )1113 ++= tytyty . نشان داده شده است1,31حكه در شكل .  

  

  1,31حشكل 

( )ty3

٠ ١ ١-٢
t 

٠ ١ ٢
t 

٢

( )ty2
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)  فرض كنيد)1,32 )tx و فرض كنيد كهاست يك سيگنال پيوسته در زمان   

 ( ) ( )txty 21 )    و  = ) ( )2/2 txty =  

)سيگنال )ty1 سريع شده  نوع( )tx   است، از اين لحاظ كه زمان لازم براي ايجاد هر قسمت آن نـصف 

) مشابه، طوربه   . شده است  )ty2 كند شدة   گونه ي ( )tx   است، زيـرا مـدت آن دو برابـر شـده اسـت  .

  :گزاره هاي زير را در نظر بگيريد

)اگر ) 1( )txآنگاهب باشد، متناو ( )ty1نيز متناوب است .  

)اگر) 2( )ty1،آنگاه متناوب باشد  ( )txنيز متناوب است .  

)اگر) 3( )tx،آنگاه متناوب باشد  ( )ty2نيز متناوب است .  

)اگر) 4( )ty2،آنگاه متناوب باشد  ( )txنيز متناوب است .  

در صورت درست بودن يك گـزاره، رابطـه   .  كنيد تحقيقدرستي يا نادرستي هر يك از اين گزاره ها را   

در صـورت نادرسـت بـودن گـزاره،   . و سيگنال ذكر شده در گزاره را بيان كنيدد اصليبين زمان تناوب   

  .ريد بياومثال نقض

  : حل

  .صحيح است گزاره هاتمامي 

1 (( )tx با تناوب T ،استمتناوب  .( )ty1 با تناوب ،
2

T است پريوديك.  

2 (( )ty1 با تناوب T است،  متناوب( )tx 2 با تناوبT استپريوديك .  

3 (( )tx متناوب با دوره تناوب T و ( )tyL 2 دوره تناوب باT استپريوديك .  

4 (( )ty2 متناوب با دوره تناوب T و ( )tx دوره تناوب با 
2

T استپريوديك .  

]فرض كنيد) 1,33 ]nxو باشد يك سيگنال گسسته در زمان   
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]سيگنالهاي ]ny1 و [ ]ny2   و كند شده   سريع شده    به ترتيب گونه هاي[ ]nx البته بايـد توجـه   .  هستند

و كند شده با همتاهاي پيوسته در زمان   نوع هاي سريع شده    ،حالت گسسته در زمان    كه در   داشته باشيد 

  .گزاره هاي زير را در نظر بگيرد. خود تفاوتهاي عمده اي دارند

]اگر) 1( ]nxمتناوب باشد، آنگاه [ ]ny1نيز متناوب است .  

]اگر) 2( ]ny1وب باشد، آنگاه متنا[ ]nxنيز متناوب است .  
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]اگر) 3( ]nxمتناوب باشد، آنگاه [ ]ny2نيز متناوب است .  

]اگر) 4( ]ny2متناوب باشد، آنگاه [ ]nxنيز متناوب است .  

در صورت درست بودن يك گزاره، رابطه بين   . ز اين گزاره ها راتعيين كنيد   درستي يا نادرستي هر يك ا   

  .در صورت نادرست بودن گزاره مثال نقض بزنيد. زمان تناوب پايه دو سيگنال را بيان كنيد

  :حل

]. صحيح) 1  ] [ ] [ ] [ ]
�

NnynyNnxnx +=+=  يعني پريوديك است بـا   ;11
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  . فرد باشدNاگر 

ــت) 2 ]. نادرس ]ny1 . پريوديــك[ ]nx   ــد يعنــي بــا فــرض اينكــه  پريوديــك را ارائــه مــي كن
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ــورت،  ــن ص  در اي

[ ] [ ]nxny 21 ]يوديك است اما،  پر= ]nxبه طور واضح پريوديك نيست .  
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  .در اين مسئله چند خاصيت سيگنالهاي زوج و فرد را بررسي مي كنيم) 1,34

]نشان دهيد كه اگر) الف ]nxفرد باشد، آنگاه :  

[ ] �=∑
+∞

−∞=n

nx  

]نشان دهيد كه اگر) ب ]nx1فرد و [ ]nx2زوج باشد، آنگاه [ ]nx2[ ]nx1خواهند بود فرد.  

]فرض كنيد) ج ]nx باشد سيگنال دلخواهي با قسمتهاي فرد و زوج  
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  هـم الف تا ج بر حسب سيگنالهاي گسسته در زمان بيان شد، خواص مـشابهي   با اينكه قسمت هاي   ) د

  ثابت كنيد كه. مان صادق استبراي حالت پيوسته در ز

( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−
+= dttxdttxdttx oe

222



  ٣٥

)كه در آن )txeو ( )txoبه ترتيب بخشهاي زوج و فرد ( )txهستند .  

  :حل

  :فرض كنيد) الف

[ ] [ ] [ ] [ ]{ }∑∑
∞

=

∞

∞−=

−++=
1nsn

nxnxxnx �  

]اگر  ]nx ،فرد باشد [ ] [ ] �=−+ nxnxشد بنابراين مجموع برابر صفر خواهد .  

]فرض كنيد ) ب ] [ ] [ ]nxnxny   : در اين صورت=21

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]nynxnxnxnxny −=−=−−=− 2121  
]اين نشان مي دهد كه  ]nyفرد است .  

  : فرض كنيد) ج

[ ] [ ] [ ]{ }

[ ] [ ] [ ] [ ]

22

2 2 2

e

n n

t t

e e

n n

x n x n x n

x n x n x n x n

∞ ∞

+∞ +∞

=−∞ =−∞

=−∞ =−∞

= +

= + +

∑ ∑

∑ ∑ ∑

�

� �

 

]انيم كه مي د ) ب( قسمت    بدست آمده در   بااستفاده از نتيجه    ] [ ]nxnx oe همواره سيگنالي فرد است و 

  :گيريم كهمي نتيجه ) الف ( قسمت بدست آمده دربا استفاده از نتيجه

[ ] [ ] �=∑
+∞

−∞=

nxnx o

n

e2  

  :بنابراين

[ ] [ ] [ ]∑ ∑ ∑
+∞

−∞=

+∞

−∞=

+∞

−∞=

+=
n n n

oe nxnxnx
222  

  :فرض كنيد) د

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−
++= dttxtxtxdttxdttx eoeo 2222

) همچنين ) ( )txtx e�
  :پسي فرد است،  سيگنال نيز

( ) ( )∫
+∞

∞−
= �

�
dttxtx e  

  :بنابراين
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( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−
+= .222

dttxdttxdttx
e

e �

   باشدسيگنال نمايي گسسته در زمان متناوبفرض كنيد رابطه زير ) 1,35

[ ] ( )nNjmenx /2π=  

   اين سيگنال برابر است بااصلينشان دهيد كه دوره تناوب 

( )Nm , /م. م.  ب NN =
�

)كه )Nm ,mN   . است, ب م م بزرگترين مقسوم عليه مشترك

  : حل

 كوچكترين قصد داريم 
�

N   را k Nطوري بيابيم كـه   
N

m π
π

2
2

=







�

 يـا   
m

NkN =
�

 يـك   k كـه   

اگر   . عدد صحيح است   
�

N   آنگاه    يك عدد صحيح باشد N   بايد يـك ضـريبي از 
k

m   باشـد و 
k

m 

 پسنيز بايستي يك عدد صحيح باشد
k

m يك ضريب مشترك بين k , m همچنـين، اگـر   .  مي باشـد

كوچكترين
�

N صورت، در اينپيدا كنيم را
k

m م . م.  ببايدN , mباشد .  

( )Nm

N
N

 .م .مب,
=
�

  

)فرض كنيد)  1,36 )txباشد  سيگنال نمايي مختلط پيوسته در زمان زير   

( ) tjmoetx =  

كه فركانس پايه آن   
�

ω   و دوره تناوب پايه آن [ ]
��

ωπ /2=nTسيگنال گسسته در زمـان را در   .  است

)فاصله نظر بگيريد كه با گرفتن نمونه هاي هم )txبه دست مي آيد، يعني    

[ ] ( ) j o
x n x nt e nT

ω= =  

]نشان دهيد كه ) الف ]nx كهخواهد بود به شرطي متناوبفقط و فقط 
�

TT به عبـارت   عدد گويا باشد،  /

) اگر و تنها اگر مضربي از فاصله نمونه گيري دقيقاً برابر مضربي از دوره تناوبديگر )txباشد .  

]فرض كنيد كه) ب ]nx ،پس متناوب است  

      )   1-36-1م (
q

p

T

T
=

�

  

] و فركانس پايه   اصليدوره تناوب   . مي باشند  اعداد صحيح   q و   pكه در آن    ]nx  ؟ فركـانس   را بيابيد

Tپايه را به صورت كسري از
�

ωبيان كنيد .  



  ٣٧

 فرض كنيد كه   حال) ج
�

TT قـاً تعيـين كنيـد كـه چنـد   را ارضـا مـي كنـد، دقي   ) 1-36-1م   ( معادلـه   /

)تناوب )txلازم است تا نمونه هاي يك دوره تناوب [ ]nxدن به دست آي.  

  :حل

]اگر)  الف ]nx باشد، متناوب ( )TNnjnTj
ee

+= ωω
 كه�

�

� T
πω   : كهبيان مي كند =2

= يك عدد گويا 
N

K

T

T
K

T

NT
=⇒

��

π
π

2
22  

اگر   ) ب(
q

p
T

T =
�

] در اين صورت    ] ( )qPnjenx /2π= .   تناوب پايه برابر است با
( )qP

q

 .م .م ب.
 

  :و فركانس پايه برابر است با

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
, gcd , gcd , gcd ,

Tp
p q p q p q p q

q p q P p

ω ωπ π
= = =� ب.  م.  م�

) ج(
( )qp

p

,gcd
)تناوب هاي  )txد  هستن.  

 2در مسائل انتهاي فـصل   . همبستگي بين دو سيگنال مفهوم مهمي در كاربردهاي مخابراتي است   ) 1,37

ي  ا بـه مقدمـه   حـال .بيـا مـي كنـيم    كـاربرد همبـستگي را   طرز و   بحث خواهيم كرد   در اين مورد بيشتر   

  .مي پردازيم توابع همبستگي و خواص آنها در موردكوتاه

)فرض كنيد )txو ( )tyتعريف مي شودبه اين صورت، تابع همبستگي  باشند  دو سيگنال   

( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−
+=Φ ττ dtytxtxy

)تابع )txxΦ   را تابع خود همبستگي سـيگنال ( )tx و ( )txyΦ   را همبـستگي متقابـل سـيگنالهاي ( )tx 

)و )tyمي نامند .  

) )الف )txyΦو ( )tyxΦچه رابطه اي دارند؟   

) فردقسمت) ب )txxΦ كنيدمحاسبه را .  

)فرض كنيد) ج ) ( )Ttxty +=.( )txyΦو( )tyyΦرا برحسب ( )txxΦبيان كنيد .  

  : حل

) تعريف طبق) الف ( )txyφداريم .  



  ٣٨

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

xy

yx

t x t y d

y t x d

t

φ τ τ τ

τ τ τ

φ

+∞

−∞

+∞

−∞

= +

= − +

= −

∫

∫  

)) الف(با توجه به قسمت ) ب )txxxx −= φφكه بيان مي كند xxφزوج است .  

)بنابراين قسمت فرد )txxφخواهد شد صفر  برابر..  

  حال) ج

( ) ( )Ttt xxxy −= φφ و ( ) ( )tt xxyy φφ =  

  .واحد مي پردازيمبرخي خواص تابع ضربه  به بررسي در اين مسئله) 1,38

  نشان دهيد كه) الف

( ) ( )tt δδ
2

1
2 =  

): توجه )t∆δ را ببينيد34-1شكل (را بررسي كنيد .(  

) ضربه واحد پيوسته در زمان را به صورت حد سـيگنال   4-1در بخش   ) ب )t∆δ   در .  تعريـف كـرديم

)، چند خاصيت   حقيقت )tδ   را با بررسي خواص متناظر ∆δ مـثلاً چـون سـيگنال بـه پلـه   .  كرديم بيان

  .واحد ميل مي كند

( ) ( )∫ ∞− ∆∆ =
t

dtu ττδ  

)      ) 1-38-1م ( ) ( )tutu ∆
→∆

=
�

  حد

)  فرض مي كنيميعني )tδمشتق ( )tuباشد .  

)در واقع به جاي مشخص كردن مقدار    )tδ   به ازاي مقادير مختلف t   كه كاري ناممكن است، اين تابع ،

 مشخصه هاي بسيار ساده رفتار تـابع ضـربه واحـد را    يكي از   2در فصل   . را با خواص آن تعريف كنيم   

 كه مفهوم اصلي در اسـتفاده از ضـربه واحـد،   بيان كنيم  مي خواهيم اين مطلب را   حال. مطرح مي كنيم   

نشان دهيـد   .  را در نظر بگيريد   38-1براي اين كار شش سيگنال شكل م   . فهم چگونگي رفتار آن است   

   اگر فرض كنيمپس، )به صورت ضربه به رفتار مي كنند (∆→�كه تمام اينها به ازاي 

( ) ( )∫ ∞−
∆

t
ii

drtu ττ  



  ٣٩

  :داريم

( ) ( )tutu
�→∆

= حد  

)در هر مورد سيگنال  )tui∆كهبه خاطر داشته باشيد.  كنيددهي را به دقت رسم و مقدار :  

)    ∆به ازاي تمام مقادير ) ( ) ��� ==∆ 42 rr  

)فرد فرض كردن   بنابراين    )tδكه به ازاي �≠t صفر و بـه ازاي �=t   كـافي نيـست    بينهايـت اسـت  .

 دسـته   5-2در بخـش   . است كه ضربه را تعريف مـي كنـد   ) 1-38-1م   (برعكس، خواصي نظير معادله   

 كه با تابع ضربه مرتبط اند و به جاي مقـادير   خواهيم كرد توابع ويژه را تعريف مگنالها به نا كاملي از سي   

  .بر حسب خواص تعريف مي شوند

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



  ٤٠

  :حل

)مي دانيم كه ) الف( ) ( )tt
2

22 ∆∆ = δδ پس:  

( ) ( )tt
t 200
lim

2

1
2lim ∆→∆→∆

= δδ  

  كه بيان مي كند

( ) ( )tt δδ
2

12 =  

  . نشان داده شده اند1,38حدر شكل ) ب(

( )tu 2

∆

∆2∆

1

( )tu∆

1

1/2

2
∆

2
∆

-

1

1/

2

∆− ∆ t

( )tu
3

∆ ( )tu
4

∆

2
1

∆∆−

( )tu
6

∆

1

1/2

∆− ∆

( )tu
5

∆

∆

1,38حشكل 



  ٤١

)نقش   ) 1,39 )tu   ،( )tδ   و ديگر توابع ويژه در بررسي سيستمهاي خطي تغييرناپذير با زمـان ايـده آل 

يش بسيار ساده و مهمي از اين  مي دهد كه نما   اين امر اين امكان را   سازي پديده هاي فيزيكي است، و   

 داشـته   خـاطر مخصوصاً بايد بـه   . ع ويژه بايد دقت كنيم   باز توا  اما در استفاد ه   . سيستمها به دست آوريم   

 هر گاه با استفاده از آنها محاسـبه اي انجـام مـي دهـيم،   ازينرو توابعي ايده آل اند،   اين توابع، باشيم كه   

 از رفتار سيگنالهايي است كه قصد ايده آل سـازي    است يفرض مي كنيم كه اين محاسبه توصيف دقيق   

  . در نظر بگيريدرا اين مطلب معادله زيربيان براي .  را داريمآنها

)    )1-139م ( ) ( ) ( ) ( )txtx δδ �� =  

  اين معادله مبتني بر اين است كه

)    )2-39-1م ( ) ( ) ( ) ( )txtx ∆∆ ≈ δδ ��  

 طريقـه  بررسي دقيق تـر    بااما. به دست مي آيد   ) 1-39-1م   ( ازاين معادله، معادله ايده آل   گرفتن حد با   

 زمـاني   فقـط در واقـع ) 2-39-1م ( كه تساوي نشان داده مي شود   ) 2-39-1م   (به دست آوردن معادله   

)معني دارد كه  )tx در �=t پيوسته باشد؛ در غير اين صورت نمي توان براي tت كوچك نوش  

( ) ( )�xtx ≈  
) مطلب، سيگنال پله واحد   واضح شدن براي    )tu   مـي   ) 70-1(بـا توجـه بـه معادلـه   .  را در نظر بگيريد

)،   t>�دانيم كه به ازاي    ) �=tuو به ازاي �>t،  ( ) 1=tuدر  ؛ امـا مقـدار آن   واهد بـود  خ�=t 

)، ∆ مقـادير همـه توجـه كنيـد كـه بـه ازاي   بـراي مثـال   [تعريف نـشده اسـت    ) �� =∆u   در حـالي ،

)كه )
2

11 =∆ �u، از اگر محاسبات انجام شده بـا اسـتفاده   ]. مراجعه كنيد ) ب (38-1 مسئله    به ( )tu   بـه 

)انتخاب مقدار مشخصي براي    )�u تعريف نشدنبستگي نداشته باشد ،( )�u   مشكلي ايجاد نمـي كنـد  .

)مثلاً اگر )tfدر �=tپيوسته باشد، آنگاه مقدار   

( ) ( )∫
+∞

∞−
σσσ duf  

) به )�u   از طرف ديگر تعريف نشدن.  بستگي ندارد( )�u   مي تواند مهم باشد، زيرا به اين معني اسـت 

فـرض كنيـد مـي خـواهيم مقـداري بـراي   . هستندكه برخي محاسبات شامل توابع ويژه تعريف نشده   



  ٤٢

)حاصل ضرب  ) ( )ttu δ   نمي توان ارائه كـرد، نـشان   را   چنين تعريفي    بدانيداي اين كه   بر.  تعريف كنيم

       وليدهيد كه

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( )tttu

ttu

δδ

δ

2

1
=

=

∆∆
→∆

∆
→∆

�

�

�

حد

حد

  

 البته با توجـه بـه اينكـه   ،كردبه طور كلي مي توان حال ضرب دو سيگنال را بدون هيچ مشكلي تعريف   

. يكي نباشـد ) 5-2ش  نقاط تكين گفته شده در بخسايرناپيوستگي، ضربه يا (محل نقاط تكين سيگنالها   

به عنـوان مثـال نـشان دهيـد كـه   . اگر مكان نقاط تكين يكسان باشد، حاصل ضرب تعريف نشده است   

  سيگنال

( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−
−= ττδτ dtutg  

)مشابه )tuاست؛ يعني در �<tدر� برابر ، �>tو در1ابر  بر ،�=tاست  تعريف نشده.  

  : حل

      : داريم

( ) ( ) ( ) ( ) �� == ∆
→∆

∆
→∆

tuttu δδ
00

limlim  

  :همچنين

( ) ( ) ( )tttu δδ )
2

1(.lim
0

=∆∆
→∆

 

          : داريم

( ) ( ) ( ) ττδτ dtutg −= ∫
+∞

∞−
 

    

  

  

( )
( ) ( ) ( )ttut

t

δτδ

τδ

=−

=− �
 

 ( )∫
+∞

=−=
�

ττδ dt  
0  

1

  تعريف نشده

t>0

t<0

t=0



  ٤٣

، به ازاي ورودي متحـد بـا صـفر،     يا همگن    باشد يريستم يا جمع پذ    س دهيد اگر يك    نشان)  الف 1,40

  .بدست مي دهدخروجي متحد با صفر 

تعيين كنيد كه نه جمع پذير باشد و نه همگن، ولـي بـه ازاي   ) پيوسته يا گسسته در زمان   (سيستمي   ) ب

  .ورودي متحد با صفر خروي متحد با صفر ايجاد كند

 و   1tفت كه اگر ورودي يك سيستم خطي بين زمانهـاي   وان نتيجه گر   تآيا مي   ) الف(با توجه به بند   ) ج

2t   1 در حال پيوسته در زمان يا بينn. 2وn   در حالت گسسته در زمان صفر باشد، خروجي نيـز بايـد 

  .در آن فاصله صفر باشد؟ توضيح دهيد

  :حل

  :اگر يك سيستم جمع پذير باشد در اينصورت) لف ا

( ) ( ) ( ) �� =−→−= tyytxtx  
  .بعنوان يك سيستم مي باشد) ب

( ) ( )txty 2=  

)براي مثال . خير) ج ) ττ dxty
t

) با  )(=∫−∞ ) ( ) ( )1−−== tututx ر نظر بگيريدد را.  

)در اين صورت  )tبراي x1>t برابر صفر است اما ( )tبراي y1>t را دارد) 1( مقدار.  

] با ورودي راSسيستم ) 1,41 ]nxخروجي ،[ ]nyو رابطه ورودي ـ خروجي زير در نظر بگيريد .  

[ ] [ ] [ ] ( ){ }1−+= ngngnxny

]، n مقاديرهمهن دهيد اگر به ازاي نشا) الف ] 1=ng يستم س آنگاهSتغييرناپذير با زمان است .  

]نشان دهيد كه اگر) ب ] nng   . تغييرناپذير با زمان نيستS، آنگاه سيستم =

]نشان دهيد كه اگر) ج ] ( )n
ng 11   . تغييرپذير با زمان استS ، آنگاه سيستم=+−

  :حل

])  الف ] [ ]nxny   . بنابراين سيستم تغييرناپذير با زمان است=2

]) ب ] ( ) [ ]nxnny 12 ]يراسيستم تغييرپذير با زمان است ز=− ] ( ) [ ]
��

NnxnNny −−≠+ 12.  

]) پ ] [ ] ( ) ( )( ) [ ]nxnxny
nn

21111
1 =−++−+=   . بنابراين سيستم تغييرناپذير با زمان است−

  

1,42(  



  ٤٤

  گزاره زير درست است يا نادرست؟)  الف

پاسـخ   . اتصال سري دو سيستم خطي تغييرناپذير با زمان، سيستمي خطي و تغييرناپذير بـا زمـان اسـت   

  .خود را با دليل بيان كنيد

  گزاره زير درست  است يا نادرست؟) ب

  .كنيدپاسخ خود را با دليل بيان . اتصال سري دو سيستم غيرخطي يك سيستم غيرخطي است

  سه سيستم با روابط ورودي ـ خروجي زير در نظر بگيريد) ج

1سيستم :  [ ] [ ]
n

nnx
ny

 فرد

 زوج





=
�

2/
 

2سيستم :  [ ] [ ] [ ] [ ]2
4

1
1

2

1
−+−+= nxnxnxny

3سيستم :  [ ] [ ]nxny 2=  

رابطـه ورودي ـ   .  سـري بـسته شـده انـد   صـورت  به 42-2 اين سيستمها مطابق شكل م هفرض كنيد ك

  آيا اين سيستم خطي است؟ آيا تغييرناپذير با زمان است؟.  بيابيدخروجي سيستم كل را

  

                                 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

]1سيستم  ] →nx → 2 سيستم → 3 سيستم [ ]ny→

( )jwez 

ππ−

(a-ii)

ππ−

١/٢

( )jwez 

( )jwez 

ππ−

(a-iv)
١/٢(a-iii)

2
j−

٠π−
π

١/٢



  ٤٥

            

    

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  5,27.حشكل 

  :حل

فـرض كنيـد اگـر   .  را كه به صورت سري بهم وصل شده اند در نظر بگيريد S2 و   S1دو سيستم   )  الف

( )1x t   و ( )2x t   1 ورودي هايS   باشند آنگـاه ( )ty1   و ( )ty2   خواهنـد بـود    خروجـي هـاي آن .

( )jweY 

2
π−

2
j−

2
j

b-iii)(

2
π

2
π−

2
1b-ii)(

١/٢

z (e
jw

)  
(a-v)

١/٤

2
π−  

2
π

b-v)(

2
π−  

2
π



  ٤٦

)همچنين فرض كنيد كه اگر    )ty1 و ( )ty2   ر ايـن صـورت    باشـند د   2 ورودي هاي سيستم( )tz1   و 

( )tz2 خروجي هاي سيستم S2چون.  خواهند بودS1مي توانيم بنويسيمپس. خطي است :  

( ) ( ) ( )1 2 1 2

si
ax bx t y t by tα+ → +  

  :پس مي توان نوشت نيز خطي است S2از آنجايي كه . ، ثابت هستندb , aكه 

( ) ( ) ( ) ( )tbztaztbytay LS

2121 +→+  
  م كه نتيجه مي گيري

( ) ( ) ( ) ( )tbztzatbxtax
SS

21121
21 +→+.  

  . خطي استS2 و S1بنابراين تركيب سري 

  . خطي است، مي توانيم بنويسيمS1از آنجايي كه 

( ) ( )

( ) ( )
��

��

TtxTty

yTtyTtx

S

S

−→−

−→−

11

11

2

1

,

,

 

  :بنابراين

( ) ( )
��

TtZTtx
ss − →− 1

.

1
21  

  . زمان است با تغييرناپذيرS2 و S1ستم ي كه اتصال سري دو سمي توان نتيجه گرفتبنابراين 

  ,ادرستن) ب

) فرض كنيد    ) ( ) 1+= txty و ( ) ( ) 1−= tytz اگـر   .  غيرخطـي انـد   2 نشان مـي دهـد سيـستم   كه

)سيستم ها به صورت سري وصل شوند  ) ( )txtz   . سيستم خطي خواهد بود=

] 1/1فرض كنيد خروجي سيستم ) پ ]nω 1/2وخروجي سيستم [ ]nzبناميم در اينصورت :  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

1 12 2 2 2 2
2 4

1 11 2
2 4

y n x n n n n

x n x n x n

ω ω ω= = + − + −

= + − + −
 

  سيستم كلي خطي و تغييرناپذير با زمان خواهد بود

1,43 (  



  ٤٧

) با ورودي   LTIسيستم   ) الف )tx   و خروجي  ( )tyنشان دهيـد كـه اگـر   .  در نظر بگيريد( )tx دوره 

) باشد، T  با دوره تناوب   اوبتنم )ty   نشان دهيد كه براي حالت گسسته در زمـان نيـز   .  نيز چنين است

  .بدست مي آيدنتيجه مشابهي 

)مثالي از يـك سيـستم تغييرناپـذير بـا زمـان بـا سـيگنال ورودي نامتنـاوب   ) ب )tx     كـه   بيـان كنيـد 

)خروجي )tyبه دست دهد به صورت متناوب و .  

  : حل

        :  داريم)  الف

( ) ( )
( ) ( )TtyTtx

tytx

s

s

−→−

→
 

)حال اگر،    )tx   با تناوب T   ،باشد،   متناوب ( ) ( )Ttxtx  در اين صورت نتيجـه مـي گيـريم كـه   =−

( ) ( )Ttyty  صـدق    نيـز به براي سيستم هاي گسسته  مشا يدليل. است متناوب،   T دوره تناوب  با   =−

  .كندمي 

نشان دهيد كه علي بودن براي سيستمهاي خطـي تغييرناپـذير بـا زمـان بـا بيـان زيـر هـم   )  الف 1,44)

  :ارزست

به ازاي هر زمان   
�

t   و هر سيگنال ( )tx با ( ) �=txدر 
�

tt )، خروجي> )tyنيز بايد در 
�

tt  صـفر   >

  .باشد

  .براي حالت گسسته در زمان نيز مي توان گزاره مشابهي بيان كرد

  . را داشته باشد، ولي عليّ نباشدفوقيك سيستم غيرخطي بيابيد كه شرط) ب

  .را ارضا نكنديك سيستم غيرخطي بيابيد كه عليّ باشد، ولي اين شرط ) ج

  :ست ازير يانبنشان دهيد كه وارونپذيري يك سيستم گسسته در زمان خطي معادل ) د

]تنها ورودي ايجادكننده    ] �=ny   براي تمام مقادير ،n   ،[ ] �=nx   براي تمام مقادير ،n بـراي   . ، است

  .صدق مي كندمهاي خطي پيوسته در زمان نيز گزاره مشابهي سيست

  .را ارضا كند ولي وارونپذير نباشد) د(يك سيستم غيرخطي بيابيد كه شرط بند ) هـ

  :حل

)اگر   : فرض كنيد )  الف ) �=tx   براي 
�

tt ، در اين صورت بـراي   >
�

tt < ،( ) �=ty   بـراي اثبـات 

  :اينكه سيستم كازال است



  ٤٨

)فرض كنيد    )tx1   فرض كنيم   .  سيگنال دلخواهي است( )tx2   سـيگنال ديگـري اسـت كـه در 
�

tt < 

)مشابه  )tx1اما براي.  مي باشد
�

tt )؛ > ) ( )ttx   :از آنجايي كه سيستم خطي است.  است2≠

( ) ( ) ( ) ( )tytytxtx 2121 −→−  
 براي چون

�
tt < ( ) ( ) �=− txtx   فرض ما براي   21

�
tt < ( ) ( ) �=− tyty ايـن نـشان مـي   . 21

دهد كه براي   
�

tt <  ( ) ( )tyty 21 به عبارت ديگر براي   . −
�

tt .  خروجي از ورودي نمـي پـذيرد   >

  . سيستم سيستم كازال استازينرو

نشان مي دهيم كه اگر براي   . سيستم كازال است   : فرض
�

tt < ،( ) �=tx در اينصورت بـراي 
�

tt < ،

( ) �=tx.  

فرض كنيد براي
�

tt ) سيگنال> )txبرابر صفر است  :( ) �=tx.  

)بيان كرددر اين صورت مي توان  ) ( ) ( )txtxtx 21 ) كه =− ) ( )txtx 21  براي=
�

tt <.  

) برابر است با  خطياز آنجايي كه خروجي سيستم ) ( ) ( )tytyty 21 −=.  

)حال، از آنجايي كه سيستم كازال است  ) ( )tyty 21  براي=
�

tt بنابراين . >
�

tt < ،( ) �=ty.  

)فرض كنيد   ) ب ) ( ) ( )1+= txtxty   حال، براي 
�

tt <،( ) �=tx   بيـان مـي دارد كـه بـراي 
�

tt < ،

( ) �=ty .كه سيستم غيرخطي و غيركازال استبه خاطر داشته باشيد .  

)فرض كنيد ) ج  ) ( ) 1+= txtyرا ارضاء نمي كند) 1( شرط قسمت كه. ، اين سيستم خطي اما كازال است.  

]نشان مي دهـيم كـه   .  سيستم تغييرناپذير با زمان است   :فرض) د ] �=ny   بـراي تمـام مقـادير n    اگـر 

[ ] �=nxفرض كنيد .  

[ ] [ ]nynx →= �  
]بايستي   .  ورودي در دو معادله ي بالا تغيير نيافت   چون ] [ ]nyny  كـه   كنـد  بيـان مـي    امـر   ايـن . =2

[ ] �=ny .   از آنجايي كه فرض كرديم سيستم تغييرناپذير با زمان است، تنها يك ورودي مي تواند بـه

] به صورتبايدو اين ورودي . شودمنجر يك خروجي خاص  ] �=nxباشد   .

] n به ازاي همه مقادير    :فرض ] �=ny   اگر [ ] �=nx   بـراي كـل n .   نـشان مـي دهـيم كـه سيـستم

  : تغييرناپذير است

  :فرض كنيد



  ٤٩

[ ] [ ]

[ ] [ ]nynx

nynx

22

11

,

→

→

 

  :از آنجايي كه سيستم خطي است

[ ] [ ] [ ] [ ] �=−→− nynynxnx 1121  
]با توجه به فرض اصلي، بايستي نتيجه بگيريم كه    ] [ ]xxnx 21 ]، يعني هر= ]ny1   خاصـي مـي توانـد 

]يك ورودي توسط  ]nx1بنابراين سيستم تغييرناپذير است.  توليد شود.  

)ت  

[ ] [ ]nxny 2=  

)محاسـبه تـابع همبـستگي   .  مفهوم تابع همبستگي را معرفي كـرديم   37-1در مسئله    )1,45 )thxΦ  در

)حالتي كه  )th   ي سيگنال معيني است، ول( )tx   مي تواند هر سيگنالي باشد، از لحاظ عملي مهم اسـت  .

) مي كنند كه ورودي آنيحا طرSبراي اين منظور سيستم  )txو خروجي آن ( )thxΦباشد .  

  . را توضيح دهيد خود پاسخ عليّ است؟ S تغييرناپذير با زمان است؟ آيا S خطي است؟ آيا Sآيا ) الف

)اگر خروجي به جاي) ب )thxΦ ،( )txhΦ تغيير مي كند يا نه؟) الف( باشد آيا پاسخهاي بند  

  : حل

  : فرض كنيد

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )ttytx

ttytx

hx

s

hx

s

2

1

22

11

φ

φ

=→

=→
 

): حال فرض كنيد ) ( ) ( )tbxtaxtx 213   : خروجي سيستم متناظر برابر است با=+

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )tbytay

tbta

dthxbdthxa

dthxty

hxhx

21

21

33

21

+=

+=

+++=

+=

∫∫

∫
∞+

∞−

∞+

∞−

+∞

∞−

φφ

ττττττ

τττ

 

  . خطي است$بنابراين 

): حال، فرض كنيم ) ( )Ttxtx −=   :، خروجي سيستم متناظر برابر خواهد بود با14



  ٥٠

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )Tt

dTthx

dthTx

dthxty

hx +=

++=

+−=

+=

∫

∫

∫

∞−

∞−

∞+

∞−

+∞

∞−

1

1

44

φ

τττ

τττ

τττ

 

) كهپر واضح است ) ( )Ttyty −≠   . بنابراين، سيستم تغييرپذير با زمان است14

)بـه زمـان آينـده سـيگنال ورودي    رهـر زمـان   سيستم بطور توصيفي كازال نيست زيرا خروجـي د    )tx  

  .وابسته است

ــكل     )1,46 ــدبك دار ش ــستم في ــرض 46-1سي ــد و ف ــر بگيري ــد را در نظ ــه ازاي  كني ــه ب  n>� ك

]داريم ] �=ny.  

]خروجي را به ازاي) الف ] [ ]nnx δ=رسم كنيد   

]اگر) ب ] [ ]nunx   . باشد، خروجي را رسم كنيد=

  

[ ] [ ] [ ] [ ]1−=→
−↑

⊕→
+

nenynx
ne

  

  46-1شكل م 

  

  :حل

  .رسم شده است 1,46  حطرح در شكل

  

  

  

  

  

  1,46  حشكل

[ ]ny

-٠  ٨    ٧    ٦    ٥   ٢    ١    ٠   ١ ١

٢

٣

٤ ٥

[ ]ny

... ...



  ٥١

] يك سيستم نمواً خطي،   فرض كنيد كه   S)  الف ) 1,47 ]nx1   يـك سـيگنال ورودي دلخـواه، و[ ]ny1 

نشان دهيد كه اين سيـستم   . را در نظر بگيريد   ) الف (47-1سيستم شكل م   . خروجي متناظر با آن است   

] و در واقع رابطه كلي ورودي ـ خروجي بين مي باشدخطي  ]nxو [ ]ny به انتخـاب [ ]nx1   بـستگي 

  .ندارد

  . نمايش داد48-1 را مي توان به صورت شكل S نشان دهيد كه) الف(از قسمت  با استفاده) ب

تمي نمـواً   س و اگر سي ـپاسخ خود را با دليل بيان كنيد   ؟   استكدام يك از سيستمهاي زير نمواً خطي   ) ج

] و پاسخ ورودي صـفر   Lخطي است، سيستم خطي    ]ny
�

)يـا   )ty
�

يـستم بـه    آن را بـراي نمـايش س   

  . بيابيد48-1صورت شكل 

)i(    [ ] [ ] [ ]42 +++= nxnxnny  

)ii( [ ]
( )

( ) [ ]
( )

n

n

kxn

nn

ny n

k

 فرد

زوج 

,

,

)1(1

212/

21









+−

−

=
∑
−

−∞=

  

)iii(  [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ]
[ ] ��

��

<

≥





−−−

+−−
=

x

x

nxnx

nxnx
ny

,31

,31
  

)iv  ( 47-1سيستم شكل م) ب(  

)v ( 47-1سيستم شكل م) ج(  

 سيـستم خطـي و   L دارد كـه   48-1فرض كنيد يك سيستم نمواً خطي خاص نمايشي مطابق شكل   ) د(

]اپذير با زمان و   تغييرن ]ny
�

 تغييرناپذير با زمان است   Sدهيد كه    نشان.  پاسخ به ورودي صفر آن است   

] تغييرناپذير با زمان وSاگر و تنها  ]ny
�

  . ثابت باشد

  :حل

] پاسخ سيستم به    {)الف ]nx1{- } پاسخ سيستم به [ ]( ) [ ]nxnx   )الف (47-م كلي سيستم شكل پاسخ =}+1

  

] به Lپاسخ يك سيستم خطي + پاسخ ورودي صفر سيستم ({ ]( ) [ ]nxnx 1+{=  

            

]+پاسخ صفر سيستم ( به ورودي Lپاسخ يك سيستم خطي {            ]nx1({-  

   

                       =  {   [ ]nx  {  پاسخ يك سيستم خطي L  به   



  ٥٢

][0 ny

][ ny

][0 ny

][ nx

  
  1,47حشكل 

  

]اگر) ب ] �=nx1 براي تمامي nدر اين صورت ،[ ]ny1نمايش ورودي صفر [ ]ny
�

  . خواهد بود

S ممكن است در اين صورت دوباره همانند شكل S 1,47است1,48اين مشابه شكل .  رسم شود .  

  تعميم خطي) i) ج

             [ ] nny =
�

]     و   ] [ ] [ ]12 ++→ nxnxnx  

ii ( تعميم خطي  

[ ] [ ]
( )

[ ] ( ) n

n

n

n

ny

n

n
kxnx

n

k

فرد

زوج

و

فرد

زوج









−
=









→ ∑

−

−∞=

2
2

2

2

10

�

  

iii (ب با انتخا: تعميم خطي نيست[ ] 3=ny
�

  :داريم 



  ٥٣

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ]
[ ] ��

��

� <

≥





−−−

−=
=−

x

x

nxnx

nxnx
nyny

61

1
 

ــر  ]اگــ ] [ ]nnx δ−=1و [ ] [ ]nnx δ22 ــصورت =− ] در اينــ ] [ ] [ ] 611 −−+−= nnny δδ و 

[ ] [ ] [ ] [ ] 61222 21 −−+−=≠ nnnyny δδ  
iv (تعميم خطي  

( ) 1=ty
�

)  و ) ( ) ( )
1−+→

dt

tdx
ttxtx  

Vخطيم تعمي :  

[ ] ( )nny π2cos=
�

] و ] ( ) [ ]nxnnx πcos2→  

[ ] [ ]nynx
s→و    

]:   فرض كنيـد   ) د ] [ ]nynx
s→ و  [ ] [ ]nznx ] در ايـن صـورت   → ] [ ] cnzny ، بـراي   =+

]  ورودي تغييرناپذيري نياز داريم كه وقتي ]
�

nnx   :  باشد،  خروجي با−

[ ] [ ] cnnznny +−=−
��

  :اين نشان مي دهد كه »شودبرابر 

[ ] [ ]
�

�

�
nnznnx −→−  

همينطـــور مـــي خـــواهيم كـــه .  بايـــد تغييرناپـــذير بـــا زمـــان باشـــد�در بازگـــشت نـــشان مـــي دهـــد كـــه
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nxnhnxhny
 

  .دهدكه نتيجه مي 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]42222124121 −−−+−−+++= δδδδδ nnnnny

  :مي دانيم كه) ب(

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]∑
+∞

−=

−+=∗+=
NK

knxkhnhnxny 222

  : داريم) 2,1,1.ح(با مقايسه با معادله 

[ ] [ ]212 += nyny  
  :به صورت زير بنويسيم) 2,1,1ح(مي توانيم معادله ) ج

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]knhnxnhnxny
k

−=∗= ∑
+∞

−∞=
1  
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  :به طور مشابه مي توان داشت

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]knhkxnhnxny
k

−+=+∗= ∑
+∞

−∞=

223  

  :مي توان نوشت) 2,1,1ح(با مقايسه با رابطه

[ ] [ ]213 += nyny  
  .سيگنال زير را در نظر بگيريد) 2,2

[ ] [ ] [ ]{ }103
2

1
−−+−








= nununnh  

A و Bn به نحوي بيابيد كه معادله زير برقرار باشد را برحسب .  

[ ]







≤≤








=−

−−

,

,
2

1
1

�

BkA
knh

kn

 

  

  :حل

]با استفاده از تعريف داده شده براي سيگنال  ]nhمي توان نوشت :  

[ ] ( ) [ ] [ ]{ }103
2

1
1

−−+=
−

kukukh
k

 

]سگينال ]kh9 3تنها دربازه ي    ≤≤− k   از اين مي دانيم كه سيگنال   .  صفر نيست[ ]kh تنها در بازه   −

39ي    ≤≤− k   حال اگر .  صفر نيست[ ]kh  بـه سـمت راسـت شـيفت دهـيم، در   n رابـه انـدازه   −

]اينصورت سيگنال  ]knh 39 در بازه ه حاصل مي وشد ك− +≤≤− nknصفر نيست بنابراين :  

3

9

+=

−=

nB

nA
 

]ورودي ) 2,3 ]nxو پاسخ ضربه [ ]nhر نظر بگيريد زير را د  

[ ] [ ]

[ ] [ ]2

2
2

1
2

+=

−






=
−

nunh

nunx

n

]خروجي ] [ ] [ ]nhnxny   . را بيابيد =∗

  :حل

در غير اين صورت
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]و  x1فرض كنيد سيگنال هاي  ]nhبه صورت زير تعريف شوند .  

[ ] ( ) [ ]

[ ] [ ]nunh

nunx
n

=

=

,

2
1

1

 

]توجه داشته باشيد كه  ] [ ]21 −= nxnx و [ ] [ ]21 += nhnh   

  :حال

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ]2

2

11

1

+−−=

+∗−=

∗=

∑
∞

−∞=

knhzkx

nhznx

nhnxny

k

 

  . در سيگماي فوق بدست مي آوريمk بجاي m+2با جايگذاري 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]nhnxnxmnhmxny
m

11111 ∗∗=−= ∑
+∞

−∞=

  : در متن كتاب درسي، مي توان نوشت2,1با استفاده از نتيجه مثال 

[ ] ( ) [ ]nuny
n





 −=

+1

2
112  

2,4( [ ] [ ] [ ]nhnxny ] را به ازاي=∗ ]nx و [ ]nhزير بيابيد و آن را رسم كنيد .  

[ ] 83

,

,1 ≤≤





=
n

nx
�

[ ] 154

,

,1 ≤≤





=
n

nh
�

  :حل

  :  مي دانيم كه

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]knhknhnxny
k

−=∗= ∑
+∞

−∞=

]سيگنال  ]nx و [ ]ny نشان داده شده اند2,4ح در شكل  .  

  :ل ملاحظه مي شود كه مجموع فوق به شكل زير خلاصه مي شودازاين شك

در غير اين صورت

در غير اين صورت
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]887766

554433

−+−+−+

−+−+−=

nhxnhxnhx

nhxnhxnhxny
 

  :كه نتيجه مي دهد

[ ]
2319

1812

117

0

24

6

6
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≤≤












−

−

=
n

n

n

n

n

ny  

  شكل نمودار

[ ]nh  
                           ....                                                                 

  

  .فرض كنيد )2,5

[ ] Nn
nh

≤≤





=
�

� ,

,1
]   و                 ] 9

,

,1 ≤≤





=
n

nh
�

�
  

  

9 ] را به نحوي تعيين كنيد كـه بـراي   N.  يك عدد صحيح است   N≥كه در آن    ] [ ] [ ]nhnxny ∗= 

  .داشته باشيم

[ ] [ ] �== 14,54 xx  
  :حل

]سيگنال  ]nyبرابر است با  :  

[ ] [ ] [ ] [ ]∑∑
==

−=−=
99

�� kk

knhknhkxny

]از اين رابطه مشخص است كه    ]ny   برابر مجموع شيفت يافته [ ]nh   از آنجايي كه جملـه ي   .  مي باشد

9 ] اتفاق مي افتد و   n=آخر در    ]nhN n بـراي    ]  برابـر صـفر اسـت   < ]ny9 <+ بـراي    Nn  

]بااستفاده از اين حقيقت كه   . صفر است  ] �=14y   مي توان نتيجه گرفت كه ،N   4 حداكثر مـي توانـد 

]بعلاوه از   . باشد ] 54 =y   مي توان نتيجه گرفت كه [ ]nh   تنهـا مقـدار   .  نقطه فاقد صفر دارد   5 حداقل

N است4 كه هر دو شرط را برآورده مي كند .  

 ساير نقاط
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n

٨    ٧     ٦    ٥    ٤    ٣     

n

[ ]nx

•• •• •

ر غير اين صورتددر غير اين صورت
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]كانولوشن ) 2,6 ] [ ] [ ]nhnxny ] را به ازاي=∗ ]nxو [ ]nhزير بيابيد و آن را رسم كنيد .  

[ ] [ ] [ ] [ ]1,1
3

1
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

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nunhnunx
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  :حل

  :ه داريماز اطلاعات داده شد
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  : داريمp-1 توسط kجايگذاري 

[ ] ( ) [ ]pnuny
p
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1

3
1  

  : معادله ي بالايي به صورت زير در مي آيدn≤�براي
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3
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  :به صورت خلاصه مي شود) S2,6,1( معادله n<�براي 
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  بنابراين
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2-7( S رابطه زير بين ورودي براي سيستم خطي [ ]nxو خروجي [ ]nyوجود دارد   

[ ] [ ] [ ]kngkxny
k

2−= ∑
∞

−∞=

]و در آن ] [ ] [ ]4−−= nunung.  

])الف ]nyرا به ازاي [ ] [ ]1−= nnx δبيابيد .  

]) ب ]ny را به ازاي [ ] [ ]2−= nnx δبيابيد .  

   است؟LTI و Sآيا ) ج

]) د ]nyرا به ازاي [ ] [ ]nunx   . بيابيد=

  : حل

]:   داده شده است) الف ( ] [ ]2−= nnx δ  

  : ملاحظه مي كنيم كه

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]84

42

−−−=

−=−=∑
+∞

∞−

nunu

ngkngkxny
 

واحـد بـه سـمت راسـت   ) 1(به انـدازه ي   ) الف(مشابه قسمت   ) ب(  ورودي سيستم در قسمت   )ب(

 تغييرپذير با زمان باشد، در ايـن صـورت خروجـي سيـستم بدسـت آمـده در   اگر S. شيفت يافته است 

واحد به   ) 1(با يك شيفت به اندازه   ) الف(بايد با خروجي بدست آمده سيستم در قسمت   ) ب(قسمت   

  . نيستLTI واضح است كه اين، آن مورد ذكر شده نيست بنابراين سيستم .راست، باشد

]اگر )  ج( ] [ ]nunx    در اين صورت =

[ ] [ ]

[ ]∑

∑
∞

=

+∞

−∞=

−=

=

�k

k

kng

gkxny

2

]سيگنال    ]kng 2−2 با توجه به اين شكل واضـح   .  رسم شده اندS.2,7 در شكل   k=�,1, براي   

  : است كه
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[ ] [ ] [ ] [ ]12
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= nnnun
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2,7شكل ح

  

  . كانولوشن دو سيگنال زير را بيابيد و نتيجه را رسم كنيد)2,8

( ) 21

1

,

,12

,1

≤≤

≤≤









−

+

= t

tt

tx

�

�

( ) ( ) ( )122 +++= ttth δδ
  :حل

  : با استفاده از انتگرال كانولوشن داريم

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ττττττ dtxhdthxthtx ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−
−=−=∗  

( ) ( ) ( )122 +++= ttth δδ   باعث مي شود انتگرال فوق به شكل زير خلاصـه   كه.  داده شده است 

) :شود ) ( ) ( ) ( )122 +++=∗ txtxtytx  

)سيگنال  )2+tx و ( )12 +tx نمايش داده شده است2,8ح در شكل .  

  

  8-2حشكل 

در غير اين صورت

١[ ]4−ng  ١[ ]1−ng  
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٥  ٤  ٣  ٢  ١  
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( )2+tx
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  :با استفاده از شكل هاي فوق مي توان به راحتي نشان داد كه
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  فرض كنيد) 2,9 

( ) ( ) ( )54 22 −++−= − tuetueth tt  
A و Bرا به نحوي تعيين كنيد كه داشته باشيم   
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( ) τ

τ

τ

τ
τ

τ

<

<<

<









=−
−

−−

B

BA

A

e

e

th

t

t

,

,

,

2

2

�

  :حل

)با استفاده از تعريف داده شده براي سيگنال )thمي توان نوشت ،:  

( ) ( ) ( )
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  :راينبناب
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    : پس
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  فرض كنيد كه )2,10

( ) 1
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,1 ≤≤



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τ
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x
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در غير اين صورت
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)و  ) ( )atxth >≥1 كه در آن=/ a�  

)) الف ) ( ) ( )thtxty   . را بيابيد و آن را رسم كنيد=∗

)اگر) ب ) dttdyتنها سه ناپيوستگي داشته باشد، مقدار aچقدرست؟   

  :حل

) با استفاده از اطلاعات داده شده كه مي توانيم    )tx   و ( )th   را به شكل، شكل هـاي S2,10   را رسـم 

) مي توان نـشان داده   2,10. ح به كمك طرحهاي شكل   ) . (aكنيد ) ( ) ( )thtxty  همنطـور كـه در   =∗

  .اده شده اند  نشان د2,10حاشكال 

  

  

  

  

  

  

t-Axis

α

α

1+α10

  
  

  2,10حشكل 

  

  :بنابراين

( )
1

1 1 1

t t

t
y t

t t

α

α α

α α

≤ ≤
 ≤ ≤

= 
+ − ≤ ≤ +



�

�

 

 نقاطساير

( )th١

٠ α  

١

( )tx
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)از شكل بالا براي   ) ب( )ty   واضح است كه ،
( )

dt

tdy   1 در ,1, ,α α+ اگر بخواهيم   .  ناپيوسته است   �

( )
dt

tdyانتخاب گردد=∝1 نقطه ي ناپيوستگي داشته باشد؛ در اين صورت بايستي 3نها  ت  .  

   فرض كنيد) 2,11

( ) ( ) ( ) ( ) ( )53,3 −−−== − tututxtueth t

)) الف ) ( ) ( )thtxty ∗=  

)) ب ) ( )( ) ( )thdttdxtg ∗=  

)) ج )tgچه رابطه اي با ( )tyد دار.  

)از اطلاعات داده شده ملاحظه مي كنيد كه   ) الف( )th   تنها در بازه ∞≤≤ t�   صفر نيست، بنـابراين   :

      

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ττττ

τττ

dtutue

dtxhthtxty
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�

)براحتي مي توان نشان داد كه    ) ( )53 −−−−− ττ tutu3 5 تنهـا در بـازه    −<<− tt τ   صـفر 

3براين   بنا. نيست 53براي.  انتگرال فوق برابر صفر است   t≥به ازاي  ≤< t   انتگرال فوق بـه صـورت 

  :زير است
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  :رال برابر است باگ انتt<5براي 
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  : قابل بيان استبنابراين؛ نتيجه كانولوشن به صورت زير
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)با مشتقگيري از ) ب( )txدر حوزه زمان داريم :  

( ) ( ) ( )53 −−−= tt
dt

dttdx
δδ  

  :بنابراين

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )53 533 −−−=

∗=

−−−−
tutue
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dt
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)مي توانيم مشتق ) الف(از نتيجه ) ج )tyرا به صورت زير محاسبه كنيم :  
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)كه اين دقيقاً برابر با )tgاست بنابراين   ( ) ( )
dt

tdy
tg =.  

  فرض كنيد ) 2,12

( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=

− −∗=
k

t
kttuety 3δ  

≥>3نشان دهيد كه در t� ،( ) tAety   . را بيابيدA و =−

  :حل

)سيگنال )tyي توان به صورت را م  
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≥>3در بازه ي  tنوشت؛ مي توان� ( )tyرا به صورت زير نوشت :  
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:     بنابراين
31

1
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=
e

Aمي باشد .  

  سخ ضربه زير را در نظر بگيريدپا با 1Sسيستم گسسته در زمان )2,13
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[ ] [ ]nunh
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






=
5
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] را به نحوي تعيين كنيد كه داشته باشيمA) الف ] [ ] [ ]nnhAnh δ=−− 1.  

]پاسخ ضربه ) الف(با استفاده از نتيجه بند   ) ب ]ng   سيستم LTI2S   2 را به نحوي تعيين كنيـد كـهS 

  . باشد1Sوارون

  : حل

  : نياز داريم كه بدانيم) الف (

( ) [ ] ( ) [ ] [ ]nnuAnu
nn

δ=−−
−

1
5

1
5

1
1

 

:  داريمA و محاسبه n=1با قراردادن 
3

1=A  

  :مي دانيم كه) الف(از قسمت ) ب(

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]nnnnh

nnhnh

δδδ

δ

=
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



 −−∗
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1
5

1

1
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1

  :مبا استفاده از تعريف معكوس سيستم داري

[ ] [ ] [ ] [ ]1
2

1
−−−= nnnng δδδ

   پايدارست؟LTIكدام يك از پاسخ ضربه هاي زير پاسخ ضربه يك سيستم ) 2,14

)) الف ) ( ) ( )tueth tj21

1

−−=        

)) ب ) ( ) ( )tuteth t 2cos2

−=  

  :حل

)ابتدا تعيين مي كنيم كه) الف( )th1انتگرال معيني به شكل زير باشد :  

( )∫ ∫
+∞

∞−

∞ − ==
�

11 τττ τ
dedh  

)بنابراين  )th1پاسخ ضربه يك سيستم پايدار است .  

)اگر) ب( )th2انتگرال معيني به شكل زير باشد، تعيين مي كنيم :  

( ) τττ dtedh
t

∫ ∫
+∞

∞−

∞ −= 2cos2
�
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Lteاين انتگرال به طور واضح مقدار محدودي دارد زيـرا   
t cos−  ي نمـايي در بـازه    يـك تـابع تروم ـ

∞≤≤ tبنابراين.  است�( )th2 پاسخ ضربه ي يك سيستم LTIمي باشد  .  

   پايدارست؟LTIكدام يك از پاسخ ضربه هاي زير پاسخ ضربه يك سيستم  )2,15

]) الف ] [ ]nunnnh 







=

4
cos1

π      

]) ب ] [ ]1032 +−= nunh n  

  :حل

]اگر ) الف ( ]nh1 نيم:معيني به شكل زير باشد، تعيين مي ) سيگماي( مجموع:  

∑∑
∞

=

∞

−∞=








=
�kk

kkkh
4

cos1

π  

اين سري مقدار محدودي ندارد زيرا بـا تـابع   







kk

4
cos

π   بـا افـزايش مقـدار k   صـعودي اسـت ، .

]بنابراين  ]nh1LTI پايدار باشد  نمي توان پاسخ ضربه يك سيتم.  

]اگر) ب( ]nh2سري معيني به شكل زير باشد، تعيين مي كنيم :  

∑∑
−∞=

+∞

−∞=

≅=
10

2 2
1133

k

k

k

kh  

]بنابراين  ]nh2 پاسخ ضربه يك سيستم پايدار LTIمي باشد .  

  :درستي يا نادرستي هر يك از گزاره هاي زير را تعيين كنيد) 2,16

1Nnاگر در) الف < ،[ ] �=nx2 و درNn < ،[ ] �=nh21؛ آنگاه در NNn +< ،  

[ ] [ ] [ ] �=∗= nhnxny.  

]اگر) ب ] [ ] [ ]nhnxny ]، آنگاه=∗ ] [ ] [ ]111 −∗−=− nhnxny.  

)اگر ) ج ) ( ) ( )thtxty )اه ، آنگ=∗ ) ( ) ( )thtxty −∗−=−.  

1Ttاگر در) د > ،( ) �=tx2، و درTt > ،( ) �=th21، آنگاه در TTt +> ،( ) ( ) �=∗ thtx.  

  :حل

تواند بعنوان فرآينـدي اصـل بـر هـم نهـي   اين به راحتي با توجه به اينكه كانولوش مي   : صحيح) الف(

[ ]nh   اين مي تواند بعنوان انعكاسي در محل اولين نمونه صفر   .  را انجام دهد، بحث شود[ ]nx   اتفـاق 

]انعكاسـي .  اتفاق مي افتد   N1در اين مورد اولين انعكاس در   . بيافتد ]nh   1 كـه درNn  اتفـاق مـي   =
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21افتد، اولين نمونه ي صفر خود را در محل زمـاني    NN  خواهـد داشـت، بنـابراين بـراي تمـامي   +

n 21 كه مقادير NN ] بخود اختصاص مي دهد، خروجي+ ]nhصفر است .  

  .نادرست) ب(

  :فرض كنيد

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]knhkx

nhnxny

k

−=

∗=

∑
∞

−∞=

  :از اين

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]1

11

−∗=

−−=− ∑
+∞

−∞=

nhnx

knhkxny
k

  .اين نشان مي دهد كه حالت داده شده نادرست است

  :فرض كنيد: صحيح) ج(

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−
−=∗= τττ dthxthtxty

  :بنابراين

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )thtx

dthx

dthxty

−∗−=

+−−=

−−=−

∫

∫
∞+

∞−

+∞

∞−

τττ

τττ

  .كه نشان مي دهد وضعيت داده شده صحيح است

  :داين مسئله با فرض زير مي تواند بحث شو: صحيح) د(

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−
−=∗= τττ dthxthtxty  

)،   2,16حدر شكل    )τx   و ( )τ−th   1براي   ) 1(با فرض اينكه   ( را رسم كرده ايمTt > ( ) �=tx   و 

2Ttبراي   ) 2( > ، ( )( ) �=th :   واضح اسـت، حاصلـضرب ( ) ( )ττ −thx   12 اگـر TTt  برابـر   −<

21صفر خواهد بود، بنابراين براي  TTt +>،  ( ) �=ty.  
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τ

Tt
2

−

)( τ−th

τ

T1

)(τx

  2-16شكل حل 

)ا ورودي بLTIيك سيستم ) 2,17 )tx و خروجـي ( )ty   و رابطـه خروجـي ـ ورودي زيـر در نظـر 

  بگيريد

)      )1-17-2م ( ) ( )txtyy
dt

d
=+ 4  

  .يستم ابتدائاً ساكن استس

)) الف )tyبه ازاي ( ) ( )tjetx    چيست؟=−+31

)توجه كنيد كه   ) ب ){ }txRe و ( ){ }tyRe   خروجـي   . را ارضـا مـي كننـد   ) 1-17-2م   ( معادله( )ty 

  : را به ازاي ورودي زير بيابيدLTIسيستم 

( ) ( ) ( )tutetx t 3cos−=  
  :حل

)مي دانيم كه ) الف( )tyمجموع جواب همگن و خصوصي معادله ديفرانسيل داده شده است   .  

)ابتداً پاسخ خصوصي    )ty p    آمـده اسـت   2,14روشي كه در مثـال   (را با استفاده از روش جايگذاري  (.

)از آنجايي كه ورودي . بدست مي آوريم    ) ( ) ( )tuetx tj31+−= براي �>t   اعمال مي كنـيم؛ بدسـت ،

  .مي آوريم
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�>t براي ( ) ( )tj

p kety
31+−=  

) با جايگذاري  )tx و ( )tyدر معادله ديفرانسيل داده شده داريم :  

( ) ( ) ( ) ( )tjtjtj ekekej 313131 431 +−+−+− =++−

  :كه مي دهد

( )

( )j
k

kkj

+
=⇒

=++−

13

1

1431

 

      : بنابراين

( )
( ) �>

+
= +− te

j
y tj

p

31

13

1

  :قرار مي دهيم: براي بدست آوردن جواب همگن

( ) st

y Aety =  

  :گن، بايد معادله ي ديفرانسيل زير را ارضاء كنداز آنجايي كه حل هم

( ) ( ) �=+ tyh
dt

tdyh 4  

  :بدست مي آوريم

( ) �=+=+ 44 SAeAeASe ststst  
  جواب كلي معادله به صورت زير مي باشد؛.  مي باشدA ،S=-4كه بيان مي كند براي هر مقدار 

( )
( )

( ) �>
+

+= +−− te
j

Aety tjt 314

13

1  

داده . ه مي كنيم كه سيستم شرايط اوليه را ارضاء مي كنـد    ازاين حقيقت استفاد   kحال براي تعيين ثابت   

)شده است  ) �� =yبنابراين مي توان نتيجه گرفت كه :  

( )

( )j
A

j
A

+

−
=⇒

=
+

+

13

1

13

1
�

  : داريمt<�بنابراين 
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( )
( )

( )[ ] �>+−+−
+

= − ttjee
j

ty t ;31
13

1 4  

)، t<�راي از آنجايي كه سيستم بايد شرايط اوليه را ارضاء كند، ب ) �=tyبنابراين :  

( ) ( )( ) ( )tuee
j

ty
tjt 314

6

1 +−− +−
−

=  

  .خواهد بود) الف(خروجي، قسمت حقيقي پاسخ بدست آمده در قسمت ) ب(

( ) ( ) ( )tuetetety
ttt 43sin3cos

6
1 −−− −+=  

]ورودي )2,18 ]nxو خروجي [ ]nyّيك سيستم علي LTI    با معادله تفاضلي زير به هم مربـوط مـي 

  شوند

[ ] [ ] [ ]nxnyny +−= 1
4

1
 

[ ]ny را به ازاي [ ] [ ]1−= nnx δبيابيد .  

  :حل

]، n>1براي :  از آنجايي كه سيستم كازال است ] �=nyحال :  

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] ( ) 1

4
1

16
1

16
132

4
13

4
1

4
121

4
12

111
4

11

−
=

=+=+=

=+=+=

=+=+=

m

my

xyy

xyy

xyy

�

�

�

��

 

  :اينبنابر

[ ] ( ) ( ) [ ]1
4

1
1

−==
−

nunny
n

 

  

  : را در نظر بگيريد19-2 به صورت شكل م 2S و 1S اتصال سري دو سيستم)2,19

  

[ ] [ ] [ ]nySSnx
nw →→→ 21

   19-2شكل م 
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1:SLTI ّعلي [ ] [ ] [ ]nxnwnw +−= 1
2

1
  

2:SLTI  علي[ ] [ ] [ ]nwnayny β+−= 1  

]معادله تفاضلي بين ]nx و [ ]nyعبارت است از   

[ ] [ ] [ ] [ ]nxnynyny +−+−−= 1
4

3
2

8

1

  . را بيابيدβ و a) الف

  . را بيابيد2S و 1Sپاسخ ضربه اتصال سري سيستمهاي) ب

  : حل

]معادله ي ديفرانسي مربوط با ) الف ( ]ny و [ ]nω را براي S2در نظر بگيريد :  

[ ] [ ] [ ]1y n y n nα βω= − +  

  :از اين مي توان نوشت

[ ] [ ] [ ]1
1n y n y n

α
ω

β β
= − −  

 و 

[ ] [ ] [ ]1
1 1 2n y n y n

α
ω

β β
− = − − −

له ي به با ضرب معاد
2

  : و جايگذاري در مرحله قبلي داريم1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 11 1 1 1 2
2 2 2

n n y n y n y n y n
α α

ω ω
β β β β

− − = − − − − + −  

]با جايگذاري اين در معادله ي ديفرانسيل مربوط به  ]nω و[ ]nx براي S1داريم :  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 1
1 1 2

2 2
y n y n y n y n x n

α α
β β β β

− − − − + − =  

  :يعني

[ ] ( ) [ ] [ ] [ ]1 1 2
2 2

y n y n y n x n
α

α β= + − − − +  

]مقايسه با معادله ي داده شده مربوط به با  ]ny و [ ]nxداريم :  
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1=βو      
1

4
α =  

  : عبارتند ازS2 و S1معادله ديفرانسيل ورودي و خروجي سيستم هاي ) ب(

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]nnyny

nxnn

ω

ωω

+−=

+−=

1
4

1

,

1
2

1

  :  عبارتند ازS2 و S1نيم استفاده كنيم تا نشان دهيم كه پاسخ ضربه سيستمهاي  مي توا2,15از مثال 

[ ] ( ) [ ]

[ ] ( ) [ ]nunh

nunh

n

n

4
1

,

2
1

2

1

=

=

 

  : بدست مي آيدSL و S1سيستمهاي ) آشباري(پاسخ ضربه كلي سيستم از اتصال كاسل كد 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ]nu

knu

knhkhnhnhnh

nn

n

k

knknn

k

k

k

kn

k





 −=

==

−∗=

−=∗=

∑∑

∑

∑

=

−−

=

∞+

=

−

∞

−∞=

4
1

2
12

2
1

4
1

2
1

4
1

2
1

2

2121

��

�  

  :انتگرالهاي زير را حساب كنيد) 2,20

)) الف ) ( )∫
∞

∞−
dtttu cos�  

)) ب ) ( )dttt 32sin
5

+∫ δπ
�

  

)) ج ) ( )∫− −
5

5
1 2cos1 τπτ dtu  

  :حل

)الف(  

( ) ( ) ( )∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−
== 1cos dttdtttu δ�
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)ب(  

( ) ( )∫ ==+
5

6sin32sin
�

�πδπ dttt

  براي تعيين انتگرال) ج(

( ) ( ) τπττ du 2cos1
5

5
1 −∫−  

  فرض كنيد سيگنال

( ) ( ) ( ) ( )[ ]552cos −−+= tututtx π  
  :مي دانيم كه

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )∫

∫

−

∞+

∞−

−

−=∗=

5

5
1

11

2cos τπττ

τττ

dtu

dxtutxtu
dt

tdx

 

      :  حال

( ) ( ) ( )∫−= −=
5

5
11 2cos1 τπτ dtut

dt

dx
t

  :مقدار انتگال را به صورت زير تعيين مي كنيم: كه انتگرال مطولبست

( ) ( ) �==== 12sin1 tt t
dt

tdx
π  

]كانولوشن )2,21 ] [ ] [ ]nhnxny    را به ازاي زوج سيگنالهاي زير حساب كنيد=∗

) الف
[ ] [ ]
[ ] [ ]

β
β

≠






=

=
a

nunh

nuanx

n

n

  

]) ب ] [ ] [ ]nuanhnx n==  

]) ج ] [ ] [ ]nuanhnx n==  

]) ج ] [ ]4
2

1
−







−= nunx

n

    [ ] [ ]nunh n −= 24  

]) د ]nx و [ ]nh 21-2 شكل م.  

  

  

٠ ١ ٢ ٣ ٤ ١  ٩  ٨  ٧  ٦  ٥ ١ ١ ١ ١ ١ ١

١ [ ]nh
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  :حل

  :كانولوشن داده شده به صورت زير است) الف (

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]∑
∞+

−∞=

−=

∗=

k

knhkx

nhnxny

)        n≤�براي  )
k

n

k

αβ β

+∞

=

= ∑
�

  

αبراي  β≠             [ ]
1 1n n

u n
β α

β α

+ + −
=  − 
  

  ) الف(از )  ب(

[ ] [ ] [ ] ( ) [ ]nuannuaany
n

n

k

nn 11 +=







= ∑

=�

  n≥6براي )  ج(

[ ] ( ) ( )









−−−= ∑∑

=

−∞

=

3

8
1

8
14

�� k

k
k

k

n
ny  

  n<6براي 

[ ] ( ) ( )








−−−= ∑ ∑
∞

=

−

=�k

n

k

kk
n

ny
1

6
8

1
8

14

  :بنابراين

[ ]
( )( )
( )( ) 6

6

2
1

9
8

4
8

1
9

8
4

>

≤









−

−
=

n

n
ny

n

n

 

١

٠ ١ ٣  ٢ ٤ ٥ n-١

[ ]nx



٨٧

  :كانولوشن مطلوب عبارتست از) د(

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]4321

4433

2211

−+−+−+−+=

−+−+

−+−+=

−= ∑
∞

−∞=

nhnhnhnhnh

nhxnhx

nhxnhxnhx

knhkxny
k

�

  . نشان داده شده است1,21حكه در شكل 

  

  

  

  

  

)به ازاي زوج سيگنالهاي داده شده، بـا اسـتفاده از انتگـرال كانولوشـن پاسـخ   ) 2,22 )ty   سيـستم 

LTIداراي پاسخ ضربه ( )thبه ورودي ( )txنتايج را رسم كنيد.  را بيابيد.  

) الف
( ) ( )
( ) ( )





=

=
−

−

tueth

tuetx

t

at

β
  )β=a و هم به ازايβ≠aهم به ازاي  (

) ب
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )tueth

tutututx

t −=

−+−−=

1

522
2

  

  

  

  

  

  

  

  

  

١ ٢٠

3

4
  

١

3

1
−  

( )th
( )tx

A = شيب  

t
b

  )ب(

3

4
  

١

( )th

٢

١ ٢ ٣
  )الف(

١ ٢

١
tπsin يك تناوب
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  22-2شكل م 

  

))  ج )tx و ( )th الف (22-2 شكل م(  

)) د )txو ( )th ج( 22-2 شكل م(  

)) هـ )txو ( )th ج (22-2 شكل م(  

  :حل

  :كانولوشن مطلوب عبارت است از

( ) ( ) ( )
( )t
tt

y t x h t d

e e d t
β τα

τ τ τ

τ

+∞

−∞

− −−

= −

= ≥

∫

∫� �

  : در اين صورت

( )

( )( )
( )

( )

5 1
tt

t

e e
u t

y t

te u t

α β

β

α β
β α α β

− −−

−

 −
 ≠

=  −
=





 

  :انولوشن مطلوب عبارت ازك) ب(

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) τττττττ dthdthdthxty ∫ ∫∫
+∞

∞−
−−−=−=

5

2

2

�
 

  :كه مي توان آن را به صورت زير نيز نوشت

-٣ -٢ -١

-١

١ ٣٢
t

  )ج(
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

t

t
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t

tde

dede

dede

ty

t

t

t

tt

tt

<

≤≤

≤≤

≤














≤≤−

−

−

=

∫

∫ ∫

∫ ∫

−

−

−

−−

−−

6

63

31

1

63
5

1

2

2

1

5

2
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را در   ) الـف  (24-2 به صورت نشان داده شـده در شـكل م   LTIتركيب سري سيستم عي   ) 2,24

  .نظر بگيريد

]پاسخ ضربه ]nh2عبارت است از   

[ ] [ ] [ ]22 −−= nununh

  .است) ب (24-2و پاسخ ضربه سيستم كل مطابق شكل م 

]پاسخ ضربه) الف ]nh2را بيابيد .  

  .پاسخ سيستم كل به ورودي زير را بيابيد) ب
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  :حل
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]از آنجايي كه   ] [ ] [ ] [ ][ ]nhnhnhnh 221 ∗∗=  

  :داريم
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  سيگنال زير  )2,25(
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  .در نظر بگيريد

]) الف( ]nyرا بدون استفاده از خاصيت پخشي كانولوشن بيابيد .  

]) ب( ]nyرا با استفاده از خاصيت پخشي كانولوشن بيابيد .  
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]بطور واضح؛   ] [ ] [ ]nynyny =+   . از قسمت قبلي بدست مي آيد21

  محاسبه زير) 2,2,6(

[ ] [ ] [ ] [ ]nxnxnxny 321 ∗∗=  

ــه ازاي  ]را بـ ] [ ]nnx n5/01 = ،[ ] [ ]32 += nunxو ،[ ] [ ] [ ]12 −−= nnnx δδ ــر  در نظـ

  .بگيريد

]) الف ] [ ]nxnx 21   . را حساب كنيد∗

]با) الف(كانولوشن نتيجه بند ) ب ]nx3 را براي محاسبه[ ]nyحساب كنيد .  

]) ج ] [ ]nxnx 32   . را حساب كنيد∗

]با) الف(كانولوشن نتيجه بند ) د ]nx1را براي [ ]nyحساب كنيد .  
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آيا اين سيستمها . ستند گسسته در زمان هLTIسيگنالهاي زير پاسخ ضربه هاي سيستمهاي ) 2,28

  .يا عليّ هستند؟ دليل بياوريد/ پايدار و

]) الف ] [ ]nunh

n








=
5

1        

]) هـ ] [ ] ( ) [ ]1/1
2

1
−+







−= nnunh
n

n

�  

]) ب ] ( ) [ ]28/ += nunh
n

�      

]) و ] [ ] ( ) [ ]nununh
n

n

−+






−= 11/1
2

1
�  

]) ج ] [ ]nunh

n

−






=
2

1        

]) ز ] [ ]1
3

1
−







= nnnh

n

  

]) د ] ( ) [ ]nunh
n −= 35  
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]، n>�كازال است زيرا براي) خ( ] �=nh . پايدار است زيرا[ ]∑
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آيا اين سيستمها .  پيوسته در زمان هستندLTIسيگنالهاي زير پاسخ ضربه هاي سيستمهاي ) 2,29

  .يا عليّ هستند؟ دليل بياوريد/ پايدار و 
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  معادله تفاضلي مرتبه اول زير را در نظر بگيريد )2,30

[ ] [ ] [ ]nxnyny =−+ 12  
�nnيعني اگر در(با فرض سكون ابتدائي  < ،[ ] �=nx؛ آنگاه در�nn < ،[ ] �=ny ( پاسخ ضربه

شايد بهتر . سيستمي را كه رابطه ورودي ـ خروجي آن با اين معادله تفاضلي توصيف شده است بيابيد



٩٩

]باشد معادله تفاضلي را به صورتي بازنويسي كنيد كه ]ny را بر حسب [ ]1−nx و[ ]nx بيان كند، و 

]مقادير  ] [ ] [ ]�yyy   .را به ترتيب بيابيد...  و 1,2,

  : حل

] بايستي خروجي سيگنال را وقتي ورودي برابر  ] [ ] [ ]nnnx δδ از آنجايي كه از ما .  بيابيم==

 n>�مي توانيم نتيجه بگيريم كه براي.  فرض كنيم جواب نهايي را مختصر كنيمخواسته شده است تا
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  :حل

]، n>−2جواب نهايي مختصر بيان مي دارد كه براي  ] �=nyحال :  

[ ] [ ] [ ] [ ]1222 −−−+= nynxnxny  
  :بنابراين

[ ] [ ] [ ] ...,5,1,12 ==−=− �� yyy

]  n≤5براي  ] [ ] ( ) 5
2110...,1105

−−−=−−= n
nyy  

  .معادله تفاضلي زير را در نظر بگيريد )2,32

]      ) 1-32-2م ( ] [ ] [ ]nxnyny =−− 1
2

1
  



١٠٠

  فرض كنيد كه

]      )2-32-2م ( ] [ ]nunx

n








=
3

1  

  

  

  

  

  31-2شكل م 

  

]جواب  ]nyرا مجموع يك جواب خصوصي [ ]ny p و يك جواب ) 1-32-2م ( معادله

]همگن ]nyhبه معادله زير فرض كنيد .  

[ ] [ ] �=−− 1
2

1
nyhnyh

  نشان دهيد كه جواب همگن عبارت است از) الف

[ ] ( ) nAnyh 21=  
]جواب خصوصي) ب ]ny p را به نحوي مي يابيم كه معادله زير ارضا شود   

[ ] [ ] [ ]nunyny

n

pp 






=−−
3

1
1

2

1

]فرض كنيد  ]ny p در �≥n به شكل
n

B 








3

  است و با جايگزيني آن در معادله تفاضلي بالا 1

  . را بيابيدBمقدار 

و ابتدائاً ساكن، سيگنال ) 1- 32-2م ( توصيف شده با معادله LTIفرض كنيد ورودي يك سيستم ) ج

]، n>�چون در. است) 2-32- 2م (معادله  ] �=nx ؛ پس در�<n ،[ ] �=ny . همچنين با توجه

]) ب(و ) الف(به بندهاي  ]nyدر �≥nبه شكل زيرست   

[ ]
nn

BAny 






+






=
3

1

2

1
 

١
٢  ٣  ٢  

١  

-٢ -١ ٠ ١ ٤  ٣  ٢  n  

[ ]nx  



١٠١

] بايد يك مقدارBبراي يافتن ثابت مجهول  ]nyدر �≥nبا استفاده از شرط سكون ابتدايي .  را بدانيم

])1-32-2م (و ) 1-32-2م (و معادلات  ]�yثابت .  را تعيين كنيدAرا به كمك اين مقدار بيابيد  .

و شرط ) 3-32- 2م (به ازاي ورودي معادله ) 1-32- 2م (نتيجه اين محاسبه جواب معادله تفاضلي 

  .ايي استسكون ابتد

  :حل

]اگر ) الف( ] ( )n

h Any
2

   دراين صورت لازم است ثابت كنيم=1

( ) ( ) �=−
−1

2
1

2
1

2
1

nn

AA  

  .واضح است كه صحيح مي باشد

  : مي خواهيمn≤�حال براي ) ب(

( ) ( ) ( )nn

BB
3

1
3

1
2

1
3

1
13

=−
−

 

  B=−2بنابراين  

] مي دانيم كه )2,32,1م(از معادله ) پ( ] [ ] [ ] [ ] [ ] 111
2

1 ==−−+= ��� xyyxy  

[ ] 31 =−=⇒+= BABAy �  
)سيستمي را در نظر بگيريد كه ورودي ) 2,33 )txو خروجي ( )ty آن معادله ديفرانسيل مرتبه اول 

  .زير را ارضا مي كند

    ) 1-33-2م (
( ) ( ) ( )txty

dt

tdy
=+ 2  

  .سكون ابتدايي را نيز برآورده مي كنداين سيستم شرط 

)خروجي ) ) (iالف )ty1سيستم به ازاي ورودي ( ) ( )tuetx t3

1   . را بيابيد=

)ii ( خروجي( )ty2سيستم به ازاي ورودي ( ) ( )tuetx t2

2   . را بيابيد=

)iii (خروجي( )ty3تم به ازاي ورودي سيس( ) ( ) ( )tuetuaetx
tt 23

3 β+=را بيابيد .  

aو βنشان دهيد كه.  دو عدد حقيقي اند( ) ( )tyayty 213 β+=.  

)iv (حال( )tx1 و ( )tx2را دو سيگنال دلخواه بگيريد، به نحوي كه   

)   در  ) 11 , tttx <= �  

)در     ) 22 , tttx <= �  
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( )ty1را پاسخ سيستم به ازاي ورودي ( )tx1و ( )ty2را خروجي سيستم به ازاي ورودي  ( )tx2 و ،

( )ty3اي ورودي را خروجي سيستم به از( )tx3  را خروجي سيستم به ازاي ورودي 

( ) ( ) ( )txtaxtx 213 β+= فرض كنيد، نشان دهيد كه   

( ) ( ) ( )tytayty 213 β+=  
  .بنابراين سيستم تحت بررسي خطي است

)خروجي) ) (iب )ty1را به ازاي ورودي ( ) ( )tuKetx t2

2   . بيابيد=

)ii( خروجي( )ty2را به ازاي ورودي ( ) ( ) ( )TtuKetx Tt −= −2

1 نشان دهيد كه .  بيابيد\

( ) ( )Ttyty −= 12.  

)iii (حال( )tx1را سيگنال دلخواهي بگيريد كه در �tt < ،( )tx1 .( )ty1 خروجي سيستم به  را

)ازاي ورودي  )tx1 و ( )ty2را خروجي سيستم به ازاي ( ) ( )Ttxtx −= نشان .  فرض كنيد12

  دهيد كه

( ) ( )Ttyty −= 12

يستم س) الف(با توجه به نتيجه بند . پس نتيجه مي گيريم سيستم تحت بررسي تغييرناپذير با زمان است

  .چون اين سيستم شرط سكون ابتدايي را نيز دارد، عليّ هم هست.  استLTIداده شده 

  :حل

  :مي دانيم كه) 2,14از مثال ) ) iالف(

( ) ( )tueety
tt







−= −23

1
5

1

5

1  

)ii ( ابتدا فرض كنيد كه .  حل مي كنيم2,14اين را بر اساس مثال( )ty p شامل t
ke

  . است2

  : داريمt<�، براي )2,33,1م(دراين صورت با استفاده از معادله 

( )
4

122 222 =⇒=+ kekeke
ttt  

)حال مي دانيم كه  ) t

p ety
2

4
  حال جواب عمومي معادله را بدست مي آوريم. t<� براي=1

( ) t

h Aety
2−=  

  :بنابراين

( ) �>+= −
tforeAety

tt 22

2 4
1  

) t≥�با فرض  جواب نهايي، مي توانيم نتيجه بگيريم كه براي ) �=ty2بنابراين ،.  
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( ]
4

1
4

1
2 −=⇒+== AAy ��  

  دراينصورت

( ) ( )tueety
t 22

2 4
1

4

1 −+





−=  

iii (   فرض كنيم ورودي به صورت( ) ( ) ( )tuetuetx
tt 23

3 β+=∝فـرض كنـيم كـه   .  باشد( )ty p 

  : جواب خصوصي بصورت زير باشد

( ) 3 2

1 1 2

t t

py t x e k eα β= +  

  :داريم) 2,33م(، با استفاده از معادله t<�براي 
3 2 3 2 3 2

1 2 1 23 2 2 2t t t t t t
k e k e k e k e e eα β α β α β+ + + = +  

tبا متحد قرار دادن ضرايب 
e

t و3
e

  :داريم در دو طرف معادله 2

4
1,

5
1

21 == kk  

)حال، با قرار دادن  ) t

eh Aty
  : داريم=−2

( ) 3 2 2

3
1 1

5 4
t t t

y t e e Aeα β −= + +  

  :  شرايط اوليه را به صورت زير فيض مي كنيم = t<�براي 

( )3 5 4

45

y A

A

βα

β

= = = + +

∝ 
⇒ = − + 

 

� �

 

  :بنابراين

( ) ( )tueeety
ttt
















 +
∝

−+∝= −223

3
454

1
5

1 β
β

iv ( ي جفت براي ورودي ـ خروج( )tx1 و ( )ty1   اسـتفاده كنـيم و   ) 2,33,1م(، مي توانيم از معادلـه

  :شرايط اوليه براي نوشتن

    ) 2,33,1ح(

( ) ( ) ( )

( )






<→=

=+

11

11
1 2

ttty

txty
dt

tdy

�
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)براي ورودي ـ خروجي جفت    )tx2 و ( )ty2   اسـتفاده كنـيم و   ) 2,33,1م(ي ، مي تـوانيم از معادلـه

  :شرايط اوليه براي نوشتن

      )2,33,2ح(

( ) ( ) ( )

( )






=

=+

�ty

txty
dt

tdy

2

22
2 2

 

  : و خلاصه سازي داريمβبه اندازه) 2,33,2ح( ومعادله αبه اندازه ) 2,33,1ح(بااسكيل كردن معادله 

( ) ( ){ } ( ){ } ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

2

,

d
y t y t y t y t x t x t

dt

y t y t for t mm t t

α β α β α β+ + + = +

+ = <�

 

ــذار  ــا جايگـ ــي   بـ ــه خروجـ ــت كـ ــح اسـ )ي، واضـ ) ( ) ( )3 1 2y t y t y tα β= ــه +  زمانيكـ

( ) ( ) ( )3 1 2x t x t x tα β= )بعلاوه   . + ) �=ty3   3 برايtt  نشان دهنده زمان است تا   3tكه   . >

)زمانيكه  ) �=tx3.  

  :مي توان نوشت) a-ii(بااستفاده از نتيجه ) ) (iب(

( ) [ ] ( )tuee
k

ty
tt 22

1
4

−−=  

)ii (   ابتـدا فـرض كنيـد كـه   .  حـل مـي كنـيم   2,14اين مسئله را در راستاي مثال( )ty p   بـه صـورت 
( )Tt

KYe
−22 T) 2,33,1م(سپس بـا اسـتفاده از معادلـه   .  است t< براي    tبـراي    سـپس   .  اسـت   <

Ttبراي) 2,33,1م(بااستفاده از معادله    :  داريم<
( ) ( )

4

1

222 222

=⇒

=+ −−

k

ekeke
tTtTt

 

)مي دانيم كه  ) ( )Tt

p e
k

ty
−= 2

4
Tt براي   :حال جواب عمومي را بدست مي آوريم. <

( ) t

h Aety
2−=  

  بنابراين

( ) ( )
Ttfore

k
Aety

Ttt >+= −− 22

2
4
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)ط اوليه، مي توان نتيجه گرفت كه براي با در نظر گرفتن شراي ) Ttty ≤=   :بنابراين. �2

( ) ;
44

22

2

TT
e

k
AkAeTy −=⇒+== −�  

  :در اين صورت

( ) ( ) ( ) ( )Ttue
k

e
k

ty
TtTt −





+−= −−− 22

2
44

 

)آشكار است كه  ) ( )Ttytx −= �tt كه براي11 < ،( ) �=tx1توجه كنيد كه :  

( ) ( ) ( ) ( ) �� ttfortytxty
dt

tdy
<==+ 111

1 2  

  :از آنجايي كه مشتق يك عملگر تغييرپذير با زمان است، مي توان نوشت

( ) ( ) ( ) ( ) �� ttfortyTtxTty
dt

Ttdy
<=−=−+

−
111

1 2  

)اين پيشنهاد مي كند كه اگر ورودي به صورت سـيگنالي از    ) ( )Ttxtx −=  باشـد، در اينـصورت   12

)خروجي نيز سيگنالي به صورت    ) ( )Ttyty −= توجـه كنيـد كـه ورودي   همچنين،   .  خواهد بود   12

)جديد    )ty2   براي Ttt +< اين تغييرپذيري با زمان را حمايت مي كند از آنجـا   .  صفر خواهد بود   �

)مي كند    )tx2   براي Ttt +< ا بنابراين مي توان نتيجه گرفت كه سيـستم تغييرپـذير ب ـ  .  صفر است   �

  .زمان است

فرض كنيد سكون ابتدايي معادل يك شرط كمكي صفرست كه در زماني قابل تنظيم با سـيگنال    )2,34

در اين مسئله نشان مي دهيم كه اگر شرط كمكي غير صفر باشـد يـا در زمـان   . ورودي تعيين مي شود   

 سيـستمي بـا   . باشـد اعمال شود، سيستم متناظر نمي توانـد   LTI) مستقل از سيگنال ورودي   (مشخصي   

)ورودي  )tx و خروجي ( )ty را ارضاكند) 1-33-2م ( فرض كنيد كه معادله ديفرانسيل مرتبه اول.  

)با فرض شرط كمكي ) الف( ) 11 =yبا مثالي نقض نشان دهيد كه سيستم خطي نيست ،.  

)با فرض شرط كمكي) ب( ) 11 =yبا مثالي نقض نشان دهيد كه سيستم تغييرناپذير يا زمان نيست ،.  

)نشان دهيد كه سيستم با شرط كمكي) ج ) 11 =yنمواً خطي است  .  

)نشان دهيد كه به ازاي شرط كمكي) د ) 11 =yسيستم خطي است ولي تغييرناپذير با زمان نيست .  

) كه به ازاي شرط كمكي   نشان دهيد ) هـ ) ( ) �� =+ 4yy   سيستم خطـي اسـت ولـي تغييرناپـذير بـا 

  .زمان نيست

  :حل
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)فرض كنيد   ) الف ( ) ( ) ( ) ( )tytxtytx
SS

1122 , →→ .   مي دانيم كـه( ) ( ) 111 21 == yy 

)حال ورودي سومي را به صـورت    ) ( ) ( )txtxtx 213 فـرض كنيـد خروجـي   .  در نظـر بگيريـد   =+

) نيز متناظر )ty3باشد ، .  

)حال توجه كنيد كه    ) ( ) ( )1111 213 yyy يك مثـال خـالص در   . بنابراين سيستم خطي نيست   . =≠+

  :زير آورده شده است

  : برابر است باt>�خروجي متناظر براي 

( ) tt
Aeety

22

1 4
1 −+=  

)با استفاده از اين حقيقت كه  ) 111 =y براي  �>tداريم :  

( ) ( ) ( )122

1 4
1

4
1 −−−+= tt

eeety  

)حال سيگنال  ) �=tx2را فرض كنيد دراين صورت خروجي متناظر برابر است با :  

( ) tBety 2

2

−=  
) با استفاده از اين حقيقت كه t<�براي  ) 112 =y براي �>tداريم :  

( ) ( )12

2

−−= tety  
)حال سيگنال سوم    ) ( ) ( )txtxtxx 1213 توجه كنيـد كـه خروجـي هنـوز   .  را در نظر بگيريد   =+=

)برابراست با    ) ( )tyty 13 )بـديهي اسـت كـه   . t<� بـراي = ) ( ) ( )tytyty 213 . t<� بـراي ≠+

  .بنابراين سيستم خطي نيست

) ورودي   دوباره سيگنال ) ب( ) ( )tuetx t2

1 مي دانيم كه سـيگنال   ) الف(از قسمت   .   را فرض كنيد   =

) با t<�خروجي متناظر براي ) 11 =yبرابر است با :  

( ) ( ) ( )122

1 4
1

4
1 −−−+= tt

eeety  

ــد ســيگنال ورودي    )حــال فــرض كني ) ( ) ( ) ( )TtxtxTtue Tt −==−−
12

ــراي 2 ، در اينــصورت ب

Tt >   
( ) ( ) tTt

Aeety
22

2 4
1 −− +=

)با استفاده ازاين حقيقت كه  ) 112 =y 1 و همچنين فرض كنيد<T براي Tt   : داريم<

( ) ( ) ( )( ) ( )12122

2 4
11

4
1 −−−− −+= tTTt

eeety  

Ttحال توجه كنيد كه براي > ،( ) ( )Ttyty −≠   .بنابراين سيستم تغييرناپذير با زمان نيست. 12
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)به منظور اينكه نشان دهيم سيستم خطي صعودي با شرايط معين مـثلاً   ) ج( ) 11 =y   مـي باشـد ابتـدا 

)بايستي نشان دهيم كه سيستم با شرايط معين خطي است بطو خاص  ) �=1y.  

)فت براي ورودي ـ خروجي ج  )tx1 و ( )ty1 و بااسـتفاده از   . اسـتفاده كنـيم   ) 2,33,1م(، مي توان از

  :شرايط اوليه

  ) 1-2,34ح(

( ) ( ) ( ) ( ) �==+ 1;2 211
1 ytxty
dt

tdy
  

)براي ورودي ـ خروجي جفت،  )tx2 و ( )22yنيز :  

)                 )2,34,2ح( ) �=12y  ;  
( ) ( ) ( )txty

dt

tdy
22

2 2 =+  

  : و خلاصه سازي داريمβبه اندازه ي ) 2,34,2ح( و αبه اندازه ) 2,34,1ح(با اسكيل كردن 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }tytaytytay
dt

d
2121 2 ββ +++  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

3 2

,

1 1 1

x t x t

y y y

α β= +

= + = �

)ملاحظه مي شـود كـه خروجـي بـه صـورت    ) ( ) ( )3 1 2y t y t y tα β= زمانيكـه ورودي بـه    +

)صورت    ) ( ) ( )3 1 2x t x t x tα β= )بعـلاوه   .  بود، درآمد   + ) ( ) ( )111 21 yyy +==  بنـابراين   �

  .سيستم خطي است

به سيستم خطي با جمع كننده بهم وصـل شـود   ) آبشاري(كاسكيد   (بنابراين اگر سيستم كلي به صورت   

  .پاسخ تنها به شرايط معين اوليه را جمع مي زند

)قبلي نشان داديم كه سيستم زماني خطي است كه   در قسمت   ) د( ) �=1y   بـراي اينكـه نـشان دهـيم 

)سيستم تغييرناپذير نيست، فرض كنيم يك ورودي از    ) ( )tuetx t2

1 مي دانيم كه   ). الف( از قسمت   =

  :خروجي متناظر برابر خواهد بود با

( ) tt
Aeety

22

1 4
1 −+=  

)ن حقيقت كه با استفاده از اي ) �=11y براي �>tداريم :  

( ) ( )222

1 4
1

4
1 −−−= tt

eety
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)فـرض كنـــيم يـك ورودي    ) ( )
2

1
12 −= txtxتوجـه كنيـــد كـه   .  باشـــد( ) �=12y واضـــح اســـت 

( ) ( )( )3

12 4
1

2
111 eeyy )بنابراين   . ≠−=− ) ( )

2
1

1 −≠ tyty   ي    براي تمامnاين بـه ايـن   . ها

  .معنا است كه سيستم تغيير پذير با زمان است

اينجـا نيـز مـي توانـد اسـتفاده   ) پ(برهاني كه بسيار شبيه به اثبات خطي استفاده شده در قسمت   ) هـ(

مي توانيم نشان دهـيم كـه سيـستم تغييرپـذير بـا زمـان   ) ت(با روش نشان داده شده در قسمت   . گردد

  .سات

بـه   ) مـستقل از سـيگنال ورودي   (قبل ديديم كه استفاده از شرط كمكي ثابت در زمـان   در مسئله    )2,35

در اين مسئله اثر شرط كمكي ثابت در زمـان بـر علـّي بـودن را   . سيستمي تغييرپذير با زمان مي انجامد   

)سيستمي در نظر بگيريد كه ورودي   . بررسي مي كنيم    )tx   و خروجـي ( )ty   م ( آن معادلـه ديفرانـسيل

)فرض كنيد شرط كمكـي ايـن معادلـه ديفرانـسيل   . را  ارضا كند   ) 2-33-1 ) �� =y خروجـي   .  اسـت

  :سيستم به ازاي دو  ورودي زير را بيابيد

الف ( ( ) �=tx1  

ب ( ( )
1

1

,

,1
2 −>

−<





=
τ

τ

�
tx  

)توجه كنيد كه    )ty1 خروجي به ازاي( )tx1و ( )ty2خروجي به ازاي ( )tx2   است، و گرچـه ( )tx1 

)و    )tx2 1 در−<t   يكسان اند، ولي ( )ty2  1 در−<t بر اساس اين نتيجه مي توان   . ن نيستند  يكسا

  .استدلالي براي عليّ نبودن سيستم ارائه كرد

    :حل

)از آنجايي كه سيستم خطي است، ) الف ( ) �=ty1 براي همه ي t.  

)حال فرض كنيد خروجي زمانيكه ورودي ) ب( )tx2 ،است ( )ty2باشد  .  

  :اب خصوصي به صورت زير استجو

( ) 1−>= tYty p  

  :داريم) 1-2,33م(با جايگذاري در 

12 =Y  
)حال، جواب عمومي را به صورت    ) t

h Aety
جـواب كلـي را بـه صـورت زيـر   .  در نظر بگيريم   =−2

  :بدست مي آوريم



١٠٩

( ) 1
2

12

2 −>+= −
tAety

t

)از آنجايي كه  ) �� =yداريم :  

    ) 1-2,35ح(

( )
2

1
2

1 2

2 +−= − t
ety  

1 )، نشان مي دهيم كه   t>−براي    ) �=tx2 .   بنابراين جواب خصوصي در اين بازه صفر خواهد شـد

  و 

 ( ح2,35-2)

( ) 12

2 −<= − tBety t  
)از آنجايي كه دو قسمت جواب    )ty2   بايد در   1) 2-35-2ح(و   ) 1-2,35ح( معادلات−=t   بدست 

  : را از معادله بدست آوريمBآيند، مي توانيم 

  :در نتيجه

( ) ( ) 1
2

1
2

1

2
1

2
1

122

2

22

−<−=

=−

+−
teety

Bee

t
 

)حال نشان مي دهيم كه چون    ) ( )txtx 21 =1 م كـازال در    بايستي درست كه براي سيستt>− براي   

1−<t   ،( ) ( )tyty 21 نشان مي دهد كه اين صحيح نيـست   ) ب(و   ) الف( بهرحال ننتيجه قسمت   =

  .بنابراين سيستم كازال نيست

]سيستم گسسته در زماني را كه ورودي   ) 2,36( ]nx و خروجي [ ]ny   مـرتبط انـد،    آن به صورت زيـر

  در نظر بگيريد 

[ ] [ ] [ ]nxnyny +−= 1
2

1
 

�nnيعنـــي اگـــر در(نـــشان دهيـــد كـــه در صـــورت ابتـــدائاً ســـاكن بـــودن ) الـــ < ،[ ] �=nx ؛ آنگـــاه

�nnدر < ،[ ] �=ny (سيستم خطي و تغييرناپذير با زمان است.  

]شان دهيد كه اگر سيستم ابتدائاً ساكن نباشد، و به جاي آن شرط كمكي   ن) ب ] �� =y   ،را ارضـا كنـد 

  .] به كار بريد35-2رهيافتي مشابه مسئله : راهنمايي. [سيستم عليّ نيست

  :حل
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]يك ورودي    ]nx1   راه مانند [ ] �=nx1   1 برايnn  فرض كنيد، خروجي متناظر برابر خواهد بـود   >

  :با

[ ] [ ] [ )
[ ]





=

+−=

�ny

nxnyny

1

111 1
2

1
 (ح2,36,1)

]و نيز ورودي ديگري بنام    ]nx2   را مانند [ ] �=nx2 2 برايnn  در اين صورت خروجي متنـاظر   >

  :برابر خواهد بود با

[ ] [ ] [ ] [ ] 22222 1
2

1 nnfornynxnyny <=+−= �

  ) 2,36,2ح(

 و سـاده سـازي   βبه انـدازه   ) S.2,36,2(  و معادله ∝به اندازه ) S.2,36,1(ـ با اسكيل كردن معادله   

  :داريم

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 2 1 2 1 21 1
22

y n y n y n y n x n x n
β βα β α β+ = − + − + +  

ــي    ــه خروجـ ــت كـ ــديهي اسـ ــذاري، بـ ــا جايگـ )بـ ) [ ] [ ]3 1 2y t y n y nα β= ــه +  زمانيكـ

[ ] [ ] [ ]3 1 20 n
x n x n xα β= ــلاوه + ) بع ) ( ) ( ) �==+ 111 321 yyy .   ــي ــستم خط ــابراين، سي بن

  .است

]فرض كنيم دو ورودي ) ب( ] �=nx1 براي تمام n ها   

  و

[ ]
1

1

1
2 −≥

−<





=
n

n
nx

�
 

]از آنجايي كه سيستم خطي است، پاسخ   . هستند موجود ]nx1   كه همان [ ]ny1   اسـت بـراي تمـام n 

]هابرابر صفر است، يعني  ] �=ny1   

]حال خروجي  ]ny2 را زماني كه ورودي [ ]nx2مي باشد را بدست مي آوريم :  

]چون  ] �� =2y   

[ ] ( )
[ ] ( )






=+=

=+=

���

���

2
12

2
11

2

2

y

y
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بنابراين 
[ ]





≥

=

�

�

nfor

ny2 حال براي �>nتوجه كنيد كه :  

[ ] [ ] [ ]�� xyy +−= 1
2

1
22  

ــابراين ]: بنـ ] 212 −=−y .   ــم ــشابه داريـ ــدي مـ ــا فرآينـ ]بـ ] 422 −=−y و [ ] 422 −=−y و 

[ ] 832 −=−y و به همين ترتيب ( ) [ ]1
2

1
2 −−−= nuy

n

.  

] n>�ل توجه كنيد كه چون نبراي   حا ] [ ]nynx 21 بهر طريف، نتايج بدست آمده از بـالا نـشان   . =

  .مي دهد كه اين درست نيست

  .بنابراين، سيستم كازال نيست

در نظر بگيريـد، فـرض   ) 1-33-2م (سيستمي با رابطه ورودي ـ خروجي مطابق معادله تفاضلي   ) 2,37

�ttيعنـي اگـر در   [ سيستم نهايتاً ساكن است   كنيد >   ،( ) �=tx   ؛ آنگـاه در�tt >،( ) �=ty .[   نـشان

)دو سـيگنال ورودي در نظـر بگيريـد،   : راهنمـايي . [دهيد كـه ايـن سيـستم علـّي نيـست    ) �=tx1   بـا 

)خروجــي )ty1 و ( ) ( ) ( )[ ]12 −−= tutuetx tــا خروجــي ) ب )ty2 .ــه در ــد ك ــشان دهي ، t>�ن

( ) ( )tyty 21 ≠[.  

  :حل

  فرض كنيم دو ورودي    

( ) �=tx1  
 و

( ) ( ) ( )( )12 −−= tutuetx t  
  .موجود باشند

) چون سيستم خطي است، پاسخ ) �=∞<<∞− tyn   . خواهد بود1

)حال    )ty2   را زماني كه ( )tx1   جـواب خـصوصي بـه   .  ورودي سيستم باشد را، بدسـت مـي آوريـم

  :صورت زير مي باشد

( ) 1<<= tYety
t

p �  

  :داريم) 2,83,1م(با جايگذاري در معادله 

13 =Y  
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)ال جواب عمومي معادله را نيز داريم ح ) t

h Aety
  .، جواب كلي معادله به صورت زير مي باشد=−2

( ) 1
3

12

2 <<+= −
teety

tt �  

):  با فرض شرايط نهايي داريم ) �=1yبااستفاده از اين بدست مي آوريم ، :
3

3
eA   :بنابراين. =−

)       ) 2,37,1ح( ) 1
3

1
30

1 32

2 <<+−= +−
teety

tt �  

) بايستي توجه كنيد كه   t>�براي    ) �=tx2 .   بنابراين، جـواب خـصوصي در ايـن بـازه برابـر صـفر

  .خواهد بود

)            ) 2,37,2ح( ) �>= − tBety t2

2  

)چون دو قسمت از جواب براي    )ty2   در ) 2-37-2ح(و ) 1-2,37ح( در معـادلات�=t برقرارنـد  .

  . را از معادله بدست آوريمBمي توانيم .  برقرارندBمي توانيم 

Be =− 3

3
13

1  

  كه در نتيجه

( ) ( ) �<−= −
teety

t23

2 3
1

3
1  

)حال توجه كنيد كه چون براي    ) ( ) �<= ttxtx  ، بايد اين درست باشد كه براي يـك سـيتم   21

)كازال    ) ( ) ( )tytytfor 21 =< ، اما نتايج بدست آمده از معـادلات فـوق صـحت ايـن موضـوع   �

  .راتعيين نمي كند يعني سيستم كازال نيست

  : عليّ توصيف شده با معادلات تفاضلي زير را رسم كنيدLTIنمايش جعبه اي سيستمهاي  )2,38

]) الف ] [ ] [ ]nxnyny
2

1
1

3

1
+−=  

]) ب ] [ ] [ ]11
3

1
−+−= nxnyny  

  :حل

  . نشان داده شده است2,38ح بلوك دياگرام در شكل 
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     2,38شكل ح

  : عليّ توصيف شده با معادلات ديفرانسيل زير را رسم كنيدLTIه اي سيستهاي بنمايش جع )2,39

)) الف ) ( ) ( )txdttdyty 4/
2

1
+−=  

)) ب ) ( ) ( )txtydtdy =+ 3  

  :حل

  . نشان داده شده است2,39حر شكل  بلوك دياگرام د

  

  

  2,39حشكل

  

   با رابطه زير هم مرتبط شده اندLTIورودي و خروجي يك سيستم ) 2,40

( ) ( ) ( )∫ ∞−

−− −=
t

t
dxety τττ 2  

)پاسخ ضربه )thاين سيستم چيست؟   

)پاسخ اين سيستم به ورودي ) ب( )tx را بيابيد40-2 نشان داده شده در شكل م .  

  

  

  

  

  

2,40شكل م 

( )tx

١

-١ ٢
t 
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  : حل

  :توجه كنيد كه) الف(

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
−

∞−

′−−−

∞−

−− ′′=−=
τ ττ ττττ

t
zt

t
t

dxedxety 2

  :بنابراين

( ) ( ) ( )22 −= −− tueth t

  2,38حشكل 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  2,30حشكل 

  

  

[ ]nx

2
1

⊕ [ ]ny

D

3
1

[ ]nx
[ ]ny

D

2
1+

D ⊕

S

3−

S ⊕ ( )ty
( )tx

S

2−

S ⊕ ( )ty
( )tx 8
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2,30حشكل 

  :    داريم) ب(

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]∫

∫
∞+

∞−

−−

+∞

∞−

−−−+−=

−=

τττ

τττ

τ
dtutue

dtxhty

212

 

( )τh و ( )τ−txدر شكل زير نشان داده شده است .  

  :با استفاده از شكل مي تون نوشت

( )
( ) ( )

( ) ( )[ ] 4

41

1

1

1

1

2

342

1

2

12

>

<<

>









−=

−=
=

∫

∫
+

−

−−−−−

+ −−−−

t

t

t

eede

ede
ty

t

t

t

t
t

τ

τ

τ

τ
�

 

  

  سيگنال زير را در نظر بگيريد  2,41

[ ] [ ]nuanx n=  
]سيگنال) الف ] [ ] [ ]1−−= nxanxngرا رسم كنيد .  

]و خواص كانولوشن) الف(با توجه به نتيجه بند ) ب ]nhرا به نحوي تعيين كنيد كه داشته باشيم   

[ ] [ ] [ ]{ } [ ]22
2

1
−−+







=∗ nununhnx

n

  

  :حل

  :مي توان نوشت) الف(

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

1

1n n

g n x mn x n

a u n a u n n

α

δ

= − −

= − = =
 

  

٢٠

( )τh

t+١t+٢
τ  
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  2,40حشكل 

]توجه كنيد كه   ) ب ( ] [ ] [ ] [ ]{ }1g n x n x n nαδ= ∗ − )بنابراي از قسمت   . − )α   مي دانـيم 

]كه  ] [ ] [ ]{ } [ ]1x n n n nδ αδ δ∗ − −   :ا استفاده از ان مي توان نوشت   ب=

[ ] [ ] [ ]{ } [ ]
[ ] [ ] [ ]{ } [ ]
[ ] [ ] [ ]{ } [ ]

1 2 1

1 1

2 1 2

x n n n n

x n n n n

x n n n n

δ αδ δ

δ αδ δ

δ αδ δ

∗ − − − = −

∗ + − = +

∗ + − + = +

  :حال توجه كنيد كه

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1
2

11224 −+++++=∗ nnnnnhnx δδδδ  

  :بنابراين

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]{ }
[ ] [ ] [ ]{ }

[ ] [ ] [ ]{ }

( ) [ ] { } [ ]

4 2 1

2 1

1

1 1 2
2

x n h n x n n n

x n n n

x n n n

x n n n

δ αδ

δ αδ

δ αδ

δ αδ

∗ = ∗ + − +

+ ∗ + −

+ ∗ − −

+ ∗ − − −

  :بنابراين

[ ] [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]

( ) [ ] [ ]

4 2 2 4 1 1 2

1 11 2
2 2

h n n n n

n n

δ α δ α δ

α δ δ

= + + + + + +

+ − − − −
 

  دو سيگنال زير را در نظر بگيريد  )2,42

( ) ( ) ( )
( ) tj

eth

tututx

�ω=

−−+= 5/05/0

  ا به نحوي تعيين كنيد كه داشته باشيم ر�ω) الف

( )
( ) ( ) ( )thtxty

ty

∗=

= �
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  آيا جواب يكتاست؟) ب

  :حل

  :داريم

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )2/sin
25.0

5.0

5.0

5.0

�

�

�

�

� ω
ω

ττ

τω

ω

==

−=∗=

∫

∫

−

−

+

dzey

dtethtxty

j

j

 

πωاگر ) الف( ) در اينصورت �=2 ) �� =y.  

πωهـر   . منحصر بـه فـرد نيـست   ) الف(واضح است، جواب ما به قسمت   ) ب( k2=�  TK  و   ∋

�≠Kكافي خواهد بود .  

يكي از خواص مهم كانولوشن در هر دو حالت پيوسته و گسـسته در زمـان، خاصـيت شـركت   ) 2,43

  .در اين مسئله اين خاصيت را مورد بررسي قرار مي دهيم. پذيري است

  .تساوي زير را ثابت كنيد) الف

)    )1-43-2م ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tgthtxtgthtx ∗∗=∗∗  

  .به صورت زير در مي آيند) 1-43-2م (به ين منظور نشان دهيد ه هر دو طرف معادله 

( ) ( ) ( )x h g t d dτ σ τ σ τ σ
∞ ∞

−∞ −∞
− −∫ ∫  

ايـن دو   .  نشان داده شده اند   2h و 1h با پاسخ ضربه هاي   LTIدو سيستم   ) الف (43-2در شكل م   ) ب

]فرض كنيد. سري مي كنيم) ب (43-2سيسيتم را مطابق شكل م  ] [ ]nunx =.  

i) (   ابتدا با محاسبه[ ] [ ] [ ]nhnxnw ] و سـپس محاسـبه   =∗1 ] [ ] [ ]nhnwny 2∗=   ،[ ]ny   را يعنـي 

] حاصل ] [ ] [ ]{ } [ ]nhnhnxny 21   . را محاسبه كنيد=∗∗

)ii (ابتدا كانولوشن[ ] [ ] [ ]nhnhng 12   . را حساب كنيد=∗

  

  

  

  

  
٠

2

1
−  

4

1
  

٣

٤

...  
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]nynhnhnx
nw →→→ 21  

  34-2شكل م 

بايد برابر باشند، كه خاصيت شركت پذيري كانولوشن را در حالت گسـسته   ) ii(و   ) (iجوابهاي دو بند   

  در زمان نشان مي دهد

  ، كه در اين حالترا در نظر بگيريد) ب (43-2 شكل م LTIتركيب متوالي دو سيستم ) ج

[ ]

[ ] [ ] 1,

,

8sin

2

1

<=

=

anuanh

nnh

n

  ورودي عبارت است

[ ] [ ] [ ]1−−= nannx δδ  
]خروجي    ]ny جابجايي و شركت پذيري كانولوشن حل اين مـسئله را بـسيار   : راهنمايي. ( را پيدا كنيد

  ).ساده مي كند

  :حل

  :ابتدا داريم) الف

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∫ ∫

∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

−−=

′′−−=∗∗

σττσστ

στστστ

ddtghx

ddtghxtgthtx
2

 

  :و نيز

2

3
  ١

٠ ١ ٢ ٣ ٤

)الف(

[ ] [ ] [ ]1
2

1
2 −+= nununh
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( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) σττσστ

στσττσ

τστστσ

ddtghx

ddtghx

ddghtxtgthtx

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∞+

∞−

∞+

∞− −

∞+

∞−

∞+

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

−−=

−−=

′−′−=∗∗ 2

  .اين تساوي اثبات شد

  :ابتدا داريم) ) (iب(

[ ] [ ] [ ] ( ) ( ) [ ]nunhnun
nn

n

k





 −−=−=∗=

+

=
∑

1

1 2
11

3
2

2
1

�

ω  

    حال 

[ ] [ ] [ ] ( ) [ ]nunnhnny 12 +=∗= ω  
ii (ابتدا داريم:  

[ ] [ ] [ ]

( ) ( ) [ ]nu

nhnhng

n

k

kn

k

k

=−+−=

∗=

∑∑
−

==

1

21

2
1

2
1

2
1

��

  :حال

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ( ) [ ]nunnunungnuny 1+=∗=∗=

  .بدست آمده) ii(و ) (iنتيجه يكساني براي هر دو قسمت 

  :توجه كنيد كه) ج(

[ ] [ ] [ ]{ } [ ] [ ]{ } [ ]nhnhnxnhnhnx 1212 ∗∗=∗∗  
  :همچنين توجه كنيد كه

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]nnuanuanhnx nn δ=−−=∗ 12  
  :بنابراين

[ ] [ ] [ ] [ ] nnnnhnhnx 8sin8sin21 =∗=∗∗ δ  
  اگر) الف) 2,44

( )

( ) 2

1

,

,

,

Ttth

Tttx

>=

>=

�

�
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   را به نحوي يافت كه به ازاي آن3Tاه مي توان عدد مثبتگآن

( ) ( ) 3, Ttthtx >=∗ �

3T1 را برحسبT 2 وTبه دست آوريد .  

] ورودي يك سيستم گسسته در زمـان   LTI) ب ]nx   پاسـخ ضـربه آن ،[ ]nh   و خروجـي آن ،[ ]ny 

]اگر بدانيم . است ]nh ر خارج فاصله    د[ ] 1, NnNnx 32 در خارج فاصـله   �≥≥ NnN ≤≤ 

]صفرند، خروجي ]ny54 در خارج فاصله NnN   . صفرند≥≥

)ii (   1اگر طول فواصلNnN ≤≤�   ،32 NnN 54، و≥≥ NnN ، hM ،xMيب  را به ترت≥≥

  . بيابيدxM وyM بناميم،yMو

10:  گسسته در زمان با اين مشخصه در نظر بگيريد   LTIيك سيستم   ) ج ]،n≤اگر به ازاي    ] �=nx ،

15 براي درستي اين گزاره پاسخ ضربه سيستم بايد چـه شـرطي   .  صفرست n≤آنگاه خروجي به ازاي   

  داشته باشد؟

)براي تعيـين   .  در نظر بگيريد   44-2 با پاسخ ضربه شكل م   LTIيك سيستم   ) د )�y   دانـستن [ ]ny   در 

  فاصله اي لازم است؟

  :حل

  :داريم

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )∫

∫
−=

−=∗
+∞

∞−

2

1

2

T

T
dthx

dthxthTtx

τττ

τττ
 

)توجه كنيد كه براي  ) �=−τh 2، بنابراين برايTt +>τ و tT +−< 2τ ( ) �=−τth  

>−+τانتگرال فوق برابر صفر خواهد بود همچنين اگر   : بنابراين 21 TT   12 يا TtT  كـه بيـان   +>−

21مي دارد اگر  TTt   . انتگرال كانولوشن صفر است<+

]: داريم) ) (iب( ] [ ] [ ] [ ] [ ]∑
=

−=∗=
1N

NK

knxkhnxnhny
�

  

]توجه كنيد كه براي    ] 23 NxNkx −≤≤≠− nNknNبنابراين براي   .  � +−≤≤+− 23  

[ ] �≠+− nkx . 13گـر   سري كانولوشن ا   . واضح است NnN �NnN و   −+≥ ≥+−  صـفر   2
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]بنابراين   . نيست ]ny   31 براي NNn ]بنـابراين   .  صـفر نيـست   ≥+ ]ny   31 بـراي NNn  و   ≥+

2NNn +≥   . صفر نيست�

ii (1ان داد كه به راحتي مي توان نش−+= xh MMMy  

]، n<5براي ) ج( ] �=nh  

  :از شكل مشخص است كه) د(

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
−

−
−+−=∗=

1

2
6txdtxtxthty ττ  

  :بنابراين

( ) ( ) ( )∫
−

−
−+=

1

2
6xdxy ττ�  

)كه بيان مي كند كه  )tx2 1 بايد در بازه  ≤≤ t6 و ب   .  معين باشدt=−راي 

)نشان دهيد كه اگر) 2,45 )ty پاسخ يك سيستم LTIبه ورودي ( )tx باشد، آنگاه پاسخ سيستم به   

  

  

  

  

  

  

2,44شكل 

  

  ورودي

( ) ( )
dt

tdx
tx =′  

) برابر )ty′دهيددرستي اين مطلب را به سه شكل نشان .  است:  

i) (با استفاده مستقيم از خواص خطي بودن، تغييرناپذيري با زمان و اين كه  

( ) ( ) ( )
h

htxtx
tx

n

−−
=′

→�

حد  

      

( )th

١

-٢-١  

١  

٦
t 
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( ) ( ) ( )tytutx →→ 1  

2,45شكل م 

)ii  (با مشتق گيري از انتگرال كانولوشن.  

)iii ( 45-2با بررسي سيستم شكل م.  

  .صحت روابط زير را نشان دهيد) ب(

i)   ( ( ) ( ) ( )thtxty ′∗=′  

ii   () ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫ ∫∫ ∞− ∞−∞−





∗′=∗′=′∗





=′

t tt

dhtxdhxthxty ττττττ  

و توجــــه بــــه ايــــن كــــه ) الــــ(بخــــش ) iii(بــــه كمــــك نمــــودار جعبــــه اي بنــــد : راهنمــــايي[

( ) ( ) ( )ttutu δ=∗   .]، مي توان به آساني مسئله را حل كرد11−

)) د )ts   پله واحد يك سيستم    پاسخLTI   نـشاندهيد كـه   ) ب(ستفاده از بند   با ا .  پيوسته در زمان است

)پاسخ  )tyبه ورودي ( )txعبارت است از   

)        )1-45-2م ( ) ( ) ( ) τττ dtuxty −′= ∫
+∞

∞−
  

   داراي پاسخ ضربه زيرLTIپاسخ سيستم ) 2-45-2م (با استفاده از معادله ) هـ

( ) ( ) ( )tueets tt 12 23 +−= −−  
)به ورودي ) ( )tuetx t=را بيابيد .  

]) و ]ns   پاسخ پله يك سيستم گسسته در زمان LTI 2م   (همتاي گسسته در زمان معادله هاي   .  است-

  .را بيابيد) 45-2

  

  :حل

   :داريم

( ) ( ) ( ) ( )
h

htyty

h

htxtx TI −−
→

−− �  

  : در هر طرف معادله فوق داريمh→�با سوق دادن 

( ) ( )tytx
TI ′→′ �

ii (با گرفتن ديفرانسيل از انتگرال كانولوشن داريم:  
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( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( )thtxdhtx

dhtx
dt

d
dhtx

dt

d
ty

∗=−′=

−=




 −=′

∫

∫∫
∞+

∞−

+∞

∞−

∞

∞−

1τττ

ττττττ

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) →→→ ′= tytp

ty

tx
tuth 1  

  شكل ح2,45

iii ( فرض كنيم نام خروجي سيستم با پاسخ ضربه( )tu1 ،( )tωدر اين صورت .  باشد

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )txtutxtthtxtz ′=∗=∗′= 1, ω  
مي توانيم جاي آنها را مانند آنچـه در شـكل   .  هستند �cascade (TI(چون هر دو سيستم در زنجير   

S2,45نشان داده شده است عوض كرد .  

)در اين صورت    ) ( ) ( ) ( ) ( )thtxtytytp ∗=′= ) چـون   , )tz   و( )tp   بـا يـد برابـر باشـند مـي 

  م نتيجه بگيريم كهتواني

( ) ( ) ( )tythtx ′=∗′  
ii (فرض كنيد:  

( ) ( ) ( )[ ] ( )
( ) ( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )thtx

thtututx

thtutxty

∗=

∗∗=

′∗∗=

1  

)اين نشان مي دهد كه    ) ( )[ ] ( )thtutx ) كه معادل است با   ∗′ ) ( )thtx حال مطلب مـشابهي را بـه   . ∗

  :صورت زير مي توان نوشت

( ) ( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )∫

∫

∞

∞−

∗=

∗∗=

−=

∗∗∗=

′∗∗=

t

t

dhtx

tuthtx

dthx

tuthtutx

thtutxty

ττ

τττ

1

1

1

1
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)توجه كنيد   ) ج( ) ( ) ( )txtuet t 155 =− −δ .TI ) �بنابراين، خروجي سيـستم    )tx1   برابـر خواهـد 

)بود با  ) ( )tth �ωsin5− چون اين بايستي با ( ) tty �ω=′معادل باشد مجبوريم  :  

( ) ( ) ttth ��� ωωω sin5cos +=  
  : داريم) د(

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( )

( ) ( )∫
∞+

∞−
−′=

∗=

∗∗∗=

∗∗∗=

τττ dtsx

tStx

thtututx

thtututxty

�

1

1

1

 

ii (    

( ) ( ) ( )
[ ] ( )[ ] ( )

( ) ( )∫
∞+

∞−
−=

∗∗=

∗=

τττ dtux

tututx

tStxtx

1

1
  

      :در اين مورد) هـ

( ) ( ) ( )ttuetx t δ+=1  
        : بنابراين

( ) ( ) ( ) ( )tStuetSty t ∗+=  
  كه مي تواند به صورت

( ) [ ] ( )
[ ]

( ) ( )tueee

ee

tueety

ttt

tt

tt









−−−−

−+

+−=

−

−

−−

1
3

2

4
1

12

2

3

23

 

]با استفاده از اين حقيقت كه ) ح( ] [ ] [ ] [ ][ ]1−−∗= nnnun δδδداريم :  

[ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ][ ] [ ]∑ −−−=∗−−= knskxkxnsnxnxny 11

       و  
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[ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ]∑
∞

−∞=

−−−=∗−−=
k

kkukxkxnunxnxnx 11�  

2,46 (S يك سيتم LTIاست، سيگنال ( ) ( )13 −= − tuetx tاگر.  را در نظر بگيريد  

( ) ( )

( ) ( ) ( )tuety
dt

tdx

tytx

t23

,

−+−→

→

)پاسخ ضربه )th سيستم Sرا بيابيد .  

  :حل

  توجه كنيد كه 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1231216 3 −+−=−+−−= −
ttxttue

dt

tdx t δδ

  : كه مي دهد

( ) ( ) ( )tytuetx t →−= − 12 3  

:    كهمي دانيم   
( ) ( ) ( )123 −+−= ttx

dt

tdx
δ   بايـد در خروجـي ( ) ( )123 −+− thty را بدهـد  .

  ازاطلاعات داده شده مي توانيم نتيجه بگيريم كه

( ) ( )tueth t212 −=−.  

        :بنابراين

( ) ( ) ( )1
2

1 12 += +−
tueth

t

)يك سيستم خطي تغييرناپذير با زمان، با پاسخ ضربه    )2,47 )th�   مـي دانـيم كـه اگـر   .  داده شده است

)ورودي  )txباشـــد، خروجـــي بـــه صـــورت� ( )ty� زيـــر ورودي ســـيگنالهاي .  اســـت47-2 شـــكل م

  :سيستمهاي خطي تغييرناپذير با زمان داراي پاسخ ضربه داده شده هستند

)ورودي ) الف )tx       پاسخ ضربه ( )th  

)) ب ) ( ) ( )2−−= txtxtx ��    ( ) ( )thth �=  

)) ج ) ( )2−= txtx �      ( ) ( )1+= thth �  

)) د ) ( )txtx −= �      ( ) ( )thth �=  
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)) هـ ) ( )txtx �
′=       ( ) ( )thth −= �  

)) و ) ( )txtx �
′=        ( ) ( )thth �

′=  

)در اينجا [ )tx�′ و ( )th�′به ترتيب مشتقهاي �x و ( )thهستند� .[  

  

  

  

  

  

  2,47شكل م 

  

)در هر مورد تعيين كنيد آيا بـراي يـافتن خروجـي سيـستم داراي پاسـخ ضـربه    )th بـه ورودي ( )tx 

)در صورت وجود اطلاعات كافي،   . اطلاعات كافي است يا نه    )ty   را رسم و آن را دقيقـاً عددگـذاري 

  .كنيد

  :حل

))  الف ( ) ( )tyty �2=  

))  ب( ) ( ) ( )2−−= tytyty ��  

))  ج( ) ( )1−= tyty �  

  .اطلاعات كافي نيست) د(

)) هـ( ) ( )tyty −= �  

))  و( ) ( )tyty �
′′=  

  . ترسيم شده اند2,17 حسيگنالها براي قسمت هاي مختلف مسئله در شكل

  

  

  

  

( )ty0

٢٠

١

t 
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    )الف(

  
  

  ) ب(

                       
  )ج(

  

  

  

  

  

( )ty

2
1

2
1−

)�(  

-٢

-٢

( )ty

)د(
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  . درست است يا نادرست؟ دليل بياوريدLTIگزاره هاي زير در مورد سيستهاي  )2,48

  .، متناوب و غير صفر باشد، سيستم ناپايدار استLTIسيستم وارون يك سيستم ) الف

  . عليّ هميشه عليّ استLTIسيستم وارون يك سيستم ) ب

] داشته باشيم   n به ازاي هر مقدار   ار) ج( ] knh  داراي LTI يك عدد معين اسـت، سيـستم   K، كه   ≥

]پاسخ ضربه ]nhپايدار است .  

  . گسسته در زمان محدود باشد، سيستم پايدارستLTIاگر طول پاسخ ضربه سيستم ) د

  .ست عليّ باشد، آنگاه پايداراگر يك سيستم LTI) هـ

  . غير عليّ و يك سيستم عليّ لزوماً غير عليّ استLTIتركيب متوالي يك سيستم ) و

) پيوسته در زمان پايدارست، اگر و تنها اگر پاسخ پلـه آن   LTIيك سيستم   ) ز )ts   مطلقـاً انتگرالپـذير 

  باشد، يعني داشته باشيم

( )∫
+∞

∞−
∞<dtts  

]ته در زمان عليّ است، اگر و تنهـا اگـر پاسـخ پلـه آن    گسس LTIيك سيستم   ) ح ]ns بـه ازاي �<n 

  .صفر باشد

  :حل

)اگر : درست) الف ( )thپريوديك وغيرصفر باشد، در اين صورت :  

( )∫
+∞

∞−
∞=dtth  

)بنابراين  )thر است ناپايدا.  

]نادرست، براي مثال معكوس   ) ب( ] [ ]knnh −= δ   برابر است با [ ] [ ]knng += δ   كه غير كازال 

  .است

]نادرست؛ براي مثال ) ج( ] [ ]nunh   : كه بيان مي دارد=
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[ ]∑
+∞

−∞=

∞=
n

nh  

  .كه سيستم ناپايدار است

]درست؛ با فرض اينكه ) د( ]nh 21 در بازه nnn   در اين صورت .  محدود و غير صفر باشد≥≥

[ ][ ] ∞<∑
− 1 2nk

khn  

  .كه بيان مي كند، سيستم پايدار است

)براي مثال . نادرست) هـ( ) ( )tueth t=پايدار نيست اما كازال است .  

]اي كـازال بـا پاسـخ ضـربه   نادرست، براي مثال اتصال زنجيـري سيـستم ه ـ  ) و( ] [ ]11 −= nnh δ و 

]سيستم غير كازال با پاسخ ضربه  ] [ ]12 += nnh δ منجر به يك سيستم كلي با پاسخ ضربه   

[ ] [ ] [ ] [ ]nnhnhnh δ=∗= 21 . 

ــر   ) ذ( ــال اگ ــراي مث )نادرســت، ب ) ( )tueth t−=   ــن صــورت ــد در اي ) باش ) ( ) ( )tuetS t−−= 1 .

∫
∞ ∞−− ∞==−
�

�
t

t

t
etdte1 .  اگر چه سيستم پايدار است اما پاسخ پله انتگرال پذير نيست  

]:    مي توان نوشت. درست) خ( ] [ ]∑
∞

=

−=
�k

knnu δ . بنابراين[ ] [ ]∑
∞

=

−=
�k

knhnS.  

]، n>�اگر در بازه  ] �=ns در اينصورت در  �<n ،[ ] �=nhو سيستم كازال است .  

]در درس نشان داديم كه اگر) 2,49 ]nhمطلقاً جمع پذير باشد، يعني   

[ ]∑
∞

−∞=

∞<
k

nh  

] داراي پاسخ ضربه   LTIآنگاه سيستم    ]nh پايداري پس مطلقاً جمع پذير بودن شرط كافي   .  پايدارست

 در نظر بگيريـد كـه   LTIيك سيستم   . در اين مسئله نشان مي دهيم كه اين شرط لازم نيز هست   . است

  پاسخ ضربه آن مطلقاً جمع پذير نباشد، يعني

[ ] ∞=∑
∞

−∞=k

nh  

  فرض كنيد سيگنال ورودي اين سيستم به صورت زيرست) الف

[ ] [ ]
[ ]

[ ]
[ ] �

�
�

≠−

=−









−

−=
nh

nh

nh

nhnx
,

,   به ازاي

به ازاي
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 را كه شرايط زير را ارضا مي كنـد،   Bكراندارست؟ اگر آري، كوچكترين مقدار   آيا اين سيگنال ورودي   

  بيابيد 

]، nبه ازاي تمام مقادير  ] Bnx ≤  

آيا اين نتيجـه، لازم بـودن شـرط مطلقـاً   .   حساب كنيد   n=�به ازاي اين ورودي، خروجي را در   ) ب

  ذيري براي پايداري سيستم را اثبات مي كند؟جمع پ

 پيوسـته در زمـان   LTIبه روشي مشابه نشان دهيد كه شرط لازم و كافي براي پايداري سيستمهاي   ) ج

  .ً انتگرالپذير باشد  در زمان اين است كه پاسخ ضربه آنها مطلقا

  :حل

]ورودي محدود است ) الف( ] xBnx −∞>>∞ در 1≥= n.  

        :     فرض كنيد) ب(

[ ] [ ] [ ]

[ ]
[ ]

[ ] ∞→==

−=

∑∑

∑
∞+

∞−

∞+

∞−

+∞

−∞=

kh
kh

kh

khkxy
k

2

�

 

  .بنابراين خروجي محدود نيست و سيستم ناپايدار است

  فرض كنيد     )  پ(

( ) (
( )

)








−

−=

th

thtx

�

     
( )
( ) اگر

اگر
�

�

≠−

=−

th

th
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  .بنابراين اگر پاسخ ضربه به طور معين انتگرال پذير نباشد سيستم ناپايدار خواهد بود
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 B، و سيـستم    LTI يـك سيـستم   Aسيـستم   .  را در نظـر بگيريـد   50-2تركيب سري شكل م   ) 2,50

).  است Aوارون سيستم    )ty1    پاسخ به سيستمA    بـه( )tx1 و ( )ty2   پاسـخ سيـستم A   بـه ( )tx2 

  :است

) به وروديBپاسخ سيستم ) الف ) ( )tbytay 21   . اعداد ثابت اندb وa چيست؟ +

) به وروديBپاسخ سيستم ) ب )τ−ty1چيست؟   

  

  

  

  

  50-2شكل م 

  :حل

)خروجي برابر خواهد بود؛ ) الف( ) ( )tbxtax 21 +.  

): خروجي برابر است با) ب( )τ−tx1.  

)2,51 (LTI   سري به ترتيب اتصال آنها بستگي در دس ديديم كه رابطه ورودي ـ خروجي دو سيستم 

ي نام دارد، به خطي بودن و تغييرناپذيري با زمان هر دو سيـستم   اين مطلب، كه خاصيت جابجاي   . ندارد

  .در اين مسئله اين نكته را نشان مي دهيم. وابسته است

 خطي است، ولي تغييرناپـذير   LTIBسيستم   .  در نظر بگيريد   B و   Aدو سيستم گسسته در زمان   ) الف
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]بـه ورودي   ) ب(و ) الف (51 -2با محاسبه پاسخ هر يك از اتصالهاي سري شكلهاي م    ] [ ]nnx δ= 

  .نشان دهيد كه اين دو سيستم خاصيت جابجايي ندارند

 ، سيستمي قرار گرفته كه رابطه بين ورودي   51-2 دو اتصال شكل م   bفرض كنيد به جاي سيستم   ) ب

[ ]nwو خروجي [ ]nzآن به صورت زيرست .  

[ ] [ ] 2+= nwnz  

( )tx→( )→ ty
LTI
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B
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  را براي اين حالت تكرار كنيد) الف(محاسبات قسمت 

  

  
  :حل

  :، پاسخ به ضربه واحد برابر است با2,51ح) الف(براي سيستم شكل ) الف(
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  : پاسخ ضربه واحد عبارتست از2,51ح) ب(براي سيستم شكل 
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n

  واضح است كه
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   گسسته در زمان با پاسخ ضربه زير در نظر بگيريد،LTIيك سيستم ) 2,52

[ ] ( ) [ ]nuannh n1+=  
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tsآنگاه
eA   .ت يك ثابت دلخواه مختلط اسAاست، كه در آن ) 1-53-2( يك جواب معادله �

)چند جمله اي ) ب )sp توجه كنيد كه. را مي توان برحسب ريشه است) 2-53-2( معادله  

Nr =+++ σσσ ...21

iσt<1در حالت كلي به ازاي    siAe،ts، علاوه بر   

jij
ietA   است، كه   ) 1-53-2م   ( هم جواب معادلهj 

بـراي اثبـات   .  را مي تواند داشته باشـد   iσ−1تمام اعداد صحيح بزرگتر از صفر و كوچكتر يا مساوي   

: راهنمـايي . [اسـت ) 1-53-2م   ( هم يك جواب معادلـه   iσ   ،tstetA=2اين مطلب نشان دهيد اگر   
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  .يك ثابت دلخواه مختلط است ijAكه در آن

  :معادلات ديفرانسيل همگن زير را با شرايط كمكي داده شده حل كنيد) ج
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  :ته باشيم، يك جواب باشد، بايد داشsاگر 
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)چون  ) 1=�y و ( ) 1−=′ �y داريم ( ) tety −=  
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  .معادله معادله تفاضلي همگن زير را در نظر بگيريد) الف)  2,54(
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 دارنـد سـاده ترسـت، پـس معادلـه حاصـل از   zكار با چند جمله ايهايي كه تنها توانهاي غيرمنفي   ) ب

  .ظر مي گيريم را در نNzدر) 2-54-2م (ضرب دو طرف معادله 
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iσn=2با استفاده از اين مطلب نشان دهيد كه به ازاي    izA، هم   
1 n− و هم   

iznB   م ( جواب معادلـه

مـين   در حالت كلي مي تـوان بـه ه   .  ثابتهاي مختلط دلخواهي اندB و   Aهستند، كه در آنها،   ) 2-54-1

  iσ<1ترتيب نشان داد كه به ازاي
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1,...,1, −= jr σ� هستند) 1-54-2م ( جواب معادله.  

  :معادلات تفاضلي زير را با شرايط كمكي داده شده حل كنيد) ج
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نتيجه مي گيريم كه معادله هاي فوق معادلند و اثبـات كامـل مـي   ) 2-2,54ح(و   ) 1-2,54ح(با مقايسه   
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[ ] ( ) ( ) BnABnAny
nn +=+= 11  

)چون  ) 1=�y و  [ ] �=1y 1 داريم=A 1 و−=B و [ ] nny −=1   

)iii ( تنها تفاوت با قسمت قبلي شرايط اصلي است؛( ) 1=�y و [ ] 2110 =yداريم ،:  
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)چون  ) �� =y و [ ] 11 =−yداريم   
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
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

−=  

-2 ارائه كـرديم و در مـسئله   در درس روشي براي حل معادلات تفاضلي خطي با ضرائب ثابت   ) 2,55

با فرض سكون ابتدائي، سيستم بيان شده بـا معـادلات تفاضـلي   .  روش ديگري براياين كار بيان شد   30

LTI   و عليّ است و مي توان با يكي از اين دو روش پاسـخ ضـربه [ ]nh روش 5در فـصل   .  را يافـت 

]جالبتري براي تعيين    ]nh   دراين مسئله نيز رهيافت ديگري معرفي مي كنيم كه نشان   .  ارائه خواهيم كرد

]مي دهد، مي توان  ]nhرا با حل معادله همگن، تحت شرايط اوليه مناسب، به دست آورد  .  

  سيستم ابتدائاً ساكن توصيف شده با معادله زير را در نظر بگيريد) الف

]    )1-55-2م ( ] [ ] [ ]nxnyny =−− 1
2

1
  

]با فرض    ] [ ]nnx δ=   ،[ ]�y   را بيابيد؟ [ ]nh 1 در≥n   چـه معادلـه اي و چـه شـرايط اوليـه اي را 

]ارضا مي كند؟ با حل اين معادله جواب بسته اي براي ]nhبه دست آوريد .  
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  . ابتدائاً ساكن توصيف شده با معادله تفاضلي زير را در نظر بگيردLTIحال سيستم ) ب

]    )2-55-2م ( ] [ ] [ ] [ ]121
2

1
−+=−− nxnxnyny  

به صورت تركيب سري و سيستم ابتـدائاً سـاكن نـشان داده شـده   ) الف (55-2اين سيستم در شكل م   

كرد و نمايش متفاوت شكل م    مي توان دو سيستم را جابجا   LTIبا توجه به خواص سيستمهاي   . است

]را، با پاسخ ضربه ) الف(حال با توجه به نتيجه بند   . را يافت ) ب (2-55 ]nhبا نـشان   . ، در نظر بگيريد

را ارضا مي كند، ثابـت كنيـد كـه پاسـخ   ) 1-55-2م   (معادله تفاضلي   ) 3-53-2م   (دادن اين كه معادله   

[ ]nyودي دلخواه  به ور[ ]nxدر واقع از جمع كانولوشن زير به دست مي آيد .  
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  .اوليه اي را كه بايد توسط پاسخ ضربه اين سيستم ارضا شود بيابيدشرايط 

  . عليّ توصيف شده با معادله تفاضلي زيرا را در نظر بگيريدLTIحال سيستم 
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) 4-5-2م ( توصـيف شـده بـا معادلـه   LTIپاسخ ضربه اين سيستم را بر حسب پاسخ ضـربه سيـستم   

  .بيابيد
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]nynwnwnynxnwnwnx
nw →−+=→=−−→ 121

2

1

. وجود دارد ) 5-55-2م   ( توصيف شده با معادله   LTI روش ديگري نيز باري تعيين پاسخ سيستم   ) هـ

]را با فرض سكون ابتدائي، يعني   ) 5-55-2م   (معادله    ] [ ] [ ] �=−==+−=− 1...1 yNyNy   و ،

]بـــه ازاي ورودي ] [ ]nnx δ=زگـــشتي حـــل كنيـــد و  بـــه صـــورت با[ ] [ ]�yMy در .  را بيابيـــد,...,

Mn ≥ ،[ ]nhچه معادله اي را ارضا مي كند؟ شرايط كمكي مناسب براي اين معادله چيست؟   



١٤١

ده  عليّ توصـيف ش ـ  LTIپاسخ ضربه سيستمهاي   ) هـ(يا   ) د(با استفاده از يكي از روشهاي بندهاي   ) و

  .معادلات تفاضلي زير را بيابيد

(i)  [ ] [ ] [ ]nxnyny =−− 2  

(ii)  [ ] [ ] [ ] [ ]122 −+=−− nxnxnyny

(iii)  [ ] [ ] [ ] [ ]4322 −−=−− nxnxnyny

(iv)  [ ] [ ] [ ] [ ]nxnynyny =−+−− 2
4

1
1

2

3

[ ] ( )
4

sin
2

1

2

1 πnny

n








=−=

  :حل

]) الف( ] [ ] 1== �� xy ،[ ]nhسازد معادله را برآورده مي .  

[ ] [ ] 11
2

1 ≥−= nnhnh  

]شرايط معين عبارتست از    ] 1=�h   با استفاده روش معرفي شـده در مـسئله قبلـي، داريـم 
2

1=z ،

]بنابراين  ] ( )n

Anh
2

   با استفاده از شرايط معين=1

[ ] ( ) [ ]nunh
n

2
1=  

]انيم كه اگر ، مي د2,55م) ب(از شكل ) ب( ] [ ]nnx δ=آنگاه   

[ ] [ ] ( ) [ ]nunhn
n

2
1== �ω

  :كه بيان مي كند

[ ] [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]1
2

12
2

1
1

−+==
−

nununhny
nn

  .داريم) 2,55,1م(در معادله ) 2,55,3م(جايگذاري معادله ) ج(

[ ] [ ] [ ] [ ]

( ) [ ] ( ) [ ]

( ) [ ] [ ] [ ]nxnxnx

mxmx

mxmnhmxmnh

mn

n

m

mnn

m

mn

mm

===

−=

−−−−

−

−

−∞=

−

−∞=

−

∑∑

∑∑

2
1

2
1

2
1

1
2

1

1
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  .ازدرا برآورده مي س) 2,55,1م(، معادله )2,55,3م(كه نشانگر اينست كه معادله 

��داده شده كه ) ) (iد( ≠aداريم.  و سيستم از شرايط تبعيت مي كند:  

[ ] [ ]
�

� ��
a

yya
1

1 =⇒=  

  معادله ي همگن بصورت زير است

[ ] �
�

=−∑
=

N

K

k knha  

  :با شرايط اوليه

[ ] [ ] [ ] ��
�

=+−==−= 1...1,
1

Nhh
a

h  

ii (داريم:  

[ ] [ ] �
�

=−=∑
=

knhbNh
N

K

k 1

]كه   ]nh1 است به صورت فوق.  

Mnبراي ) هـ( >  

[ ] �
�

=−∑
=

N

K

k knha  

  با

[ ] [ ] [ ] [ ]MyMhyh == ,...,��  
  : داريم) ) (iو(

[ ]




<

≥
=

��

�

n

n
nh

 فرد

زوج  ,1

)ii (داريم :  

[ ]








<

>

≥

=

��

�

�

n

nn

nn

nh فرد

زوج

,2

,1

)iii (  
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[ ]








≥−

=

=

�

�

nn

n

nh 41,زوج

2,2

 

)iv (   داريم  

[ ] 





+=

6
sin3

6
cos

2
1 ππ nn

nh  

.  در نظر مـي گيـريم   55-2متاي پيوسته در زمان تكنيك پي ريزي شده در مسئله   هدراين مسئله   ) 2,56

)باز هم مي بينيم كه مسئله يافتن پاسخ ضربه    )thLTI   ابتـدائاً سـاكن توصـيف شـده بـا    يك سيـستم 

  .معادله ديفرانسيل زير را در نظر بگيريد

    )1-56-2م (
( ) ( ) ( )txty

dt

tdy
=+ 2  

)فرض كنيد  ) ( )ttx δ= .   براي تعيين مقدار( )ty    2م   ( درست بعد از اعمال ضربه واحد، از معادلـه-

=−از) 56-1 �t   تا += �t)    انتگـرال مـي   ) آن» درست بعـد از   «تا   » درست قبل از اعمال ضربه   «يعني

  . مي آوريمبا اين كار به دست. گيريم

)    )2-56-2م ( ) ( ) ( ) ( ) 12 ==+− ∫∫
+

−

+

−

−+ ττδττ ddyyy
�

�

�

�
��  

)،   t>�چون سيستم ابتدائاً ساكن، و در    ) �=tx پس ( ) �� =−y .   2-56-2م   (براي ارضاي معادلـه (

)بايد داشته باشيم    ) 1=+�y . چون در�>t   ريم  دا( ) �=tx   پاسخ ضربه سيستم برابر پاسـخ معادلـه 

  ديفرانسيل همگن زير

( ) ( ) �=+ ty
dt

tdy
2  

  و شرط اوليه زيرست 

( ) 1=+�y  
)با حل اين معادله ديفرانسيل    )th   بـراي امتحـان جـواب خـود   . ، پاسخ ضربه سيستم را به دست آوريد

   دهيد كهنشان

( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−
−= τττ dthxty  

)به ازاي هر ورودي )tx را ارضا مي كند) 1-56-2م ( دلخواهي معادله.  

  ساير نقاط



١٤٤

 ابتدائاً ساكن توصيف شده با معادله ديفرانسيل زير را در نظـر   LTIبراي تعميم اين بحث، سيستم   ) ب

  بگيريد

    ) 3-56-2م (
( ) ( )∑

=

=
N

k
k

k

k tx
td

tyd
a
�

  

)كنيدو فرض    ) ( )ttx δ= . چون در�<t   ،( ) �=tx   شرط سكون ابتدايي اقتضا مي كند كـه داشـته ،

  باشيم 

)    ) 4-56-2م ( ) ( ) ( ) ���� ==== −
−

−
−−

1

1

...
N

N

td

yd

dt

dy
y  

−) 3-256م   (از دو طرف معادله    =يك بار، از    �t   تا += �t  م (انتگرال بگيريد، سپس به كمك معادله

   نشان دهيد معادله حاصل با شرايط زير ارضا مي وشد 9الف(و استدلالي شبيه استدلال بند ) 2-56-5

)    )  الف5-56-2م ( ) ( ) ( ) ���� ==== +
−

−
++

2

2

...
N

N

td

yd

dt

dy
y  

  و

)    )  ب5-56-2م ( )
N

N

N

atd

yd 1
1

1

=+
−

−

�  

 را مي توان با حل معادله ديفرانسيل همگن زير، و شرايط اوليـه   t>�در نتيجه پاسخ ضربه سيستم در   

  .به دست آورد) 5-56-2م (بيان شده در معادله هاي 

( )
∑

=

=
N

k
k

k

k
td

tyd
a
�

�  

   56-2شكل م 

  ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )∑∑
=

==→=→
M

k
k

k

k

tw
twd

dt

k

k

k ty
dt

twd
btytx

dt

twd
atx

k

k �

  

  . عليّ توصيف شده با معادله ديفرانسيل زير را در نظر بگيريدLTIحال سيستم  ) ج

  ) 6-56-2م (
( ) ( )

∑ ∑ ∑
= = =

==
N

k

M

k

M

k
k

k

kk

k

k
td

txd
b

td

tyd
a
� � �

  

 56-2شـكل م   : راهنمـايي (بيان كنيد   ) ب(پاسخ ضربه اين سيستم را بر حسب پاسخ ضربه سيستم بند   

  ).را ببينيد
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 ابتـدائاً سـاكن توصـيف شـده بـا   ، پاسخ سيستمهاي   LTI)ج(و   ) ب(با روش بيان شده در بندهاي   ) د

  .معادلات ديفرانسيل زير را بيابيد

(i) 
( ) ( ) ( ) ( )txty

td

tdy

td

tyd
=++ 23

2

2

(ii) 
( ) ( ) ( )txy

td

tdy

td

tyd
=++ 22

2

2

داشـته باشـيم   ) 6-56-2م (نـشان دهيـد كـه اگـر در معادلـه   ) ج(و ) ب(به كمك نتـايج بنـدهاي   ) هـ

NM )، پاسخ ضربه≤ )thدر �=tجملات تكين دارد؛ يعني ( )th جملاتي به شكل زير دارد  

( )∑
−

=

NM

r

rr tua
�

)ها ثابت وraكه در آنها )tur هستند5-2 ها توابع تكين تعريف شده در بخش .  

   توصيف شده با معادلات ديفرانسيل زير را پيدا كنيدLTIپاسخ ضربه سيستمهاي عليّ ) و

(i) 
( ) ( ) ( ) ( )tx

td

tdx
ty

td

tyd
+=+ 32

(ii) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tx

td

txd

td

txd

td

txd
ty

td

tdy

td

tyd
+++=++ 4265

2

2

3

3

2

2

  :حل

+=�در اين مورد ) الف(   : كه بيان مي دارد كه22

( ) ( ) tAethty 2−==  
)چون  ) 1=+�y   1 و=A    و  ( ) ( )tueth t2−=.  

  :را در نظر بگيريد) 1-2,56م(حال معادله 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−
−+−= ττττττ dxthdxth

dt

d
SH 2..�

( ) ( ) ( )
( ) SHRtx

dxte
t

..

2

==

−= ∫
+∞

∞−

−− τττδτ

)كه بيان مي دارد كه  )tyمعادله را حل مي كند  .  

        : داريم) ب(
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( ) ( )∑=
i

ii tuaty  

  : در اينصورت

( ) ( )∑ ∑
=

+ =
N

K i

kik ttuaa
�

δ1  

t و   t=�انتگرال گيري بين   
t  بجز ta=�يب مربوطه، داريم    و ضرا   =�

N

N
a

a
1

اين بيان مي . −=

tدارد كه براي 
t �� ≤≤′  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

NN

N

tNtt

N

atd

tyd

yyy

tu
aN

ty

t

1

...

,

1

1

1

2

=

===′=

=

−

−

−

−

�

����
 

     با گرفتن ) ) (iج(

( ) ( )∑=
r

r tauty  

  :داريم

( ) ( ) ( )( ) ( )∑ =++ ++
r

rrrrrr ttuatuatua δ23 12  

12 و Maxr=2كه بيان مي كند  =−a . بنابراين( )th ) و � ) 1=′ th   . شرايط اوليه را تشكيل مي دهند�

        : حال

1,2353 −=−=⇒=++ szs�δ
        : بنابراين

( ) �≥+= −− tBeAeth tt2  
=−1با اعمال شرايط اول  bA 1 و=Bرا بدست مي آوريم، بنابراين :  

( ) ( ) ( )tueeth tt

1

2

−
−− −=  

)ii ( شرايط اوليه( ) �� =+h  و  ( ) 1=′ +�hبنابراين.  مي باشد:  

( ) ( )tuteth t

1sin −=  
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N)ج(از ) د( M، اگـر     در اينـــصورت≤
( )

∑
=

M

K
k

tk

k
dt

hd
b
�

 t=�نـــي در يتك  كـــه شـــامل يـــك جملـــه 

  خواهد بود، در اينصورت

( ) ( )∑ +=
r

rr tuath ...  

  حال) ) (iهـ(

( ) ( ) ( )tutuuaLtua rr

r

rr ∑∑ +=+++ �11 32  

   همچنينMaxr=�بنابراين 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 12 3u t a u t a u t u t u tα −+ + = +� � � � �  

51 و �a=3كه منجر مي شود تا    .  باشد∝−=−

)رايط اوليه ش )+�h    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tuettuetuth tt

��
32 53153 −− −=−−= δ  

51 و �a=3كه منجر مي شود تا    . باشد∝−=−

) شرايط اوليه  ) 5−=+�H  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tuettuetuth tt 22 53153 −− −=−−= δ�  
)ii ( 11اينجا =α 3  و−=�α 131  و =−α 442  و −=−αبنابراين   

( ) 13=+�h و  ( ) 441 −=+�h  

   و

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tuetuetutututh tt 151833 2

1

3

1 −−−−= −
−

−
��  

2,57 (LTI عليّ يك سيستم S با رابطه ورودي ،[ ]nxو خروجي [ ]nyد زير در نظر بگيري.  

 بـا روابـط ورودي   2S و1S علـّي  را مـي ـوان اتـصال سـري و سيـستم   SLTIنشان دهيد كه ) الف(

  .خروجي زير دانست

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]nxnaynyS

nxbnxbnyS

2222

1111

1:

1:

+−−=

−+= �

  .  را رسم  كنيد1Sنمايش جعبه اي) ب(

  . را رسم كنيدSنمايش جعبه اي ) ج(



١٤٨

 به دنبـال نمـايش جعبـه   2S را به صورت اتصال سري نمايش جعبه اي سيستم   Sنمايش جعبه اي   ) د(

  . رسم كنيد1S به دنبال نمايش جعبه اي سيستم1Sاي سيستم

 به دنبال نمايش جعبه اي 1تم  را به صورت اتصال سري نمايش جعبه اي سيس   Sنمايش جعبه اي   ) هـ(

  .  رسم كنيد2Sسيستم

. را مـي ـوان در هـم ادغـام كـرد   ) هـ ـ(نشان دهيد كه دو عنصر تأخير دهنده نمايش جعبه اي بند ) و(

 مي نامنـد، حـال آن كـه نمـايش جعبـه اي   S سيستم   IIنمايش جعبه اي حاصل را تحقق مستقيم نوع   

  . مي نامندI را تحقق مستقيم نوع )هـ(و ) د(بندهاي 

  :حل

]متوجه مي شويم كه   ) الف( ] [ ]nynx 12 در .  كه مي توانيم آن را از دو معادله تفاضلي بدست آوريم   =

  : نتيجه داريم

[ ] [ ] [ ] [ ]11 11122 −++−−= nxbnxbnayny �  
  .كه مشابه معادله ديفرانسيل كلي است
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][
1

nx
][

1
nyb0

b1

][
2

nx ][
2

ny

b0

b1

b0

b1

b0

b1

  ) 2,57ح(شكل 

  . نشان داده شده اند2,57ح شكلهاي متناظر با قسمتهاي باقي مانده اين مساله در شكل )ب(

2,58( LTI عليّ يك سيستم Sبا روابط ورودي ،[ ]nxو خروجي [ ]nyزير در نظر بگيريد :  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]45312 −−=−+−− nxnxnynyny

 بـا روابـط ورودي ـ   2S و1S عليّ LTI سري دو سيستم ، را مي توان اتصالSنشان دهيد كه ) الف(

  .خروجي زير دانست

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]nxnynyyS

nxnxnyS

2222

111

3
2

1
1

2

1
:

452:

+−−−=

−−=

  . را رسم كنيد1Sنمايش جعبه اي) ب

  .را رسم كنيد  2Sنمايش جعبه اي) ج(

  



١٥٠

 به دنبـال نمـايش جعبـه   2S را به صورت اتصال سري نمايش جعبه اي سيستم Sنمايش جعبه اي) د(

  . رسم كنيد1Sاي 

 به دنبال نماي جعبه اي   1S را به صورت اتصال سري نمايش جعبه اي سيستم   Sنمايش جعبه اي   ) هـ(

  . رسم كنيد2Sسيستم 

را مي ـوان در سه عنـصر ادغـام   ) هـ(نشان دهيد كه چهار عنصر تأخيردهنده نمايش جعبه اي بند ) و(

 مي نامند، حال آن كه نمايش جعبـه اي   S سيستم   IIكرد نمايش جعبه اي حاصل را تحقق مستقيم نوع   

  . ناميده مي شودIتحقق مستقيم نوع ) هـ(و ) د(بندهاي 

  :حل

]وجه به اينكه   با ت ) الف ( ] [ ]nxny −= در . مي توانيم آنرا از دو معادله ي تفاضـلي بدسـت آوريـم   . 21

  :نتيجه

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]45312 11222 −−=−+−− nxnxnynyny  
  .اين مشابه معادله ديفرانسل كلي است

  . آمده است) 58-2ح(شكل متناظر با قسمتهاي باقي مانده ي اين مساله در شكل ) ب(

2,59( LTI يك سيستمS ّبا رابطه ورودي علي ( )txو خروجي ( )tyزير در نظر بگيريد .  

( ) ( ) ( ) ( )
td

txd
btxbtya

td

tyd
a 11 +=+ ��

  نشان دهيد كه) الف(

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ∞−∞−
++=

tt

dxCtBxdyAty ττττ

  . بيان كنيد1b و�a ،1a ،�b را برحسب ثابتهاي، و A ،BCو ثابتهاي 

   زير دانستLTI را مي ـوان اتصال سري دو سيستم Sنشاندهيد كه ) ب(

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∫

∫

∞−

∞−

+=

+=

t

t

txdyAtyS

xCtBxtyS

2222

111

:

:

ττ

τ

  . را رسم كنيد1Sنمايش جعبه اي) ج(

 را به صورت اتصال سري نمايش جعبـه   Sي نمايش جعبه ا ) هـ.( را رسم كنيد   2Sنمايش جعبه اي   ) د(

  . رسم كنيد1S به دنبال نمايش جعبه آي سيستم 2Sاي سيستم
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 به دنبـال نمـايش جعبـه   1S را به صورت اتصال سري نمايش جعبه اي سيستم   Sنمايش جعبه اي   ) و(

  . رسم كنيد2Sاي سيستم 

نمـايش جعبـه اي حاصـل را   . را مي ـوان در هم ادغام كرد ) و(نشان دهيد كه دو انتگرالگيري بند ) ز(

تحقـق   ) و(و   ) هـ ـ( مي نامند، حال آن كـه نمـايش جعبـه اي بنـدهاي   S سيستم   IIتحقق مستقيم نوع   

  . ناميده مي شودIمستقيم نوع 

  : حل

  :عادله ديفرانسيل داده شده اول و خلاصه سازي خواهيم داشتبا انتگرال گيري از م) الف (

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∞− ∞−
++−=

t t

tx
a

b
dx

a

b
dy

a

a
ty

1

1

11

ττττ ��  

: بنابراين
1a

a
A  و =−�

1

1

a

b
B   و =

1a

b
c �=  

)مي دانيم كه) ب( ) ( )tytz 12   : داريم.  مي توانيم اين دو معادله ي انتگرال را حذف كنيم=

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∞− ∞−
++=

t t

tcxdxBdyAty 1122 ττττ  

][
1

nx
][

1
ny ][

2
nx ][

2
ny
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D

D

D

D

-1/2

1/2

-5/2

X[n]
+ +

  
  )2,58ح(شكل 

 نشان داده شده 2,59.حهاي باقي مانده اين مساله در شكل  شكل هاي متناظر متناظر براي قسمت) ج(

  .اند
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∫

)(
1

tx )(
1

ty

∫

)(
2

tx )(
2

ty

∫

∫

∫ ∫

∫

  
  2,59.حد شكل 

) با رابطه ورودي عليّ LTISستم  يك سي)2,60 )txو خروجي ( )tyزير در نظر بگيريد .  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

212

2

2
td

txd
b

td

txd
btxbtya

td

tyd
a

td

tyd
a ++=++ ��

  نشان دهيد كه) ال(

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∞− ∞− ∞−

∞− ∞− ∞− ∞−






++

++=

t t

t t

ddxEdxD

tCxddyBdyAty

τσσττ

τσσττ

τ

τ τ

  . بيان كنيد2b، و�a،1a،2a،�b،1b را برحسب ثابتهاي ، و A ،B ،C ،DEو ثابتهاي 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∞− ∞− ∞−

∞− ∞− ∞−

+




+=






++==

t t

t t

txddyBdyAtyS

ddxEdxDtCxtCxtyS

22222

1111

:

:

τσσττ

τσσττ

τ

τ

  . را رسم كنيد1Sنمايش جعبه اي ) ب(

  . را رسم كنيد2Sنمايش جعبه اي) ج(

 به دنبال نمايش جعبه اي 2S را به صورت اتصال سري نمايش جعبه اي سيستم   Sجعبه اي   نماش   ) د(

  . رسم كنيد1Sسيستم 
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 به دنبال نمايش جعبه اي 1S را به صورت اتصال سري نمايش جعبه اي سيستم   Sنمايش جعبه اي   ) ه(

  . رسم كنيد2Sسيستم

نمـايش   . را مي تـوان در دو انتگرالگيـر ادغـام كـرد   ) و(نشان دهيد كه چهار انتگرالگير جواب بند   ) و(

) هـ( مي نامند، حال آن كه نمايش جعبه اي بندهاي   S سيستم   IIجعبه اي حاصل را تحقق مستقيم نوع   

  . ناميده مي شودIتحقق مستقيم نوع ) و(و 

  :حل

  :  با انتگرال گيري از معادله ديفرانسيل داده شده و خلاصه سازي داريم)الف (

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∞− ∞− ∞−

∞− ∞− ∞−

+++

−
−

−=

t t t

t t

tx
a

b
dx

a

b
ddx

a

b

ddy
a

a
dy

a

a
Hy

1

2

2

1

2

22

1

τττσσ

τσσττ
τ

�

�

  بنابراين

2

1

a

a
A

−
=  ،

2a
B

∞−
=  ،

1

2

a

b
C =  ،

2

1

a

b
D =  ،

2a

b
E �=  

)كه  مي دانيم) ب( ) ( )tytx 12   . و مي توانيم اين را از دو معادله ي انتگرالي حذف كنيم=

  .، نشان داده شده است2,60حشكلهاي متناظر براي قسمتهاي باقي مانده اين مسأله در شكل ) پ(
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 (د)

∫

+

+

∫

)(
1

tx )(
1

tyC

D

E

+

+

∫

∫

A

B

)(
2

tx )(
2

ty

∫

+

+

∫

C

D

E

+

∫

∫

A

B

+

∫

∫

∫

∫

+

+

+

C
+

D

E

A

B

∫

∫

+

+

+

+
C

D

E

A

B

X(t)

Y(t)
X(t)

X(t)Y(t)

Y(t)

 (ج) (ب)

( ـه ) 

 (و)

  
  

2,60شكل ح

))الـف  (61-2در مـدار شـكل م   ) الف) (2,61 )tx   ولتـاژ . ودي اسـت    ولتـاژ ور( )ty   روي خـازن را 

  .خروجي سيستم در نظر بگيريد

i) (معادله ديفرانسيلي را كه( )txو ( )tyرا به هم مرتبط مي كنند بيابيد .  

)ii ( نشان دهيد كه جواب همگن معادله ديفرانسيل بندi) ( به صورتtjtj
eKeK 21

21

ωω   .  است+

  .  را بيابيد2ω و1ωمقادير 

)iii (نشان دهيد كه چون ولتاژ و جريان حقيقي باشند، پاسخ طبيعي سيستم سينوسي است.  

)) ب (61-2در مدار شكل م   ) ب( )tx   ولتاژ   .  ولتاژ ورود است( )ty   روي خازن را خروجي سيـستم 

  .در نظر بگيريد
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   الف61-2شكل م 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

   ب و ج61-2شكل م 

  

i) (معادله ديفرانسيلي را كه( )tx و ( )tyرا به هم مرتبط مي كند بيابيد .  

)ii (نشان دهيد كه پاسخ طبيعي اين سيستم به صورتat
Keaرا مشخص كنيد است و مقدار .  

) )ج (61-2در مدار شكل م   ) ج( )tx   ولتاژ   .  ولتاژ ورودي است( )ty   روي خازن را خروجي سيستم 

  .فرض كنيد

i) ( معادله ديفرانسيلي را كه( )tx و ( )tyرا به هم مرتبط مي كند بيابيد .  

)ii (نشان دهيد كه چون ولتاژ و جريان بايد حقيقي باشند، پاسخ طبيعي سيستم يك سينوسي مير است.  

  :حل

± ( )ty( )tx

)الف(

± ( )txFC 1=( )tx

Ω= 1R

)ب(

Ω= 1R

Ω= 2R

( )ty

FC
5

1
=

( )tx

)ج(

±
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 ورودي، بايد با مجمـوع ولتاژهـاي شـاخه هـاي   ژ كريشهف، مي دانيم كه ولتا   ژاز قانون ولتا   ) ) (iالف(

  خازني و سلفي برابر باشد، فلذا

( ) ( ) ( )ty
dt

tyd
ctx +=

2

�  

  :   داريمc,�بااستفاده از مقادير 

( ) ( ) ( )txty
dt

tyd
=+

2

2

 

ii ( مي دانيم كه جواب همگن معادله ديفرانسيل 2,53با استفاده از نتايج مسئله ،  

( ) ( ) ( ) ( )tbxtya
dt

tdy
a

dt

tyd
=++ 21

2

 

tstsبرحسب
ekek 1

21 ++=� ريشه هاي معادلـه مشخـصه   1s و   �s خواهد بود كه   �+ 21

2 asas 

  .مي باشد

1ssدر اينجا فرض شده است كه   ( 12 و 1a=�در اين مسئله ) �≠ =a   بنابراين ريشه هـاي معادلـه 

jsمشخصه برابر است با  js و �=   :جواب عمومي عبارتست از. 1=−

( ) jtit

h ekekth
−+= 21  

 و  

112 == wω  

)iii (و جريان به اعداد حقيقي منحصر شوندژاگر ولتا  .kkk ==    بنابراين 21

( ) ( )
2

sin2cos2 π+== tktktyh  

م كه ولتاپ ورودي بايد يا مجموع ولتاپ شاخه مقاومتهـا و   از قانون ولتاپ كريشهف، مي داني   ) ) (iب(

  :بنابراين. خازنها برابر باشد

( ) ( ) ( )ty
dt

tdy
Rctx +=  

R و با استفاده از مقادير L و Cداريم .  

( ) ( ) ( )txty
dt

tdy
=+  

ii)  (   ه بـا اسـتفاده از نتيجـه مـسال   . پاسخ طبيعي سيستم، جواب همگن معادله ديفرانسيل فوق مي باشد

   ، مي دانيم كه جواب همگن معادله ديفرانسيل )(2,53
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( ) ( ) ( )tbxtya
dt

tdy
=+ 1  

tsبرحسب
Ae    ريشه ي معادله مشخصه است�

�=+ 1as  
در اين مساله  11 =a ، بنابراين ريشه معادله  1−=�s ابر است جواب همگن بر.  مي باشد

( ) t

h kety
−=   با

 و

1=a  

از قانون ولتاپ كريشهف، مي دانيم كه ولتاژ ورودي بايد با مجموع ولتاژهاي شاخه هاي مقـاومتي   ) ج(

  :و سلفي و خازني برابر باشد بنابراين

( ) ( ) ( ) ( )ty
dt

tdy
Rc

dt

tyd
fctx ++=

2

 

R و با استفاده از مقادير C و Lداريم ،:  

( ) ( ) ( ) ( )txtsy
dt

tdy

dt

tyd
52

2

2

=++

)ii ( مي دانيم كه جواب همگن معادله ي ديفرانسيل 2,53با استفاده از نتيجه مسئله ،  

( ) ( ) ( ) ( )tbxty
dt

tdy
a

dt

tyd
=++ 51

2

t stsجملاتي برحسب    Lekek 21
1 ,1 خواهد بود كه در آن   + ss�   ريشه هي معادلـه ي مشخـصه مـي 

  .باشد

�=++ 21

2 asas  

1ssفرض شـده اسـت كـه   ( 21در ايـن مـسئله   ) �≠ =a 52 و =a   بنـابراين ريـشه هـاي معادلـه 

js js و �=−+21 211   :جواب همگن معادله برابر با. =−−

( ) jttjtt

h eekeekty
2

2

2

1

−−− +=

 و 

1−=a  

)iii ( اگر ولتاژ و جريان حقيقي در نظر گرفته شوند، در اينصورتkkk == 21.  

  بنابراين 
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( ) ( ) ( )
2

sin22cos2 π+==− −−
tketkety

tt

h  

)نيروي) الف (62-2در سيستم مكانيكي شكل م   ) الف() 2,62 )tx   اعمـال شـده بـه جـرم ورودي، و 

)جابجايي )ty     معادله ديفرانـسيل مـرتبط كننـده   . جرم خروجي است( )tx و ( )ty نـشان   .  را بيابيـد

  .دهيد كه پاسخ طبيعي اين سيستم متناوب است

)را در نظر بگيريد كـه در آن نيـروي   ) ب (62-2شكل م   ) ب( )tx   ورودي و سـرعت ( )tv   خروجـي 

نـشان   .  اسـت   ρ و ضريب اصطكاك جنبـشي   ρ و ضريب اصطكاك جنبشي   mجرم خودرو و   . است

  .دهيد كه پاسخ طبيعي اين سيستم مير است

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

   الف و ب و ج62-2شكل م 

  

K

 = N/M 2 ثابت فنر  m =  جرمkg = 1    b =  ثابت ميرايي =N-s/m 2  

  

kgm

2

1
=

msN

kgm

/1.0

000,1

−=

=

ρ

)الف( ( )tx

( ) →tyρ ( )tx←

m

)ج(

)ب(

k

( )tx↓

mNK /2=
msNDampingb

kgm

mNk

/2

1

/2

−==

==

==

جزم

 فنرثابت

٥  
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)نيروي) ج (62-2در سيستم مكانيكي شكل م   ) ج( )tx   اعمال شده به جرم ورودي و جابجايي ( )ty 

  .جرم خروجي است

i) (معادله ديفرانسيل را كه( )tx و ( )tyرا به هم مرتبط مي كند بيابيد .  

)ii (   نشان دهيد كه جواب همگن معادله ديفرانسيل بندi) ( به صورت{ }titjat eKeKe −− +  اسـت   21

  . را تعيين كنيدaو 

  :حل

)نيروي   ) الف ( )tx   بايد با مجموع نيروهاي لازم براي خنثي وزن و نيروي لازم براي كش متـر برابـر 

  :بنابراين. باشد

( ) ( ) ( ) ( )txtky
dt

tyd
mtx =+=

2

 

m و با جايگذاري مقادير kداريم ،:  

( ) ( ) ( )txty
dt

tyd
24

2

2

=+  

  ، مي دانيم كه جواب همگن معادله ي ديفرانسيل 2,53بااستفاده از نتايج مسئله 

( ) ( ) ( ) ( )tbxtya
dt

tdy
a

dt

tyd
=++ 2212

2

 

t stsبرحسب جملاتي از   
ekek /

21 ++=� ريشه هاي معادله مشخـصه   1s و �s كه �+ 21

2 asas 

  .بودخواهد 

1ssفرض شده است كه   ( 42 و   2a=�در اين مسئله   ) �≠ =a .   بنابراين، ريشه هـاي معادلـه برابـر

js js و �=2± 21   :جواب همگن عبارتست از.  مي باشد=

( ) jtjt

h ekekty
2

2

2

1 +=  
)كه با فرض اين )tyحقيقي است، داريم kkk ==   :، بنابراين21

( ) tktyh cos2=  
)واضح است كه  )tyhپريوديك است .  

)نيروي   ) ب( )tx   بايستي با مجموع نيروي موردنياز براي خنثي كردن وزن و نيروي لازم براي كـشش  

)بنابراين . متر برابر باشد ) ( ) ( )tby
dt

tdy
mtx +=m و  با جايگذاري مقادير bداريم :  
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( ) ( ) ( )
100010000

txty

dt

tdy
=+  

   مي دانيم كه جواب همگن معادله ديفرانسيل2,53و استفاده از نتايج مسئله 

( ) ( ) ( )tbxtya
dt

tdy
=+ 1  

tsبرحسب جملاتي از 
Ae    ريشه ي معادله مشخصه �sكه .  خواهد بود�

�=+ 1as  

در اين مسئله 
10000

1
1 =a4   . مي باشد�s=−−10  بنابراين، ريشه ي معادله

)جواب همگن عبارتست از    ) tketyh

410 −−=  

)واضح است  )tyhيابد با تغيير كاهش مي .  

)ي كردن نيروي متر ناشي از ث براي خنلازممي دانيم كه نيروي ) ج( )ty .  

)نيروي لازم براي خني كردن بر خود توسط+ نيروي جابجايي براي خنثي كردن وزن  )ty =( )tx  

  :بنابراين

( ) ( ) ( ) ( )tky
dt

tdy
b

dt

tyd
mtx ++=

2

�  

  : داريمk و  و bه از مقادير mبا استفاد

( ) ( ) ( ) ( )txty
dt

tdy

dt

tyd
=++ 22

2

2

 

)ii ( مي دانيم كه جواب همگن معادله ديفرانسيل2,53با توجه به نتايج مسئله   

( ) ( ) ( ) ( )txbtya
dt

tdy

dt

tyd
121

2

=++ α  

t stsجملاتــي برحــسب 
ekek 1

21 �ss خواهــد بــود كــه   �+  ريــشه هــاي معادلــه مشخــصه    1,

�=++ 21

2 asasخواهد بود .  

1ssفرض شده كه   ( 21در اين ريشه   ) �≠ =a   22 و =a   بنابراين ريـشه هـاي معادلـه برابرنـد بـا 

js +−= js و �1 −−=   جواب همگن برابر است با . 11

( ) jttjtt

h eekeekty
−−− += 21  

 و
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1=a  
)iii (در اين صورت .اگر نيرو تعيين شده، حقيقي باشدkkk ==   :بنابراين21

( ) ( ) ( )
2

sin2cos2 π+== −−
tketkety

tt

h  

 و 

[ ] 100000=�y  
ربـح   .  دلار باز پرداخت كنيم   D دلاري را با اقساط مساوي ماهيانه   100000مي خواهيم يك وام   ) 2,63

  . روي باقيمانده بدهي محاسبه مي شود% 12رت مركب و ماهيانه، با نرخ ساليانه به صو

101000$100000$
12

12/0
100000$ =+

  . را به نحوي تعيين كنيم كه پس از يك مدت معين كل وام پرداخت و بدهي صفر شودDبايد 

]براي توصيف رياضي مسئله فرض كنيد   ) الف( ]ny   از    بدهي باقيمانده پس n   وام در .  مـاه اول اسـت

]نشان دهيد كه.  آغاز مي شود1 گرفته شده است و پرداخت از ماه �ماه  ]nyمعادله تفاضلي زير   

]      ) 1-63-2م ( ] [ ] Dnyny −=−= 1γ  

  را با شرط اوليه

[ ] 100000$=�y  

  . را بيابيدγ . ثابت استγارضا مي كند كه در آن

]را حل كرده) الف(معادله تفاضلي بند ) ب( ]nyرا در �≥nتعيين كنيد .  

] را يافتـه،   Yمقـدار   .  اسـت   Yعدد ثابت   ) 1-63-2م    (معادله   جواب مخصوص   : راهنمائي ]ny را در 

�≥n   ثابت نامعلوم جـواب همگـن را   .  به صورت مجموع جواب خصوصي و جواب همگن بنويسيد

]با محاسبه مستقيم  ]1y و مقايسه آن با جواب به دست آمد، تعيين كنيد) 1-63-2م ( از معادله(.  

 بايـد چقـدر   D قطسط ماهيانه صورت گيرد، مقدار   360ر    ساله باشد، يعني پرداخت د   30اگر وام   ) ج(

  باشد؟

   ساله چقدرست؟30كل بازپرداخت ) د(

  چرا بانكها وام مي دهند؟) هـ(

  :حل

) قرضي −Amtپرداخت شده+  از برج قبلي Amtتركيب  ) Amtty =   
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[ ] [ ] [ ]1101.1100000 −−−+= nDunynδ  
  بنابراين

[ ] [ ] �>−−= nDnyny 1101.1  
و        [ ] 100000=�y و    01.1=℘  

  :    داريم)  ب(

[ ] [ ]Dnyny pb 101.1 −=  

]كه بيان مي كند  ] 1000=ny p . همچنين جواب همگن برابر است با:  

[ ] ( )n

h Any 01.1=  
  :بنابراين

[ ] [ ] [ ] ( ) DAnynyny
n

py 10001.1 +=+=  

]ط اوليه با استفاده از شراي ] 100000=�yداريم ،:  

DA 100100000 −=  
  :بنابراين

[ ] ( )( ) DDny
n

10001.1100100000 +−=  
  :داريم)  ج(

[ ] ( )( ) DDpy 10001.1100360
360 +−= �  

  بنابراين   

60.1028$=D  
  $269.370= مجموع پرداختي ) د(

  !!!سئوال دشوار در اين كتاب ) هـ(

 از فوايد مهم سيستمهاي وارون در وضعيتهايي است كـه مـي خـواهيم نـوعي اعواجـاج را   يكي) 2,64

مسئله حذف پژواك محسوسي داشته باشد، به دنبال يك ضربه صـوتي اوليـه، در فواصـل   . حذف كنيم 

به اين دليل، مدلي كـه غالبـاً بـراي   . زماني مساوي نمونه هاي تضعيف شده اين صدا به گوش مي رسد   

  .. با پاسخ ضربه اي مشتمل بر يك قطار ضربه استLTIبه كار مي رود، يك سيستم اين پديده 

( ) ( )∑
∞

=

−=
�k

k kTthth δ  
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 ضريب بهره پژواك حاصـل از ضـربه   k ضريب بهره   kh ثانيه تكرار مي شوند، و   Tپژواك ها با فاصله   

  .صوتي اوليه است

)) الف( )tx   و   )مثلاً موسـيقي اركـستر   (ال صوتي اوليه    را سيگن ،( ) ( ) ( )thtxty را سـيگنالي كـه   =∗

براي حذف اعوجاج حاصل از پژواكها ميكروفـوني   . بدون هيچ پردازشي به گوش مي رسد فرض كنيد   

)نصب شده كه    )ty   را هماين سيگال.  را مي گيرد و آن را به يكسيگنال الكتريكي تبديل مي كند ( )tx 

اميم زيرا معادل الكتريكي سيگنال صوتي است، و مي توان اين دو را با سيـستمهاي مبـدل صـوتي   «مي   

  .الكتريكي به هم تبديل كرد

پـس مـي   . وارونپذيرسـت ) 1-64-2م   (نكته قابل توجه اين است كه سيستم داراي پاسخ ضربه معادله   

)ربه با پاسخ ضLTIتوان يك سيستم  )tgيافت، به نحوي كه   

( ) ( ) ( )txtgty =∗  

)معالات جبري را كه مقادير متوالي    )tg   در آن صدق مي كنند بيابيـد و بـا حـل آنهـا �g   ،1g،2g   را 

  . بيابيدgkبرحسب 

)) ب( )tgرا با فرض �h ،
2

1
=�g2 و براي تمام مقادير≥ih ،�=ihبيابيد .  

)دهپژواكهاي متوال، صورتهاي فيدبك ش ـ.  مدل خوبي براي توليد پژواك است   64-2شكل م   ) ج( )ty 

1.  ضرب شده انـد   a ثانيه تأخير يافته و در   Tهستند، كه به اندازه    >>معمـولاً    a�   زيـرا پژواكهـاي ،

  .متوالي تضعيف مي شوند

i) (   پاسخ ضربه اين سيستم را بيابيد) .   1>�فرض كنيـد سيـستم ابتـدائاً سـاكن اسـت، يعنـي اگـر در ،

( ) �=tx؛ آنگاه در�<t ،( ) �=ty.  

)ii (1ثابت كنيد كه سيستم به ازاي<< a1 پايداري و به ازاي�>aناپايدار است .  

)iii (( )tg   سيستم وارون را با جمع كننده، ضرب كننده و عدد و تـأخير   اين.  را براي اين حالت بيابيد 

T ثانيه بسازيددهنده .  

هر چند بحث بالا به علت كاربرد خاص در نظر گرفتـه شـدهف در مـورد سيـستمهاي پيوسـته در   ) د(

 يعني سيستم LTI. زمان بيان شد ولي در حالت گسسته در زمان نيز مي توان اين  مفاهيم را به كار برد   

  اسخ ضربه با پ

[ ] [ ]∑
∞

=

−=
�k

knnh δ  
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   با پاسخ ضربه زيرستLTIوارونپذيرست و سيستم وارون آن سيستمي 

[ ] [ ]∑
∞

=

−=
�k

kNngkng δ
 

يـك سيـستم   . را ارضـا مـي كننـد   ) الف(ها همان معادلات جبري بند   giبه راحتي مي توان نشان داد   

  .ر در نظر بگيرد با پاسخ ضربه زيLTIگسسته در زمان 

[ ] [ ]∑
∞

−∞=

−=
k

kNnnh δ
 

  

  

  

  

  

  64-2شكل م 

  .دو ورودي بيابيد كه خروجي يكساني ايجاد كنند. اين سيستم وارونپذير نيست

  :حل

):  داريم) الف( ) ( )thty ) و∗ ) ( ) ( )tgtytx )بنابراين . =∗ ) ( ) ( )tthtg δ=∗  

  حال 

( ) ( ) ( )∑
=

−= −=∗
n

k

knknTt nktqhtgth
�

δ  

  :بنابراين، مي خواهيم





=

=
=∑

=
−

,...3,2,1
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n

n
gh

n

k

knk
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  بنابراين 

2

1
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1

��
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h

h
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2

1
2 




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
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��� h

h

h

h

h
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⊕

  تأخير

T

( )ty( )tx

a
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 و   �g=1در اين مورد   ) ب(
2

1
2 −=g   و ( )33 2

1−=g به اين ترتيب كه نـشان مـي دهـد   ...  و

  :كه

( ) ( ) ( ) ( )KTtttg
k

k

−−+= ∑
∞

=

δδ
1

2
1  

  :   در اينجا) ) (iج(

( ) ( )Ttath
k

k −=∑
∞

=

δ
�

  

)ii (   1 در اين صورت   �>∝>1اگر<∝k   بنابراين ،( )th   محدود شده و بطور معين انتگـرال پـذير 

)، در اين صورت<∝1اگر . متناظر با يك سيستم پايدار است    )th   به طور معين انتگرال پـذير نيـست 

  .و سيستم را ناپيدار مي باشد

)iii (  در اينجا نيز؛( ) ( )Tttg −−= δ1 .سيستم معكوس در شكل زير نشان داده شده است:  

  

  

  

  

  

  

]اگر ) د(  ] [ ]nnx δ=1 و [ ] [ ]nhny ]؛ اگر = ] [ ] [ ]Nnnnx −+= δδ
2

1
2

1
   و2

[ ] [ ]nhny =.  

 تابع همبستگي را براي سيگنالهاي پيوسته در زمان معرفي و بعضي خصوصيات   45-1 در مسئله   )2,65

همتاي گسسته در زمان تابع همبستگي نيز همان خواص را دارد و هـر دو   . اساسي آن را بررسي كرديم   

در ايـن   ).  معرفي شان خواهيم كرد   67-2 و   66-2 و در مسائل   (كاربردهاي بسيار مهم و متعددي دارند   

  .مسئلهتابع همبستگي گسسته در زمان رامعرفي و چند خاصيت ديگر آن را بررسي مي كنيم

[ ]nx و [ ]ny   توابع خود همبستگي   .   را دو سيگنال گسسته در زمان حقيقي بگريد[ ]nx و [ ]ny   بـه ،

]ترتيب  ]nxxφو [ ]nyyφهستند و به صورت زير تعريف مي شوند  .  

⊕

  تأخير

T

( )ty( )tx

a
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[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]mynmyn

mxnmxn

m

yy

m

xx

∑

∑

∞

−∞=

∞

−∞=

+=

+=

φ

φ

,  

]توابع همبستگي متقال ]nxyφو [ ]nyxφبه صورت زير تعريف مي شوند   

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]mxnmyn

mynmxn

m

yy

m

xy

∑

∑

∞

−∞=

∞

−∞=

+=

+=

φ

φ

,  

] .اين توابع مانند حالت پيوسته در زمان تفاوتهاي خاصي دارند    ]nxxφو [ ]nyyφ   ،توابعي زوج هـستند 

]و حال آن كه  ] [ ]nn yxxy −= φφ.  

]دنباله هي خود همبستگي سيگنالهاي ) الف( ]nx1،[ ]nx2،[ ]nx3و ،[ ]nx4 را بيابيد65-2 شكل م .  

  .دنباله هاي همبستگي متقابل زير را بيابيد) ب(

[ ] 4,3,2,1, =≠ jijin
il yxφ  

[ ]nxi هستند65-2 ها همان سيگنالهاي شكل م .  

  

  

  

  

  

  

  

  

  65-2شكل م 

  

[ ]nx2٢

١١

-١

-١ -١

١

٠
n

١ ٢
n

٣٠

١

[ ]nx1

١- ٠
n

١  

١ [ ]nx3

٢
١

[ ]nx4

١١

٠ ٥
n
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])ج( ]nx   سيستم    را ورودي يكLTIبا پاسخ نمونه واحد ،[ ]nh و ،[ ]ny   را خروجـي متنـاظر بـاآن 

]. بگيريد ]nxyφ و [ ]nyyφ   را برحسب  [ ]nxxφ و [ ]nh نشان دهيـد كـه مـي تـوان   .  بيابيد[ ]nxyφ   و 

[ ]nyyφ   را خروجي دو سيـستم LTI   بـه ورودي [ ]nxxφ و [ ]nyyφ   پاسـخ ضـربه ايـن دو   ( دانـست؟

  ).سيستم را بيابيد

]) د( ]nh   را [ ]nx1   بگيريد و فرض كنيد 65-2شكل م [ ]ny   خروجي يـك سيـستم LTI   بـا پاسـخ 

]ضربه  ]nhبه ورودي [ ]nx1ج(به كمك نتايج بند .  است ([ ]nxyφو [ ]nyyφرا بيابيد .  

  : حل

  . نشان داده شده است2,65حدنباله خود همبستگي در شكل )  الف

  . نشان داده شده است2,65حله ها خود همبستگي در شكل دنبا) ب(

  :داريم) ج(

[ ] [ ] [ ]knkhn xx

k

xy −−= ∑
+∞

−∞=

φφ  

]بنابراين  ]nxyφبه صورت زير قابل نمايش است .  

[ ] [ ] [ ]nnhn xyxx φφ →−→

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

[ ]nxx 32
φ١

٤  

١

-٢ ٠ ٢-٢ ٠
٢

٢
٤

-١ -٣ -١

-١
n

[ ]nxx 22
φ١

١  ٢٣٢

٠ ١

٢ [ ]nxx 11
φ

٢  

-٠  ٥ ٥

١  ١  

)الف(

٠  ١  ٢  ٣  

١  
[ ]nxx 41

φ
١  
٤  ٣  

٣  
١  

٤  ٣  ٢  ٠  ١  

[ ]nxx 31
φ١  ١  

١  ١-  

٤  ٢  ٠  
n

[ ]nxx 21
φ
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  2,65حشكل 

]: نيز ] [ ] [ ]kknn hh

k

xxyy φφφ −=∑  

]بنابراين  ]nyyφبه صورت طير نمايش داده مي شود .  

[ ] [ ] [ ] [ ]nnhnh yynxx
φφ →−∗ →  

]) د( ]nxyφ و yyφ نشان داه شده است2,65ح در شكل .  

2,66( ( )th1،( )th2 و ( )th3   ربه سـه سيـستم    را پاسـخ ض ـ  66-2 شكل مLTI   اينهـا   .  فـرض كنيـد

راتوابع والش مي نامند و به علت سادگي ساختشان با مدارهاي منطقي و نيز چون عمل ضـرب در هـر   

يك از آنها تنها با يك تغيير علامت متناظرست و  مي توان با كليدهاي تغيير وضعيت آن را انجـام داد،   

  .اهميت زيادي دارند

)ر زمانيك سيگنال پيوسته د) الف( )tx1با مشخصات زير انتخاب و رسم كنيد   

i) (( )tx1حقيقي باشد .  

[ ]nxx 42
φ

١  ٠  -١  -٦  -٥  -٤  

١  

[ ]nxx 42
φ

١  

٠  

١  

n

[ ]nxx 22
φ

)ب(

٤-٣-٢-١-  ٠ ١ ٢ ٣ ٤

٤١
١٠١٦

١٩

-١٠- ٥-٤-٣-  ٢ ١

١
٣٦ ١٣
٧ ٦

٢٣

)د(
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)ii (به ازاي تمام مقادير( ) �� ≥= ،ttx1.  

)iii ( به ازاي تمام مقادير�≥t ،( ) 1|1 ≤tx  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  66-2شكل م 

( ) ( ) ( )( )ivthtxty 111   . حداكثر مقدار ممكن راداشته باشدt=4 در=∗

)را براي   ) الف(قسمت   ) ب( )tx2   و ( )tx3   تكرار كنيد، به نحـوي كـه ( ) ( ) ( )thtxty 222  در   =∗

4=t و ( ) ( ) ( )thtxty 333   . ماكزيمم شوندt=4 در=∗

  مقدار) ج(

( ) ( ) ( ) jithtxy jitij ≠∗=  

,3,2,1 را به ازاي t=4در  =jiبيابيد .  

)سيستم داراي پاسخ ضربه    )thi   را فيلتر منطبق سيگنال ( )txi  راي  مي نامند، زيرا پاسـخ ضـربه آن ب ـ

  ماكزيمم شدن خروجي سيگنال به ازاي 

  :حل

)طرحواره ) الف ( )tx1 نشان داده شده است2,66ح در شكل .  

)طرحواره ) ب( )tx2 و ( )tx2 نشان داده شده است2,66ح در شكل .  

  

  

( )th3
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  2,66حشكل 

  

  

       ج(

( ) ( ) ( ) ( )thtxthtx 3221 ∗=∗  
)    t=4براي      ) ( ) �=∗= thtx 31   

) تابع همبستگي متقابل دو سيگنال حققي پيوسته در زمان)2,67 )tx و ( )tyعبارت است از   

)        ) 67-2م ( ) ( ) ( ) τττφ dytxtxy ∫
+∞

∞−
+=  

)با گذاشتن )tx جاي به( )ty تابع همبستگي سيگنال)1-67-2م ( معادله ،( )txبه دست مي آيد .  

  

  

  

  

  

  

  

( )tx1
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١  
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١  

٣  ٢  
٤

١

٢
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١
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)الف(
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( )tx2( )tx1
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  67-2شكل 

  

)     )67-2م ( ) ( ) ( ) τττφ dxtxtxx ∫
+∞

∞−
+=  

)براي هر يك از دو سيگنال) الف( )tx1 و ( )tx2 تابع خود همبستگي را بيابيد1-67-2 شكل م .  

)) ب( )tx1   را يك سيگنال معـين داراي عمـر محـدود فـرض كنيـد، يعنـي بـراي �<t و Tt > ،

( ) �=tx .  

)مي خواهيم    )Ttxx −φ   پاسخ يك يسستم LTI   به ورودي ( )tx به صورت زيـر مـي تـوانيم   .  است

  . يكسان است66-2نشان دهيم كه اين تعريف فيلتر منطبق با تعريف بيان شده در مسئله 

( )ty را پاسخ يك سيستم LTI با پاسخ ضربه حقيقي ، ( )thبه سيگنال ،( )tx رض كنيدف) ب( بند.  

Tt و t>�فرض كنيد در  > ،( ) �=tx .نشان دهيد( )th ماكزيمم كننده( )ty با قيد زير ،  

)يك عدد مثبت ثابت     )2-67-2م ( )∫ =
T

Mdtth
�

2  

  .است) ب(به مشخص شده در بند مضرب اسكالري از پاسخ ضر

)نامساوي شوارتز براي دو سيگنال : راهنمايي[ )tυ و ( )tuعبارت است از   

( ) ( ) ( ) ( )
2

1

2
2

1

2

∫ ∫∫ 
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

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b
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b
dttdttudtttu υυ  

)با استفاده از اين نامساوي كران )Tyرا بيابيد [.  
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١ ٢ ٣ ٤  
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( )tx0

( )tx1
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 تنهـا   Mي پاسخ ضربه يك ضريب تعيين مي كنـد، زيـرا افـزايش   تنها برا ) 2-67-2م   (قيد معادله   ) د(

)پس انتخاب   . را تغيير مي دهد   ) ج(ضريب اسكالر بند    )th   بـا   ) ج(و   ) ب( به صورت بنـدهاي( )tx 

اربردها چنان كه خواهيم گفت در بعضي ك   . منطبق است، به نحوي كه پاسخ سيستم به آن ماكزيمم شود   

  .اين مسئله بسيار مهم است

مـثلاً وقتـي   . ممكن را ارسال كنـيم ) نشان(در كاربردهاي مخابراتي گاهي مي خواهيم يكي از چند خبر   

يك پيام پيچيده را به صورت يك دنباله دودويي كد مي كنيم، سيستمي داريم كه اطلاعات را بيـت بـه   

يك سيگنال مخابره كرد، مـثلاً بـه ازاي بيـت صـفر   هر بيت را مي توان به صورت   . بيت ارسال مي كند   

)سيگنال    )tx�   و به ازاي بيت يك سيگنال ( )tx1 در اين حالت سيستم گيرنده ايـن سـيگنالها بايـد   .  را

)تشخيص دهد كه    )tx�   رسيده است يا ( )tx1 .ه در گيرنده دو سيستم داشته باشيم كـه   عاقلانه است ك

)يكي براي  )tx�   و ديگري براي ( )tx1» ايـن اسـتكه سيـستم بـا   » تنظـيم «منظور از   . شده باشد » تنظيم

خاصيت توليد خروجي بـزرگ بـه   . رسيدن سيگنالي كه براي آن تنظيم شده، خروجي بزرگ توليد كند   

  . سيگنال خاص دقيقاً همان خصوصيتي است كه فيلتر منطبق داردهنگام رسيدن يك

در نتيجه مي خواهيم اخـتلاف بـين   . در عمل ارسال و دريافت هميشه با اعوعاج و تداخل همراه است   

پاسخ فيلتر منطبق به وروديي كه با آن تطبيق يافته و پاسخ فيلتر به يكي از سيگنالهاي ديگـري كـه مـي   

)براي روشن كردن اين مطلب دو سيگنال   . كزيمم باشد تواند ارسال شود، ما    )tx� و ( )tx1 2 شكل م-

  . را در نظر بگيريد) ب (67

i) ( پاسخ�L به ( )tx� و ( )tx11براي .  را رسم كنيدLنيز اين كار انجام دهيد .  

)ii (4 )چه تغييري در   .  مقايسه كنيد   t=مقدار اين پاسخها را در    )tx�   صورت دهيم تا كار گيرنـده در 

)تشخيص بين    )tx�   و ( )tx14 )به �L، پاسخ t= ساده تر باشد؟ براي اين كار بايد    )tx1   و پاسـخ 

1L به ( )txصفر باشد� .  

  :حل
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)اگر پاسخ ضربه ) ب( ) ( )tTxth ) باشد، در اينصورت =− ) ( )Ttty xx −= φ   

    :ريمدا ) ج(
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  بنابراين
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  :حال اگرداشته باشيم 
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      در اين صورت 
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)واضح است كه  )Ty در انتخاب بالا براي ( )Thماكزيمم است .  
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  2,67حشكل 

  

ii) (فرض كنيد پاسخ ضربه�L 1 وL،
�t

L و ( )thL1؛ در اينصورت:  

( ) ( ) 44 =∗ =tL thtx ��  

( ) ( ) 241 =∗ =tL thtx�  

( ) ( ) 441 =∗ =tL thtx �  

٤

٦  ٧  ٨  
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( ) ( ) 4411 =∗ =tL thtx  

)براي انيكه كار گيرنده ساده تر گردد،    )tx�   همانطور كه در شكل زيـر نـشان داده شـده اسـت تغييـر 

  .دهيد

گري است كه در آنها فيلترهاي منطبق و توابع همبستگي نقش مهمـي   سيستمهاي رادار كاربرد دي   ) 2,68

اساس رادار ارسال يك پالس الكترومغناطيسي به سوي هدف، بازتـاب آن از هـدف و در نتيجـه   . دارند

در حالـت ايـده آل سـيگنال   . بازگشت آن به فرستنده با تأخيري متناسب با فاصله هدف تـا رادارسـت   

  .ه و تضعيف شده سيگنال ارسالي استدريافتي نمونه تأخير يافت

)پالس اصلي ارسالي را  )tpنشان دهيد كه.  فرض كنيد  

( ) ( )tpp
t

pp φφ max== �  

)يعني    )�ppφ   ماكزيمم مقدار ( )tppφبا استفادهاز اين معادله نتيجه بگيريد كه اگـر شـكل مـوج   .  است

  ه درگيرنده به صورت زير باشددريافت شد

( ) ( )�ttpatx −=  
   مقداري ثابت است، آنگاهaكه در آن 

( ) ( )tt xp
t

xp φφ max=�  

  .)نامساوي شوارتز را به كار بريد: راهنمايي(

)پس سيستم ساده فاصله يابي راداري بر اساس استفاده از فيلتر منطبق با شكل موجي ارسـالي    )tp و ،

  .يافتن زمان ماكزيمم شدن خروجي اين سيستم استوارست

  :حل
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  :بنابراين

( ) ( ) ( ) ( )tpppppppp φφφτφ max=⇒≤ ��  

  نيز

( ) ( ) ( ) ( )tttt xpppxpppxp φφφφφ max==⇒−= ���  
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  فرض كنيد) الف() 2,69

( ) ( )τ−= txtg  
  :در اينصورت

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )����� fgfgrdttutr ′−−′−=′−=∫
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  بنابراين

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tuftuftuftutf ���� ′′+′−= 122 2  
توانيم به قياس توابع ويژه پيوسته در زمان، يك مجموعـه سـيگنال ويـژه گسـسته در زمـان    مي   ) 2,70

  .تعريف كنيم

  فرض كنيد
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[ ] [ ] [ ]11 −−= nnnu δδ  

  توابع زير را تعريف كنيد

[ ] [ ][ ] [ ] �
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k ,... 11
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  توجه كنيد كه
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  و

[ ] [ ] [ ] [ ]11 −−=∗ − nxnxnunx

  مقدار زير را بيابيد) الف(
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  نشان دهيد كه) ب(
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]سيگنالهاي) ج( ]nu2 و [ ]nu3را رسم كنيد .  

]) د( ]nu ] و −2 ]nu   . را رسم كنيد−3

   داريمk<�د كه در حالت كلي براي      نشان دهي) هـ(

)2-70-1 (    [ ] ( )
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[ ]( ) [ ]1
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= knunu
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]مي دانيم كه) ج(از بند . از استقراء استفاده كنيد: اهنمايير( ]nuk 3,2، بهازاي=k 2م ( معادله -

]سپس با فرض اين كه. را ارضا مي كند) 70-1 ]nuk نيز چنين است، با نوشتن [ ]nuk  برحسب +1

[ ]nukنشان دهيد كه [ ]nuk   .) نيز اين معادله را ارضا مي كند+1

  .  داريمk<�نشان دهيد كه در حالت كلي براي) و(
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  توجه كنيد كه. از استقراء استفاده كنيد: راهنمايي(

)2-70-3(    ( )[ ] ( )[ ] [ ]uununu kkk −+−+− =−− 111  

]براي) 2-70-2م   (سپس با فرض صحت معادله    ]nu k−   نشان دهيد كه اين معادله بـراي ،( )[ ]nu k 1+− 

  .)هم معتبرست

  :حل
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  2,70ح شكل . نشان داده شده اند2,70ح شكل طرحهاي سيگنالها در
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  )2,70,1ح(شكل    
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  . نمايش داده شده است2,70حشكل ها در شكل 

3) هـ(  درست باشد، در اين صورت براي   kفرض كنيم براي   .  صحيح هستند   K=2,1,وضعيت براي   

�>k ،[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]111 −−−=∗=+ nununununu kkkk  

  . صحيح استk<�با استدلال، مي توانيم دليل بياوريم كه حالت موردنظر براي تمام 

]، k=1براي ) و( ] [ ]nunu    k=2براي .  كه نشان مي دهد كه وضعيت صحيح است1−=

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ]nunnu
n

n
nu 1

!

1
2 +==

+
=−  

   صحيح باشد،1k−<�فرض كنيد كه براي . كه دوباره نشان مي دهد ك وضعيت درست است

  :     در اين صورت
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  :داريم) 2,70,1ح(با استفاده از مقايسه معادله بالا با معادله 

[ ] ( )
( )

[ ]nu
kn

kn
nu k

!1!

!1

−

−+
=−  

  . صحيح استk<�با استدلال، مي توان دليل آورد كه وضعيت براي تمامي 

در ايـن   .  استفاده كرديم   LTI دراين فصل از چند ويژگي و مفهوم ساده كننده تحليل سيستمهاي   )2,71

د كه در بعضي حالات بـسيار   خواهيم دي . مسئله مي خواهيم دو تا از اين ويژگيها را دقيقتر بررسي كنيم   

خاص بايد اين ويژگيها را با دقت و احتياط به كاربرد، حال آنكه در حالتهاي ديگـر بـدون وسـواس از   

  .آنها استفاده مي كنيم

ويژگـي   ) در هر دو حالت پيوسته و گسسته در زمان(يكي از ويژگيهاي اساسي و مهم كانولوشن   ) الف(

)يعني اگر . شركت پذيري است )th ،( )tx و ،( )tgسه سيگنال باشند داريم   

))   1-71-2م ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )tgthtxthtgtxthtgtx ∗∗=∗∗=∗∗  

چـون   . رابطه فوق به شرطي درست است كه هر سه عبارت خوش تعريـف و غيـر بـي نهايـت باشـند   

 فرض و تفسيري رابطـه فـوق را بـه كـار مـي   معمولاً اين شرط برقرارست، در عمل معمولاً بدون هيچ   

) را بـا   71-2بـراي مثـال سيـستم شـكل م   . ولي در بعضي حالات چنين نيست   . بريم ) ( )tuth  و   =1

( ) ( )tutg   . در نظر بگيريد=

  .پاسخ اين سيستم را به ورودي زير پيدا كنيد

)    براي تمام مقادير  ) 1=tx  

  :انجام دهيد) 1-71-2م (ين كار را به سه طريق بيان شده در معادله ا

( ) ( ) ( ) ( )tytgthtx →→→  

( ) ( ) ( ) ( )tythtgtx →→→  

  71-2شكل م 

i) ( ابتدا كانولوشن دو پاسخ را بيابيد و نتيجه حاصل را با( )txكانولوشن كنيد .  

)ii (اول( )tx را با ( )tu1و سپس نتيجه را با ،( )tuكانولوشن كنيد .  

)iii (اول( )txرا با ( )tuو سپس نتيجه را با ( )tu1كانولوشن كنيد .  

  .را به ازاي سيگنالهاي زير تكرار كنيد) الف(بند ) ب(
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  همين كار را با سيگنالهاي زير انجام دهيد) ج(
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پس در حالت كلي خاصيت شركت پذيري كانولوشن تنها و تنها به شرطي برقرارست كـه سـه عبـارت   

).  معنـي دار باشـد   يعني تعبير آنها بر حـسب سيـستمهاي   LTI(معني داشته باشند   ) 1-71-2م   (معادله   

مشتق گيري از يك ثابت و سپس انتگرال گيري از آن معني دارد ولي فرآيند انتگرال   ) الف(ثلاً در بند   م

 و سپس مشتقگيري از آن معني ندارد، و تنها در چنين مواردي اسـت كـه   t=∞−گيري يك ثابت از   

  .نمي توان خاصيت شركت پذيري را به كار برد

) با پاسـخ ضـربه   LTIسيستمي   .  مبحث فوق بسيار مرتبط است   سيستمهاي وارون هم به    ) ( )tuth = 

)ديديم وروديهايي وجود دارد، مثلاً ) الف(چنان كه در بند   . در نظر بگيريد    )tx=   ثابت غير صـفر، كـه

سيـستم بـراي بازيـابي   پاسخ سيستم به آنها بي نهايت مي شود، بنابراين بررسي مسئله وارون كردن اين   

البته اگر تنها وروديهايي را در نظر بگيريم كه خروجي محـدودي دارنـد، يعنـي   . ورودي بي معني است 

  .وروديهايي كه در رابطه زير صدق كنند

)2-71-2(    ( ) ∞<∫ ∞−

t

dx ττ  

) داراي پاسخ ضربهLTIسيستم فوق وارون پذيرست و وارون آن سيستم  )tu1وارون آن است .  

) با پاسخ ضربه   LTIنشان دهيد سيستم   ) د( )tu1   دو ورودي مختلف پيدا   : راهنمايي. ( وارونپذير نيست

-2م   (نشان دهيد اگر وروديهـا در معادلـه   .) كنيد كه خروجي سيستم به آنها، در تمام زمانها صفر باشد   

 نـشان داديـم اگـر سيـستم   44-1در مـسئله   : راهنمايي [.صدق كنند، اين سيستم وارونپذيرست   ) 72-2

LTI   تنها به ازاي ورودي ( ) �=tx   در تمام زمانها صفر شود، سيستم وارونپذيرست؛ آيا مي توان دو  
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)ورودي    )tx   صدق كنند و در كانولوشن با   ) 2-71-2م   (كرد كه در معادله    پيدا( )tu1   متحد بـا صـفر 

  ]باشند؟

  :در اين مسئله مطالب زير را نشان داديم

)اگـــر . 1 )th ،( )txو ،( )tg   ـــراي آنهــا )  ســـه ســيگنال باشـــند كــه ب ) ( )tgtx ∗ ،( ) ( )tgth ، و ∗

( ) ( )thtx برقـرار   ) 1-71-2م   (مگي خوش تعريف و محدود باشـند، خاصـيت شـركت پـذيري    ه ∗

  .است

)فرض كنيد . 2 )th   پاسخ ضربه يـك سيـستم LTI   اسـت و پاسـخ ضـربه يـك سيـستم ديگـر ( )tg 

  .خاصيت زير را دارد

)    ) 3-71-2م ( ) ( ) ( )ttgth δ=∗  

)وانيم براي تمـام وروديهـاي   مي ت ) 1(با توجه به    )tx   كـه بـه ازاي آنهـا ( ) ( )thtx )، و∗ ) ( )tgtx ∗ 

 هـر دو سيـستم همـاني   71-2خوش تعريف و محدودند، دو تركيب سري نشان داده شده در شكل م   

LTI   ــستم ــس در سي ــد، پ ــست   ان ــديگر دان ــوان وارون يك ــي ت ــر   .  را م ــثلاً اگ )م ) ( )tutg  و =1

( ) ( )tuth محدود كنيم، اين دو   ) 2-71-2م   (، تا وقتي خود را به وروديهاي صدق كننده در معادله   =

  .سيستم وارون يكديگرند

-2م   (و تعريـف سيـستم وارون معادلـه   ) 1-71-2م   (پس مي بينيم كه خاصيت شركت پذيري معادله   

چـون در تمـام مـسائل   . تمام كانولوشنهاي موجود در آنها محـدود باشـند   به شرطي معتبرند كه   ) 71-3

. واقعي اين شرط برقرارست، اين خواص و تعرايف را بدون هيچ فرض و تفسيري بـه كـار مـي بـريم   

  ].مسئله اين را نشان مي دهد) ج(بند [توجه سيستمهاي گسسته در زمان هم صادق اند 

  :حل

  :داريم) الف (

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] ( ) ( ) tallfortutututx

tallforxtututx

;

.;1

1

1

�� ==∗∗

==∗∗
 

 و

)= تعريف نشده    ) ( )[ ] ( ) ( )tutututx 11 ∗∞=∗∗  

):    داريم) ب( ) ( )tueth t−= و   ( ) tetx ) و =− ) ( ) ( )ttutg δ+=   : بنابراين1
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( ) ( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )[ ] ( ) �=∗∗

==∗∗ −

thtgtx

etxtgthtx
t

 

)=    تعريف نشده  ) ( ) ( )[ ] ( ) ∫
∞−∗=∗∗
�

τdetgthtxtg
t 1  

  :داريم) ج(

[ ] [ ] [ ][ ] ( ) [ ] ( )
[ ] [ ]( ) [ ] [ ]

[ ] [ ]( ) [ ] ( ) [ ] ∞=∗








=∗∗

=∗=∗∗

=∗=∗∗

∑
∞

=

ngngnhnx

nhnhngnx

nngnnx

k

n

nn

�

��

1
2

1

,

2
1

2
1 δ

 

) كنيد   فرض) د( ) ( )tuth )، دراينصورت اگر ورودي برابر   =1 ) �=tx1   باشد، خروجـي برابـر اسـت 

)با  ) �=ty1 . حال، اگر ثابت( )tx2 در اينصورت ( ) �=ty2 .بنابراين سيستم تغييرناپذير نيست.  

): حال توجه كنيد كه )
( )

( ) اگر

اگر

�

��

≠

=∀





∞
=∫ ∞− tx

txt
dx

t

2

2

2 ττ  

∫≠∞بنابراين اگر  ∞−

t

cdt دراين صورت فقط ( ) �=tx2نتيجه خواهد داد :  

( ) �=ty2بنابراين سيستم تغييرناپذير با زمان است .  

2,72( ( )t∆δ را يك پالس به ارتفاع 
∆

>≥∆ر  د1 tنشان دهيد كه.  فرض كنيد�  

( ) ( ) ( )[ ]∆−−
∆

= ∆ ttt
dt

d
δδδ

1  

  :حل

  :   داريم

( ) ( ) ( ) ( )[ ]Ttttut −−∗
∆

=∆ δδδ
1  

  :با مشتقگيري از طرفين داريم
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( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]Ttt

Tttt

Ttttut
dt

d

−−
∆

−−∗
∆

=

−−∗′
∆

=∆

δδ

δδδ

δδδ

1

1

1

  بااستقراء نشان دهيد كه) 2,73

( )
( )tu

k

t
u

k

k
!1

1

−
=

−

−  

)، k=1براي : حل ) ( )tutu   .  صحيح استk=1بناراين وضعيت داده شده براي. 1−=

  .    صحيح باشدk<1حال فرض كنيد كه مطلب فوق براي 

  :در اينصورت

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )
( )tu

k

t

tkk

t
k

utu

tututku

kk

t
k

t t

kk

k

!!1

!1

1

1

1

=
>=−

=

≥
−

=

==

∗=+

∫

∫ ∫
−

∞− −−

−−

�

�
�

�

τ
τ

τ

τ
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  فصل سوم

  نمايش سري فوريه سيگنالهاي متناوب
) سيگنال متنـاوب پيوسـته در زمـان   )3,1 )tx   حقيقـي و داراي تنـاوب پايـه AT ضـرائب   .  اسـت =

)غيرصفر سري فوريه )txعبارت اند از   

jaaaa 4,2 3311 =∗== −−  
 ( )txرا به صورت زير بيان كنيد   

( ) ( )∑
∞

=

+=
�k

kkk tAtx φωcos  

  : حل

  ):3,38( با استفاده از تركيب سري فوريه معادله 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
24

3cos4
8

6sin8
4

cos4

4422 8
23

8
23

8
2

8
2

23

3

23

3

2

1

2

1

πππ

ππππ

ππππ

+=−=

−++=

+++=

−−

−

−

−

−

ttnt

jjeee

eaeaeaeatx

tjtjjtj

t
T

jt
T

jt
T

j
T

j

 

...............................................................................................................................................................

]سيگنال متناوب گسسته در زمان   ) 3,2 ]nx5 ضـرائب غيـر   .  است N= حقيقي و داراي تناوب پايه   

]صفر سري فوري ]nxعبارت اند از   
ππ jj

eaaeaaa 2,,1 44
4

22 ===== ∗
−

∗
−�

 
[ ]nxه صورت زير بيان كنيد را ب.  

[ ] ( )∑
∞

=

++=
1

sin
k

kkk nAAnx φω
�

  :حل

  ):3,95(ا ز تركيب سري فوري معادله  با استفاده
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[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )









++








++=









++








++=

−∝++

++=

++++=

−−

−−

−

−

−

−

6

5

5

8
sin4

4

3

5

4
sin21

35

8
cos4

45

4
cos21

422

1

24
35

24
3

5
22

45
22

4

24

4

24

4

22

2

22

2

n
nn

nn

eeee

eeea

eaeaeaeaanx

n
N

jjnjj

njjnjj

n
N

j
N

jn
N

jn
N

j

πππ

ππππ

ππππ

ππππ

πππππ

�

...............................................................................................................................................................

  براي سيگنال متناوب پيوسته در زمان)  3,3

( ) 







+







+= ttx

3

5
sin4

3

2
cos2

ππ
 

فركانس 
�

ωو ضرائب سري فوريه kaرا به نحوي بيابيد كه داشته باشيم    

( ) ∑
∞

−∞=

=
k

tjk

k eatx �ω  

  :حل

  :سيگنال داده شده عبارتست از

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )tjtjtjtj

tjtjjtj

jejeee

jejeeetx

6
25

6
25

6
22

6
22

3
5

3
5

3
2

3
2

22
2

1
2

12

22
2

1
2

1
2

ππππ

ππππ

−−

−−

+−++=

+−++=

)استفادهاز مطالب فوق؛ مي توانيم نتيجه بگيريم كه فركانس پايه    با )tx   برابر اسـت بـا 
36

2 ππ = 

  :ضرايب غير صفر سري فوريه عبارتست از

jaaaa 2,
2

1
,2 5522 −===−==∝ ∗

−�

...............................................................................................................................................................

  . سيگنال متناوب زير را بيابيدkaضرايب) 39-3(بااستفاده از فرمول تجزيه سري فوريه ) 3,4
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( )
21

1

,5/1

,5/1

<≤

<≤





−
=

t

t
tx

�

πωست از فركانس پايه عبارت ا =
�

.  

  :حل

πωچون 
ω

π
===
�

�

,2
2

Tبنابراين ،:  

( ) ( )








=−−=

−=

−

−−

∫∫

2
sin

3
1

2

3

5.1
2

15.1
2

1

2

2

1

1

π

π
π

π

θ

π

ππ

k
e

k
jke

jk

dtedta

jk

tjktk

k
�

................................................................................................................................................................

3,5( ( )tx1 1 سيگنال در زماني با فركانس پايهω و ضرائب سري فوريه kaداريم.  فرض كنيد  

( ) ( ) ( )11 112 −+−= txtxtx

) سـيگنال   2ωفركانس پايه  )tx2   1  را برحـسبω   ضـرائب سـري فوريـه   .  بيـان كنيـد( )tx2   ،kb   را ،

  . استفاده كنيد1-3مي توانيد از خواص جدول .  بيان كنيدkaبرحسب ضرائب

   :حل

) هر دو سيگنال    )tx ) و   11− )11 −tx  ه    تناوب پاي ـ
1

1

2

ω

π
=T   و بـه دليـل   .  متنـاوب هـستند( )ty 

)تركيب خطي    )tx ) و   11− )tx ) مي باشد،   11− )ty   نيز با تنواب اصلي 
1

2

2

ω

π
=T   تنـاوب خواهـد 

  .داد

12: بنابراين  ωω =   ( ) k

FS
atx →←1سري فوريه     (       چون→sF(  

  : خواهيم داشت3,1بااستفاده از نتيجه جدول 

( )

( ) ( )
( )

π
ππ

π

2

1

1

11

1

1

2

1

2

1

j
eFST

jk

k

FS

T
jk

k

FS

katxeatx

eatx

−

−→+−⇒→−

→←+

















 

  :بنابراين

( ) ( ) ( )kaaeekaeatxtx k

kjT
jk

T
jk

k

FS −+=−+→←−++ −





−








111

22

11 11
ω

ππ
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...............................................................................................................................................................

  .سه سيگنال متناوب پيوسته در زمان با نمايش سري فوريه زير را در نظر بگيريد) 3,6

( )

( ) ( )

( )
tjk

k

tjk

k

k

tjk
k

e
k

jtx

ektx

etx

50

2100

1002

3

50

2100

100

2

100

50

2

1

sin

cos

2

1

π

π

π

π

π

∑

∑

∑

−=

−=

=











=

=









=

�

  :با استفاده از خواص سري فوريه به سئوالهاي زير پاسخ دهيد

  ا حقيقي اند؟كدام سيگناله) الف(

  كدام سيگنالها زوج اند؟) ب(

  :حل

)با مقايسه ي   ) الف( )tx1   ضـرايب سـري فوريـه   )3,38( با تركيب سري فوريه معادلـه ،( )tx1   را بـه 

  :صورت زير بدست مي آوريم

( )




 ≤≤

=
�

� 100
2

1 k
a

k

k  

)، مي دانيم كه اگر   3,1از جدول    )tx1   حقيقي باشد، در اينصورت ka   بايد برابـر بـا مـردوج مخـتلط 

  : باشد معادله

)، مي دانيم كه اگر3,1از جدول  )tx1حقيقي باشد، در اينصورت ka بايد برابر با مزدوج مختلط باشد   

)ضريب سري فوريه  )tx2برابر است با :  

( )



 ≤≤

=
�

� 100cos kk
ak

π
 

)، مي دانيم كه اگر   3,1استفاده از جدول    با )tx2

∗ =− حقيقي باشد، بايستي    kk aa   بـدليل اينـك ايـن 

)مطلب در مورد  )tx2صدق مي كند ( )tx2است سيگنالي حقيقي .  

)به طور مشابه، ضرايب سري فوريه  )tx3عبارتست از :  

  نقاطساير 

  نقاطساير 
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( )




 ≤≤

=
�

� 100
2

sin kkj
ai

π
 

) مي دانيم كه   3,1دوباره، با استفاده از جدول    )tx3زيـرا اگـر   .  حقيقي مي باشد( )tx3   ،حقيقـي باشـد 
∗ =−بايستي kk aa اين مطلب در مورد سيگنال  كه( )tx3صدق مي كند .  

)براي يك سيگنال، ضرايب سري فوريه بايستي روج باشد كه اين تنها در مورد   ) ب( )tx2   صـدق مـي 

  .كند

...............................................................................................................................................................

      :  فرض شده است كه) 3,7

( ) k

FS
atx →←  

      :   داريم

( ) ( )
kk

FS
a

T
jkb

dt

tdx
tg

π2
=→←=  

        : بنابراين

( ) �≠= k
k

T
j

b
a k

k ,
2π

 

  : باشدk=�هر گاه 

    :اده شدهبا استفاده از اطلاعات د

( )
T

dttx
T

a
T

k

21
== ∫  

      :بنابراين

( ) �

�

≠

=










=
k

k

k
T

j

b

T

a
kk

π2

2

 

...............................................................................................................................................................

) سيگنالاطلاعات زير در مورد )3,8 )txداده شده است :  

1 .( )txحقيقي و فردست .  

  نقاطساير 
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2 .( )tx 2 داراي تناوب پايه=Tو ضرائب سري فوريهkaاست .  

  k،�=ka<1به ازاي . 3

4 .( )∫ =
2

2
2

1

T
dttx   

  .دو سيگنال متفاوت براي ارضاي اين شرايط بيابيد

  :حل

)بدليل اينكه  )tx   ضـرايب سـري فوريـه اش،   )راهنمـاي ( سيگنالي فرد و حقيقي است ،ka   سـوهومي ،

  .خالص و فرد خواهند بود 

...............................................................................................................................................................

  : هاي تكرار مي شوند، داريمNبدليل اينكه ضرايب سري فوريه براي هر ) 3,10

173162151 ,, aaaaaa ===  
،  فـرد و موهـومي خـالص   kaضرايب سري فوريه،      است، بعلاوه، چون سيگنال حقيقي و فرد

33 و a=�بنابراين . خواهند بود −−= aa 22 و −−= aa   11 و −−= aa  

ja:  در نهايت 3
3

−=
−

ja و   22 ja  و      −=− −=−1  

] اطلاعات زير در مورد سيگنال)3,11 ]nxداده شده است .  

1 .[ ]nxحقيقي و زوج است .  

]دوره تناوب . 2 ]nx ،10=Nو ضرائب سري فوريه آن kaاست .  

3 .511 =a  

4 .[ ] 50
10

1
29

=∑
=�n

nx  

]نشان دهيد كه  ] ( )CBnAnx += cos و مقادير عددي ثابتهاي A ،B ،Cرا بيابيد .  

  :حل

10 5111 ضرايب سري فوريه تكرار مي شود، داريـم   N= بدليل اينكه براي هر    == aa   بعـلاوه از ،

]كه،   آنجائي ]nx   ،حقيقي و زوج است ka   511بنـابراين .  نيز حقيقـي و زوج خواهـد بـود == −aa .

  :همچنين فرض شده است كه
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40

1
29
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=�n

nx  
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  ل ابااستفاده از رابطه پارسئو
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∑

∑
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  :، داريم)3,94(، حال با استفاده از تركيب معدله k ، �=ka=2,...,8بنابراين براي 
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...............................................................................................................................................................

]براي  هر دو سيگنال متناوب   ) 3,12 ]nx1   و [ ]nx2   ،4=N   و ضرائب سري فوريه به صورت زيـر 

  .مشخص شده اند

[ ] [ ] kk bnxanx ↔↔ 21 .  
  كه 

1321 ==== bbbb
�

  1 و            
2

1

2

1
213 ==== aaaa

�
  

] سـيگنال   kc، ضرائب سـري فوريـه   1-3 استفادهاز خاصيت ضرب جدول   با ] [ ] [ ]nxnxng  را   =21

  .بيابيد

  :حل
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  :با استفاده از خاصيت ضرب، داريم

[ ] [ ]

21

3311

3

3

1121

22, −−

−−−

= =
−−

++→←

+++→←

=→← ∑ ∑

kkkn

FS

kzkzkk

FS

N k

kk

FS

bbbb

babababa

babanxnx

�

�

��

 

331است، بديهي است كه ) 1(، برابر با    به ازاي تمام مقادير   kbkچون 222 −−− +++ kkkk bbbb كه 

k بنابراين؛.  خواهد بود6 برابر به ازاء جميع مقادير  

[ ] [ ] 621 →←FS
nxnx

..........................................................................................................................

  . پيوسته در زمان با پاسخ فركانسي زير در نظر بگيريدLTIيك سيستم  )3,13

( ) ( ) ( )
∫

∞

∞−

− ==
ω

ω
ω ω 4sin

dtethjH
tj  

ATورودي اين سيستم سيگنال متناوب زير با دوره تناوب    . است=

( )
84

4

1

,1

<≤

<≤





−
=

t

t
tx

�
 

)ضرائب سري فوريه خروجي سيستم  )tyيابيد را ب.  

  :حل

) ابتداً ضرايب سري فوريه    )txبديهاً، چون .  را محاسبه مي كنيم( )tx ،فرد و حقيقي اسـت ،ka   فـرد 

�بنابراين. و موهومي خالص خواهد بود
�

=aحال ،:  

( ) ( )

( ) ( )

[ ]kj

tkjtkj

j

k

e
kj

dtedte

dtetxa

π

ππ

π

π
−

−−
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=

∫ ∫

∫

1
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8

1

8
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8

1

4 8

4

8
2

8
2

8
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�
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  بنابراين. هاي زوج برابر صفر خواهد بودجمله بالا براي تمام kواضح است، 
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







 فرد

زوج

k
kj

k

ak

π

2

�

)هنگاميكه    )tx   از طريق يك كانال با پاسـخ فركانـسي ( )ωjH   عبـور مـي كنـد، خروجـي ( )ty   بـه 

  ):ه كنيد را مطالع3,8بخش : (صورت زير بدست مي آيد

( ) ( ) tjk

k

k ejkHaty �

�

ωω∑
+∞

−∞=

=  

كه   
4

2 ππ
ω ==

T
�

 k صفر نيست، بايستي سـري فـوق را بـراي    تنها به ازاء مقادير فرد   kak، چون   

  : بعلاوه، توجه كنيد كه: هاي فرد محاسبه كنيم

( ) ( )( ) ( )
( )

4
sin

sin

4 π
ππω

k
jkjH ==

)  راين  ، برابر صفر است، بنابkبراي مقادير فرد  ) �=ty  

................................................................................................................................................................

  قطار ضربه زير )3,14

[ ] [ ]∑
∞

−∞=

−=
k

knnx 4δ  

) با پاسخ فركانسي ،LTIورودي يك سيستم  )ωjeHاست، و خروجي سيستم عبارت است از   

[ ] 







+=

42

5
cos

ππ
nny

 مقادير






 2
πjk

eH 3,2,1 را به ازاي,�=kبيابيد .  

  :حل

] سيگنال ]nx 4با پريود=Nرايب سري فوريه اي عبارتند ازض.  ، متناوب مي باشد:  

[ ]

kallfor

enxa
j

n

k

4

1

4

1
4

23

=

=
−

=

∑
π

�

]، مي دانيم كه خروجي 3,8از نتايج بيان شده در بخش  ]nyبرابر است؛   
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[ ] ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )ππ
ππ

ππ

ππ

jjjj

jjjj
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njkkj

k

eeHeeH

eeHeeH

eeHany
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4
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1

2
3

2
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3

4
2

4
2
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



+






+=






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






=

∑

��

�

]بااستفاده از اطلاعات داده شده، مي دانيم كه  ]nyبرابر است با :  

[ ]

( ) ( )

( ) 




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
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
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
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
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4242

2
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2
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cos

42

5
cos

ππππ

πππππ

ππππ
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njj

ee
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nnny

  :داريم) 3,14,1ح(با مقايسه با معادله 

( ) ( )

2
2 4

3
2 42

j j

j j

j j

H e H e

H e e

H e e

π

π π

π π−

= =

  = 
 

  = 
 

�
�

................................................................................................................................................................

)تناوب يك فيلتر سيگنال م)3,15 )yx 6 با/π=T و ضرائب سري فوريه kaمي دانيم كه. است  

( ) ( ) ( )txtytx
S =→  

  ?ka=� داريم kبه ازاي كدام مقادير 

  : حل

       3,8 از نتايج قسمت 

( ) ( ) tjk

k

k ejkHaty �

�

ωω∑
+∞

−∞=

=  
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12 2كه     
==

T

π
ω
�

)چون   .  )ωjH 100 براي>ω   برابر صفر است، بزرگترين مقدار ،k   آنـان 

≥100:  صفر نيست، بايستي به صورت مقابل باشد
�

ωk  

  . برابر صفر مي باشدk<8، بنابراين براي k≥8كه بيان مي دارد

  . به وروديهاي متناوب زير با بيابيد16-3خروجي فيلتر شكل م ) 3,16

]) الف( ] ( )n
nx 11 −=  

]) ب( ] 







++=

45

3
sin12

ππ
nnx  

]) ج( ] [ ]∑
∞

−∞=

−

−







=

k

kn

knunx 4
2

1
4

3  

  

  16-3شكل م 

  

  

  

  

  

  

  

  :حل

]سيگنال داده شده) الف( ]nx1است بابرابر :  

[ ] ( )nj

enx 22
1

π

=  
]بنـــابراين ]nx12 ≥≥1 متنـــاوب اســـت و ضـــرايب ســـري فوريـــه اش در بـــازهN= بـــا پريـــود  k� 

  :برابراست با

1 1α α    و     = =
�
�  

]، خروجي3,8مده در قسمت بااستفاده از نتايج بدست آ ]ny1برابر است؛   

π

3

5

12

19 ππ
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5

3

ππ
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5 ππ
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3
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19 ππ
−−

ππ2− π2 ω

( )ωjeH 
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]سيگنال   ) ب( ]nx216 ، متناوب مي باشد، و مي توانيم اين سيگنال را به صورت زيـر   N= با پريود   

  :بنويسيم
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]صفر سري فوريه بنابراين، ضرييب غير ]nx2 15 در بازه و≤≤ kبرابر است با� :  

4
13 2

πj

e
j

a
−






=   4 و

3 2

πj

e
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a 
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
−=   1   و=

�
a  

]، خروجي3,8با استفاده از نتايج بدست آمده در قسمت  ]ny2برابر است با:  
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]سيگنال) ج( ]nx3را مي توانيم به صورت زير بنويسيم :  

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]nrmgknnux
k

n

∗=−∗




= ∑

∞

−∞=

4
2

1
3 δ  

]كه    ] ( ) [ ]nung
n

2
] و   =1 ] [ ]∑

∞

−∞=

−=
k

knnr 4δ .بنابراين[ ]ny3   را مي توانيم با عبور سـيگنال از

) طريق فيلتري با پاسخ فركانسي )ωjeHسپس نتيجه را با .  بدست آوريم[ ]ngكانوال كنيم .  

]سيگنال  ]nr متناوب است و ضريب سري فوريه اش عبارتند از4 با پريود ،:  

kallforak 14
1=  
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]خروجي    ]nq   كه با عبور دادن سيگنال [ ]nr   از طريق فيلتري با پاسـخ فركانـسي ( )ωjeH   بدسـت 

  :مي آيد عبارتست از

[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

3 2 2
44
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33
2 2

1
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 
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  

∑
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]بنابراين خروجي نهايي  ] [ ] [ ]nqnqny ×== 3�  

]بناراين خروجي نهايي  ] [ ] [ ]nqnqny ∗== 3�  

...............................................................................................................................................................

نمايي مختلط  در نظر بگير يد كه پاسخشان به ورودي   1S   ،2S،3Sسه سيستم گسسته در زمان   ) 3,17
tj

e
  .  به صورت زيرست5

( )

( )teS

teeS

teeS

tj

tjtj

tjtj

5cos:

:

:

5

3

155

2

55

1

→

→

→
−

LTI ًدر مورد هر سيستم بگويي آيا با اطلاعات داده شده مي توان نتيجه گرفت كه سيستم مطمئنا 

  .نيست

  :حل

)خروجـي   .  هـستند LTIبدليل اينكه نمايي هايي مختلط توابع اصلي سيستم هاي   ) الف( ) tjetx 5

1 = 
t jبايستي يك خروجي شامل   

Ae
اما، واضح اسـت كـه در ايـن   .  ثابتي مختلط است   A بوجود آود كه   5

  . نيستLTI، مشخصاً 1sبنابراين سيستم. مورد خروجي شامل جمله ي مذكور نمي باشد

  . را برآورده مي سازدLTIصلي سيستمهاي  باشد، زيرا خاصيت تابع اLTIسيستم مي تواند ) ب(
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)در اين مورد، خروجي شامل   ) الف) (پ( ) tjtj
eety

55

3 2
1

2
1 واضـح اسـت كـه   .  مي باشـد   =+

) است كه در ورودي   5-خروجي شامل يك نمايي مختلط با فركانس    )tx3مي دانيم كه .  حضور ندارد

 بدون وجود داشتن نمـايي مختلطـي بـا   5-ي با فركانس  هرگز نمي تواند نمايي مختط   LTIسيستمهاي   

بدليل اينكه اين مورد در مـسئله صـحيح نيـست، سيـستم مشخـصاً   . همان فركانس ورودي، توليد كنند   

LTIنمي باشد .  

...............................................................................................................................................................

 در نظر بگيريـد كـه پاسخـشان بـه ورودي نمـايي   3S، و   1S   ،2Sسه سيستم گسسته در زمان   ) 3,18

2
πjn

   به صورت زيرستeمختلط 

[ ]

2/52/

3

2/32/

2

2/2/

1

2:

:

:

njnj

njnj

njnt

eeS

eeS

nueeS

ππ

ππ

ππ

→

→

→

 LTIدر مورد هر سيستم بگوييد آيا با اطلاعات داده شده مي ـوان نتيجه گرفـت كـه سيـستم مطمئنـاً   

  .نيست

  :حل

 بـا   1sمسأله قبلي مطرح شد نتيجه مي گيـريم كـه   ) الف(با استفاده از بحثي مشابه آن در قسمت   ) الف(

LTI نيستتوجه به تعريف .  

]ين مورد برابر است با   خروجي در ا   ) ب( ] ( ) ( )njnj
eeny 22

3

2

ππ −
واضح است كه تابع اصلي را   . ==

  . نيست طبق تعريف 2sLTIبنابراين. نقض مي كند

]در اين مورد خروجي برابر اسـت بـا   ) ج( ] ( ) ( )njnj
eeny 22

5

3 22
ππ

 LTIكـه ايـن خاصـيت   . ==

  . تلقي شودLTIيستم س مي توان يك 3sبنابراين. بودن تابع اصلي را نقض نمي كند

................................................................................................................................................................

3,19(LTI تم   
RL سيس يّ ساخته شده با مدار   

يـك منبـع جريـان   .  را در نظر بگيريد   19-3 م    شكل  ل

ي

د

و

ر

 و

ل

نا

گ

ي

س

( )tx در اعمال مي كند و خروجي سيستم جريان ( )tyالقاگرست .  
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  19-3شكل م 

)معادله ديفرانسيل مرتبط كننده) الف( )txو ( )tyبيد را بيا.  

)پاسخ فركانسي اين سيستم را با در نظر گرفتن خروجي به ازاي ورودي   ) ب( ) tjetx ω=   بـه دسـت 

  .آوريد

ورودي مدار منبع   .  ساخته شده است   20-3 شكل م   RLC عليّ به صورت مدار   يك سيستم   LTI) ج(

)ولتاژ )txبه دست آوريد .  

)خروجي) ج( )ty را به ازاي ورودي ( ) ( )ttx sin=بيابيد .  

  :حل

= ولتاژ در طول هادي ) الف (
( )

dt

tdy
�.  

= جريان ولتاژ در طول هادي 
( )

dt

tdy

R

�.  

)جريان ورودي  )tx = بنابراين. جريان در هادي+ جريان در مقاومت:  

( ) ( ) ( )ty
dt

tdy

R
tx +=
�  

L و با جايگذاري مقادير Rداريم :  

( ) ( ) ( )txty
dt

tdy
=+  

3,10,1tبا استفاده از روش ذكر شده در   ) ب( i، مي دانيم كه زمانيكه ورودي سيستم   
e

ω خروجي .  باشد

)اين سيستم برابر با    ) tjejH ωω   الـف (رانـسيل قـسمت    خواهـد بـود بـا جايگـذاري در معادلـه ديف (

   :خواهيم داشت

( ) ( ) tjtjtj eetjHejHj ωωω ωωω =+  
   بنابراين

( )
ω

ω
j

jj
+

=
1

1
 

( )tx ( )ty

H1 Ω1
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)سيگنال) ج( )tx   سيگنالي متناوب با پريود ،π2به دليل اينكه.  مي باشد( )tx   بـه صـورت زيـر قابـل 

  : نوشتن مي باشد

( ) ( ) ( )tjtj
eetx π

π
π

π
2

2
2

2

2
1

2
1 −

+=

  :ضرب غير صفر سري فوريه برابر است با
•

− ==
2

1
1aa  

  :، داريم)را ببينيد) 3,124(معادله  (3,8بااستفاده از نتايج بدست آمده در قسمت 
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3,20(LTI   عليّ به صورت مدار    يك سيستم RLC   ورودي مـدار   .  ساخته شـده اسـت   20-3 شكل م 

)منبع ولتاژ  )txولتاژ .  است( )tyروي خازن را خروجي سيتم در نظر بگيريد .  

)معادله ديفرانسيل مرتبط كننده ) الف( )tx و ( )tyرا بيابيد .  

) به ازاي ورودي   پاسخ فركانسي اين سيستم را با در نظر گرفتن خروجي   ) ب( ) tjetx ω=   بـه دسـت 

  .آوريد

)خروجي ) ج( )tyرا به ازاي ورودي ( ) ( )ttx sin= بيابيد .  

  

  

  

  

  

  20-3شكل م 

  :حل

( )+−tx
FC 1=

( )ty

+

-



٢٠١

= جريان جاري شده در خازن ) الف(
( )

dt

tdy
e  

= ولتاژ در خازن 
( )

dt

tdy
Rc.  

= اژ در هادي ولت
( )
2

2

dt

tyd
Lc.  

( )tx ولتاژ در خازن+ ولتاژ هادي + ولتاژ در طول مقاومت =  ولتاژ ورودي.  

  :    پس

( ) ( ) ( ) ( )ty
dt

tdy
Rc

dt

tyd
Lctx ++=

2

2

 

  : داريمC و R و Lبا جايگذاري مقادير 

( ) ( ) ( ) ( )txty
dt

tdy

dt

tyd
=++

2

2

 

اگـر فـرض   . مسأله قبلي استفاده مي كنـيم ) ب(در قسمت حال از روش مشابهي كه براي بار اول   ) ب(
t jكنيم كه ورودي به صورت   

e
ω   باشد، در اينصورت خروجي به صورت ( ) tjejH ωω بـا   . خواهد بود

  :جايگذاري در معادله در معادله ديفرانسيل فوق و ساده سازي عبارت زير را بدست خواهيم آورد

( )
1

1
2 ++−

=
ωω

ω
j

jH  

)سيگنال) ج( )tx   سيگنالي متناوب با پريود ،π2   مي باشد  .)( مي تواند به صـورت زيـر بيـان   txچون

  :شود

( ) ( ) ( )tjtj
e

j
e

j
tx π

π
π

π
2

2
2

2

2

1

2

1 −
−=

)ضرايب غيرصفر )txعبارتند از ، :  

j
aa

2

1
11 == ∗

−  

  :داريم) را ببينيد) 3,124(معادله  (3,8با استفاده از نتايج بدست آمده در 
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( ) ( ) ( )
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e
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)سيگنال متناوب پيوسته در زمان   ) 3,21 )tx8 ضـرائب   .  است T= حقيقي و داراي دوره تناوب پايه   

)غيرصفر سري فوريه )txعبارت اند از :  

2, 5511 ==== −
∗
− aajaa

( )txرا به صورت زير بيان كنيد .  

( ) ( )k

t

k

k

k wAtx φ+=∑
∞

=

cos
�

  :حل

  ):3,38(با استفاده از تركيب سري فوريه معادله 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

2 2 25 5

1 1 5

2 2 2 25 5
8 8 8 8
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j t j t j t
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π π π

π π π π
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 
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= − = +  
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...............................................................................................................................................................

  . ضرائب سري فوريه سيگنالهاي زير را بيابيد)3,22

)) الف( )tx و(تا ) الف (22-3 شكلهاي م(  
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)) ب( )tx متناوب است و2 دوره تناوب   

1در   1 <<− t      ،     ( ) tetx −=  

)) ج( )txاست و 4تناوب  با دوره تناوب  م   

( )
42

2

,

sin
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
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  :حل

�  و i) ( (1=Tالف (
�
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
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3
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        و
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3
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�توجه كنيد كه     
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sin 4

4
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 ها    k   و براي تمامي  T=2)      ب(
( )
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[ ]1
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1 −−
+

−
= ee
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    و   T=3)        ج(
3

2πω =
�

=1  و  
�
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kj

k π
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π
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...............................................................................................................................................................

 در هر يك از موارد زير ضرائب سري فوريه يك سيگنال پيوسـته در زمـان متنـاوب داراي دوره   )3,23

)سيگنال.  بيان شده است4تناوب  )txرا در هر مورد بيابيد .  

الف(   
( )

�
�

=







=

k

k

k
j

a
kk

π

π 4/sin
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  )الف(          

  

  

اين صورتدرغير 
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  )ج           (

   الف، ب و ج22-3شكل م 

-  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  ) د، هـ، و22- 3شكل م (

  

٥  -٦-٣  -٢-١- ٧-٤- ٥٢  ٧٦ ٤١  ٣

( )tx
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)        ) ب( )
π

π
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k
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k

k
2

8/sin
1−=  

        ) ج(
3

,

, <





=
kjk

ak
�

  

  

  

      ) د(
k

k
ak فرد

زوج





=
,2

,1
  

  : حل

)ابتدا فرض كنيم) الف ( )ty سيگنالي با ضرايب FS) به صورت زير باشد) سري فوريه:  

( )
π

π

k

k

bk

sin
4=  

)، نتيجه مي گيري كه   35مثال    با توجه به    )ty    بايد سيگنالي موج مربعي متناوب باشد كه در يـك دوره

  :تناوب برابر است با

( )
2

2
1

2
11

<<

<





=
t

t
ty

�
 

حال، توجه كنيد كه   
4

1=
�

b .   فرض كنيد سيگنال ديگري به صـورت( )
4

1−=tx   تعريـف كنـيم 

كـــه ضـــريب ســـري فوريـــه غيـــر صـــفر آن برابـــر   
4

1−=
�

cســـيگنال.  باشـــد( )tp برابـــر اســـت بـــا 

( ) ( ) ( )txtytp   : كه ضرايب سري فوريه آن به صورت زير مي باشد=+

-٥-٢-١
-١

٢ ٤ ٥
t          

١ ٣ ٦ ٤  -٧٣-  

در غير اين صورت
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( ) �
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=





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

=+=
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k

kcad kkk

π

π
4

sin

)حال توجه كنيد كـه    )kj

kk eda 2
π

)بنـابراين سـيگنال   . = ) ( )1+= tptx   الـف ( در شـكل (S.23  

  .ه شده استنمايش داد

  

  

  

  

  

  

 b) ( ابتدا فرض نمائيد كه ضرايب سري فوريه سيگنال( )tyبه صورت زير مي باشد :  

2
4

1
4

1
2

1
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<







=
t

t
bk

�

k jبا توجه فرمائيد كه   

kk eba
π= .   بنابراين سيگنال( ) ( )2+= tytx   نـشان   53,23) ب( كه در شكل 

  .داه شده است

  

  

  

  

jaa: تنها ضريب هاي غيرصفري سري فوريه عبارتند از   ) ج( == ∗
jaa و 1− 222 == ∗

 با استفاده   −

  از معادله تركيب 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )tt

jejeje

eaeaeatx

tjtjtj

t
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2 4
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4
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4
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  ساير نقاط
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 و kb را مي توانيم به صـورت مجمـوع دو ضـريب سـري فـوري   ka)سري فوريه  (FSضرايب   ) د( 

kcنشان دهيم، در اينصورت ، :      

kallforbk ;1=  

k

k
ek زوج

فرد





=
�

1
 

  : متناظر با سيگنالkbضرايب سري فوري

( ) ( )∑
+∞

−∞=

−=
k

ktty 4δ  

  : متناظر با سيگنالFS ،Ckضرايب 

( ) ( ) ( )ktetz
k
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22 −= ∑

+∞

−∞=

δ
π

    : ينبنابرا

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑
∞

−∞=
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





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k k

t
j

ktekttptytx 24
2 δδ

π

   

................................................................................................................................................................

3,24 (  

  :داريم) الف(

( )∫∫ =−+=
2

1

1

2
12

2
1

2
1 dtttdta

�
�

)سيگنال ) ب( ) ( )
dt

tdx
tg   : نمايش داده شده اندS.3,24 در شكل =

  

  

  

  

  

  

  S3,24شكل 

١
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١-  

٣  ٢  

١-  

( )tg

t  
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FS و ضريب kbي ( )tgبه صورت زير بدست مي آيد :  

( )kj

ktjktj

k

e
kj

dtedteb
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π

ππ

π
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  :  توجه بفرمائيد كه) ج( 

( ) ( )
akjkb

dt

tdx
tg k

FS π=→←=

  :بنابراين

( )kj

kk e
k

b
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a π

ππ
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−
== 1

11
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................................................................................................................................................................

سه سيگنال پيوسته در زمان داراي دوره تناوب پايه ) 3,25
2

1
=Tهستند .  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )tytxtz

tty

ttx

=

=

=

π

π

4sin

4cos

)ضرائب سري فوريه ) الف( )txرا بيابيد .  

)ضرائب سري فوريه) ب( )tyرا بيابيد .  

و خاصيت ضرب سري فوريه پيوسته در زمـان، ضـرائب   ) ب(و   ) الف(با استفاده از نتايج بندهاي   ) ج(

)يه پيوسته در زمان، ضرائب سوري فورسري فوريه  ) ( ) ( )tytxtz   . را بيابيد=

)ضرائب سري فوريه   ) د( )tz   را مستقيماً با بسط ( )tz   به صورت مثلثاتي به دست آوريد و نتايج را با 

  .مقايسه كنيد) ج(بند 

  :حل

) براي ضرايب غير صفر FS) الف( )tx  عبارتست از   
2

1
11 == −aa.  

) برايFSضرايب غير صفر ) ب( )tx عبارتست از jbb
2

1
11 == ∗

−.  
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  :از خاصيت ضرب؛ مي دانيم كه) ج(
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)اين موضوع بيان مي كند كه ضرب غير صفر سري فوريه  )tz  برابر است با
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):  داريم)  د( ) ( ) ( ) ( )ttttx 8sin
2

14cos4sin ==  

)بنابراين، ضراي غير صفر فوريه  )tzعبارتست از    :




=−=

j
zcc
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3,26( ( )txيك سيگنال متناوب با ضرائب سري فوريه زيرست   
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
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
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

=
k

a k
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  .با استفادهاز خواص سري فوريه سئوالهاي زير را پاسخ دهيد

)آيا ) الف( )txحقيقي است؟   

)آيا ) ب( )txزوج است؟   

)آيا ) ج( ) dttdx    زوج است؟/

  : حل

)اگر   ) الف ( )tx   حقيقي باشد، آنگاه( ) ( )txtx ) كه نشان مي دهد براي   =∗ )tx
∗ =− حقيقي     kk aa 

)بدليل اينكه اين مورد در اين مسأله درست نيست، )txسيگنالي حقيقي نيست  .  

)اگر) ب( )tx   زوج باشد، در اينـصورت ( ) ( )yxtx kk و =− aa  چـون ايـن بيـان ايـن مـورد   =−

)صحيح مي باشد، فلذا  )txزوج است ،.  

در غير اين صورت
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      : داريم) ج(
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)بدليل اينكه )tx زوج نيست در نتيجه ( )tgنيز زوج نخواهد بود .  
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]سيگنال متناوب گسسته در زمان    )3,27 ]nx5 ضرائب غيـر   .  است N= حقيقي و داراي تناوب پايه   

]صفر سري فوريه ]nxبارت اند از ع:  
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[ ]nxرا به صورت زير بيان كنيد .  

[ ] ( )∑
∞

=

++=
1

sin
k

kkk nAAnx φω
�

  :حل
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 بـا   به عبارتنهـاي شـامل   sin توجه شود كه تساوي در آخر كليه عبارتهاي شامل   cos: پانوشت مترجم (

�90cossinتوجه به فرمول  −=tωو يا ( ) ( )�90sincos += tt ωωتبديل شده اند ،(.  
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  ساير نقاط
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اندازه و   . ضرائب سري فوريه هر يك از سيگنالهاي متناوب گسسته در زمان زير را حساب كنيد    )3,28

  . هر سري را رسم كنيدkaفاز ضرائب 

]هر يك) الف( ]nx الف تا ج28-3 هاي شكل م   

  

  

  

  

  

  

 

  

  

  3-28شكل م 

] )ب( ] ( ) ( )2/cos3/2sin nnnx ππ=      

]) ج( ]nx و 4 با دوره تناوب   

≥≥3 در  n�  

]) د( ]nx و 12 متناوب با دوره تناوب   

≥≥3 در n� ، [ ]
4

sin1
n

nx
π

−=  

]) د( ]nx و 12 متناوب با دوره تناوب   

≥≥11در  n� ، [ ]
4

sin1
n

nx
π

−=  

  :حل

  N=7)  الف (
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7
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)  در يك دوره تناوبNka=6) ب( )5≤≤ kبه صورت زير بيان مي شود� :  

6
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�
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
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
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)      ;N=6)  ج( )
3

2cos2
3

cos41 kkak
ππ −+=  

) د ريك دوره تناوب N ،ka=12)  د( )11≤≤ kبه صورت زير بدست مي آيد� :  

===−==�  براي ساير نقاط   ∗∗
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  :N=12) و(
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.  را مـشخص كـرده ايـم   8 در هر مورد ضرائب سري فوريه يك سيگال داراي دوره تناوب پايه   )3,29

]سيگنال  ]nxرا بيابيد .  
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
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
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  ساير نقاط
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)د( )ب (29-3شكل م     ka ) ج(    )الف (29-3شكل م    ka  

  

  

  

  

  

  

  :حل

) در يك دوره ي تناوبN=8) الف ( )7≤≤ nداريم� :  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]54347414 −−−+−+−= njnjnnnx δδδδ

) در يك دوره تناوب N=8) ب( )7≤≤ n�:  
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) در يك دوره تناوبN=8) ج( )7≤≤ n�:  
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
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)، در يك دوره تناوبN=8 )هـ( )7≤≤ n�:   
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n
nn
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1
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  . هستند6سه يگسنال گسسته در زمان زير داراي دوره تناوب پايه ) 3,30

[ ] [ ] [ ]nynxnz =  [ ] 







+=
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] سريه فوريه ضرائب) الف( ]nxرا بيابيد .  

]ضرائب سري فوريه ) ب( ]nyرا بيابيد .  

و خاصيت ضرب سري فوريه گسسته در زمـان، ضـرائب   ) ب(و ) الف(با استفادهاز نتايج بندهاي   ) ج(

]سري فوريه  ] [ ] [ ]nynxnz   . را بيابيد=

]وريهمستقيماً ضرائب سري ف) د( ]nz مقايسه كنيد) ج(را حساب كرده، نتيجه را با بند.  

  :حل

) براي ضرايب غير صفر FS) الف( )txعبارتند از : 
2

1,1 11 ==∝∝
�

= −a  

) براي ضرايب غير صفر FS) ب( )txعبارتند از :    
2
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− ==  

  :    داريم:  با استفاده از خاصيت ضرب)پ(
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−=→←=
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�� kk

FS
bacnyyxnz  

]كه نشان مي دهد كه ضرايب غير صفر سري فوري ]nzبرابر است با :  
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]كه بيان مي كند، ضرايب غير صفر سري فوريه ]nzبرابراست با  :  

4
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==4 11  و     2

1
πj

ecc
−

∗
− )   و    == )
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   فرض كنيد )3,31
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  همچنين فرض كنيد كه.  استkaو ضرائب سري فوريه  N=10يك سيگنال متناوب با 

[ ] [ ] [ ]1−−= nxnxng

]نشان دهيد كه زمان تناوب پايه ) الف( ]ng ست ا10 برابر.  

]ضرائب سري فوريه) ب( ]ngرا بيابيد .  

]با استفاده از ضرائب سري فوريه   ) ج( ]ng   2-3 خاصيت تفاضـل اول جـدول،ka   را بـراي �≠k 

  .تعيين كنيد

  :حل

]) الف ( ]ng   در شكل S3,31   بديهي است كه دوره تناوب پايه   .  نشان داده شده است[ ]ng   10 برابر 

  .است

  

  

  

  

  

  

  )53,31(شكل 

  

]ضرايب سري فوريه) ب( ]ng برابر است با ( )












 −=

− kj

k eb
8

10
2

1
10

1
π

  

]بدليل اينكه ) ج( ] [ ] [ ]1−−= nxnxng . ضايب سري فوريهka و kb   بايستي توسط فرمولي بهـم  

  :   مرتبط شوند كه در زير آمده است
( )

k

kj

kk aeab 10
2π−

−=  
      :بنابراين
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]سيگنال) 3,32 ]nx   4.  را در نظر بگيريد   32-3 شكل م  و مـي تـوان   N=براي اين سيگنال متناوب   

  .آن را به صورت سري فوريه گسسته در زمان زير بيان كنيد

]      )     1-32-3م ( ] ( )∑
=

=
3

4/2

�k

jk

k neanx
π  

  

  

  

  

  

  32-3شكل م 

) 1-32-3م   (همانطور كه در درس گفته شد يك روش تعيين ضرائب سري فوريه اين است كه معادله   

 با مجهولهاي n=3,2,1به ازاي (را هار معادله چهار مجهولي 
�

aaa ,,   .فرض كنيم) 23

صورت صريح بنويسيد و آنها را به روش حل دستگاههاي معادلات حـل   اين چهار معادله را به   ) الف(

  .)ابتدا نماييهاي مختلط را ساده كنيد. (كنيد

  .، با استفادها ز معادله تجزيه سري فوريه امتحان كنيدkaجواب خود را با محاسبه مستقيم) ب(

[ ] ( )
nenxa

n
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=
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4/2
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  :حل

  

  

  : ه عبارتند ازچهارمعادل)   الف(
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  :پس از حل معادلات توسط روش هاي ماتريسي مثل كرامر بدست مي آوريم
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1
,1,

4

1
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2
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321

j
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j
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+
−==
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    با محاسبه مستقيم) ب(







−+=

−
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21
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1
π

π
jk
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k eea  

≥≥3براي ) الف(اين مشابه پاسخ ما در قسمت  kمي باشد� .  

...............................................................................................................................................................

) پيوسته در زمان با ورودي LTI يك سيستم )3,33 )txبا معادله ديفرانسيل زير توصيف شده است .  

( ) ( ) ( )txtyty
dt

d
=+ 4  

)نمايش سري فوريه خروجي )tyرا به ازاي وروديهاي زير بيابيد .  

)) الف( ) ttx π2cos=  

))  ب( ) ( )4/6cos4sin πππ ++= ttx  

  :حل

)فرض كنيد ورودي   .  ابتدا پاسخ فركاسني سيستم را بدست خواهيم آورد    )tx
t j به صورت   

e
ω   باشـد  .

ــه بحــث بخــش    ــا توجــه ب ــورت   3,9,2ب ــه ص ــستي ب ــن ورودي باي ــه اي ــوان گفــت پاســخ ب ــي ت  م

( ) ( ) tjejHty ωω=بنابراين، با جايگذاري در معادله ديفرانسيل داده شده؛ داريم.  باشد:  

( ) tjtjtj eeejjH ωωωωω =+ 4  
      : بنابراين

( )
4

1
ωj

+
=

ω
H

j
 

)مي دانيم كه زمانيكه ورودي) 3,124(له از معاد )txباشد :  

( ) ( ) tjk

k

k ejkHaty �

�

ωω∑
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−∞=

=  
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( )tx   ضرايب سـري فوريـه اي ka   و فركـانس پايـه ي
�

ω   و ضـرايب غيـر صـفر فوريـه عبارتنـد از  :

2
1

11 == −aaاين؛ ضرايب غير صفر سري فوريهبنابر( )ty برابر است با ( )
�

ωjkHak.  

πωدر اين مـسأله،   ) الف( 2=
�

: و ضـرايب غيـر صـفر سـري فوريـه عبارتنـد از   
2

1
11 == −aa 

)بنابراين؛ ضرايب غير صفر سري فوريه  )tyبر است با برا:  
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+
==

−− π

π
π

jHab

j
jHab

πωدر اينجا نيز) ب( 2=
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  :   و ضرايب سري فوريه غير صفر عبارتند از
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4
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FS برايبدين ترتيب، ضريب غير صفر ( )tyبرابر است با :  
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 يك سيستم )3,34
LTIبا پاسخ ضربه زير در نظر بگيريد :  

( ) t
eth

4−
=  

)نمايش سري فوريه خروجي )tyرا به ازاي وروديهاي زير در نظر بگيريد .  
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)      )الف( ) ( )∑
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−∞=

−=
n

nttx δ  

]      )ب( ] ( ) ( )ntnx

n

n

−−= ∑
+∞

−∞=

δ1  

)      ) ج( )tx 34-3 شكل م  

  

  

  

  

  

  

  

  :حل

  : پاسخ فركانسي سيستم به صورت زير بدست مي آيد
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dteejH
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πω و   T=1در اينجا   ) الف( 2=
�

ضـرايب سـري فوريـه   . ka=1 هـا   k بـه ازاي تمـامي   ka و   

  :خروجي برابراست با
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πωدر اينجا ) ب( =
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 و      T=1 و 




=
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k
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�
  

  : بنابراين، ضرايب سري فوريه خروجي برابراست با
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πω  و   T=1) ج( 2=
�

   و      
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




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  :بنابراين، ضرايب سري فوريه خروجي عبارتند از
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  : با پاسخ فركانسي زير در نظر بگيريدLTIيك سيستم  )3,35

[ ]
250

,

,1 ≥





=
ω

ω
�

jH

  

)ورودي اين سيستم سيگنال    )tx7 است، و بـه   ka و ضرائب سري فوريه   π=T/ داراي تناوب پايه   

)ازاي اين ورودي  ) ( )txty =k مطمئناً  ، به ازاي چه مقاديري از �=ka?  

  :حل

)مي دانيم، ضرايب سري فوريه    )ty   برابراست با ( ) kk ajkHb
�

ω=كه 
�

ω   فركـانس پايـه ي( )tx 

) ضرايب سري فوريهkaو  )txمي باشد .  

)حــال اگــر  )tyبــا ( )tx   برابــر باشــد، بــراي تمــامي k ،هــاkk ba توجــه كنيــد بــه ازاء   . =

( ) 250≥= ωω �jH   18 و مي دانيم كه براي≥k ( ) �
�

=ωjkH)   14زيرا=
�

ω . بنابراين به

  .  بايستي صفر گرددk،ka≤18ازاء 

...............................................................................................................................................................

3,36(LTI   ليّ گسسته در زمان، با ورودي    يك سيستم ] ع ]nx و خروجي [ ]ny   بـا معادلـه تفاضـلي 

  .زير توصيف شده است

  درغير ين صورت



٢٢٢

[ ] [ ] [ ]nxnyny =−− 1
4

1
 

]ضرائب نمايش سري فوريه خروجي ]nyروديهاي زير را بيابيد به ازاي و.  

[ ]
n

nh 







=

2

1
 

]نمايش سري فوريه خروجي ]nyرا به ازاي وروديهاي زير بيابيد .  

])   الف( ] 







= nnx

4

3
sin

π   

])    ب( ] 







+







= nnnx

2
cos2

4
cos

ππ  

  :حل

]يك ورودي.  ابتدا بايستي پاسخ فركانسي سيستم را بدست آوريم    ]nxبه صورت nj
e

ω   فـرض كنيـد  .

ــسمت    ــده در ق ــام ش ــث انج ــا   3,9از بح ــت ب ــر اس ــذكور براب ــه ورودي م ــخ ب ــه پاس ــيم ك ــي دان ، م

[ ] ( ) njj eeHny ωω= .بدين ترتيب با جايگاري در معادله ي ديفرانسيل داده شده، خواهيم داشت:  

( ) ( )

( )
ω

ωωωωωω

ω
j

njjnjjnjj

e

jH

eeHeeeeH

−

−

−

=⇒

=−

4

1
1

1

4
1

 

  :مي توان نوشت) 3,131(ه از معادل

[ ] ( )
∑
=









=

Nk

n
N

jk
N

kj

k eeHany
ππ 22

  

]كه ورودي برابر  ]nxفركانس پايه ي.  مي باشد[ ]nx برابر 
N

π
ω

2
=

�
 و ضرايب سري فوريه 

[ ]nx ،kaي فوريهبنابراين ضرايب سر.  مي باشد[ ]ny :   برابر است با






 






N
jk

k eHa
π2

.  

4) الف( ] ضرايب غير صفر سري فوريـه   N=ازاينجا    ]nx   ،
j

aa
2

1
33 == ∗

بنـابراين   .  مـي باشـد   −

]ضرايب غير صفر سري فوريه ]nyبا  برابر است :  



٢٢٣

∗

−

−−∗−









−

 =








=









−

=







=

4
3

4
3

13

4
3

4
3

13

4

1
12

1
,

4
112

1

π

π

π

π

j

j

j

j

ej

eHab

ej

eHab

 
8) ب( ] و ضـــراي غيـــر صـــفر ســـري فوريـــه N=اينجـــا  ]nx برابـــر اســـت بـــا 

2
1

11 == −aa و 

122 == −aa بدين ترتيب، ضرايب غيرصفر سري فوريه ،( )tyعبارتست از :  

∗

−

−−

∗
−

∗

−

−−

∗
−









−

=







=









−

=







=









−

=







=









−

=




=

24

1
1

1

4
11

1

4
112

1

4
112

1

4

2
22

2

2
22

4

4
11

4

11

π

π

π

π

π

π

π

π

j
e

eHab

e

eHab

e

eHab

e

j
eHab

j

j

j

j

j

j

...............................................................................................................................................................

  يك سيستم )1,37
LTIگسسته در زمان با پاسخ ضربه زير در نظر بگيريد .  

[ ]
n

nh 







=

2

1
 

]نمايش سري فوريه خروجي  ]nxرا به ازاي وروديهاي زير بيابيد .  

])    الف( ] ( )∑
+∞

−∞=

−=
k

knnx 4δ  

])   ب( ]nx 6 متناوب با=N و   

[ ]
3,2

1,

,

,1

±±=

±=





=
n

n
nx

�

�
 

  : حل



٢٢٤

  :زير بدست مي آيدانسي سيستم به راحتي به صورت ك پاسخ فر

( )
ωω

ω

jj

j

ee
eh

−− −
−

−
=

21

1

2
11

1  

]ضرايب سري فوريه ) الف( ]nxبرابراست با :  

kallforak ,
4

1=  

] و ضرايب سري فوريه N=4همچنين  ]ny:  














−

−

−

=







=

−−
22

2

21

1

2

1
1

1

4

1
ππ

π

jkjk

N
kj

kk

ee

eHab  

]در اين مورد، ضراب سري فوريه ) ب( ]nx:  

( )( ) kallforkak 3
cos21

6
1 π+=  

] بنابراين ضراب سري فوريه N=6و نيز  ]nyبرابر است با :  

( ) ( )( )














−

−

−

+==
−−

33

2

21

1

2

1
1

1

3
cos21

6
1

jkjk

kj

kk

ee

xk
N

eHab
ππ

π π  

...............................................................................................................................................................

   با پاسخ ضربه زيرLTIيك سيستم  )3,38

[ ] 12

2

,

1

,1

−≤≤−

≤≤









−= n

n

nh

�

�

  داراي ورودي زيرست

[ ] [ ]∑
∞

−∞=

−=
k

knnx 4δ  

]ضرائب سري فوريه خروجي ]nyرا بيابيد .  

  :حل

  :ورت زير محاسبه مي شود پاسخ فركانسي سيستم به ص

درغير اين صورت
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( ) ωωωωω jjjjj eeeeeH 22 1 −− +++−−=  

]براي  ]nx ،4=N و 
2

πω =
�

 .FS براي ورودي ضرايب [ ]nxبرابر است با :  

nallforak 4
1=  

FS براي خروجي عبارتست ازو ضرايب :  

( ) 







+−=

−
221

4
1

ππ
ω

jkjk
jk

kk eeeHab �  

................................................................................................................................................................

3,39( LTI  فركانسي سيستم 
sپاسخ ته در زمان 

)   بارت است از گسس )
πω

π
πω

ω

<<

≤





=

8
,

,1

�

j
eH

]نشان دهيد كه اگر ورودي    ]nx3 ] باشـد، خروجـي   N= اين سيستم داراي تنـاوب    ]ny   تنهـا يـك 

  .ضريب سري فوريه غيرصفر دارد

  :حل

  : برابر است باkb باشد، ضرايب سري فوريه خروجي ka وروديFS فرض كنيم ضرايب 

( )�ωjk

kk eHab =  

كه   
3

2πω =
�

2 ≥≥ توجه داشته باشيد كه در بازه    k�2 )،   k=1,، بـراي    )=�ωjk
eH   بنـابراين

تنها 
�

b ضريب غير صفر سري فوريه [ ]ny 2 در بازه ي≤≤ kمي باشد� .  

................................................................................................................................................................

3,40 (( )tx   ال متناوب با تناوب پايه    را يك سيگنT   و ضرائب سري فوريه ka   ضـرائب   . فـرض كنيـد

  . بيان كنيدkaسري فوريه سيگنالهاي زير را بر حسب

)) الف( ) ( )
��

ttxttx ++−   

)) ب( ){ }txε  

)) ج( )[ ]txeℜ  

) د(
( )
2

2

dt

txd
  

)) هـ( )13 −t]  براي اين حالت ابتدا دوره تناوب( )13 −tرا بيابيد [.  



٢٢٦

  : حل

)ضرايب سري فوريه ka كنيم ضفر )ta ،باشد   

)) الف( )
�

ttx ) بـراي   kbي فوريـه ي   ضراي سـر   . ، متناوب است   T  نيز با پريود   − )
�

ttx  برابـر   −

  :است با

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
k

t
T

jk

T

T
jk

t
T

jk

T

t
T

jk

k

ae

dex
T

e

dtettx
T

b

�

�

�

τ

τπ
π

π

ττ

2

2
2

21

−

−
−

−

=

=

−=

∫

∫

 

)به طور مشابه، ضراي سري فوريه )
�

ttx   : عبارتست از+
( )

k

t
T

jk

k aec
π2

=  
)و در نهايت ضراب سري فوريه  ) ( )

��
ttxttx   : برابر است با−++

( ) ( )

k

t
T

jk
T

jk

kkk

a
T

t
k

akeakecbd







=

+=+=
−

�

�

2cos2

22

π

ππ

)توجه كنيد ) ب( ){ } ( ) ( ){ }txtxtxr −+=
2

1ε .FS براي ضرايب ( )tx   : عبارتست از−

( ) ( )

( ) ( )

k

T
jk

T

t
T

jk

T
k

a

dex
T

dtetx
T

b

−

−

=

=

−=

∫

∫

ττ
τπ

π

2

2

1

1

 

)بنابراين ضرايب براي  ){ }txrεبرابر است با :  

22

kaaba
c kkk

k

−+
=

+
=  

)توجه داشته باشيد كه ) ج( ){ } ( ) ( )
2

Re
txtx

tx
∗+=FS براي ، ضرايب ( )tx∗برابراست با :  

( ) ( )
dtetx

T
b

t
T

zjk

T
k

π−∗

∫=
1

 

  :اگر از دو طرف معادله مزدوج بگيريم، داريم
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( ) ( )
k

T
jk

T
k dtetx

T
b −

∗ =∝= ∫
π21

 

)بنابراين، ضرايب سري فوريه  ){ }txReبرابر است با :  

22

∗
−+

+
+

= kkkk
k

aaba
c  

  : وريه معادله داريماز تركيب سري ف) د(

( ) ( )
∑
+∞

−∞=

=
k

T
j

k kteatx
π2

 

  : ديفرانسيل بگيريم، خواهيم داشتtاگر از دو طرف معادله برحسب 

( ) ( )kt
T

j

k

k

ea
T

k
dt

txd ππ 2

2

2
2

2

2 4
∑
+∞

−∞=

−=  

با بازرسي و دقت در معادله فوق خواهيم ديد كه ضرايب سري فوريه 
( )
2

2

dt

txd
 عبارتند از

2

24

T
k

π
.  

)د   پريو) هـ( )tx )، يك سوم برابر   3 )tx   بنابراين سيگنال   .  مي باشد( )13 −tx   با پريـود 
3

T   متنـاوب 

  .است

)ضرايب سري فوريه    )tx ، مي دانيم كـه   )الف(يل قسمت   با استفاده از تحل   . مي باشد kaنيز همچنان . 3

)ضرايب سري فريه  )13 −tx، ( )
T

jk

k ea
π6−مي باشد .  

...............................................................................................................................................................

 و ضـرائب سـري فوريـه   3اطلاعات زير در مورد يك سيگنال پيوسته در زمان، با دوره تنـاوب   ) 3,41

kaاست.  

1 .2+= kk aa  



٢٢٨

2 .kk aa −=  

3 .( )∫− =
5/0

5/0
1dttx  

4 .( )∫ =
5/1

5/0
2dttx  

( )txيابيد را ب.  

  :حل

kkچون aa )، بايد =− ) ( )txtx =+2 همچنين توجه كنيد كه =− kk aaپس بايد ، :  

( ) ( ) ( )tj
etxtx 3

4π−
= . 

=+2همچنين توجه كنيد كه  kk aaپس بايد ، :  

( ) ( ) ( )tj
etxtx 3

4π−
=  

)كه بيان مي كند، )tx 5.4,3,5.1,... براي, ±±= �tمقدار غير صفر دارد .  

)چون   )∫− =
5.0

5.0
1dttx5.0 5.0، مي توان نتيجه گرفت كه براي  ≤≤ t ،( ) ( )ttx δ=   

)همچنــين چــون؛    )∫ =
5.1

5.0
2dttx   مــي تــوان نتيجــه گرفــت كــه در بــازه ي ،

2
35.0 ≤≤ t ،

( ) ( )
2

32 −= ttx δبنابراين ( )txرا مي توانيم به صورت زير بنويسيم :  

( ) ( ) ( )∑ ∑
+∞

∞−

+∞

∞−

−−+−=
2

3323 ktkttx δδ  

...............................................................................................................................................................

3,42 (( )txT و ضرائب سري فوريه يك سيگنال حقيقي با ددوره تناوب پايه kaاست .  



٢٢٩

∗) الف( =−نشان دهيد كه  kk aaو 
�

aحقيقي است .  

)نشان دهيد كه در صورت زوج بودن) ب( )txضرائب سري فوريه آن نيز بايد حقيقي و زوج باشند ،.  

)نشان دهيد كه در صورت فرد بودن   ) ج( )tx   ضرئب سري فوريه آن بايـد موهـومي خـالص و فـرد ،

�باشند، و 
�

=a.  

)نشان دهيد كه ضرائب سري فوريه بخش زوج ) د( )tx عبارت اند از [ ]kaeℜ  

)نشان دهيد كه ضرائب سري فوريه بخش فرد ) هـ( )tx عبارت اند از [ ]kajg  

  : حل

) براي FSمي دانيم   ) 3,1و جدول    (3,40از مسأله   ) الف( )tx∗∗ حال مي دانيم كـه   . مي باشد  ka برابر   

( )tx   در اين صورت   .  حقيقي است( ) ( )txtx ∗= .∗ =بنابراين    kk aa   توجه كنيد كـه ايـن بيـان مـي 
∗ =كند كه
��

aaبنابراين ،
�

aحقيقي باشد .  

). FSمي دانيم كه ضرايب   ) 3,1جدول    (3,40از مسأله   ) ب( )tx )اگـر .  مـي باشـد   −ka برابر   − )tx 

)زوج باشد در اين صورت،  ) ( )txtx    كه بيان مي دارد؛=−

)S.3,42,1(   kk aa −=  

)از قسمت قبلي، مي دانيم كـه اگـر   . ند زوج هست   FSرابطه فوق بيان مي كند كه ضرايب    )tx   حقيقـي 

  :باشد

)S3-42-2    (∗
−= kk aa  

∗) S3-42-2(و   ) S3-42-1(با استفاده معادله    =مي دانيم كه    kk aa بنابراين ،ka   براي تمام k   حقيقـي 

  . زوج و حقيقي استkaجه گرفت كهاست بهرحال، مي توان نتي
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) برايFSمي دانيم كه ضريب   ) 3,1و جدول    (3,40از مسأله   ) ج( )tx اگـر   .  مـي باشـد   −ka برابـر   −

( )tx   فرد باشد، در اين صورت ( ) ( )txtx kkي دارد كـه    كه اين بيان م ـ  =−− aa −−=) .53-42-

3(  

)از قسمت قبلي، مـي دانـيم كـه اگـر   .  فرد هستند   FSكه بيان مي كند، ضرايب    )tx   حقيقـي باشـد در 

  :اينصورت

)S3-42-4 (  ∗   −= kk aa  

ـــه  ـــا اســـتفاده از معادل ∗)S3,42-4(و ) S3,42-3(ب ـــيم كـــه =، مـــي دان kk aa . ـــابراين  در تمـــام ∝kبن

∞<<∞− k   به هر حال، مي توانيم نتيجه بگيريم كه   .  موهومي مي باشدka   با .  زوج و حقيقي است

aaبايستي) S3,42-3(توجه معادله  −=
�

� و اين يعني 
�

=a.  

)توجه كندي كه   ) د( ) ( ){ } 2/txtxr −+ε   با استفاده از معادله )S3,43-2 (   مي توان نوشـت ضـريب

FS براي { } { }kkk aaa Re2/ =+   . مي باشد∗

)توجه كنيد كه   ) هـ( ){ } ( ) ( ){ }
2

txtxtxod  بـراي   FSاز قسمت قبلي مي دانيم كه ضـريب   . =−−

( ){ }txod   برابر با{ }kk aa −−
2

مـي تـوان نوشـت   ) S3,43-2(با اسـتفاده از معادلـه   .  خواهد بود 1

) برايFSضريب  ){ }txod برابر با { } ( )∗−= kkkm aaaIj
2

  . خواهد بود1

( ) ∑=
Oddk

t
jk

k eatx
2

 

...............................................................................................................................................................

)سيگنال متناوب پيوسته در زمان) الف( )3,43 )tx با دوره تناوب ،T   را فرد ـ هماهنگ مي ناميم، اگـر 

  در نمايش سري فوريه آن

)    )1-43-3م ( ) ( )∑
+∞

−∞=

=
k

tTjk

k eatx
/2π  
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  .ka=� داشته باشيم kبه ازاي مقادير صحيح زوج 

i) ( نشاندهيد كه اگر( )tx را برآورده كند، فرد ـ هماهنگ است) 2-43-3م ( معادله.  

)) ب( )tx وي كه  در نظر بگيريد به نح2 را يك سيگنال متناوب فرد ـ هماهنگ، با دوره تناوب  

>>1در  t� ،( ) ttx =  

( )txرا رسم كنيد و ضرايب سري فوريه آن را بيابيد .  

-43-3م (به همين قياس تابع زوج ـ هماهگ را مي توان تابعي تعريف كرد كه در نمايش معادله   ) ج(

 باشد؟   Tآيا دوره تناوب پايه چنين تابعي مي تواند   . ka=� داشته باشيم   kآن، بهازاي مقادير فرد   ) 1

  .در مورد جواب خود توضيح دهيد

) مي تواند دوره تناوب پايـه   Tنشان دهيد، به شرطي   ) د( )tx   باشـد كـه داشـته   ) 1-43-3م   ( معادلـه

  .باشيم

1 .1a 1 يا−aغير صفر باشد .  

  يا 

 هر دو غير صـفر   1a وkaبدون عامل مشترك داشته باشيم كه به ازاي آنها l و kدو عدد صحيح . 2

  . باشند

  :حل

  : داريم) ) (iالف (

( ) ∑=+
Oddk

jkt
jk

k eeaTtx π
2

2
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πjk=−1چون 
e براي kهاي فرد .  

( ) ( )txTtx −=+
2

 

)ii (ضرايب سري فوريه( )txبرابر است با :  

( ) ( )

( ) ( )[ ]∫

∫
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−−

++=

+=

2

2

2

1

2

11

T
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ωπ

ωω

 

K صفر است اگر توجه كنيد كه طرف راست معادله بالا براي مقاديري از ( ) ( )
2

Txtx +−=  

  . نشان داده شده اندS3,43تابع در شكل ) ب(

πω  و T=2توجه كنيد كه  =
�

  :، بنابراين









+
=

k
kjk

k

ak
فرد

زوج

22

21

ππ

�

 

)بـــراي ســـيگنالها هارمونيـــك، مـــي تـوانيم دليـــل قـــسمت .  خيـر ) ج( )ja  بـــراي نـــشان دادن اينكـــه −

( ) ( )
2

Ttxtx در اين مورد، پريود اصلي . م را دنبال كني=+
2

Tمي باشد .  

  

  

  

  

( )tx

-١

-١

١

١ ٢

٣ t 
...
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  S3,43شكل 

  

  . صفر نباشدa−1 يا1aاگر ) د(

( )

( )

( )
(2 ) ...

1

2

1

...
2

...

++±

±

±

±

=+

++±

+=

�

�

�

tt
T

j

T
tj

eattx

tt
T

j

eatx

π

π

π
 

�
 برايt=�بجز (tكمترين مقدار 

t�
T

j

e

π2
±

  .برابر است كه پريوديك اساسي مي باشد) 

)تنها دراين صورت است كه  ) ( )txeattx T
jt

=+=+
±

± ...
2

1

π

�
  

بنابراين بايستي 
�

tتناوب اصلي باشد .  

)دوره تناوب ) 2( )tx م تناوب . م.  ك( )t
T

jk
e

π2

و
�








T
jt

e

π2

)ريود   پ.  مي باشد    )
T

jk
e

π2

 برابر اسـت بـا   

k
T

t
T

j

e و پريود







 π2
�

 برابر است با
�

Tبدليل اينكه k,�     م. ضرايب مشتركي ندارنـد، ك .

 .م
k

T  و 
�

Tاز از  عبارتست T.  

1122 مجهول عبارتند از   FSتنها ضرايب   ) 3( ,,, aaaa ) به دليل اينكه   −− )tx   حقيقي است .∗
−= 11 aa 

∗و 
−= 22 aa . 1چونa،11  حقيقي است −= aa .حال( )txبه صورت زير مي باشد .  

( ) ( ) ( )θωω ++= tAtAtx
��

2coscos 21  

  :كه، كه از آن خواهيم داشت
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( ) ( ) ( )
����

ωθωωω 62cos3cos3 21 −++−=− tAtAtx  

)حال اگر، ) ( )3−−= txtx،در اينصورت ،
�

ω3 و
�

ω6هر دو بايد ضرايب فردي از πباشند .  

==� اين غيرممكن است، بنابراينبديهي است كه −22 aa و   

( ) ( )tAtx
�

ωcos1=  

  :، داريم5حال با استفاده از رابطه بارسئوال در راهنماي

2
11

22

1

2
=−+=∑

∞

−∞=k

k aaa  

بنابراين
2

1
1 =a . 1چونaمثبت است، داريم  :

2
1

11 == −aa،بنابراين ( ) ( )
3

cos ttx π=   

................................................................................................................................................................

3,45( ( )tx3( نمايش سري فوريه سينوسي ـ كسينوسي معادلـه    را يك سيگنال حقيقي و متناوب با-

  فرض كنيد، يعني) 32

)    )1-45-3م ( ) [ ]∑
∞

=

−+=
1

sincos2
k

kk tkCtkBatx
���

ωω  

)نمايش سري فوريه نمايي بخشهاي زوج و فرد   ) الف( )tx   يعني ضـرايب   .  را تعيين كنيدka   ،kβ   را 

  بيابيد به نحوي كه داشته باشيم) 1-45-3م (ب معادله بر حسب ضرائ
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∑
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k

tjk
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k
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k
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o
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ω
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  .  را نيز بيابيدk−β وkβرابطه . را بيابيد) الف( بند −ka وkaرابطه) ب(
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  45-3شكل 

)يگنالهاي فرض كنيد س) ج( )tx و ( )tz داراي نمـايش سـري سينوسـي ـ كـسينوسي   45-3 شكل م 

  .زيرند
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∑
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  .سيگنال زير را رسم كنيد
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+∞

= 















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


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
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
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
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  :حل

) برايFS با دقت بيشتر، نتيجه مي گيريم كه ضرايب  )tx برابر است با:  

t 
٥-٣-٢-٩٧٦٤٣١٠

-٦ -٤-٣ -١

-٢

١ ٢ ٣ ٤ ٥ ٤ ٥

٢

( )tz
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) مي دانيم كه اگر3,42از مسأله ) الف( )txضراي .  حقيقي باشدFSبراي ( ){ }txvεبرابر است با :  

{ }k℘Reبنابراين ،                         :
kk Ba       و      =

��
aa =  

) مي دانيم كه اگر3,42از مسأله  )tx حقيقي باشد، ضرايب FSبراي ( ){ }txodبرابر است با :  

{ }kj ℘Imبنابراين     :
�

�
�

�
<

>





−
==

k

k

jck

jck
kββ ,  

kkkk) ب( −− =∝∝−= ,ββ  

): سيگنال برابر است باس) ج( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }txodtxvtxvty −++= εε
2

11.  

  . نمايش داده شده استS3-45اين در شكل 

  

  

  

  S3,45شكل 

 در اين مسئله دو خاصيت مهم سري فوريه پيوسته در زمان، يعني خاصيت مدولاسيون و قـضيه   ) 3,46

)فرض كنيد سيگنالهاي   . پارسوال، را به دست مي آوريم    )tx   و ( )ty   دو سيگنال متنـاوب پيوسـته در 

زمان، با دوره تناوب مشترك 
�

Tهستند، نمايش سري فوريه اين دو سيگنال عبارت است از   

2
7

2
7

٢h

-١ ٠ ١ ٢ ٣ ٤
t 

... ...
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)      )1-46-3م ( ) ( )∑ ∑
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−∞=

+∞

−∞=
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k k

tjk

k

tjk

k
oo ectyeatx

ωω
,  

  .از كانولوشن گسسته زير به دست مي آيد

∑
+∞

−∞=
−=

n

nknk bac  

)ايب سـري فوريـه سـيگنالهاي   ضـر ) الـف (به كمك نتيجه بند   ) ب( )tx1   ،( )tx3   را   46-3 شـكل م 

  .بيابيد

)فرض كنيد   ) ج( )ty   برابر   ) 46-3م   ( معادله( )tx∗ است  .kb   را بر حـسب   ) 1-46-3م   ( معادلهka 

  .بيان كنيد

  

  

  

  

  

  

)كه  )tz است) و (22-3 مطابق شكل م.  

  

  

)الف(

tπ20cos

( )tx1

( )tx2

٢ ٣ t -٤-٣-١

( ) ttz π20cos
)ه ك )tz است) و (22-3 مطابق شكل م.
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  3-46شكل م 

  .قضيه پارسئوال براي سيگنالهاي متناوب، يعني رابطه زير، را ثابت كنيد) الف(و با استفاده از نتيجه بند 

( )∫ ∑
+∞

−∞=

=
�

�
�

T

k

kadttx
T
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  :حل

)ضرايب سري فوريه )tzبرابر است با :  

)ب(

te
t π20cos

−
( )tx3

)ج(
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i) ( (3ب( ,در اينجا
3

2
==
��

T
π

ω .بنابراين:  

( ) ( )
3

32

30
sin2

30
2

1
30

2
1

π

π

δδ
k

kj

kkck








∗





++−=  

  :با ساده سازي خواهيم داشت

( )
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3

2203

3

2
30sin

π

π

−







−

=
k

k

ck  

 و

3
1

30 =±c  

)ii (( )tx2كنيم را به صورت زير مي توانيم بيان :  

( )tπ20cos× مجموعوع دو موج مربعي شيفت يافته  ( ) =tx2  

=3در اينجا 
�

T   و 
3

2π
ω =
�

   بنابراين 
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  پس از پياده سازي
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∗3,42از مسأله   ) پ( =− بخاطر داريم كه    kk ab   مي دانيم كه ضرايب سري فوريـه ي   ) الف( از قسمت

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
txtxtxtytxtz ===   : به صورت زير خواهد بود∗

∑ ∑
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  : از معادله آناليز سري فوريه، درايم
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  :  خواهيم داشتk=�با قرار دادن 
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...............................................................................................................................................................

  .ريديسيگنال زير را در نظر بگ) 3,47

( ) ttx π2cos=  

)چون    )tx   است، با دوره تناوب   1 متناوب، و دوره تناوب پايه آن N   كـه    نيـز متنـاوب اسـتN   مـي 

)ضرائب سري فوريـه   . تواند هر عدد صحيح دلخواهي باشد    )tx   را بـا فـرض ايـن كـه ( )tx   بـا دوره 

  . متناوب است، بيابيد3تناوب 

  : حل

)فرض كنيـد    )tx   ضـرايب غيرصـفر   . باشـد ) 1( سـيگنالي متنـاوب بـا پريـودFS   بـراي ( )tx   شـامل 

2
1

11 == −aa   اگر فرض كنيم   حال   .  خواهند بود( )tx   در اينـصورت   . متنـاوب باشـد   ) 3(، با پريود

)ضرايب غير صفر )txعبارتند از :  

2
1

33 =− −bb  

...............................................................................................................................................................

]فرض كنيد ) 3,48 ]nx  يك رشته متناوب ، با دوره تناوبNو نمايش سري فوريه زيرست   
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. بيان كرد ) 1-48-3( معادله م   kaضرايب سري فوريه هر يك از سيگنالهاي زير را مي توان بر حسب   

  .اين ضرائب را بيابيد
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]، ضرايب سري فوريه)الف(ت با استفاده از نتايج قسم) ب( ] [ ]1−− nxnxبه صورت زير مي باشد :  
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] سيگنال متناوب   اطلاعات زير در مورد   ) 3,50 ]nx   و ضـرائب سـري فوريـه   8 با دوره تاوب ka   داده 
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3,52 ([ ]nx   يك سيگنال متناوب حقيقي با دوره تناوب N   و ضرايب سري فوريه مخـتلط ka   اسـت  .
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  . را به دست مي آوريم2-3مسئله خاصيت تغيير مقياس زماني جدول 
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]در نتيجه ]nxبا دوره تناوب mNپريوديك است ،.  

. عملگر اسكيل در حوزه زمان كه در اين مسئله بحـث شـده اسـت، عملگـري خطـي مـي باشـد   ) ب(
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  :كه به صورت زير قابل بازنويسي مي باشد
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] زماني رويحال، توجه كنيد كه با بكارگيري اسكيل – ]nxخواهيم داشت :  
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   در سري بالاغير صفر است؛ پس� امين مقدار−mمي دانيم كه تنها

ساير نقاط
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3,56 ([ ]nx را يك سيگنال متناوب بادوره تاوب N و ضرائب فوريه kaفرض كنيد  .  
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  فرض كنيد) 3,57
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[ ]ny است12 داراي دوره تناوب .  
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  بنابراين
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3,58 ([ ]nx و [ ]ny را سيگنالهاي متناوبي با دوره تناوب Nبگيريد و فرض كنيد .  
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]زوج سيگنالهاي    )3,60 ]nx و [ ]ny   بـه ازاي هـر زوج تعيـين كنيـد كـه آيـا   .  زير را در نظر بگيريـد
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






=

4

1
,

2

1   

) ب(    [ ] [ ] [ ] [ ]nunynunx

nn









=








=

4

1
,

2

1  

) ج(    [ ] [ ] [ ] [ ]nunynunx n

n

−=







= 4,

2

1  
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)د(    [ ] [ ] 8/8/ 2, jnjn enyenx ==  

  

  

  

  

  

  

  60-3شكل م 

)هـ(  [ ] [ ] [ ] [ ]nuenynuenx jnin 8/8/ 2, ==

)و(  [ ] [ ] ( )jjnyjnx nn −== 12,

)ز(  [ ] ( ) [ ] ( ) ( )3/sin33/cos,3/cos nnnynnx πππ +==

)ح(  [ ] [ ]nxny ,1 60-3شكل م       و       

)ط(  [ ] [ ]nxny ,2 60-3شكل م       و       

  :حل

). نمي باشد   LTIسيستم   ) الف( )n
2

  است بنابراين خروجي نيز بايـستي   LTI تابع ويژه سيستم هاي   1

)به صورت )nk
2

  . ثابتي مختلط استk باشد كه 1

 [ ]nx

٠ ١٢ ١٢-  ٢٤

... ...
١

[ ]ny1

......

......

[ ]ny2
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پاسخ فركانس اين سيستم   . ي بدست آوريم    اي رايانه رابط ورودي، خروج   LTIمي توانيم سيستم   ) ب(

)به صورت  )( ) ( ) ( )ωωω jjj
eHee =−− −

4
11

2
  .، سيستم منحصر به فرد نمي باشد11

پاسـخ فركانـسي   .  اي را با رابطه رابطه ورودي و خروجي بدسـت آوريـم   LTIمي توانيم سيستم   ) ج(

)سيستم به صورت  ) ( )( ) ( )ωωω jj
eeiH

4
11

2
11 −−=   .، سيستم منحصر به فرد نيست−

مي توا ) د(

نيست زيرا بايستي 

LTI   سيـستم منحـصر بـه فـرد   .  اي را با رابطه ورودي و خروجي بدسـت آوريـم   ن سيستم

28 =






 j

eH.  

 اي را با رابطه ورودي و خروجي بدست آورد پاسخ   LTIهمانند قسمتهاي قبلي مي توان سيستم   ) هـ(

)فركانسي سيستم برابر است با ) 2=ωjeHمنحصر به فرد نيست سيستم .  

 اي را با رابطه ورودي و خروجي بدست آورد، پاسخ فركانسي ايـن سيـستم   LTIمي توان سيستم   ) و(

  :برابر است با   







−=







 22 12
ππ jj

eeH.  

سيستم منحصر به فرد نيست   .  اي را با رابطه ورودي و خروجي بدست آورد   LTIمي توان سيستم   ) ذ(

3 13زيرا ما تنها به jeH
j

−=






 λ

  . نياز داريم

]توجه كنيد كه   ) خ( ]nxو[ ]ny1   بنـابراين مـي تـوان سيـستم   . با فركانس پايه ي مشابه پريوديك است

LTI   سيستم منحـصر بـه   .  خروجي بدون نقض خاصيت تابع اصلي بدست آورد   – اي با رابطه ورودي

ــرا  ــست زي ــرد ني )ف )ωjeH   ــراي ــا ب ــي تنه ــادير خاص ــستي مق ) باي )
keH

j






 12

2π

ــيم  ــته باش .  داش

)مقدار )ωjeHبه دلخواه قابل انتخاب مي باشد.  

i) (   توجه كنيد كه[ ]nx و [ ]ny1   د كه   علاوه بر آن توجه كني   . با فركانس پايه اي مشابهي پريوديك است

[ ]ny23
] پريود 2 ]nx بنابراين. را دارد[ ]ny   بايستي از نهايي هاي مختلطي تشكيل شده باشد كـه در 
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[ ]nx   اين مطلب خاصيت تابع اصلي سيستم   .  حضور ندارندLTI   بنـابراين سيـستم   .  را نقض مي كنـد

  . باشدLTIد نمي توان

................................................................................................................................................................

)3,61 (LTI  كه روشهاي تحليل فوريه به اين خاطر در بررسي سيستمهاي   
ن مهـم    پيوسته در زماديديم

 كه نماييهاي مختلط متناوب توابع ويژه سيستمهاي   

در ايـن مـسئله مـي خـواهيم ايـن   .  هستند LTIاند

LTI: گزاره را اثبات كنيم     توابع ويژه ديگري هم دارند، ولي توابع نمـايي   هر چند بعضي از سيستمهاي   

ختلط تنها توابعي اند كه تابع ويژه تمام سيستمهاي 

LTIم

  . هستند

LTIتوابع) الف(  سيستم   
 داراي پاسخ ضربه    ويژه

( ) ( )tth δ=   مقادير ويـژه متنـاظر بـا هـر   .  را بيابيد

  .تابع ويژه را بيابيد

) با پاسخ ضربه   LTIيك سيستم   ) ب( ) ( )Ttth −= δ   در نظر بگيريـد سـيگنالي پيـدا كنيـد كـه بـه 
st همچنين دو تابع ويژه ديگر با مقدار   .  باشد 1ن سيستم با مقدار ويژه    نباشد، ولي تابع ويژه اي   eشكل   

ويژه   
2

1
مي توانيد قطارهاي ضربه اي پيدا كنيد كه   : راهنمايي. ( پيدا كنيد كه نمايي مختلط نباشد   2 و و   

  .)شرايط لازم را ارضا كنند

) پايدار با پاسـخ ضـربه   LTIيك سيستم   ) ج( )th   نـشان دهيـد كـه   .  حقيقـي و زوج در نظـر بگيريـد

tωcos و tωsinتوابع ويژه اين سيستم اند .  

) با پاسخ ضربه   LTIيك سيستم   ) د( ) ( )tuth )فرض كنيـد   .  در نظر بگيريد   = )tφ   تـابع ويـژه ايـن 

)معادله ديفرانسيلي را كه   .  باشد λر ويژه متناظر   سيستم با مقدا    )tφ   بايد ارضا كند، تعيين و حـل كنـد  .

مسئله بايد بتواند اعتبار گزاره بيـان شـدهدر ابتـداي مـسئله را   ) ج(تا ) الف(اين نتيجه و نتيجه بندهاي   

  .ثابت كند

   :حل

            براي اين سيستم    ) الف(
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( ) ( ) ( )txtstx →→  

  .بنابراين تمام توابع مقدار قبلي خود را حفظ مي كند

  : آمده است1در زير تابع اصلي با مقدار ) ب(

( ) ( )∑ −=
k

kTttx δ  

و تابع اصلي با مقدار ضريب 
2

1  

( ) ( ) ( )∑= − kTttx
k

δ
2

1  

  :از عبارتست 2و تابع اصلي با ضريب 

( ) ( ) ( )∑ −=
k

k
kTttx δ2  

)اگر) ج( )thحقيقي و زوج باشد در اين صورت ( )ωHحقيقي و زوج خواهد بود:  

( ) ( ) tjtj
ejHjHe

ωω ωω →→

  و

( ) ( ) ( ) tjtjtj
ejHejHjHe

ωωω ωωω −−− =−→→  

  :از اين دو حالت مي توانيم اين چنين بحث كنيم كه

[ ] ( ) ( ) tjHjHeet
tjtj ωωωω ωω cos

2
1cos →→+= −  

)بنابراين به طريق مشابه نشان مي دهيم كه   . يك تابع ويژه مي باشد   tωcosابراينبن )tωsin   نيـز يـك 

  .تابع ويژه است
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   :داريم) د(

( ) ( ) ( )ttut λφφ →→  

     :  بنابراين

( ) ( )∫ ∞−
=

t

dt ττφλφ  

  : با مشتقگيري از طرفين تساوي داريم

( ) ( )tt φφλ =′  

  :با مشتقگيري از طرفين تساوي داريم

( ) ( )tt φφλ =′  

)فرض كنيم )
�

� φφ    در اينصورت=

( ) λφφ
t

et
�

=  
...............................................................................................................................................................

3,62( dc  را يكسوي تمـام مـوج كنـيم،   ac اين است كه يك سيگنال   يك روش ساختن منبع تغذيه   

)يعني سيگنال  )txacآن  را از سيستم يعبور دهيم كه خروجي ( ) ( )txty   . باشد=

)شكل موجههاي ورودي و خروجي را بـه ا زاي   ) الف( ) ttx cos=   دوره تنـاوب پايـه   .  رسـم كنيـد

  .ورودي و خروجي را بيابيد

)ضرايب سري فوريه خروجي ) ب( )tyرا به ازاي ورودي ( ) ttx cos=بيابيد .  

   سيگنال خروجي چقدرست؟dc سيگنال ورودي چقدرست؟ دامنه مؤلفهdcمنه مؤلفهدا) ج(
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   : حل

. π=Tپريود اصلي خروجي نيز عبارت اسـت از   . π2=Tپريود اصلي ورود برابر است با   ) الف (

  . نمايش داده شده اندS3,62سيگنالها در شكل 

    : خروجي برابر است باضرايب FS) ب(

( )
( )241

12

k
b

k

k
−

−
=

π
 

  

  

  

  S3,62شكل 

−− ورودي برابرDCجزء ) ج(  خروجيDCو جزء . است�
π

  .  مي باشد2

...............................................................................................................................................................

 اعمـال شـده   LTIفرض كنيد كه يك سيگنال متناوب پيوسته در زمـان بـه ورودي يـك سـيتم   ) 3,63

  .نمايش سري فوريه سيگنال به صورت زيرست. است

( ) ( )∑
∞

−∞=

=
k

tjkk
eatx

4/π  

   است، و پاسخ فركانسي سيستم عبارت است از1 و 0 يك عدد حقيقي بين aكه در آن

( )
w

w
jH

>

≤





=
ω

ω
ω

,

,1

�
 

π π2

( )ty
( )tx

π2

-١  

١

٠  

...
[ ]tωcos

t 
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W   انـرژي   % 90 بايد حداقل چقدر باشد تا انرژي متوسط در هر دوره تناوب خروجي سيـستم حـداقل

)متوسط در هر دوره تناوب )tx باشد.  

  :حل

  : هر دوره تناوب برابر است باتوان متوسط

( ) ∑ ∑∫ −

+
===

k k

k

k
T a

a
aadttx

T 2

2
222

1

11  

Nرا طوري مي خواهيم كه :  

2

21

1

2

1

1
9.

∝−

∝+
=∑

−

+−

�

N

N

ka  

  كه بيان مي كند

2

2

2

22

1

1

1

221

∝−

∝+
=

∝−

+− aa
N

 

      :   حل

[ ]
a

a
N

log2

95.45.1log 2
�+

=  

 و

( )
4

1

4

π
ω

π −
<

N
N

N  

...............................................................................................................................................................
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3,64( LTI   در .  اسـت در اين فصل ديديم كه مفهوم تابع ويژه، ابزار بسيار مهمي در مطالعه سيستمهاي

چنـين سيـستمي بـا ورودي   . تمورد سيستمهاي خطي، ولي تغييرپذير با زمان نيز اين حرف درست اس   

( )tx و خروجي ( )tyسيگنال .  در نظر بگيريد( )tφرا تابع ويژه سيستم مي ناميم اگر    

( ) ( )tt λφφ →  

)يعني اگر به ازاي    ) ( )ttx φ=   داشته باشيم ( ) ( )tty λφ=   كه در آن ،λ   يك ثابت مختلط اسـت و 

)مقدار  ويژه متناظر با  )tφناميده مي شود .  

)فرض كنيد مي توانيم ورودي   ) الف( )tx   سيستم فوق را به صورت تركيب خطي توابع ويژه ( )tkφ ،

   نمايش دهيم؛ يعنيkλتناظر با مقدار ويژه م

( ) ( )∑
∞

−∞=

=
k

kk tctx φ  

)خروجي  )ty سيستم را بر حسب { }kc ،( ){ }tkφو ،{ }kλ بيان كنيد.  

   استفرض كنيد سيستمي با معادله ديفرانسيل زير توصيف شده) ب(

( ) ( ) ( )
dt

tdx
t

dt

txd
tty +=

2

2
2

  آيا اين سيستم خطي است؟ آيا اين سيستم تغييرناپذير با زمان است؟

  نشان دهيد كه مجموعه توابع زير) ج(

( ) k

k tt =φ  

) متناظر با هر kλمقدار ويژه . هستند) ب(توابع ويژه سيستم بند  )tkφ پيدا كنيد را.  

  .خروجي سيستم فوق را به ازاي ورودي زير بيابيد) د(
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( ) π+++= − 410

2

1
310 ttttx  

  :حل

  :بسته به خاصيت خطي پذيري، داريم) الف(

( ) ( )∑=
k

kkk tcty φλ  

  :فرض كنيد) ب(

( ) ( )tytx 22 → )  و  ) ( )tytx 11 →  

  :و نيز فرض كنيد

( ) ( ) ( ) ( )tytbxtaxtx 3213 →+=  

  : ر اين صورتد

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( )tbyty

txbtxattxbtxatty

21

2121

2

3

+=∝

′+′+′′+′′=
 

  .بنابراين سيستم خطي است

:         حال فرض كنيد

( ) ( ) ( )tyttxtx 44 →−=
�

 

  :خواهيم داشت

( ) ( ) ( ) ( )
�

�� tty
dt

ttdx
t

dt

ttxd
tty −≠

−
+

−
=

2

2
2

4  
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  .بنابراين، سيستم تغييرپذير با زمان است

)براي ورودي برحسب) ج( ) k

k tt =φخروجي برابر است با ،:  

( ) ( )tktkty k

k φ22 ==  

)بنابراين )tkφ2 تابع ويژه با مقدار ويژه
kk =λمي باشد.  

    :خروجي برابر است با) د(

( ) 4103 8310 tttty ++= −  
................................................................................................................................................................

)دو تابع  )3,65 )tu و ( )tυ را در فاصله ( )ba    متعامد مي نامند، اگرل,

)    )1-65-3م ( ) ( )∫ =∗
b

a
dtttu �υ  

  .همچنين اگر شرط زير هم برقرار باشد

( ) ( )∫∫ ==
b

a

b

a
dttdttu

22
1 υ  

( )tu و ( )tυ   اگر تمام توابع مجموعـه   .  را بهنجار و آنها را متعامد بهنجاري مي نامند( ){ }tkφ   دو بـه ،

  .مي نامند) متعامد بهنجاري(باشند، اين مجموعه را مجموعه متعامد ) متعامد بهنجار(دو متعامد 

)زوج سيگنالهاي ) الف( )tu و ( )tυ   4 و   0(كـدام يـك در فاصـله   .  را در نظر بگيريـد   65-3 شكل م (

  .متعامدند

tmآيـــا توابـــع ) ب(
�

ωsin و  tn
�

ωsin در فاصـــله ( )( )TT ,/2 �
�
 متعامدنـــد؟ آيـــا =ωπ با

  ند؟متعامد بهنجار
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)را براي توابع ) ب(بند ) ج( )tmφ و ( )tnφزير تكرار نيد .  

( ) [ ]tktk
T

tk ��
ωωφ sincos

1
+=

ــع ) د( ــد كــه مجموعــه تواب ــشان دهي )ن ) tjk

k et �ωφ ــه طــول   =  در هــر فاصــله اي ب
�

ωπ /2=T 

   هم است؟آيا اين مجموعه متعامد بهنجار. متعامدست

)) هـ( )tx   را يك سيگنال دلخواه و( )tx
�

)و )txe   را به ترتيب قسمتهاي فرد و زوج آن فرض كنيـد  .

T دلخواهي، نشان دهيد كه به ازاي هر ( )tx
�

) و  )txe در فاصله ( )TT   .متعامدند−,

)نــــشان دهيــــد اگــــر ) و( ){ }tkφ در فاصــــله ( )ba  يــــك مجموعــــه متعامــــد باشــــد، مجموعــــه ,

) ( ){ }tA kk φ/1كه در آن ،  

( ) dttA
b

a
kk ∫=

2
φ  

  .متعامد بهنجارست

)فرض كنيد   ) ز( ){ }tiφ   در فاصله ( )ba سـيگنالي بـه   .  يك مجموعه سيگنال متعامـد بهنجـار باشـد   ,

  .شكل زير در نظر بگيريد

( ) ( )∑=
i

ii tatx φ  

iaثابتهاي مختلط اند، نشان دهيد كه   

( )∫ ∑=
b

a
i

iadttx
22  

)فرض كنيد   ) ح( ) ( )tt Nφφ ,...,1T t تنها در فاصله     مقداري مخـالف صـر دارنـد و در ايـن   �≥≥

  . با پاسخ ضربه زير فرض كنيدLTI را يك سيستم iL.فاصله متعامد بهنجارند



٢٨٠

)نشاندهيد اگر    )tjφT   بـه ازاي    به اين سيستم اعمال شود، خروجـي در زمـان ji ، و بـه   1 برابـر   =

ji ازاي را ) 2-65-3م (، سيستمي با پاسـخ ضـربه معادلـه   67-2 و 66-2در مسائل .  است 0بر    برا ≠

)فيلتر منطبق سيگنال  )tiφناميديم .  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

  

  

  

  

( )tv

١

-١

١ ٢ ٣ ٤ t 

( )tu

١

-١

١ ٢ ٣ ٤ t 

( )tv( )tu

-٣

٣

١ ٢ ٤  ٣
t 

1 =نمايي با ثابت زماني 

٢١ ٤  ٣

٣-  

٣

1 =نمايي با ثابت زماني 

t 

١ ٢ ٤
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  : حل

  .اورتوگنال نيستند) د(و ) ج(جفتهاي . ارتوگنال هستند) ب(و ) الف(جفتهاي ) الف (

  )توابع متعامد(منظور : اورتوگتال

.نيستند) توابع متعامديكه(اورتگنال هستند اما اورتونرمال ) ب(
�

ω
1=Am   

  .اورتونرمال) ج(

     :داريم) د(

( )
( )[ ]

[ ]
�

��

�
�

�

�

ω

τ

π
ω

τωτω

nm

e
e

dee

nmj
tnmj

jn
Tt

t

jm

−

−
=

−
−

−
+

∫
12  

nmهر گاه  nmو وقتـي  مقدار عبارت فوق برابر صفر است   ≠ =jT .  مـي باشـد    مقـدار آن برابـر   

  .بنابراين توابع اورتوگنال هستند اما اورتونرمال نيستند

  :  داريم) هـ(
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∫
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−
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T
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T
e
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dttxtxtxtx

tetx

22

4
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  :فرض كنيد) و(

( ) ( )

( ) ( )∫ ∫

∫

∗

∗

=
b

a

b

a
k

k

b

a
t

k

k

dttt
Aa

dtt
A

t
A

�

�

�

φφ

φφ

1

11

  

=1 برابـر اسـت بـا   k=�ر و بـراي    صف k≠�كه حاصل عبارت فوق براي   
�A

kA .   بنـابراين توابـع

  .اورتونرمالند

  :داريم) ذ(

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

∑
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∫ ∫
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∝=
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ττφτφ

ττφτ
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dThiTy
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j

∫

∫
∞+

∞−

+∞

∞−

=
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 هدف اين مسئله اين است كه نشان دهيم نمايش سيگنالهاي متناوب دلخواه به صورت سري )3,66

فوريه، يا در حالتي كلي تر به صورت تركيب خطي يك مجموعه تابع متعامد، از لحاظ محاسباتي كار 

  .قريب خوبي از سيگنال به دست مي دهداست و ت

) فرض كنيد  ){ }tiφ، ....,2,1, ±±= �ib ta در فاصله     يك مجموعه متعامد بهنجـاري،   ≥≥

)و    )tx   تقريـب زيـر از سـيگنال   .  يك سيگنال دلخواه است( )txb ta، در فاصـله    ، را در نظـر   ≥≥

  .بگيريد

)    ) 1-66-3م ( ) ( )∑
+

−=

=
N

Ni

iin tatx φˆ  

ia   براي اندازه گيري انحراف بـين   . هستند) و در حالت كلي مختلط   (ها ضريب ثابت( )tx   و تقريـب 

)سري  )txN
)، سيگنال خطاي ˆ )teNزير را تعريف مي كنيم .  

)      ) 2-66-3م ( ) ( ) ( )txtxte NN
ˆ−=  

btانتگرال مجذور دامنه خطا در فاصله 

يك معيار معقول و پركاربرد براي سنجش كيفيت تقريب، انرژي سيگنال خطا در فاصله موردنظر، يعني   

a   : است≥≥

)      )3-66-3م ( )∫=
b

a
N dtteE

2  

  . بايد برگزينيمEدهيد كه براي مينيمم كردن  نشان) الف(

)      )4-66-3م ( ) ( )∫ ∗=
b

a
ii dtttxa φ  
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)،   ia را برحـسب   E،   )3-66-3م   (تـا   ) 1-66-3م   (به كمك معادلات   : راهنمايي[ )tiφ و ( )tx   بيـان 

iii را به صورت قائم   iaسپس   . كنيد jcba  بـه صـورت   ia بيان كرده، ثابت كنيد كه با انتخاب   =+

  ]، روابط زير ارضا مي شوند)4-66-3م (معادله 

Ni
x

E

i

,...,2,, ±==
∂

∂
��= �                 و        

∂

∂

ib

E
  

)اگر ) ب( ){ }tiφ متعامد باشد ولي بهنجار نباشد و   

( )∫=
b

a
ii dttA

2
φ  

)فرض كنيد ) ج( ) tjn

n et �ωφ  و يك فاصله دلخواه به طول   =
��

ωπ /2=T نشان دهيد كه   .  برگزينيد

  . مينيمم مي شودFانتخاب شود، ) 50-3( به صورت معادله iaاگر 

را ) 66-2مـسئله   . (مجموعه توابع والش مجموعه متعامد بهنجاري اسـت كـه كـاربرد زيـادي دارد   ) د(

  ). ببينيد

) مجموعه اي از پنج تابع والش   66-3شكل م    )t
�

φ،( )t1φ ،... ،( )t4φ را نشان مي دهد، مقياس زمان 

)ه   را طوري برگزيده ايم ك    )tiφ   1 در فا ≥≥صله    t�   فـرض كنيـد   .  غيرصفر و متعامـد بهنجـار باشـد

( ) ttx πsin= . تقريبي به صورت زير براي( )txبيابيد .  

( ) ( )∑
=

=
4

ˆ
�i

tiatx φ  

  به نحوي كه مقدار زير مينيمم شود

( ) ( ) dttxtx∫ −
1 2

ˆ
�

). انتخاب شوند ) 4-66-3م   (ها مطابق معادله   iaنشان دهيد كه اگر   ) هـ( )txN
و ) 1-66-3م   ( معادله   ˆ

( )teN متعامدند) 2-66-3م ( معادله.  
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هـاي   ia مستقل از تمـام   iaبسيار مهم اند، زيرا نشان مي دهند هر ضريب   ) ب(و   ) الف(نتايج بندهاي   

jiديگرست، )مـثلاً محاسـبه تقريـب   [بنابراين با افزودن جملات بعـدي بـه تقريـب   .  ≠ )txN 1
ˆ

+[ ،

)ضرايب    )tiφ   ،قبلي N   ، ...،1=i   حال يك نوع بسط ديگر يعني بسط چنـد جملـه   . د، تغيير نمي كنن

t. اي تيلور را در نظر مي گيريم    =++...  بـه شـكل   eبسط نامحدود سري تيلور    !2/1 2
te

t   ،اسـت 

  . ولي چنانچه نشان متفاوتي به دست مي آوريم

)فرض كنيد  ) 1=t
�

φ ،( ) 2

2 tt =φ، ( ) 2

2 tt =φبه همين ترتيب .  

)آيا ) و( )tiφ 1 ها در فاصله≤≤ tمتعامدند�.  

)براي ) ز( ) tetx ≥≥1 در فاصله = tتقريب زير را در نظر بگيريد� ،.  

( ) ( )tatx
���

φ=ˆ  

�
a 1 را به نحوي پيدا كنيد كه انرژي سيگنال خطا در فاصله≤≤ tمينيمم شود� .  

t) ح( taax را با دو جمله، به صورت   eحال مي خواهيم    11
ˆ +=

�
مقادير بهينـه   .  تقريب بزنيم   

�
a   و 

1aراهنمايي. [ بيابيد را :Eرا برحسب 
�

a1 وaيافته، معادلات همزمان زير را حل كنيد [  

�=
∂

∂

1a

E
�و     

�

=
∂

∂

a

E
  

توجه كنيد كه   
�

a   به دست آمده با 
�

a   اگر باز هم تعداد جمـلات تقريـب را زيـاد   . اردتفاوت د ) ز( بند

به اين ترتيب مزيت بسط برحسب توابـع متعامـد روشـن مـي   . كنيم، تمام ضرائب سري تغيير مي كنند   

  .]شود

  

  

  ( )t
�

φ

١

١ t  
١

١

١-  2

1 t 

( )t1φ

)ب()الف(
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  66-3شكل م 

  

  

  

  :حل

  :داريم) الف (

4

1

( )t2φ

١

١-  2

1

4

3 ١ t  

)ج(

4

3

2

1

4

1

١-  

١

)د(

( )t3φ

8

7

8

3

8

1

١-  

١

)هـ(

١
t  

( )t4φ
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( ) ( ) ( ) ( ) dttatxtatxE
N

Nk

k
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N

Nk
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
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φ  

jaibaحال، فرض كنيم   :، داريم=+
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( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫

∫ ∫

∗∗
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−+==
−∂

∂

−+−==
∂

∂

b
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a
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a
iii

i

dttxtjcdttxtj
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E

dttxtbdttxt
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E

φφ
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  :  و جمع با جمله قبلي داريمjبا ضرب معادله آخر در 

( ) ( )∫
∗=+

b

a
cii dtttxjb φ222

  :كه بيان مي كند

( ) ( )∫
∗=

b

a
i dtttxa φ  

  : برابر است باiaدر اين مورد،) ب(

( ) ( )∫
∗=

b

a
i

i

i dtttx
A

a φ
1  

)با انتخاب ) ج( ) dtetx
T

a
tjk

Tb

b
k

�
�

�

ω−
+

∫=
1       

):  ريمدا ) dteatxE
T

N

Nk

ktj

k

2

∫ ∑
−=

−=
�

�ω  

=با قرار دادن  �
∂

∂

ka

Eداريم :  
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( ) dtetx
T

a
T

tjk

k ∫
−=

�

�

�

ω1  

) د(
1

2

π
=

�
a  و     �== 31 aa   و     ( ) π/22122 −=a و     

( ) 





+−=

8
3cos4

8
cos421

4
ππ

πa  

  :داريم) هـ(

( ) ( ) ( )

( ) ( )
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∑ ∑

∑∑ ∫

∑ ∫

∫ ∑∑
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)ارتوگنال نيست زيرا بعنوان مثال ) و( ) ( ) ∫∫ ≠==
1

1

1

1
��

�
�tdtdttt φφ  

)    در اينجا ) ذ( )∫ −== ∗
1

1
�

��
edttea

tφ  

)در اينجا ) خ( ) taatx 1
ˆ +=

�
  ، بنابراين

( )( )dttaaetaaeE
tt

1

1

1 −−−−= ∫ �
�

�
 

با جايگذاري 
1a

E

a

E

∂

∂
==

∂

∂
�

�

  : داريم
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( )
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∑

∑
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n

e
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xbn
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exnbj
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ππ
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2

2
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2
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ntjبا معادل كردن ضرايب
e

π2دو طرف معادله داريم :  

( )
( )xb

k

nj

x

xh
n

n

2

2

2
4π

=
∂

∂

)    با انتخاب ) ن(  ) dtetx
T

a
Tb

b

tjk

k ∫
+

−=
�

�

,1 ω  

      : خواهيم داشت

dteaxtE
T

N

Nk

ktj

k

2

,

∫ ∑
−=

−=
�

ω  

=با قرار دادن  �
∂

∂

ka

Eخواهيم داشت :  

( ) dtetx
T

a
T

tjk

k ∫
−=

�

�

�

ω1

...............................................................................................................................................................

در . در درس گفتيم كه ريشه هاي تحليل فوريه را مي توان در مسائل فيزيك و رياضياتي جست   ) 3,67

در اين مسئله نشان مـي دهـيم كـه چگونـه سـري   . رما بود واقع انگيزه كار فوريه بررسي مسئله نفوذ گ   

  .فوريه در تحقيق راجع به اين مسئله مورد استفاده قرار مي گيرد
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فرض كنيد مي خواهيم داي عمق معيني از زمين را برحسب زمان پيدا كنيم، فـرض مـي كنـيم دمـا در   

)سطح زمين تابع معلومي از زمان،    )tT واحـد زمـان   . ( متناوب اسـت   1تابع با دوره تناوب   اين   .  است

)). يك سال است )txT   . نشان مي دهدt زير سطح را در زمان x دماي عمق ,

  .اين تابع از معادله نفوذ گرما تبعيت مي كند

    )1-67-3م (
( ) ( )

2

2
2 ,

2

1,

x

txT
k

t

txT

∂

∂
=

∂

∂
  

  و شرط كمكي آن عبارت است از

)      )2-67-3م ( ) ( )tTtT =,�  

K   ثابت نفوذ گرماي زمين است �>k   فرض كنيد ( )tT   را به صورت سري فـوري زيـر بـسط داده 

  .ايم

)      )2-67-3م ( ) ∑
+∞

−∞=

=
n

tin

neatT
π2  

)همچنين  )txT ,x را نيز برحسب  در عمق معين tبسط مي دهيم .  

)      ) 4-67-3م ( ) ( )∑
+∞

−∞=

=
n

tin

n exbtxT
π2,  

)ضراب سري فوريه  )xbn تابعي از عمق xهستند .  

)نشان دهيد كه   ) 14-67-3(تا   ) 1-67-3م   (به كمك معادلات   ) الف( )xbn   معادله ديفرانـسيل زيـر را 

  .ارضا مي كند

      ) الف5-67-3م (
( )

( )xb
k

jn

dx

xdd
n

n

2

2
4π

=  
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  ي آن عبارت است ازو شرط كمك

)      ) ب5-67-3م ( ) nn ab =�  

بـر   . يك معادله درجه دوم است، شرط مـرزي ديگـري نيـز لازم داريـم   )  الف 5-67-3م   (چون معادله   

اساس استدلالهاي فيزيكي مي توان گفت كه تغييرات دماي سطح زمين بـر دمـاي اعمـاق زمـين اثـري   

  يعني. ندارد

)      ) ج5-67-3م ( ) حدثابت =
∞→

txT
x

,  

  .به صورت زيرست) 5-67-3م (نشاندهيد كه جواب معادله ) ب(

( )
( )[ ]
( )[ ] �

�

≤

≥








−−

+−
=

n

n

kxjna

kxja
xb

n

n

n

,/12exp

,/12exp

π

ππ

  .، صورتهاي ميرا شده و تغيير فاز يافته نوسانات دماي سطح استxبنابراين نوسانات دما در عمق ) ج(

  .براي اين كه موضوع روشنتر شود فرض كنيد

( ) π2sin1aatT +=
�

 

)
�

aميانگين دماي سالانه است  .(( )tTو ( )txT    را در يك دوره تناوب يكساله، به ازاي,

2

π
kx =  

=2فرض كنيد كه . رسم كنيد
�

a 11 و =a .يرات دما هم به شدت دقت كنيد كه در اين عمق تغي

ميرا شده و هم تغيير فاز پيدا كرده است، به نحوي كه در زمستان گرمترين و در تابستان سردترين 

  .دليل ساختن انبارهاي غله زيرزميني، همين است. مقدار خود را دارد
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  :حل

  :داريم) p3,61-4(و ) p3,67-1(از معادله ) الف( 

( ) ( )
∑∑
+∞

−∞=

∞

−∞= ∂

∂
=

n

ntjnntj

n

xnbj
e

x

xb
kee n πππ 2

2

2
222

2

1  

ntjي ضرايببا معادلساز
e

π2در دو طرف معادله، داريم :  

( )
( )xb

k

nj

x

xb
n

n

2

2

2
4π

=
∂

∂
 

2چون) ب(
2 4

k
jn

S
π=؛ بنابراين  

k

en
S

j
42

π

π
±=  

  n<�براي 

( )
k

jn
S

+
=

12π
 

  .كه يك جواب پايدار است

     n>�و براي 
( )( )

k

jn
S

−
−=

12π
  

)همچنين . كه اين نيز جوابي پايدار مي باشد ) nnb    و �=

( )
( )

( )( ) �

�

<

>







=

−−

+−

n

n

ea

ea
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k
xjn

n

k
xjn

n

n
12

12

π

π
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=2)ج(
�

b و ( ) ( )πj
ejb

+−= 1

1 2
)  و   1 )πj

e
j

b
−−

− 




−= 1

1 2
1  

( )πππ π −+=




 −

tetkT 2sin2,
2

 

  .فاز معكوس شده است

مطابق شكل، اين منحني را مي توان اثر نـوك يـك   .  را در نظر بگيريد   68-3ل م    مسير بسته شك   )3,68

). بردار چرخان داراي طول متغير در نظر رفت    )θrطول بردار بر حسب زاويه θپـس   .  نشان مي دهد

( )θr   با دوره π2 ضـرايب سـري فوريـه تـابع   . وب است و بنابراين سري فوريـه دارد    متنا( )θr را 

{ }kaفرض كنيد .  

)تصوير بردار   ) الف( )θr   بر محور xرا مطابق شكل ( )θxضرايب سري فوريـه   .  بناميد( )θxـ  ر  را ب

  . پيدا كنيدkaحسب مقادير 

  .رشته ضرايب زير را در نظر بگيريد) ب(

4/πjk

kk eab =  

  .مسير متناظر با اين ضرايب را در صفحه رسم كنيد

  .را به ازاي ضرايب زير تكرار كنيد) ب(بند ) ج(

[ ]kab kk δ=  

) براي آنها مسيرهايي در صفحه رسم كنيد كه) د( )θrغير ثابت بوده، خواص زير را داشته باشد .  

i) (( )θrزوج باشد .  

)ii ( دوره تناوب پايه آنπباشد .  
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)iii ( دوره تناوب پايه آن
2

π
  . باشد

  

  

    

  68-3شكل م 

  :حل

)الف(   

( ) ( )

( ) ( ) θθ θθ

θθθ

jj
erer

rx

−+=

=

2
1

2

1

cos

 

)اگر  ) ∑
∞

−∞=

=
n

j

kebx
θθ باشد در اينصورت ( ) ( ) ( )11 2

1
2

1
−+ +∝= kkk ab  

)) ب( ) bkx
FS→←θ   در اين حالت ( ) ( )

4
πθθ += rx .   طرح كلي در شكلS3,68   به نمـايش 

  .درآمده است

) ج(
��

ab بنابراين شكل آن يك داريره به شعاع   . ست صفر ا   kb پايه ي   =
�

a   چنانكـه در   .  خواهد بود

  : نشان داده شده استS3,68شكل 

)) ) (iد( ) ( )θθ −= rr زوج، شكل در S3,68آمده است .  

)ii (( ) ( )θπθ rkr   . آمده استS3,68 شكل در +=

( )θr

-١

-١

١

θ

( )θx ١
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)iii (( ) ( )−=+ θπθ rkr
2

  . آمده استS3,68ل در شك. 

................................................................................................................................................................

 را در نظر مـي   66-3 و 65-3 در اين مسئله همتاي گسست در زمان مفاهيم بيان شده در مسائل   )3,69

]مشابه حالـت پيوسـته در زمـان دو سـيگنال گسـسته در زمـان   . گيريم ]nmφ و [ ]nkφ   را در فاصـله 

)2N ،1N (متعامد مي ناميم.  

  اگر 

[ ] [ ]
mk

mkA
nn

k

m

N

Nn

k
≠

=





=∗

=

∑
,

,2

1
�

φφ )1-69-3م (                  

  . باشد، سيگنالها را متعامد بهنجار مي ناميم1 هر دو mA وkAاگر مقدار 

  :سيگنالهاي زير را در نظر بگيريد) الف(

[ ] [ ] Nkknnk ±±±=−= ,...,2,1,, �δφ

)نشان دهيد كه اين سيگنالهاي در فاصله )NN   . متعامد بهنجارند−,

  دهيد كه سيگنالهاينشان) ب(

[ ] ( ) 1,...,1,,/2 −== Nken
nNjk

k �
πφ

  . متعامدندNدر هر فاصله اي به طول 

  نشان دهيد اگر) ج(

[ ] [ ]∑
=

=
M

i

ii nanx
1

φ  
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]و  ]niφ روي فاصله ( )21, NNمتعامد باشد، آنگاه   

[ ] i

M

i

i

N

Nn

Aanx ∑∑
==

=
1

2

2
2

1

]سيگنالهاي   ) د( ]niφ   با ،Mi ) را كه در فاصـله   =�,1,..., )21, NN   متعامدنـد، در نظـر بگيريـد  .

[ ]nx   سيگنال دلخواهي است كه مي خواهيم آن را به صـورت تركيـب خطـي [ ]niφ   تقريـب بـزنيم؛ 

  يعني

[ ] [ ]∑
=

=
M

i

ii nanx
�

φˆ  

  . ضرائب ثابت اند، فرض كنيدiaكه در آن 

[ ] [ ] [ ]nxnxne ˆ−=  

  نشاندهيد براي مينيمم كردن

[ ]∑
=

=
2

1

2
N

Nn

neE  

   را به صورت زير برگزينيمiaبايد

]      )2-69-3م ( ] [ ]∑
=

∗=
2

1

1 N

Nn

i

i

i nnx
A

a φ   

]،   ia را برحسب   E 66-3مانند مسئله   : راهنمايي[ ]niφ ،iA و [ ]nx   ،بيان كـرده ia   را بـه صـورت 

ii jcb  ارضا مي   روابط زير را   . برگزيده شود ) 2-69-3م   ( مطابق معادله   iaنشاندهيد اگر   .  بنويسيد +

  .كند
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�� =
∂

∂
=

∂

∂

i

E

i cb

E
  

]توجه كنيد كه اگر    ]niφ   ب( به صورت بند (   باشد، به كار بردن اين نتيجهka   معادله )را نتيجه ) 95-3

  .] مي دهد

]را به زاويه) د(نتيجه بند ) هـ( ]niφ ضرائببه كار بريد و) الف( بند ia را برحسب [ ]nxبيابيد  .  

  :حل

 )الف(
[ ] [ ]

[ ] [ ]∑

∑

−=

−=

∗

−−=
N

Nn

N

Nn

kk

mnkn

nn

δδ

φφ

 

mkكه براي  mkو براي) 1( برابر يك =   .بنابراين اورتوگنال است. ، صفر است≠

  :داريم) ب(

[ ] [ ]

( ) ( )
( )

( )( ) mk

mk

Ne

e
e

nn

mk
N

j

mkj
mkr

N
j

Nr
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mk

=

≠



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


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−
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−
−

−+

=

∗∑
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ππ
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2
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1
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  .ين اورتوگنال خواهد بودبنابرا

  

  

  -١

-١

١

١-  

�
a

�
a−

�
a−

�
a

)الف(
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  S3,68شكل 

  : داريم) ج(

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ]∑ ∑∑

∑∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑∑

= =

∗

= = = =

∗∗∗

= = =

∗∗
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=−=
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∝=
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i
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Nn

ikkki
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i
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nnanx
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1

2

1

1 1
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2

2

1
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1

2

1
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1

δ

φφφ

φφ

ciii:فرض بفرمائيد) د( jba   : در اينصورت=+

)ب(

d-iiid-iid-i  
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[ ] ( ) [ ] ( ) [ ]

[ ] ( ) [ ]∑ ∑

∑ ∑ ∑∑

−= =

∗

= = =
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+−++=
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1
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1 1
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i

icii

N

Nn
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icii
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njbnx

njbnxAcbnxE

φ

φ

 

=حال با قرار دادن �
∂

∂

b

Eداريم  :  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]{ }

[ ] [ ]








=





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  :به طور مشابه

[ ] [ ]








= ∑
=

∗
2

1

Im
1 N

Nn

i

i

i nnx
A

c φ  

  :بنابراين

[ ] [ ]nnx
A

jba i

N

Nni

ciii

∗

=

∑=+= φ
2

1

1
 

]) هـ( ] [ ]1−= nni δφدر اينصورت  :  

[ ] [ ] [ ]ixinnxa
N

Nn

i =−= ∑
=

δ
2

1

 

در اين مسئله تعريف سري فوريه دو بعدي براي سيگنالهاي داراي دو متغير متسقل را در   ) الف() 3,70

)سيگنال . نظر مي گيريم )21,ttx را در نظر بگيريد كه معادله زير را برآورده مي كند.  
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12براي هر  , tt     ( ) ( )221121 ,, TtTtxttx ++=  

ايـن   .  اسـت 2Tداراي دوره تنـاوب   2t و در جهـت   1T داراي دوره تنـاوب   1tاين سيگنال در جهـت   

  .سيگنال نمايش سري فوريه اي به صورت زير دارد

  

  

  

  

  

  

  

  

  70-3شكل م 

( ) ( )∑ ∑
+∞

−∞=

+∞

−∞=

+
n m

mn tnmtmeattx 221121, ωω  

2211 /2,/2 TT πωπω ==  

mna را برحسب ( )21,ttبيان كنيد .  

  .يد را براي سيگنالهاي زير بيابmnaضرايب ) ب(

� � ���

�����

…

…

…

…

…

…

…

…

2/2T−

2T−

2/3 2T−

2/3 1T− 1T− 2/1T− 2/1T 1T 2/3 1T−
1t

2/2T

2T

2/3 2T

22T
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i) (( )21 22cos tt +π  

)ii ( 70-3سيگنال شكل م  

  :حل

  :داريم) الف(

( )∫ ∫
−−=

1
22

2
11

2121

21

,
1 T

tjn
T

tjm

mn dtdteettx
TT

a
� �

ωω

      π=2T   و   i) ( (1=Tب(
2

1
11 =a1 12,1    و      =−−a   ــفر ــرايب ص ــام ض ــدار تم  مق

  .خواهد بود

)ii (    در اينجا    ( ) nmفرد
mnnamn

,1
2







=
�

  

................................................................................................................................................................

) معادله ديفرانسيلي كه سرعت   . را در نظر بگيريد   71-3سيستم مكانيكي شكل م   ) الف() 3,71 )tυ   را 

)به نيروي ورودي  )tfربط مي دهد عبارت است از   

( ) ( ) ( )∫ =+ tfdttvktBv

  

  

  71-3شكل م 

  

ساير نقاط

( )tf

( )tv

B

k
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)خروجي را   ) الف( )tf s   كننـده   ، يعني نيروي فشرده كننده فنر فرض كنيد، معادله ديفرانـسيل مـرتبط

( )tf x   و  ( )tfپاسخ فركانسي سيستم را بيابيد و توضيح دهيد كه چـرا پاسـخ فركانـسي   .  را بنويسيد

  .مثل فيلتر پايين گذرست

)خروجي   ) ب( )tfd   معادلـه ديفرانـسيل مـرتبط كننـده   . ، يعني نيروي وارد بر ضربه گير فـرض كنيـد

( )tfd   و ( )tf   پاسه فركانسي سيستم را بيابيد، و نـشان دهيـد كـه تقريبـي از فيلتـر بـالا   .  را بنويسيد

  .گذرست

  : حل

)معادله ديفرانسيل) الف( )tf و ( )tf sعبارتست از :  

( )
( ) ( )tftf

dt

tdf

K

B
s

s =+  

)،   ω=�د كه براي   توجه كني  ) 1=ωjH   و براي ∞→ω   ،( ) �=ωjH   بنابراين سيستم تقريبي ،

  .از يك فيلتر پائين گذراست

)معادله ديفرانسيل) ب( )tfdو ( )tfعبارتست از:  

( )
( ) ( )

dt

tdf
tf

B

k

dt

tdf
d

d =+  

  :پاسخ فركانسي سيستم به سادگي از رابطه زير بدست مي آيد

( )
( )Bkj

j
jH

/+
=

ω

ω
ω  

)،   ω=�توجه كنيد كه براي    ) �=ωjH   و براي ∞→ω،( ) 1=ωjH .   بنابراين سيستم تقريبـي

  .از يك فيلتر بالا گذراست



٣٠٣

  :فصل چهارم

  :تبديل فوريه پيوسته در زمان

  :، تبديل فوريه سيگنالهاي زير را بيابيد)9-4(با استفاده از معادله تجزيه تبديل فوريه، معادله ) 4,1

)) الف( ) ( )112 −−− tut
e      

12) ب( −− t
e  

  .اندازه تبديل فوريه را رسم و مقدار گذاري كنيد

  :حل

)نيد   فرض ك ) الف( ) ( ) ( )112 −= −− tuetx t   در اينصورت تبديل فوريه ( )ωjx براي ( )tx   عبارتـست 

  :از

( ) ( ) ( )

( )

ω

ω

ω

ω

ω

j

e

dtee

etuejx

j

tjt

tjt

+
=

=

−=

−

∞
−−−

+∞

∞−

−−−

∫

∫

2

1

1

12

12

 

( )ωjx نمايش داده شده است4,1.ح در شكل .  

)فرض كنيد ) ب( ) 12 −= tetxكه تبديل فوريه ( )ωjxعبارتست از :  

( ) ( )

( ) ( )

2

1

1212

12

4

4

22 ωωω

ω

ωωω

ωω

ω

+
=

−
+

+
=

+=

=

−−−

∞

∞−

−−−−−

−
+∞

∞−

−−

∫ ∫

∫

jjj

i
tjttjt

tjt

e

j

e

j

e

dteedtee

dteejx
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)توجه گردد كه از تعريف قدر مطلق داريم   ( )
( )
( )

( )
( )




≤

≥

−
=

�

�

tx

tx

tx

tx
tx 1 بنابراين−t   را به صورت 

زيــــــر مـــــي تــــــوان نوشـــــت 




<

≥

−

−
=−

1

1

1

1
1

t

t

t

t
t   يعنـــــي بــــــه عبـــــارت ديگـــــر  

( ) ( )( ( ) ( )tuttutt −−+−−=− 11111 ( )ωjx . در شكلS4,1نمايش داده شده است .  

  

  

  

  

  

  4,1حشكل 

................................................................................................................................................................

  :، تبديل فوريه سيگنالهاي زير را بيابيد)9-4(دله تجزيه فوريه، معادله با استفاده از معا) 4,2

)) الف( ) ( )112 −−− tue t      

12) ب( −− t
e  

  .اندازه تبديل فوريه را رسم و مقدارگذاري كنيد

  :حل

2
1

٠  ω  

( )ωjx

)الف(

ω  

٢

٠  

( )ωjx



٣٠٥

( )ωjx2

π− ٠ π π2

)فرض كنيد ) الف( ) ( ) ( )111 −++= tttx δδ   بنابراين تبديل فوريه ،( )tx   كـه برابـر اسـت بـا  

( )ωjx1؛ عبارتست از:  

( ) ( ) ( )[ ]

ω

δδω

ωω

ω

cos2

111

=+=

−++=

−

+∞

∞−

−

∫
jj

tj

ee

dtettjx

( )ωjx1 ترسيم شده است4,2ح در شكل .  

)سيگنال ) ب( ) ( ) ( )222 −+−−= tututxكه به صورت زير نشان داده شده است، بديهيست :  

( ) ( ){ } ( ) ( )2222 +−−=−+−− tttutu
dt

d
δδ  

    : بنابراين

( ) ( ) ( )[ ]

( )ω

δδω

ωω

ω

2sin2

22

22

2

jee

dtettjx

jj

tj

−=−=

+−−=

−

−
+∞

∞−∫  

( )ωjx2 آمده است4,2ح در شكل .  

  

  4,2حشكل 

  

  

  :تبديل فوريه هر يك از سيگنالهاي متناوب زير را بيابيد )4,3

ω

( )ωjx2

2
π

2
3π

2
π−

2
3π−

)الف(
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) الف(







+

4
2sin

π
π    )ب  (








++

8
6cos1

π
π  

  .اندازه تبديل فوريه را رسم و مقدارگذاري كنيد

  :حل

)لسيگنا) الف ( ) ( )
4

2sin1
ππ += ttx 1 با پريود پايه=Tمتناوب مي باشد .  

πωكه منجر به فركانس پايه    2=
�

ضرايب غير صفر سري فوري اين سـيگنال بـه صـورت   .   مي شود

  :زير قابل بيان مي باشد

( ) ( ) ( )

tj
j

tjj

tjtj

ee
j

ee
j

ee
j

tx

π
π

π
π

ππππ

2424

4
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−
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
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)بنابراين، ضرايب غيرصفر سري فوريه )tx1عبارتند از  :  













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−
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24
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1
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  مي دانيم كه براي سيگنالهاي متناوب تبديل فوريه شامل قطارهاي ضـربه اي اسـت كـه   4,2از قسمت   

در نقاط   
�

ωk   بعلاوه ناحيه ي هر ضـربه   .  رخ مي دهندπ2   ضـرايب سـري   ) در حـوزه زمـان   ( برابـر

)بنابراين براي .  مي باشدkaفوريه )tx1 تبديل فوريه متناظر ،( )ωjx1به صورت زير بيان مي شود :  
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( ) ( ) ( )

( ) ( )πωδππωδπ

ωωδπωωδπω
ππ

22

22

44

11

+




−−





=

−+−=
−

−

jj

e
j

e
j

aajx
��

 

)سيگنال) ب( ) ( )
6

6cos12
ππ ++= ttx   با پريود 

3
1=T   ست كه منجـر بـه فركـانس     متناوب ا

πωپايه  6=
�

  :ضرايب غير صفر سري فوريه اين سينال به صورت زير بدست مي آيد.  مي شود

( ) ( ) ( )

8668

8
6

8
6

2

4

1

2
11

2
11

π
ππ

π

ππππ

j
tjtj

j

tjtj

eeee

eetx

−

+−+

++=






 ++=

  : غير صفر عبارتند ازFSبنابراين ضرايب 

tj
j

tj
j

eea

eeaa

π
π

π
π

68
1

68
1

2
1

2
1,1

−

− =

==
�

 

فوريه شامل قطارهاي ضـربه اي مـي باشـد    مي دانيم كه براي سيگنالهاي متناوب، تبديل   4,2از قسمت   

كه در نقاط   
�

ωk   بعلاوه ناحيه زير هر ضربه   .  رخ مي دهندπ2   برابـر ضـرايب تبـديل فوريـه ka   مـي 

  .باشد

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )πωδπππδπωπδ

ωωδπωωδπωδπω
ππ

662

222

88

112

++−+=

++−+=
−

−

jj

ee

aaajx
���

 

...............................................................................................................................................................

  :ر بريدا به كرابراي تعيين عكس تبديل فوريه هاي زير) 8-4(معادله تركيب تبديل فوريه، معادله  )4,4

)) الف( ) ( ) ( ) ( )πωπδπωπδωπδ 4421 ++−+=jX  
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)) ب( )
2

2

2

,

,2

,2

2

>

<≤−

≤≤









−=

ω

ω

ω

ω �

�

�

jX  

  :حل

  :براي تبديل فوريه معكوس داريم) الف(

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( )[ ]

( ) ( ) ( )tee

eee

dtetx

tjtj

tjtjtj

tj

π

πππ
π

πωπδπωπδ
π

ππ

ππ

ω

4cos1
2

1
2

11

2
2

1

42
2

1

44

44

1

+=++=

++=

+++=

−

−

+∞

∞−∫
�  

  :تبديل فوريه معكوس عبارتست از) ب(

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )ttj

jt
e

jt
e

dtede

dejxtx

tjtj

tjtj

tj

π

ππ

π
ω

π

ωω
π

ωω

ω

2

22

2

2

22

sin4

11

2
2

12
2

1

2
1

−=

−−−=

−+=

=

−

−

∞

∞−

∫∫

∫
�

�  

...............................................................................................................................................................

ــه    4,5)  ــه، معادل ــديل فوري ــب تب ــه تركي ــه   ) 8-4(معادل ــديل فوري ــس تب ــين عك ــراي تعي را ب

( ) ( )ωω jXj
ejX
  : به كار بريد كه در آن�

( ) ( ) ( ){ }

( ) πωω

ωωω

+−=

−−+=

2

3

332

jX

uujX

�

) را بيابيد كه به ازاي آنها tبا استفاده از جواب به دست آمده مقاديري از  ) �=tx.  

  :حل
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    :  با استفاده از اطلاعات داده شده

( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }

( )
( )[ ]

2
33sin

2
3

2

2
2

1

2
1

2
1

3

3

2

3

−
−

−
=

=

=

=

∫

∫

∫

−

+−

∞+

∞−

+∞

∞−

t
t

dtee

dejxejx

dtuejxtx

tj

tjic

tj

π

π

ωωω
π

ω

ω
πω

ω

ω

 

)سيگنال )tx   وقتي كه ( )
2

33 −t   حاصلضرب يك عـدد غيـر صـفر صـحيح در π   باشـد، صـفر 

  .خواهد بود

  :كه در نتيجه

�≠∈+= kzkfor
k

t ,,
2

3
2

π  

................................................................................................................................................................

)با فرض اين كه    )4,6 )tx   داراي تبديل فوريه ( )ωjX   ديل فوريه سيگنالهاي زيـر را بـر    است، تب

)حسب )ωjXاستفاده كنيد1-4از خواص تبديل فوريه مدرج در جدول .  بيابيد .  

)) الف( ) ( ) ( )txtxtx −−+−= 111   

)) ب( ) ( )632 −= txtx  

)) ج( ) ( )1
2

2

3 −= tx
dt

d
tx  

  :حل

  : براي حل اين مسئله فرض مي كنيم كه

( ) ( )ωjxtx
FT

1→←  
  :داريم) 4,35بخش (با استفاده از خاصيت معكوس زماني ) الف(

( ) ( )ωjxtx
FT −→←−  

  : اين مسأله خواهيم داشتدر.)  را ببينيد4,3,2(با استفاده از خاصيت شيفت زماني 



٣١٠

( ) ( )ωω jxetx tjFT −→←−− )  و 1 ) ( )ωω jxetx tjFT −→←+− −1  

)FT←تبديل فوريه (  

  نابراينب

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ωω

ωω ωω

cos2

111

jx

jxejxetxtxtx

FT

tjtjFT

−→←

−+−→←−−++−= −

 

  .)  استشدهدر اين قسمت از خاصيت خطي بودن تبديل فوريه استفاده (

  :داريم)  را ببينيد4,3,5(با استفاده از خاصيت اسكيل در زمان ) ب(

( ) 







→←

3 3
13

ω
jxtx

FT  

  :با استفاده از خاصيت شيفت زماني در اين قسمت داريم

( ) ( )( ) ( )
33

123 2

2
ωω

jxetxtx
jFT −→←−=

  :داريم...)  را ببينيد 4,3,4(با استفاده از خاصيت ديفرانسيل در حوزه زمان ) ج(

( ) ( )ωω jxj
dt

tdx T→←  

  :وباره اين خاصيت، خواهيم داشتدبا بكارگيري 

( ) ( )ωω jx
dt

txd FT 2

2

2

−→←  

  :حال مجدداً در اين قسمت نيز با استفاده از خاصيت شيفت زماني، داريم

( ) ( ) ( ) tjFT
ejx

dt

txd
tx

ωωω −−→←
−

= 2

2

2

3

1  

................................................................................................................................................................

 تعيين كنيد كه سيگنال حـوزه زمـان   1-4با استفاده از خواص تبديل فوريه مندرج در جدول    )4,7

تناظر با 
i تبديلهاي داده شده   م

iiحقيقي است، موهومي است، با هيچكدام، و   ) (

زوج است، فردست،   ) (

  .براي جواب دادن، عكس تبديل فوريه را حساب نكنيد. يا هيچكدام

) الف(

( ) ( ) ( )21 −−= ωωω uujX  

) ب( ( ) ( ) 







=

2
sincos2

ω
ωωjX  
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) ج( ( ) ( ) ( )ωωω iB
eaJx =3 ) كه در آن ) ( ) ωωω /2sin=A ) و  )

2
2

π
ωω +=B  

) د( ( ) ∑ 







−








−∞== ∞

42

1 π
ωδω

k
kjX

k

 

  :حل

)بدليل اينكه ) الف ( )ωjx1   متقارن مزدوج نيست، سيگنال متناظر ( )tx1بـدليل   .  حقيقي نمي باشد

)اينكه  )ωjx1زوج بوده و فرد نيست، سيگنال متناظر ( )tx1نيز زوج مي باشد و فرد نيست .  

بنابراين مـي   . تبديل فوريه سيگنالهاي حقيقي و فرد بطور خالص موهومي و مردمي مي باشند   ) ب(

. توانيم نتيجه بگيريم كـه تبـديل فوريـه يـك سـيگنال فـرد و موهـومي خـالص حقيقـي و فـرد اسـت   

)چون )ωjx2موهومي خالص و فرد است .  

)فرض كنيد سيگنال   ) ج( )ty3   كه اندازه تبديل فوريه آن ( ) ( )ωω AjY  مفروض است و فاز   3=

)تبــــديل فوريــــه آن عبارتــــست از ){ } ωω 23 =∆ jY .بــــدليل اينكــــه( ) ( )ωω jYjY 33  و −=

( ){ } ( ){ }ωω jYjY −∆−=∆ ) مي توانيم نتيجه بگيريم كه   33 )ty3   را   4,3,3جـدول   . ( حقيقي است 

  ).ببينيد

)حال فرض كنيد تبديل فوريه سيگنال    )tx3   به صـورت ( ) ( ) ( )ωωω
π

jjYejYjx
j

3
2

33 == 

  .باشد

)با استفاده از نتيجه پاراگراف قبلي و خاصيت خطي تبديل فوريه مي توان نتيجه گرفـت كـه    )tx3 

)چون تبديل فوريه   . ومي باشد حتماً بايستي موه    )ωjx3   به صورت خـالص موهـومي بـوده و حقيقـي 

)بنابراين سيگنال. خالص نيست )tx3نه فرد است و نه زوج .  

)بدليل اينكه) د( )ωjx4هم زوج و هم حقيقي است، سيگنال متناظر ( )tx4 و حقيقي است زوج.  

................................................................................................................................................................

  .سيگنال زير را در نظر بگيريد )4,8



٣١٢

( )

2

1
2

1

2

1
2

1

,1

,
2

1

,

>

≤≤−

−<











+=

t

t

t

ttx

�

 و تبديل فوريـه پـالس مـستطيلي   1-4 مشتقگيري و انتگرالگيري جدول   بااستفاده از خواص   ) الف(

) عبارت رياضي 2-4جدول  )ωjXرا بيابيد .  

)تبديل فوريه ) ب( ) ( )
2

1
−= txtgرا بيابيد .  

  :حل

)سيگنال سيگنال) الف( )tx در شكل S.4,8به نمايش درآمده است .  

  

  

  

  

  

  

  4,8.حكل ش

)مي توان سيگنال )txرا به صورت زير بيان نمود :  

( ) ( )∫ ∞−
=

t

dttytx  

)كه )ty   با اسـتفاده از خاصـيت انتگـرال   .  مي باشد4,8ح  پالس مستطيلي نشان داده شده در شكل

  :گيري تبديل فوريه، داريم

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ωδπω
ω

ω
�

jYjY
j

jxtx
FT +=→←

1  

  : مي دانيم كه4,2 از جدول

( )
( )

ω

ω
ω 2

sin2
=jY  

2
1− ٠

2
1  

( )ty  

١

t 

2
1  2

1−  

١

( )tx  
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  :بنابراين

( ) ( )ωπδ
ω

ω
ω +=

2

2
sin2

j
jx  

)اگـــر) ب( ) ( )
2

1== txtgدر اينـــصورت تبـــديل فوريـــه  ( )tgكـــه برابـــر اســـت بـــا ( )ωjG 

  :عبارتست از

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

2

2
sin2

2
2

1
ω

ω
ωδπωω

j
jxjG =−=

.............................................................................................................................................................. 

  .سيگنال زير را در نظر بگيريد )4,9

( )
( ) 11

1

,2/1

,

≤≤−

>





−
=

t

t

t
tx

�

) عبارت 2-4 و 1-4با استفاده از جدولهاي ) الف( )ωjXرا بيابيد .  

)را بيابيد و نشان دهيـد كـه تبـديل فوريـه بخـش زوج   ) الف(بخش حقيقي جواب بند   ) ب( )tx 

  .است

)تبديل فوريه بخش فرد) ج( )txرا بيابيد .  

  :حل

)سيگنال) الف ( )tx به نمايش در آمده است4,9.ح در شكل .  

  

  

  

  

  

  

  

  

  4,9.حشكل 

( )ty

2/1

1− 1+

( )tx
1

11−
t t 
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در .  كـرديم مشاهده مي كنيم كه اين سيگنال بسيار مشابه سيگنالي است كه در مـسأله قبلـي فـرض   

) كه حقيقت دوباره مي توان گفت    )tx   برحسب پالس مستطيل ( )ty   كـه در بـالا نـشان داده شـده بـه 

  :صورت زير است

( ) ( ) ( )∫ ∞−
−−=

t

tdttytx
2

1υ  

)مسئله قبلي، تبديل فوريه) الف(ا استفاده از نتيجه بدست آمده در قسمت   ب )tx كه همـان ( )ωjx 

  :مي باشد به صورت زير است

( )
( )

( ) { }{ }

ω

ω

ω

ω

ωπδ
ω

ω
ω

j

e

j

tuFT
j

jx

j−

−=

−−+=

2

2

sin

2
12

sin2

 

)قسمت زوج) ب( )txبه صورت زير است :  

( ){ } ( ) ( )
2

txtx
txv

−+
=ε  

   نشان داده شده است، بنابراين4,9ح شكل كه اين در

( ){ }{ }
ω

ω
ε

sin
=txvFT  

  :برابر است با) الف(حال قسمت حقيقي جواب قسمت 

( ) ( ){ }
ω

ω
ωω

ωω

ω sin
sincosRe1Re =−=








−

−

jj
j

e
j

 

)تبديل فوريه قسمت فرد) ج( )tx j مي باشد، داريم) الف(  برابر است موهومي جواب قسمت:  

ω

ω

ω

ω

ωω

ω ω cossinsin
Im

22
+−=









−
−

j

e

j

j

  :نابراين، نتيجه مطلوب عبارتست ازب

( ){ }{ }
ωω

ωω

jj
txddFT

cossin
2

−=  

................................................................................................................................................................
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  : تبديل فوريه سيگنال زير را بيابيد2-4 و 1-4با استفادهاز جدولهاي ) الف( )4,10

( )
2

sin








=

t

t
ttx

π
 

  :مقدار عددي انتگرال زير را بيابيد) الف(با استفاده از رابطه پارسئوال و جواب بند ) ب(

∫
∞+

∞−








= dt

t

t
tA

4

2 sin

π
 

  :حل

  : مي دانيم كه4,2 از جدول 

)تابع مستطيلي ]   را ببينيد4,10حشكل [ ){ }ω
π

jY
t

t FT→←
sin  

)تابع مستطيلي{ )ωjY∗ {( )
ππ 2

1sin
2

→←






 FT

t

t  

)كه اين تابع مثلثي )ωjY1چنانچه در شكلS4,10 آمده است را بوجود مي آورد :  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  4,10حشكل 

  : مي توانيم بنويسيم4,1با استفاده از جدول 

π
1

( )ωjY1

-٢ ٢ ω١-  ١

١  

( )ωjY

٢
-٢

( )ωjY

π2
j

ω

π2
j−
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( ) ( )ω
ω

ω
π

jY
d

d
jjx

t

t
t

FT

1

2
sin

=→←








). فوق نشان داده شده استكه اين در شكل )ωjxبه صورت رياضي عبارتست از :  

( )
2

2

2

2

ω
ω

π

π

ω ≤

≤≤−











−= �

�

�

j

j

jx  

  با استفاده از رابطه پارسئوال ) ب (

( )∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−
==








3

2
4

2

2

1

2

1sin

π
ωω

ππ
djxdt

t

t
t  

...............................................................................................................................................................

  روابط زير را داريم) 4,11

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )thtxtg

thtxty

33 ∗=

∗=
 و                 

)تبديل فوريه    )tx   و ( )th   به ترتيب( )ωjX   و ( )ωjH   كمك خواص تبـديل فوريـه    است به 

)نشان دهيد كه تبديل فوريه  )tgستا  به شكل زير:   

( ) ( )BtAytg =  

A و مقادير Bرا تعيين كنيد .  

  :حل

  :مي دانيم كه

( ) 




→←

33
13

ωj
xtx

FT     ,   ( ) 




→←

33
13

ωj
Hth

FT  

  بنابراين

( ) ( ) ( ){ }












=

∗=

339

1

33

ωω

ω

j
H

j
x

thtxFTjG

 

  :يد كهحال توجه كن

ساير نقاط
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( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )ωω

ω

jHjx

thtxFTjY

.=

∗=
 

  :با استفاده از اين مي توان نوشت









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
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




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ωωω j

H
j

x
j

Y  

  :داريم) **(با استفاده از رابطه 

( )

( ) ( )tytg

j
Y

g
jG

3
3

1

,

3

1

=






= ωω

 

بنابراين 
3

1
=A 3 و=B.  

...............................................................................................................................................................

  زوج تبديل فوريه زير را در نظر بگيريد) 4,12

21

1

ω+
→←ℑ− t

e

t) الف( etبا استفاده از خواص مناسب تبديل فوريه، تبديل فوريه 
  .را بيابيد −

  .و خاصيت همزادي تبدل فوريه سيگنال زير را بيابيد) الف(با استفاده از نتيجه بند ) ب(

( )221

4

t

t

+
  

  . را ببينيد13-4مثال : راهنمايي

  :حل

  :  مي دانيم كه4,2از مثال ) الف(

21

2

ω+
→←

− FTt
e  

  :با استفاده از خاصيت مشتقگيري در فركانس داريم
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( )222
1

4

1

2

ω

ω

ωω +
−=









+
→←

− j

d

d
jte

FTt  

  از خاصيت دوگان) ب(

( ) ( )ωjGtg
FT→←  

( ) ( )ωπ jgtG
FT 2→←  

    :حال

( )221

4

ω

ω

+
−→←

− j
et

FTt

  مي توان از خاصيت دوگان براي نوشتن

( )
ω

πω e
t

jt FT 2
1

4
22

→←
+

−

  .كرداستفاده 

  :  ضرب كنيم، خواهيم داشتjاگر دو طرف معادله را در 

( )
ω

πω ej
t

t FT 2
1

4
22

→←
+

................................................................................................................................................................

)فرض كنيد ) 4,13 )txستر داراي تبديل فوريه زي  

( ) ( ) ( ) ( )5−+−+= ωδπωδωδωjX

  و 

( ) ( ) ( )2−−= tututh  
)آيا ) الف( )txمتناوب است؟   

)آيا ) ب( ) ( )thtx    متناوب است؟∗

  آيا كانولوشن دو سيگنال نامتناوب مي تواند متناوب باشد؟) ج(

  :حل

)با گرفتن عكس تبديل فوريه) الف( )ωjx؛ داريم:  

( ) tjtj
eetx

5

2

1

2

1

2

1

πππ
π ++=  



٣١٩

ــابراين ســيگنال )بن )tx   ــا ــه آنه ــه فركاســن پاي ــا دو نمــايي مخــتلط اســت ك ــت ب  مجمــوعي ثاب

برابر
( )

sec

5

2
rad

π
) و    )

sec2
rad

.  اين دو سيگنال مختلط به صورت هارمونيكي بـا هـم رابطـه اي ندارنـد   

. ي تواند هيچگاه حاصلضرب انتگرال فركانـسهاي پايـه باشـديعني فركانس پايه اين نماهاي مختلط نم   

  .بنابراين، سيگنال پريوديك نيست

)فرض كنيد سيگنال   ) ب( ) ( ) ( )thtxty با استفاده از خاصيت انتگرال كانولوشن، مـي دانـيم   . =∗

)كه  ) ( ) ( )ωωω jHjxjY = .  

)نيز از )thمي دانيم كه ،    

( )
ω

ω
ω ω sin2j

ejH
−=  

)تابع )ωjHهنگاميكه πω k=كه . ، برابر صفر استkبنابراين.  صحيح غير صفر است:  

( ) ( ) ( ) ( )5−+= ωδωδωω jHjY  
      : كه مي دهد

( ) tj
ety

5

2

1

2

1

ππ
+=  

)بنابراين )ty   مي دانيم كـه يـك نمـايي مخـتلط   . حاصل جمع نمايي مختلطي است كه ثابت است 

. با افزودن يك ثابت به نمايي مختلط تأثيري روي متناوب بودن آن ايجاد نمـي شـود   . متناوب مي باشد   

)بنابراين )tyسيگنالي با فركانس پايه ي ،
5

2πخواهد بود .  

  )بلي(اب مثبت است، ملاحظه شود كه جو) ب(و ) الف(از نتايج قسمت ) ج(

)سيگنال  )4,14 )tx با تبديل فوريه ( )ωjXاطلاعات زير داده شدهاست.  را در نظر بگيريد:  

1 .( )txحقيقي و غير منفي است .  

2 .( ) ( ){ } ( )tuAejXj t21 1 −− =+ℑ ωω  

3 .( )∫
+∞

∞−
= πωω 2

2
djX  

( )txرا بيابيد .  

  :حل

  با گرفتن عكس تبديل فوريه از طرفين تساوي، داريم

( ) ( ){ } ( )tuAjxjF t21 21 −− =+ ωω  
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  :دوباره داريم

( )
( )( ) 








+
−

+
=

++
=

ωωωω
ω

jj
A

jj

A
jx

2

1

1

1

21
 

  :با گرفتن تبديل فوريه معكوس از معادله فوق داريم

( ) ( ) ( )tuAetuAetx tt 2−− −=

  : پارسئوالرا بطهبا استفاده از

( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−
= dttxdjx

22
2πωω

)با استفاده از اين حقيقت كه  )∫
+∞

∞−
= πωω 2

2
djxداريم ،:  

( )∫
+∞

∞−
=1.

2
dttx

 
)با جايگذاري )txدر رابطه فوق داريم :  

( ) ( )

( )

A
A

dteAAeeA

dttueAeAeA

ttt

tt

=±⇒=⇒

=−+⇒

=−+

∫

∫
∞

−−−

+∞

∞−

−−−
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12

12
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2

3242

2

324222

�

 
) مي باشد زيرا+12ايي قابل قبولهجواب ن )txشد منفي نمي با.  

................................................................................................................................................................

)سيگنال  )4,15 )tx با تبديل فوريه ( )ωjXاطلاعات زير داده شده است. يد را در نظر بگير:  

1 .( )txحقيقي است .  

)، t≥�در . 2 ) �=tx  

3 .( ){ } ttj
etdejXe

−+∞

∞−
=ℜ∫ ωω

π
ω

2

1
  

)عبارت رياضي )txرا بيابيد .  

  :حل

) مي دانيم )txحقيقي است در اينصورت   
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( ){ } ( ) ( ) ( ){ }ωε jx
txtx

txv
FT Re

2
→←

−+
=

 
  :دوباره داريم

( ){ }{ } t
etjxFT

−
=ωRe�  

  :بنابراين

( ){ } ( ) ( ) t
et

txtx
txv

−
=

−+
=

2
ε  

)t≥�همچنين مي دانيم كه براي    ) �=tx .   كه بيان مي كند براي�>t ،( )tx مي توان نتيجـه   . −

  گرفت 

( ) �≥=
−

tforettx
t

2  

      بنابراين 

( ) ( )tutetx t−= 2  

................................................................................................................................................................

  سيگنال زير را در نظر بگيريد) 4,16

( ) ∑
∞+

−∞=









−



















=
k

kt

k

tx
4

4

4
sin

π
δ

π

π

)) الف( )tgرا به نحوي تعيين كنيدكه داشته باشيم   

( ) ( )tg
t

t
tx 








=

π

sin
 

)با استفاده از خاصيت ضرب تبديل فوريه نشان دهيـد كـه   ) ب( )ωjX   را در يـك دوره تنـاوب 

  .تعيين كنيد

  :حل

  :مي توان نوشت) الف(
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( )
( ) ( )∑

∞+

∞−

−=
4

4

4
sin

ππδ
π

π
kt

k

k

tx  

  بنابراين

( ) ( )∑
+∞

−∞=

−=
k

kttg
4

ππδ  

)چون) ب( )tg يك قطار ضربه است؛ تبديل فوريه  ( )ωjGقطار ضربه خواهد بود .  

 4,2از جدول 

( )

( )∑

∑

∞+

−∞=

∞

−∞=

−=








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
−=

k

k

k

k
jG

88

4

2

4

2

ωδπ

π

π
ωδ

π

π
πω

)ملاحظه مي شود كه )ωjG استفاده از خاصيت ضرب مي دانيم كهبا. ، پريوديك است8، پريود   

( ) ( )








∗








= ω
ππ

ω jG
t

t
FTjx

sin

2

1  

اگر








t

t
FT

π

sinرا با نماد ( )ωjAنشان دهيم؛ در اينصورت    

( ) ( ) ( )







−∗= ∑

+∞

−∞=k

kjAjAjx 88
2

1
ωπω

π
ω  

( )ωjx همان ( )ωjaA   كه هر 
sec

8rad   كـه مشخـصاً پريوديـك   . شود، مـي باشـد    تكرار مي

  :، داريم4,2با استفاده از جدول . است

( )
11 ≤





=
ω

ω
�

jA  

)بنابراين، )ωjxرا در يك پريود به صورت زير مي توانيم نشان دهيم :  

( )
41
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≤≤

≤





=
ω

ω
jx ω

�
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 ساير نقاط
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  .براي جواب خود دليل بياوريد. درستي و نادرستي گزاره هاي زير را تعيين كنيد )4,17

  .تبديل فوريه يك سيگنال فرد و موهومي هميشه فرد و موهومي است) الف(

  .لوشن يك تبديل فوريه فرد و يك تبديل فوريه زوج هميشه فردستكانو) ب(

  :حل

) مي دانيم كه، سيگنال حقيقي و فرد4,1 از جدول    )tx    تبديل فوريه اي فـرد و موهـومي خـالص ،

( )ωjx   سيگنال فرد و موهوي خالص   .  را خواهد داشت( )tjx   با استفاده از خطـي   .  نظر بگيريد    را در

)بودن، تبديل فوريه اين سيگنال به صورت    )ωjjx   بـديهي اسـت تـابع   .  خواهد بـود( )ωijx   فـرد و 

  .بنابراين حالت داده شده، نادرست است. حقيقي مي باشد

ه متنـاظر بـا سـيگنال زوج، زوج   تبديل فوريه ي متناظر با يك سيگنال فرد، فرد و تبديل فوري   ) ب(

كانولوشن تبديل فوريه يك سيگنال فرد با يك سيگنال زوج در حـوزه زمـان حاصلـضرب   . خواهد بود 

ك سيگنال فرد در يك سيگنال زوج است   

همينطور حاصلضرب حاصـل همـواره فـرد خواهـد بـود،   . ي

 اين سيگنال فرد نيز فرد خواهد بود

  .ظر، صحيح استبنابراين حالت موردن. تبديل فوريه

................................................................................................................................................................

  .پاسخ ضربه سيستمي با پاسخ فركانسي زير را بيابيد) 4,18
( ) ( )( )

2

2 cos3sin

ω

ωω
ω =jH

  :حل

)، ملاحظه مي كنيم كـه پـالس مـستطيلي   4,2با استفاده از جدول    )tx1   نـشان داده شـده در شـكل 

) تبديل فوريه اي به صورت   4,18ح ) ( )
ω

ω
ω

3sin
1 =jx   بـا اسـتفاده از خاصـيت   .  را خواهـد داشـت

  :كانولوشن تبديل فوريه مي توان نوشت

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2

12112

3sin








=

=→←∗=

ω

ω

ωω jxjxtxtxtx
FT

 

)سيگنال )tx2   با استفاده از خاصـيت شـيفت، متوجـه مـي   .  نشان داده شده است   4,18ح در شكل

  شويم كه 



٣٢٤

( ) ( )
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  :با جمع كردن دو معادله داريم

( ) ( ) ( )( )
2

22

3sin
cos11

2
1 








→←−++=

ω

ω
ωFT

txtxth  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  4,18حشكل 

  

( )thبه صورت رياضي به صورت زير مي باشد :  

2
3

( )tx2

-٦ ٦

( )tx1

2
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-٧ -٥+  ٥ +٧

4/5

( )th

4
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7
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................................................................................................................................................................

4,19 (LTI  سيستم 
  . عليّ با پاسخ ضربه زير در نظر بگيريديك

( )
3

1
ωj

+
=

ω
H

j
 

)اين سيستم به ازاي ورودي  )txخروجي زير را ايجاد كرده است .  

( ) ( ) ( )tuetuety tt 43 −− −=

( )txرا بيابيد .  

  :حل

    مي دانيم كه

( ) ( )
( )ω

ω
ω

jx

jY
jH =  

)چون ) ( ) ( )tuetuety tt 43 −− )  داده شدهاست در نتيجه مي توانيم   =− )ωjY   را به صورت زير 

  .محاسبه كنيم

( )
( )( )ωωωω

ω
jjjj

jY
++

=−
++

=
43

1

4

1

3

1

)چون  )
ω

ω
j

jH
+

=
3

  :داريم1

( ) ( )
( ) ( )ωω

ω
ω

jjH

jY
jx

+
==

4

1  

  :با گرفتن عكس تبديل، فوريه داريم

( ) ( )tuetx t4−=  

ساير نقاط
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4,20( LTI   عليّ نشان داده شده با مدار   پاسخ ضربه سيستم RLC   نظر بگيريـد  رادر   20-3 مسئله .

بـراي ايـن محاسـبه مـي توانيـد از   . براي اين منظور عكس تبديل فوريه پاسخ فركانسي مدار را بيابيـد   

  . استفاده كنيد2-4 و 1-4جدولهاي 

  :حل

  :، مي دانيم كه پاسخ فركانسي مدار عبارتست از3,20 از جواب مسئله 

( )
12

1
++−

=
ω

ωj
ω

H
j

 

  :ي توان نوشتبا شكستن آن به دسته هاي كوچكتر م
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)، از تبـديل فوريـه   4,2با استفاده از جفت تبـديلات ارائـه شـده در جـدول    )ωjH،( )th   را بـه 

     :صورت زير بدست مي آوريم
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    :با ساده سازي داريم
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
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  .بديل فوريه هر يك از سيگنالهاي زير را حساب كنيدت) 4,21

]) الف( ] �
�

>− ate at ,cosω        

te) ب(
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]) هـ( ] ( )tutte t 4sin2−          
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)) ز( )tx  الف (21-4شكل م(        

)) ح( )tx ب (21-4 شكل م(  

)     )ط( )
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,

,1 2 <<



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=
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tx
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�
    

∑) ي(
∞
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e

2  

  

  

  

  

  

  

  21-4شكل م 

  :حل

  

  :سيگنال داده شده عبارتست از) الف(

( ) ( ) ( ) ( )tueetueetute
tjattjatt �

�

ωωω −−−∝− +=
2

1

2

1
cos .

  :بنابراين
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[ ] [ ]ωωωω

ω
jjajja
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−
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=
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1

2

1  

  :ه به صورت زير استسيگنال داده شد) ب(
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  :، بدست مي آوريم)4,9(با استفاده از معادله آناليز تبديل فوريه ) ذ(
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  :داريم) 4,9(با استفاده از معادله آناليز تبديل فوريه ) ط(
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)) ي( )tx پريوديك است، بنابراين) 2( با دوره متناوب:  

( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=

−=
k

kjkxjx πωδππω ~  

)كه )ωjx~تبديل فوريه يك دوره متناوب ( )txيعني.  مي باشد  

( ) ( ) ( )πωδππω kjkxjx
k

−= ∑
∞

−∞=

~  

)كه  )ωjx~تبديل فوريه يك دوره تناوب ( )txيعني.   مي باشد  
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  :سيگنال پيوسته در زمان مربوط به هر يك از تبديلهاي زير را بيابيد )4,22

)) الف( ) ( )[ ]
( )πω

πω
ω
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23sin2

−

−
=jX  

)) ب( ) ( )3/4cos πωω +=jX  

)دامنه و فاز ) ج( )ωjX رسم شده است) الف (22-4 در شكل م.  

)) د( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]πωδπωδωδωδω 223112 ++−++−−=jX  

)) هـ( )ωjX است) ب (22-4 مطابق شكل م.  
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  :به صورت زير قابل نوشتن است) 4,8(تبديل فوريه ي معادله ) ج(
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  .سيگنال زير را در نظر بگيريد) 1,23
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بايد بتوانيد اين كار را تنها .  را به دست آوريد23-4براي فوريه هر يك از سيگنالهاي شكل م 

)بامحاسبه تبديل فوريه  )tx
�

  . و سپس استفاده از خواص تبديل فوريه انجام دهيد

  23-4شكل م  

  

  

  

  

  

  

  

  در غير اين صورت
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  :حل

)براي سيگنال داده شده  )tx
�

بـراي محاسـبه تبـديل   . استفاده مي كنيم) 4,8( از تبديل فوريه معادله 

  :فوريه متناظر داريم
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  :با استفاده از خواص خطي بودن و معكوس پذيري در زمان، تبديل فوريه داديم
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  :با استفاده از خواص خطي بودن و معكوس پذيري در زمان تبديل فوريه، داريم
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  :با استفاده از خاصيت خطي بودن و خاصيت شيفت زماني، تبديل فوريه، داريم
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، هـر يـك از   24-4تعيين كنيد تبديل فوريه كدام يك از سيگنالهاي حقيقـي شـكل م   ) الف() 2,24

  :شرايط زير را برآورده مي كننند

)1  (( ){ } �=ℜ ωjXe  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  )الف، ب (24-4شكل م 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

٢

١

( )tx

t 

)ب(
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  )ج، د، هـ و) (ادامه (24-4شكل م 

  

)2 (( ){ }�=ωjXgm  

)3 (a حقيقي به دست آورد به نحوي كه مي توان يك ( )ωω jXe jaحقيقي باشد .  

)4 (( ) �=∫
+∞

∞−
ωω djX  

)5 (( )∫
+∞

∞−
= �ωωω djX  

)6 (( )ωjX  

  .را داشته و بقيه را نداشته باشد) 5(، و )2(، )1(ه خصوصيات سيگنالي بسازيد ك) ب(

  :حل

)بـراي اينكـه   ) ) (iالف( ){ } �=ωjxRe   بايـستي سـيگنال ( )tx   بنـابراين   .  حقيقـي و فـرد باشـد

  .اين خاصيت را دارا مي باشند) پ(و ) الف(سيگنالهاي شكل هاي

)ii (   براي اينكه( ){ } �=ωjxIm   بايستي سيگنال ( )tx   بنابراين سـيگنالهاي   .  حقيقي و زوج باشد

  .اين خاصيت را دارند) ح(و  ) ث(اشكال 

)iii (   براي اينكه عددي حقيقي مانندα   موجود باشد طوريكه ( )ωα jxe j  حقيقي باشد، بايـستي   ∝

( )α+tx   ايـن   ) ح(و   ) ث(و   ) ب(و   ) الـف (سـيگنالهاي اشـكال   .  يك سيگنال حقيقي و زوج باشـد

  .خاصيت را دارند

( ) 2/2
t

etx
−=( ) t

ettx
−

= 2
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)iv (   براي اينكه اين شرط صحيح باشد بايـستي( ) �� =x   و ) ب(و   ) الـف (، بنـابراين سـيگنالهاي

  .اين خاصيت را دارا مي باشند) ح(و ) ت(و ) پ(

v) (   برقرار باشد بايستي   براي اين كه شرط ( ) �� ==tx و ) ج(و   ) ب(بنابراين سـيگنال در   .  باشد

  .اين خاصيت را دارا مي باشند) هـ(و ) د(

)vi (   براي اينكه اين شرط برقرار باشد بايستي سـيگنال( )tx   تنهـا سـيگنال شـكل   .  متنـاوب باشـد

را بـرآورده سـازند،   ) (vو   ) iv(و   ) (iه سـيگنالي شـرطهاي   براي اينك ـ  ) ب(اين خاصيت را در   ) الف(

)بايستي فرد و حقيقي باشد و  ) �=′ tx    و   ( ) �=tx  

  .سيگنال در زير نشان داده شده است

  

  

  

  

  4,2,4حشكل 

...........................................................................................................................................................
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4,25( ( )ωjXتبديل فوريه سيگنال ( )tx است25-4 شكل م .  

)) الف( )ωjXرا بيابيد� .  

)) ب( )�jXرا بيابيد .  

)) ج( )∫
+∞

∞−
ωω djXرا بيابيد .  
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ωω djX

2  

)عكس تبديل فوريه ) و( ){ }ωjXeℜرا رسم كنيد .  

)مي توانيد تمام اين محاسبات را بدون يافتن : راهنمايي )ωjXانجام دهيد .  

  25-4شكل م 
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  : حل

)توجه كنيد كه   ) الف ( ) ( )1+= txty   بنـابراين .  سـيگنالي حقيقـي زوج مـي باشـد( )ωjY   نيـز 

)حقيقي و زوج مي باشد كه بيان مي كند    ) �=∆ ωjYو نيز چون ( ) ( )ωω ω jxejY j=   مي دانـيم 

)كه  ) ωω −=∆ jx .  
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txtx ):  كه اين مطلب در شكل زير نشان داده شده است+− )( )txvε  
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)كانولوشن زوجهاي ) الف( )4,26 )tx و ( )ωjH   استفاده از خاصيت كانولوشن، و عكس تبديل ،

  .فوريه به دست آوريد
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)iii(       ( ) ( ) ( ) ( )tuetxtueth tt −=−= ,  

)فرض كنيد   ) ب( ) ( ) ( )22 −= −− tuetx t و ( )th   خاصيت كانولوشن   .  است 26-4 مطابق شكل م
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  :با گرفتن عكس تبديل فوريه داريم
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  :با گرفتن عكس تبديل فوريه داريم

)با استفاده از كانولوشن) ب( )txو ( )thداريم :  
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  :با گرفتن تبديل فوريه داريم
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  سيگنالهاي زير را در نظر بگيريد )4,27

( ) ( ) ( )321 −−−= tututx
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kTtxtx~

Tak<�كه در آن    ) را ضرائب سـري فوريـه   . )tx~   و ،( )ωjX   را تبـديل فوريـه ( )tx   فـرض 

  .كنيد

)عبارت رياضي ) الف( )ωjXرا بيابيد .  

kaعبارت رياضي ضرائب) ب(  را يافته، نشاندهيد كه 







=

T

k
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T
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π21.  

  

  :حل

  .را در نظر بگيريدسيگنالهاي زير 

) تبديل فوريه  )tx كه همان ( )ωjxاست عبارتست از :  

( ) ( )

( ) 2

2

1

3

2

12
sin

2
ω

ω

ωωω

ω

ω

ω

j
j

tjtjtj

ee

dtedtedtetxjx

−
−

+∞

∞−

−−−

−=

−== ∫ ∫ ∫
 

  : برابرند باkaضرايب سري فوريه) ب(

( )

( )
( )

2

2 2
2 3

1 2

3
2

1

1
2

sin
2

1

j kt
T

k
T

j kt j kt
T T

j k
jk

a x t e dt
T

e dt e dt

k

e e
k

π

π π

π
π

π

π

−

− −
−

−
−

=

 
= − 

 

= −

∫

∫ ∫

�

 

  :داريم) ب(و ) الف(با مقايسه جواب بدست آمده از قسمت 









=

T

k
jx

T
ak

π21  

  .T=2كه 
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)) الف ()4,28 )ωjXتبديل فوريه سيگنال ( )tx و   

( ) ∑
+∞

−∞=

=
n

tjn

neatP �ω
 

)نمايش سري فوريه سيگنال متناوب    )tp   با فركانس پايه ،
�

ω تبديل فوريه سيگنال زيـر را   . است

  .بيابيد

)    )1-28-4م ( ) ( ) ( )tptxty =  

)فرض كنيد ) ب( )ωjX   طيف   . است) الف (28-4 مطابق شكل م( )ty   به ) 1-28-4م   (  معادله

)ازاي هر يك از  )ptهاي زير رسم كنيد.  

i)   (( ) ( )2/cos ttp =  

)ii  (( ) ( )ttp cos=  

iii) ( ( ) ( )ttp 2cos=  

iv) ( ( ) ( )( )ttp 2sinsin=   

v)  ( ( ) tttp cos2cos −=  

vi)  ( ( ) ( )∑
∞

−∞=

−=
n

nttp πδ  

vii) ( ( ) ( )∑
∞

−∞=

−=
n

nttp πδ 2  

  

  

  

  

  

  28-4شكل م 

  

  

( )ωjX

)الف( ω

… …

 

π3− π2− π−
66

ππ
− π π2 π3 π4 π5

t 

  )ب(
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viii) ( ( ) ( )∑
∞

−∞=

−=
n

nttp πδ 4  

ix) ( ( ) ( ) ( )∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−−−=
nn

ntnttp πδπδ
2

1
2  

x) (( )tp ب (28-4 موج چهارگوش متناوب شكل م(  

  : حل

  :  مي دانيم كه4,2از جدول ) الف (

( ) ( ) ( )∑∑
∞

−∞=

+∞=

−∞=

−=→←=
k

FT
n

n

tjn

k kjpeafp
�

� ωωδαπωω
/2  

  :از اين مطلب داريم

( ) ( ) ( ){ } ( )( )∑
∞

−∞=

−=∗=
k

k kjxajHjxjY
�

ωωωω
π

ω
2

1
 

  

  . نمايش داده شده است4,28.حطيف در شكل ) ب(



٣٤٢

ω

)( ωjY

ω

)( ωjY

ω

)( ωjY

ω

)( ωjY

)( ωjY

ω

)( ωjY

ω

)( ωjY

ω

Π2
1

Π2
1)( ωjY

ω

Π
−

3
2

)( ωjY

ω

Π2
1

ω

)( ωjY

ω

ω )/(sin
.2

cΠ

  4,28.حشكل  

..........................................................................................................................................................

.

4,29( ( )tx   اندازه و فاز تبديل فوريـه   )الف (29-4 تابع حقيقي پيوسته در زماني است كه شكل م 

( )ωjXآن را نشان مي دهد .  

)اندازه تبديل فوريه توابع    )txa   ،( )txb   ،( )txc و ،( )txd همان اندازه( )ωjX   است، ولي فـاز 

). اســـت) هــــ(تـــا ) ب (29-4يـــك متفـــاوت، و مطـــابق شـــكلهاي م تبـــديل فوريـــه هـــر  )ωjX a� و



٣٤٣

( )ωjX b   با افزودن يك فـاز خطـي بـه ( )ωjX�   بـراي بـه دسـت آوردن   .  بـه دسـت آمـده انـد

( )ωjX c� ،( )ωjX� ــول ــم، و   ω=� را حـــ ــرده ايـــ ــنعكس كـــ ) مـــ )ωjX d� از 

)جمـــع )ωjX c� ـــه دســـت آمــده اســـت ــه   .  و يـــك فـــاز خطـــي ب ـــه كمـــك خـــواص تبـــديل فوري ب

( )txa،( )txb ،( )txc و ،( )txd را بر حسب ( )txبه دست آوريد .  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

( )ωjx

=bشيب   

2/π−

( )ωjX b�

2/π

)ج(
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  : حل

i)  (داريم:  

( ) ( ) ( )

( ) ω

ωω

ω

ωω

∝−

∝−

=

=

j

jjjx

a

ejx

ejxjx
 

  :از اين خاصيت شيفت زماني داريم

( ) ( )atxtx −=∝  
)ii (داريم:      

{ } ( ) ( )

( ) ω

ωω

ω

ωω

jb

jbjxj

b

ejx

ejxjx

=

= +
�

 

  :از خاصيت شيفت زماني مي دانيم كه

2/π−

2/π

( )ωjX c�

)د(

=dشيب   

( )ωjX d�

2/π

2/π−

)هـ(
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( ) ( )btxtxb +=  
)iii (داريم:    

( ) ( ) ( ) ( )ωωω ω
jxejxjx

jxj

c

∗− == 2  

  :از مزدوج گيري و خاصيت معكوس ـ زماني مي دانيم كه

( ) ( )txtxc −= ∗  
)چون )txحقيقي است، بنابراين ( ) ( )txtxc −=  

 iv) (داريم :  

( ) ( ) ( )

( ) ω

ωω

ω

ωω

j

djjxj

d

ejx

ejxjx

∗

+−

=

= �

 

  : و شيفت زماني، مي دانيم كهاز خاصيتهاي مزدوج گيري و معكوس زماني

( ) ( )dtxtxd −−= ∗  
)چون  )tx ،حقيقي است( )dtx   . نيز حقيقي مي باشد−−

...............................................................................................................................................................

) فرض كنيد )4,30 ) ( )costxtg ) و= )tgداراي تبديل فوريه زيرست   

  

( )
2

,

,1 ≤





=
ω

ω
�

jG

)) الف( )txرا بيابيد ..  

)تبديل فوريه ) ب( )ωjX1 سيگنال ( )tx1كه داشته باشيم.  را به نحوي بيابيد.  

( ) ( ) 







= ttxtg

3

2
cos1

  : حل

  :مي دانيم كه) الف (

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ωωω
π

ω

ωδωδπωωω

jjxjGttxtg

jtt

FT

FT

∗=→←=

++−=→←=

2

1
cos

11cos

 

در غير اين صورت
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  بنابراين

( ) ( )( ) ( )( )1
2

11
2

1
++−= ωωω jxjxjG

)چون    )ωjG   از معادله ي فوق واضح است كه   .  نمايش داده شده است   4,30ح در شكل( )ωjx 

  . نمايش داده شده است، مي باشد4,30حهمانطوري كه در شكل 

  

  

  

  

  

  

  

  4,30حشكل 

    بنابراين

( )
t

tx
π

sin2
=  

)) ب( )ωjx1 نمايش داده شده است4,30ح در شكل .  

...............................................................................................................................................................

   داراي پاسخ ضربه هاي زيرLTIنشان دهيد كه هر سه سيستم ) الف() 4,31

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )tutth

tueth

tuth

t−

−

=

+−=

=

2

52

3

2

2

1

δ  

)به ورودي  )txپاسخ يكساني دارند .  

ايـن   .  بدهـد tcosبيد كه همين پاسـخ را بـه ورودي    ديگر بيا   LTIپاسخ ضربه يك سيستم   ) ب(

 بـه    را نمي توان براي مشخص كردن كامل يـك سيـستم   tcosLTIمسئله نشان مي دهد كه پاسخ به   

  .كار برد

١-  ١ ٠  

٢  

( )ωjG

ω

( )ωjG

١  

-٢ ٠  ٢  ω
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  : حل

  :داريم) الف(

( ) ( ) ( ) ( )[ ]11cos −++=→←= ωδωδπωjxttx
FT  

i) (داريم:  

( ) ( ) ( ) ( )ωπδ
ω

ω +=→←=
j

jHtuth
FT 1

11

  :ينبنابرا

( ) ( ) ( ) ( )[ ]11 −== ωδ
π

ωωω
j

jHjxjY  

  :      با گرفتن عكس تبديل فوريه داريم

( ) ( )tty sin=  
)ii (داريم:  

( ) ( ) ( ) ( )
ω

ωδ
j

jHtuetth
FTt

+
+−=→←+−= −

2

5
252 2

2

2  

  :بنابراين

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]111 −−+== ωδωδ
π

ωωω
j

jHjxjY  

  :با گرفتن عكس تبديل فوريه داريم

( ) ( )tty sin=  

)iii (   ( ) ( ) ( )
( )223
1

2
2

ω
ω

j
jHtuteth

FTt

+
=→←= −  

  :بنابراين

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]111 −−+== ωδωδ
π

ωωω
j

jHjxjY  

  :با گرفتن عكس تبديل فوريه داريم

( ) ( )tty sin=  
  : با پاسخ ضربهLTIيك سيستم ) ب(

( ) ( ) ( )[ ]ththth 214 2
1 +=  
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)پاسخ مشابه  ) ttx cos=   مي توانيم ديگر پاسخ هـاي ضـربه ي مـشابهي را بـا   .  را خواهد داشت

)تركيب خطي و اسكيل )th1و ( )th2و  ( )th3پيدا كنيم .  

................................................................................................................................................................

4,32( LTI  سيستم 
sيك يستم 

)  .                                                                                                    ، با پاسخ ضربه زير در نظر بگيريد، س ) ( )( )
( )1

14sin

−

−
=

t

t
th

π
 

  .: را به ازاي وروديهاي زير بيابيدsخروجي 

) الف( ( ) 







+=

2
6cos1

π
ttx  

) ب( ( ) ( )ktktx

k

3sin
2

1
2 








==∑

∞
�  

) ج( ( ) ( )
( )1

14sin
3

+

+
=

t

t
tx

π
 

) د( ( )
2

4

2sin








=

t

t
tx

π
 

  : حل

ــه    ــد ك ــه كني ) توج ) ( )11 −= ththــه ) ك )
t

t
th

π

4sin
1 ــه= ــديل فوري )، تب )th1ــست از :  عبارت

( )ωjH1 در شكلS.4,32نشان داده شده است .  

)از شكل بالا واضح است كه    )th1   پاسخ ضربه يك فيلتر پائين گذر ايده آل است كه بانـد گـذر آن 

)بنابراين،.  قرار دارد   ω>4در بازه  )th   پاسخ ضربه يك فيلتر پائين گذرانيده آل است كه بـه انـدازه  

  :بااستفاده از خاصيت شيفت.  واحد به سمت راست شيفت يافته است1

( )
4<





=
− ω

ω
ω

�

j
e

jH  

  

  :داريم) الف(

( ) ( ) ( )66 1212
1 ++−= ωδπωδπω

ππ
j

j

eejx

ساير نقاط
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  :واضح است كه

( ) ( ) ( ) ( ) �� =⇒== tyjHjxjY 111 ωωω  
)اين نتيجه به اين معني است كه )ωjx1در باند گذر  ( )ωjHصفر است .  

  :داريم) ب(

( ) ( ) ( ) ( ){ }







+−−= ∑

∞

=�k

kk
j

jx 33
2

1
2 ωδωδ

π
ω  

  :بنابراين

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }[ ]ωωδωδ
π

ωωω je
j

jHjxjY −+−−== 33
2

1
22

  :كه بيان مي دارد كه

( ) ( )13sin
2

1
2 −= tty

ــه ا  ــا توجــه ب ــشابهي ب ــا فركــانس   نتيجــه م ــك سينوســي ب ) در3ينكــه تنهــا ي )ωjx2 ــد  در بان

)گذر )ωjHواقع شده است.  

    :داريم) ج(

( )
4

3

<





=
ω

ω
ω

�

j
e

jx  

( ) ( ) ( ) ( ) ωωωωω j
ejxjHjjY

−== 33  
  :كه بيان مي دارد

( ) ( )
t

t
txty

π

4sin
133 =−=  

)نتيجه مشابهي با توجه به اينكه )ωjx3در باند گذر ( )ωjHقرار دارد، بدست آورد.  

)) د( )ωjx4 نشان داده شده است4,32ح در شكل .  

  بنابراين

  

( ) ( ) ( )

( ) ωω

ωωω
j

ejx

jHjxjY

−=

=

4

44

 نقاطساير

( )ωjH1

٤-٤

١

ω
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  :كه بيان مي كند

  

( ) ( ) ( )( )
( )

2

44
1

12sin
1 









−

−
=−=

t

t
txty

π
 

 

  

  

)مي توان نتايج مشابهي با توجه به اينكه    )ωjx4   در باند گذر ( )ωjH   واقع شـده اسـت، بدسـت

  .آورد

................................................................................................................................................................

  . علي بامعادله ديفرانسيل زير به هم مربوط اندLTIم ورودي و خروجي يك سيست )4,33

( ) ( ) ( ) ( )txty
td

tyd

td

tyd
286

2

2

=++

  .پاسخ ضربه اين سيستم را بيابيد) الف(

)پاسخ اين سيستم به ورودي ) ب( ) ( )tutetx t2−=بيد را بيا.  

  . عليّ زير توصيف شده با معادله زير تكرار كنيدرا براي سيستم LTI) الف(بند ) ج(

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tx
td

txd
ty

td

tyd

td

tyd
222

2

2

2

2

−=++

  :حل

  :با گرفتن تبديل فوريه از دو طرف معادله ي ديفرانسيل داده شده، بدست مي آوريم) الف (

( ) ( )
( ) 82

2
2 ++−

==
ωωω

ω
ω

jjx

jY
jH

  :با استفاده از بسط به كسرهاي جزئي خواهيم داشت

( )
4

1

2

1

+
−

+
=

ωω
ω

jj
jH  

  :با گرفتن عكس فوريه

( ) ( ) ( )tuetueth tt 42 −− −=  

π
2

٤-٤

4,32حشكل 
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  : داده شده بدست مي آوريماز سيگنال) ب(

( )
( )2
2

1

ω
ω

j
jx

+
=  

  بنابراين  

( ) ( ) ( )
( ) ( )22

2

1

82

2

ωωω
ωωω

jj
jHjxjY

+++−
==  

  :با استفاده از روش بسط به كسرهاي جزئي داريم

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tuetuettutetuety
tttt 42222

4
1

2
1

4
1 −−−− −+−=  

  :باگرفتن تبديل فوريه از دو طرف معادله ديفرانسيل داده شده داريم) ج(

( ) ( )
( )

( )
12

12
2

2

++−

−−
==

ωω

ω

ω

ω
ω

jjx

jY
jH  

  : بسط به كسرهاي جزئي داريمبا استفاده از

( )

2

22

222

2

22

222
2

j
j

j

j
j

j
jH

−−
−

+−
+

+−
−

−−
+=

ωω

ω  

  :با استفاده از تبيل فوريه عكس معكوس

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tuejtuejtth
tjtj 2/12/1 2122122 −−+− −−+−= δ

...............................................................................................................................................................

   به صورت زيرستS پايدار LTIپاسخ فركانسي سيستم ) 4,34

( )
ωω

ω
ω

j

j
jH

56

2
2 +−

+
=  

)معادله ديفرانسيلي را كه ورودي   ) الف( )tx و خروجي ( )ty سيستم S   ،را به هم  مرتبط مي كنـد 

  .بنويسيد

)پاسخ ضربه ) ب( )th سيستم Sرا بيابيد .  

)خروجي) ج( )tyبه ازاي ورودي زير را بيابيد .  

( ) ( ) ( )tuettuetx tt 44 −− −=

  :حل
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  :داريم) الف(

( )
( ) ωω

ω

ω

ω

j

j

jx

jY

56

4
2 +−

+
=  

  :با طرفين وسطين وعكس تبديل فوريه داريم

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tx
dt

tdx
ty

dt

tdy

dt

tyd
46

2

2

+=++δ  

  :داريم) ب(

( )
ωω

ω
jj

jH
+

−
+

=
3

1

2

2
 

  : تن عكس تبدل فوريه داريمبا گرف

( ) ( ) ( )tuetueth tt 322 −− −=  
  : داريم)ج(

( )
( )2
4

1

4

1

ωω
ω

jj
jx

+
−

+
=  

  بنابراين

( ) ( ) ( )
( )( )ωω

ωωω
jj

jHjxjY
++

==
24

1
 

  : عكس تبديل فوريه داريمبا يافتن بسط كسرهاي جزئي و گرفتن

( ) ( ) ( )tuetuety
t 42

2
1

2
1 −− −=

  . گيريمدر نظر ميدر اين مسئله مثالهايي از اثر تغيير غير خطي ) 4,35

   پيوسته در زمان، با پاسخ فركانسي زير در نظر بگيريدLTIيك سيستم ) الف(

( )
ω

ω
ω

ja

ja
jH

+

−
=  

)، دامنـه   a<�كه در آن    )ωjH   چقدرسـت؟ فـاز ( )ωjH�   چقدرسـت؟ پاسـخ ضـربه ايـن 

  .سيستم را به دست آوريد

  . و ورودي زير بيابيدa=1را به ازاي ) الف(خروجي سيستم بند ) ب(

( ) ( )tt 3coscos3/cos ++  

  .ورودي و خروجي را به طور تقريبي رسم كنيد
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  :حل

  :از اطلاعات داده شده) الف(

( ) 1
22

22

=
+

+
=

wa

wa
jH ω

  و نيز

( )

a
tgtg

a
tg

a
tgjH

ω

ωω
ω

11

11

2 −−

−−

−=

−−=�

 

      و نيز

( )

( ) ( ) ( )tueatth

ja

a
jH

at−+−=⇒

+
+−=

2

2
1

δ

ω
ω

 

  :، و گرفتن عكس تبديل فوريه)الف(با يافتن بسط كسرهاي جزئي قسمت ) ب(

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tx
dt

tdx
ty

dt

tdy

dt

tyd
9386

2

2

+=++  

................................................................................................................................................................

) سيگنال )4,37 )tx را در نظر بگيريد37-4 شكل م .  

)تبديل فوريه ) الف( )txرا بيابيد .  

  .سيگنال زير را رسم كنيد) ب(

( ) ( ) ( )∑
+∞

−∞=

−∗=
k

kttxtx 4~ δ  

  

)يك سيگنال) ج( )tgبيابيد كه همانند ( )txد ولي براي آن نباش  

( ) ( ) ( )∑
+∞

−∞=

−∗=
k

kttgtx 4~ δ  
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ــد   ) د( ــر چن ــشاندهيدكه ه )ن )ωjGو ( )ωjGk   ــر ــه ازاي ه ــي ب ــد، ول ــاوت ان ــحيح  متف  ص









=









22

k
jX

k
jG

ππ . براي پاسخ به اين سئوال لازم نيست( )ωjGرا حساب كنيد .  

  : حل

  نيد كهتوجه ك) الف(

( ) ( ) ( )

( ) 2
11

1

11

<





=

∗=

ω

�
tx

txtxtx

)و نيز تبديل فوريه )tx كه عبارتست از  ( )ωjxبرابر است با :  

( )
ω

ω
ω 2

sin
21 =jx  

  :با استفاده از خاصيت كاتولوشن داريم

( ) ( ) ( )

( ) 2

11

2
sin

2













=

=

ω

ω

ωωω jxjxjx

 

)سيگنال) ب( )tx~ نشان داده شده است4,37.ح در شكل :  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  4,37حشكل 

ساير نقاط

-١  ٥-٤-٣-٢-١ ٢ ٣ ٤ ٥  t

١ ١١

-٣  ٥-٤-٣ ٤ ٥  t

( )tg

١ 2
1

( )tx~
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)يك انتخاب ممكن براي) ج( )tg در شكل S4,37نشان داده شده است .  

  توجه كنيد كه ) د(

( ) ( )

( ) ( )( )∑

∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−

















−=

k

k

kjjG

k
jjxjx

22

22

~

πωδ
π

ω

π
ωδ

π
ωω

 

  :كه آن را به صورت زير نيز مي توان نوشت

( ) ∑∑
+∞

−∞=

















−





 =
















−





=

k

kj
jk

Gkj
jk

xjx
222222

~ π
ωδπππ

ωδ
π

ω  

  :واضح است كه اين تنها در صورتي امكان دارد كه






=







22
kj

x
jk

G
ππ  

................................................................................................................................................................

4,38 (( )tx2   را سيگنال دلخواهي با تبـديل فوريـه ( )ωjX   خاصـيت جابجـايي   .  فـرض كنيـد

  فركانسي تبديل فوريه را مي توان به شكل زير بيان كرد

  

  

  

  

  

  37-4شكل م 

نـسي   با اعمال جابجايي فركانسي به معادله تجزيه تبديل فوريه زير، خاصيت جابجـايي فركا   ) الف(

  .را ثابت كنيد

( ) ( )∫
∞

∞−

−= dtetxjX
tjωω

( )tx
١

٠  -١  +١  
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t) ب( jخاصيت جابجايي فركانسي را با استفاده از تبديل فوريه   
e �

ω   و خاصيت ضرب تبديل فوريه 

  .ثابت كنيد

  :حل

  :با بكارگيري شيفت فركانسي براي معادله آناليز داريم) الف(

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )[ ]tj

tj
tj

tj

etxFT

dteetxdtetxjx

�

�

�

�

ω

ω
ω

ωωωω

=

==− ∫ ∫
+∞

∞−

−
++∞

∞−

−−

 

  :داريم) ب(

( ) ( ) ( )
�

� ωωπδωω ω −=→←= 2jwet
FTtj  

  همچنين

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )
( )( )

�

�

ωω

ωωδω

ωωω
π

ω

−=

−∗=

∗→←

jx

jx

jjxttx
FT

2

1

................................................................................................................................................................

)تبديل فوريه سيگنال    )4,39 )tx را ( )ωjXسيگنال .  فرض كنيد( )tg   را مـشكل ( )ωjX در

  .ظنر بگيريد

  يعني 

( ) ( )jtXtg =  

)نشان دهيد  تبديل فوريه ) الف( )ωjG همشكل ( )tx −π2است، يعني   

( ) ( )ωπω −= xjG 2  

  با استفاده از اين كه) ب(

( ){ } ωδ jBeBt =+ℑ

  نشان دهيد ) الف(و نتيجه بند 

{ } ( )Be jBt −=ℑ ωπδ2  

  :حل

  :از معادله آناليز تبديل فوريه داريم) الف (
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( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−− == dtejtxdtetgjG
tjtj ωωω  

  ) 1-4,39.ح(

  :و نيز از معادله عكس تبديل فوريه، داريم

( ) ( )∫
+∞

∞−
= dtuejxtx

tjωω
π2

1  

  : داريمt,ωبا تعويض

( ) ( )∫
+∞

∞−
= dutejtxx

tjω

π
ω

2

1  

  :اين معادله را به صورت زير نيزز مي توان نوشت

( ) ( )∫
+∞

∞−

−=− dtejtxx
tjωωπ2  

  :داريم) 1-4,39ح(با جايگذاري در معادله 

( ) ( )ωπω −= xjG 2  
)داشته باشيم) الف(اگر در قسمت ) ب( ) ( )Bttx += δ ، در اينصورت مي توان نتيجه گرفت

( ) ( ) jBtejtxtg )و == ) ( ) ( ) ( )BBxjG −=+−=−= ωπδωπδωπω 222.  

   با استفاده از خواص تبديل فوريه واستقراء رياضي نشان دهيد كه تبديل فوريه سيگنال زير)4,40

( )
( ) �>

−

−
−

atue
n

t at
n

,
!1

1

  عبارت است از

( )n
ja ω+

1
 

  :حل

) باشد،n=1 هنگاميكه ) ( )tuetx at−=1 و ( )
ω

ω
ja

jx
+

=
1

  . خواهد بود1

)  باشد، n=2هنگاميكه ) ( )tutetx at−=2   و ( )
( )ω

ω
ja

jx
+

=
1

  . خواهد بود2

mnحال، فرض كنيم كه حالت داده شده براي   درست باشد، يعني=

( )
( ) ( )

( )mj
jxtue

m

t
x m

FTat
m

m
ω

ω
+

−
=→←

−
= −

−

1

1

!1

1
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=+1براي  mnمي توان از ديفرانسيل در حوزه فركانس استفاده كرد و نوشت :  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 1

11

1

1

1

+

++

+
=

=→←=

m

m
m

FT

mm

j

d

jdx
j

m
jxtx

m

t
tx

ω

ω

ω
ω

 

mnكه نشان مي دهد كه اگر فرض كنيم كه حالت داده شده براي      درست باشد، در اينصورت   =

1 =+براي    mn   2.  نيز صحيح خواهد بود  نيز   n=بدليل اينكه نشان داديم ك حالت داده شده براي   

2صحيح است، مي توانيم براي   1 +=n 13 و +=n   بنـابراين حالـت داده شـده   . نيز بحث كنيم   ...  و

  . اي صحيح استnبراي هر 

  ).ه در اين مسئله از استقراء رياضي استفاده شده استتوجه شود ك: پانوشت مترجم(

  

  :داريم) الف) (4,41

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )( )

( ) ( )( ) θωθω
π

θ
π

ωθθωθ
π

ωωω
πππ

ω

ω

ω

ddejYjx

dedjYjx

dejYjxtg

tj

tj

tj







−=

−=

∗==

∫∫

∫

∫

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

+∞

∞−

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

  :با استفاده از خاصيت شيفت فركانسي تبديل فوريه مي توانيم بنويسيم) ب( 

( )( ) ( )tyedejY
tjtj θω ωθω

π
=−∫

+∞

∞−2

1

  ):ب(و ) الف(با تركيب نتايج قسمتهاي ) ج(

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )txty

dejxty

dtyejxtg

tj

tj

=

+
=

=

∫

∫
∞+

∞−

+∞

∞−

θθ
π

θθ
π

θ

θ

2

1

2

1

...............................................................................................................................................................
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  فرض كنيد) 4,42

( ) ( )[ ] ( ){ } ( )thtxttg ∗=
�

ωsin2   ,  ( ) ( )[ ] ( ){ } ( )thtxttg ∗=
�

ωcos1

)يك سيگنال حقيقي متناوب و  )th پاسخ ضربه يك سيستم LTIعليّ است  .  

مقدار ) الف(
�

ω و شرايط لازم ( )ωjHبراي داشتن روابط زير را تعيين كنيد.  

( ) { }52 agtg m=   ,   ( ) { }51 aetg ℜ=  

)يك   ) ب( )th   ه نحوي كه   تعيين كنيد، ب( )ωjH   گذاشته ايـم ارضـا   ) الف( شرايطي را كه در بند

  . فرض كنيد32-4. كند

( ) ( )
t

t
ttxtg

π

sin
cos2 ∗=

( )tx   1 را حقيقي بگيريد به نحوي كه در≥ω داشته باشيم ( ) �=ωjX .   نشان دهيد كـه يـك

   وجود دارد، به نحوي كهS خطي تغييرناپذير با زمان سيستم

( ) ( )tgtx
S→  

  : حل

( )tx   سيگنالي متناوب با ضرايب سري فوريه ka فركـانس پايـه   .   مي باشـد( )tx   برابـر اسـت بـا 

sec100
rad

f =ω . دانيم كه تبديل فوريه مي 4,2از بخش( )txعبارتست از :  

( ) ( )∑
+∞

−∞=

−=
k

k kajx 1002 ωδπω

  :بدليل اين كه) الف(

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )( )
���

ωωωωωω ++−=→←= jxxjYttxty
FT

2

1
cos 11

  :داريم

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]∑

∑
∞

−∞=
−

∞

−∞=

+−+−+=

+−+−−=

k

kk

k

kk

kaka

kakajY

��

��

ωωδωωδπ

ωωδωωδπω

100100

1001001

=500اگر
�

ω5، در اينصورت سري فوق با=kبه صورت زير خواهد بود :  

( ) ( )ωδπωδ 55 axa +−
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)چون؛ )tx
∗ =− حقيقي است    kk aa   بنابراين، بيان معادله بالا بـه صـورت ،{ } ( )ωδπ 5Re2 a   در 

ــربه اي در    ــه ضـ ــد كـ ــد آمـ ــد ω=�خواهـ ــي باشـ ــه   .  مـ ــديل فوريـ ــه تبـ ــد كـ ــه نمائيـ توجـ

}معكوس } ( )ωδπ 5Re2 a ابر    بر( ) { }51 Re atg )بنابراين، نياز داريم تـا   .  مي باشد   = )ωjH   را بـه

  :گونه اي بيابيم كه

( ) ( ) { } ( )ωδπωθω 511 Re2 ajjY ==

)به راحتي  )ωjH   5(  را بـا توجـه بـه سـاير جمـلات در سـري معادلـه   ) k=جملاتـي غيـر از   

)S4,42 (نتيجهm )بنابراين، مي تـوانيم هـر   .  بدست آوريم   m≠� و   ω=100 ضربه در    )ωjH   را 

2,1,... و m100=ωكه براي و  ±±=mصفر است انتخاب كنيم :  

  بطور مشابه چون 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ){ }
��

�

ωωωω

ωω

+−−=

→←=

jxjx
j

jYttxty
FT

2

1

sin 22

  :داريم

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]∑

∑

∞+

−∞=
−

∞

−∞=

+−−−+=

+−−−−=

k
kk

k
kk

kaka
j

kaka
j

jY

��

��

ωωδωωδ
π

ωωδωωδ
π

ω

100100

1001002

=500اگر
�

ω 5، آنگاه جملات در مجموع فوق با=kبرابرند با :  

( ) ( )ωδ
π

ωδ
π

55 a
j

a
j

−−

)چون )tx
∗ =− حقيقي است    kk aa .   بنابراين بيان فوق به صورت{ } ( )ωδπ 52 aIm   ،خواهد شـد 

}توجه نمائيد كه تبديل فوريه معكوس   .  مي باشد   ω=�ضربه اي در   كه    } ( )ωδπ 5Im2 a   برابر است 

): با ) { }52 Im atg )بنابراين، نياز به يافتن . = )ωjHاي به صورت زير مي باشيم:  

( ) ( ) ( ) { } ( )ωδπωωω 522 Re2 ajGjHjY ==

5(ير جمـلات   به راحتي بـا توجـه بـه سـا    ) S4,42-2(در مجمـوع سـري   ) k=جملاتـي غيـر از   

( )ωjHm )بنابراين، مي تـوانيم هـر   .  بدست آوريم   m≠� و   ω=100را نتيجه در    )ωjH اي را

2,1,...و m100=ωبراي  ±±=mانتخاب كنيم ،.  
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)يك مثال براي   ) ب( )ωjH   درست، مي تواند پاسخ ضربه يك فيلتر پائين گذر ايده آل، بهره باند 

sec 50گذر واحد و فركانس قطع
rad

  :در اين مورد داريم.  باشد

( )
t

t
th

π

50sin
=  

...............................................................................................................................................................

   فرض كنيد )4,43

( ) ( )
t

t
ttxtg

π

sin
cos2 ∗=

( )tx    1را حقيقي بگيريد به نحوي كه در≥ω ته باشيم داش( ) �=ωjX.    نشان دهيـد كـه يـك

   وجود دارد، به نحوي كهSسيستم خطي تغييرناپذير با زمان 

( ) ( )tgtx
S→  

  :حل

  چون

) چون  )
2

2cos1
cos2

1

t
tty

+
==  

  :بدست مي آوريم

( ) ( ) ( ) ( )2
2

2
2

1 ++−+= ωδπωδ
π

ωπδωjY  

  :بنابراين

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }ωω
π

ω jYjxjYttxtytxty
FT

12

2

12
2

1
cos ∗=→←==

  :كه مي دهد

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2

1 1 1
2 2

2 4 4
Y j x j x j x jω ω ω ω= + − + +  

( )ωjx و ( )ωjY2 نشان داده شده است4,43.ح در شكل .   

  

  

١-١١-١

2
A

2
A

( )ωjG( )ωjX

ωω
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  4,43.حشكل 

  : حال

( ) ( )
wiseother

jY
t

t
ty

FT 11sin
33

<





=→←=
ω

ω
π �

  :همچنين

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ωωω jYjYjGtytytg
FT

3232 =→←∗=  
   واضح است كه4,43.حاز شكل 

( ) ( )ωω jxjG
2

1
=  

)پاسخ ضربه    با   LTIبنابراين يك سيستم    ) ( )tth δ
2

1
) مي توانـد بـراي بدسـت آوردن   = )tg   از 

( )txمورد استفاده قرار بگيرد .  

...............................................................................................................................................................

)خروجي ) 4,44 )ty يك سيستم LTIعليّ، با معادله زير به ورودي ( )txمرتبط شده است  آن.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞+

∞−
−−=+ txdtzxty

td

tyd
τττ10

)كه در آن  ) ( ) ( )ttuetz t δ3+= −  

)پاسخ فركانسي اين سيستم،) الف( ) ( ) ( )ωωω jXjYjH   .، را بيابيد=/

  .پاسخ ضربه اين سيستم را پيدا كنيد) ب(

  :حل

  :با گرفتن تبديل فوريه از دو طرف معادله ديفرانسيل داده شده داديم) الف(

( )[ ] ( ) ( )[ ]110 −=+ ωωωω jzjxjjY  

٢ ٣-٢-١-١  ٣

2
A

4
A( )ωjY2
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}بدليل اينكه  } 3
1

1
+

+
=

ω
ω

j
jzاز معادله بالا بدست مي آوريم :  

( ) ( )
( ) ( )( )ωω

ω

ω

ω
ω

jj

j

jx

jY
jH

++

+
==

101

23  

)سبط كسرهاي جزئي   ن) ب( )ωjH   را بدست آورده و عكس تبديل فوريه آن را بدست مي آوريم

  :داريم

( ) ( ) ( )tuetueth
tt 10

9

17

9
1 −− +=

...............................................................................................................................................................

 طي مبحث قضيه پارسئوال براي سيگنالهاي پيوسته در زمـان نـشان داديـم   7-3-4 در بخش   )4,45

  كه 

( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−
= ωω

π
djXdttx

22

2

1

)يعني انتگرال گيري از    ) 2
ωjX   روي تمام فركانسها مي توان كل انـرژي موجـود در سـيگنال را 

)نال حقيقـي   حـال سـيگ   . به دسـت آورد    )tx   رادر نظـر بگيريـد كـه توسـط فيلتـر ميانگـذار ايـده آل 

( )ωjH   انـرژي سـيگنال خروجـي   .  پردازش مـي شـو   45-4شكل م( )ty   را بـه صـورت انتگـرال 

)فركانسي ) 2
ωjXبيان كنيد .   

) را به قدر كافي كوچك فرض كنيد، طوري كه بتوان   ∆ )ωjH   در يك فاصله فركانسي به پهناي 

)نشان دهيد كه انرژي خروجـي فيلتـر ميـان گـذار تقريبـاً بـا   .  را تقريباً ثابت دانست   ∆ ) 2

�
ωjX∆ 

  .متناسب است

)بر مبناي نتيجه فوق    ) 2

�
ωjX∆   حـول فركـاني   ∆ با انرژي سيگنال در پهناي باند cω   متناسـب

)بر مبناي نتيجه فوق.است ) 2

�
ωjX∆را غالباً طيف چگالي انرژي سيگنال ( )txامند مي ن.  

  

 ( ) ( ) ( )tyjHtx →→ ω        

  

  45-4كل م ش
١

�
ω−

( )ωjH

→∆→

�
ω

→∆→

ω
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   :حل

    : داريم

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ωωω jHjxjYthtxty =⇒∗=

)از رابطه پارسئوال، انرژي كل )tyعبارتست از :  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )∫∫

∫

∫ ∫

∆
+

∆
−

∆
+−

∆−−

∞+

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

+=

=

==

2

2

2

2

2

2
2

2
2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

�

�

�

�

ω

ω

ω

ω
ωω

π
ωω

π

ωωω
π

ωω
π

djxdjx

djHjY

djYdttyE

( ) ( )
2 21 1

2 2
E x j x jω ω

π
≈ − ∆ + ∆

� �

)براي )tx حقيقي؛ ( ) 2

�
ωjx؛ بنابراين:  

( ) ∆=
21

�
ω

π
jxE

................................................................................................................................................................

 كـاربرد مدولاسـيون دامنـه اي باحامـل نمـايي مخـتلط در سـاختن فيلتـر   1-5-4در بخش   ) 4,46

يانگذار را ديديم   

 نشان داده شده است و اگر تنها بخش حقيقـي   26-4 سيستم درشكل   .م

( )tf   را نگـه 

 تحقق يك فيلتر ميانگذار با استفاده از   46-4در شكل م   .  است 30-4داريم، معادل فيلتر ميانگذار شكل   

)نشان دهيد كه خروجي   . مدولاسيون سينوسي و فيلتر پايين گذر نشان داده شده است    )ty   اين سيستم 

)، يعني 26-4با بخش حقيقي خروجي سيستم شكل  ){ }feℜيكسان است .  

  :حل

)فرض كنيد  )tg1 پاسخ ( )ωjH1 به ( ) ttx cωcos   و همچنين .   باشد( )tg2    پاسخ ( )ωjH 2 

)به  ) ttx cωsinدر اينصورت با مراجعه به.  باشد  

) : 4,30شكل  ) ( ) ( ) ( ) ttjxttxetxty cc

tj c ωω
sincos +==   

)و    ) ( ) ( )tjgtgt 21 +=ω  

  همچنين



٣٦٥

( ) ( ) [ ] ( ) ( )[ ]tjgtgtjttetf cc

tj c

21sincos +−=−=
•− ωωωω  

  :بنابراين

( ){ } ( ) ( ) ttgttgtf cc ωω sincosRe 21 +=  

...............................................................................................................................................................

) پيوسـته در زمـان، بـا پاسـخ ضـربه   LTIيكي از خواص پاسخ فركانسي سيستمهاي   ) 4,47 )th 

)حقيقي و علّي، اين است كه قـسمت حقيقـي    )ωjH   يعنـي( ){ }ωjHeℜ ،( )ωjH   را بـه طـور 

خاصيت كافي بودن قسمت حقيقي نام دارد و در اين مـسئله بعـضي نتـايج   اين . كامل مشخص مي كند 

  .ضمني آن بررسي مي شود

  

  

  

-  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

⊗

⊗( ) →→⊗→ ωjH1

( ) ⊗→→⊗→ ωjH1

( )tx

t
�

ωcos

t
�

ωsin

١

ω
�

ω�
ω−

( )ωjH1
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)با بررسي سيگنال   ) الف( )the   كه قسمت زوج ،( )th   است، خاصيت كافي بودن قسمت حقيقـي 

)تبديل فوريه. را ثابت كنيد )theچيست؟ چگونه مي توان ( )thرا از ( )theبه دست آورد .  

  بخش حقيقي پاسخ فركانسي يك سيستم  عليّ عبارت است  از) ب(

( ){ } ωω cos=ℜ jHe  
( )thرا بيابيد .  

)، مي توان   t=� بجز   tنشان دهيد كه به ازاي همه مقادير   ) ج( )th   را از ( )th
�

، يعني قسمت فرد   

( )th   اگر   . ، به دست آورد( )th   در �=t   تابع تكين ]( )tδ   ،( )tu1،( )tu2   نداشـته باشـد،   ]  و غيره

)مي توان مقدار    )th   را در �=t   مقدار محدود دلخواهي فرض كرد بدون اينكه پاسخ فركانـسي زيـر ،

  .ندتغيير ك

( ) ( )∫
∞

∞−

−= tdethjH
tjωω

)به اين ترتيب نشان دهيد كه قسمت موهومي    )ωjH نيز ( )ωjH   را به طور كامل مشخص مي 

  .كند

  : حل

  :داريم) الف(

( ) ( ) ( )
2

thth
the

−+
=  

)چون )thكازال مي باشد، قسمتهاي غير صفر ( )th و ( )th    روي هم مي افتند، t=� تنها در−

  :بنابراين

 (ح4,47) 

    :  داريم4,1همچنين از جدول 

( ) ( )[ ]ωjHthe
FT Re→←  

( )[ ]ωjHRe   داده شده است پس مي توانيم ( )theاز.  را بدست آوريم( )the   دوباره مي تـوانيم 

( )th   و مكرراً . ( را تحت پوشش قرار دهيم( )ωjH   را از معادلـه )S4-47-1 (   بدسـت مـي آوريـم (.

)بنابراين )ωjHبه طور كامل به( ){ }ωjHReاختصاص يافته است .  

( ) ( )
( ) �

�

��

>

=

<









=

t

t

t

th

thth

e

e

2
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)اگر ) ب( ){ } tjtj
eejH

ωωω −+==
2

1
2

1
cosRe  

  : در اين صورت

( ) ( ) ( )1
2

11
4

1
−++= ttthe δδ

        : داريم) ج(

( ) ( ) ( )
2

yhth
th

−+
=

�
  

)چون    )th   اجزاء غير صـفر   .  كازال است( )th و ( )th  همپوشـاني دارنـد و   t=� تنهـا روي   −

( )th
�

  :بنابراين.  صفر خواهد بودt=� تنها در

    )2-4,47ح(

( )

( ) �

�

��

�
>

=

<









=

t

t

t

th

th

2

نامعلوم  

      :  داريم4,1همچنين از جدول 

( ){ }ωjHh
FT Im→←

�
 

( ){ }ωjHIm   داده شده است پس مي توان ( )th
�

)از.  را بدست آورد    )th
�

)، مي توانيم    )th   را 

 هيچ نقطه ي تكينـي در   t=�اگر در . پوشش دهيم ) S4,47-2( ، با استفاده از معادله   t=�بجز براي 

)(th   وجود داشته باشد، در اينصورت ( )ωjH سط تو( )th   زوج اگر ( )�h   نـامعلوم باشـد، پوشـش 

)بنابراين . داد )ωjHدر اين مورد فقط به ( ){ }ωjHImاختصاص يافته است .  

...............................................................................................................................................................

)يك سيستم با پاسخ ضربه عليّ    )4,48 )th   در نظر بگيريد كه در �=t    در . تكينـي نداشـته باشـد

) ديديم كه بخش حقيقي يا موهومي   47-4مسئله    )ωjH   در ايـن   . آن را به طور كامل تعيـين مـي كنـد

)مسئله رابطه صريحي بين    )ωjH R و ( )ωjH I   يعني بخـشهاي حقيقـي و موهـومي ،( )ωjH   بـه 

  .دست مي آوريم

)ابتدا توجه كنيد كه چون) الف( )thشت عليّ است مي توان نو  

)      )1-48-4م ( ) ( ) ( )tuthth =  
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)چون. t=�بجز احتمالاً در    )th در �=t   4م   ( تابع تكين ندارد، تبديل فوريه دو طرف معادلـه-

  با استفاده از مطلب فوق و خاصيت ضرب نشان دهيد كه . بايد يكسان باشد) 48-1

)      )2-48-4م ( ) ( )
∫

∞

∞− −
= η

ηω

η

π
ω d

jH

j
jH

1  

ــوق،    ــه ف ــتفاده از معادل ــا اس )ب )ωjH R ــسب ــر ح ) را ب )ωjH I و ( )ωjH I ــسب  را برح

( )ωjH Rبيان كنيد .  

)      )3-48-4م ( ) ( )
∫

∞

∞− −
= d

t

x
ty

τ

τ

π

1
  

)بـراي پاسـخ ضـربه حقيقـي و علـّي   كه   . تبديل هيلبرت ناميده مي شود    )th   بخـشهاي حقيقـي و ،

  .موهومي تبديل فوريه را مي توان به كمك تبديل هيلبرت، به يكديگر ربط داد

)را در نظر بگيريد و ) 3-48-3م (حال معادله  )tyرا خروجي يك سيستم عبارت است از   

( )
�

�

<

>



−

=
ω

ω
ω

,

,

j

j
jG

)تبديل هيلبرت سيگنال) ج( ) ttx 3cos=را به دست آوريد .  

  :حل

  :با استفاه از خاصيت ضرب داريم) الف (

( ) ( ) ( ) ( ) ( )





+∗→←= ωπδ

ω
ω

1
jHtuthth

FT  

  :طرف راست تساوي فوق را به صورت زير نيز مي توان نوشت

( ) ( ) ( ) 





∗+=

ω
ω

π
ωω

1

2

1

2

1
jH

j
jHjH  

    يعني  

( )
( )

dy
y

jH

j
jH ∫

∞+

∞− −
=

ω

η

π
ω

1
 

)با شكستن )ωjHبه قسمتهاي حقيقي و موهومي داريم :  

( ) ( )
( ) ( )

( )
∫

∫
∞+

∞−

∞

∞−

−
=

−

+
=+

dy
n

jyH

dy
y

jyjHjyH

j
jjHjH

I

IR
IR

ωπ

ωπ
ωω

1

1
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  :با مقايسه قسمت حقيقي و موهومي در دو طرف داريم

( )
( )

∫
∞+

∞− −

−
=

dyy

jyH
jH R

I
ωπ

ω
)  و 1 )

( )
∫

∞+

∞− −
= dy

y

jyH
jH I

R
ωπ

ω
1  

  :مي توان نوشت) 4,48,3م(از ) ب(

( ) ( ) ( ) ( ) { }
t

FTjxjY
t

txty
π

ωω
π

11
=⇒∗=  

  ) 1-.4,48.ح(

  :اريم د4,2و نيز از جدول 

( ) ( )ωπδ
ω

+→←
j

tu
FT 1  

  بنابراين

( )
ωj

tu
FT 1

212 →←−  

  :با استفاده از خاصيت دوگان، داريم

( )[ ]12
2

−−→← ωu
jt

FT

  و يا

( )[ ]12
1

−−→← ω
π

uj
t

FT  

  :داريم) 1-4,48.ح(بنابراين از معادله 

( ) ( ) ( )ωωω jHjxjY =  
  كه 

( ) ( )[ ]
�

�

<

>





+

−
=−−=

ω

ω
ωω

j

j
ujjH 12  

)فرض كنيد) ج( )tyتبديل هيبرت ( ) ttx 3cos=در اينصورت  :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )3333 ++−−=++−== ωπδωπδωωδωδωωω jjjHxjHjxjY  
  :بنابراين

( ) ( )tty 3sin=  
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...............................................................................................................................................................

4,49 (( )ωjH   پاسخ فركانسي يك سيستمLTI   ،پيوسته در زمان است ( )ωjH   را حقيقـي، زوج

  همچنين فرض كنيد كه. و مثبت فرض كنيد

( ){ } ( )�HjH =ω
ω

max

  نشان دهيد) الف(

i) ( پاسخ ضربه( )th منتفي است.  

)ii (( ){ } ( )thth =max.  

)اگر : راهنمايي )ω,tfتابع مختلطي از دو متغير باشد، آنگاه   

( ) ( )∫∫
∞

∞−

∞

∞−
≤ ωωω dtftf ,,

بـراي تعريـف رياضـي   .  اسـت   LTIيكي ز مفاهيم مهم در تحليل سيستم، پهناي باند سيستم   ) ب(

 اما اساس همه اين تعريفها اين ايده كيفي و حسي اسـت كـه   پهناي باند راههاي گوناگوني وجود دارد،   

)مقدار   در فاصله اي    )ωjG پهناي ايـن   ). مي گذرند( بزرگ است، سيگنالهاي نمايي مختلط از سيستم

 واضح تر مي شود، ولي فعلاً بـراي   6اين ايده در فصل   . فاصله عبور سيگنال پهناي باند ناميده مي شود   

)هايي به پاسخ فركانسي آنها خواص قبلاً بيان شده براي   سيستم )ωjG   را دارد، يك پهناي باند خـاص 

 بـراي چنـين سيـستمي، پهنـاي مـستطيلي بـه ارتفـاع   wBيكي از تعاريف پهناي باند   . تعريف مي كنيم   

( )�jH   سطح زير   است، به شرطي كه مساحت آن با ( )ωjH   49-4اين مطلب در شكل   .  برابر باشد 

)چون   . تصوير شده است   ) الف( ) ( )ωω jHjH max=�   فركانسهاي داخل باند نـشان داده شـده ،

)در شكل، فركانسهاي داخل باند نشان داده شده در شكل، فركانسهايي اند كـه بـه ازاي آنهـا    )ωjH 

البته انتخاب دقيق اين پهنا تا حدي دلخواه است، ما در اينجا تعريفي را پذيرفته   . يشترين مقادير را دارد   ب

ايم تا بتوانيم سيستمهاي مختلف را با هم مقايسه و يك رابطه مهم بين زمان و فركانس را به دقت بيـان   

  .كنيم

  

  

  

   الف49-4شكل م 

→← wB

( )0H

( )ωjH

  =مساحت مستطيل    

)مساحت زير  )ωjH
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  چقدرست؟پهناي باند سيستمي با پاسخ فركانسي زير 

( )
W

W
jH

>

<





=
ω

ω
ω

,

,1

�
 

) را برحسب wBپهناي باند) ج( )ωjHبنويسيد .  

)) د( )ts   يكي از معيارهاي مهم سرعت پاسخ سيستم زمـان   . بگيريد) الف( را پاسخ پله سيستم بند

 و بنابراين مي توان تعاريف رياضي مختلفي براي آن صعود آن است، كه آن هم يك تعريف كيفي است   

زمان صعود، به طور شهودي سرعت رسـيدن   . در اينجا يكي از اين تعاريف را به كار مي بريم   . ارائه داد 

  .پاسخ سيستم از صفر به مقدار نهايي زيرست

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  )ب (49-4شكل م 

براي سيـستم مـورد بررسـي زمـان   . تپس هر چه زمان زمان صعود كمتر باشد، سيستم سريعتر اس   

  صعود را به صورت زير تعريف مي كنيم

( )
( )�h

s
tr

∞
=  

  چون 

( ) ( )thts =′

→← 1t

( )ts

( )xs

( ) ( )tsts
حد

∞→=∞
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)ديديم كه    ) ( )�hth =1max   پس مي توان ،rt را به صورت زماني كه طول مي كشد تا خروجي 

)با ماكزيمم سرعت    )ts   از به ( )∞s   تصوير شده   ) ب (49-4اين مطلب در شكل م   .  برسد، تعبير كرد

  .است

) عبارتي بر حسب rtبراي )ωjHبيابيد .  

  نشان دهيد كه) د(و ) ج(با تركيب نتايج بندهاي ) هـ(

  π2=rwtB    )  1-49-4م (

مثلاً اگر بخواهيم سيستم . پس نمي توانيم پهناي باند و زمان صعود را به طور مستقل مشخص كنيم   

بايد سيستمي با پهناي باند بزرگ انتخـاب   ) 1-49-4م   (بنا به معادله   )  كوچك rt(سريعي داشته باشيم   

بوط به طراحي سيستمهاي اهميـت كليـدي   اين مصالحه ي اساسي است كه در بسيار از مسائل مر   . كنيم

  .دارد

  :حل

)چون ) ) (iالف( )ωjH ،حقيقي و زوج است ( )thنيز حقيقي و زوج است .  

)ii   (( ) ( ) ( )∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−
≤= ωω

π
ω

π
ωω

dejHdtejHth
tjtj

2

1

2

1  

)چون )ωjHحقيقي و مثبت است .  

( ) ( ) ( )�hdejHth
tj =≤ ∫

+∞

∞−
ωω

π
ω

2

1  

  بنابراين

( )[ ] [ ]�hth =max  

  .ω2پنهاني باند اين سيستم برابر است با ) ب(

)ناحيه زير       :داريم) ج( )�jHBω  

    :بنابراين
( )

( )∫
+∞

∞−
= ωωω djH

jH
B

�

1  

      :داريم) د(

( )
( )

( )

( )

( )

( ) ω

π

ωω
π

ωω
π

B
djH

jH

djH

dtth

h

s
tr

2

2

1

2

1
===

∞
=

∫∫

∫
∞+

∞−

∞+

∞−

+∞

∞− �

�
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      بنابراين) هـ(

π
ω

π
ωω 2

2
=

B
BtB r  

...............................................................................................................................................................

 بعضي تابع همبستگي راتعريـف و بعـضي خـواص آن را بررسـي   67-2 و   45-1در مسائل   ) 4,50

)قابل در اين تابع همبستگي م. كرديم )tx  و( )tyبه صورت زير تعريف مي شود .  

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
+= τττφ dytxtxy

)به همين ترتيب مي توان توابع    )tyxφ ،( )txxφ و ،( )tyyφ دو تـابع آخـري بـه   . [ را تعريف كـرد

)همبـستگي   ترتيب توابع خـود    )tx و ( )ty   نـام دارنـد  .[.( )ωjxyΦ   ،( )ωjyxΦ   ،( )ωjxxΦ   و ،

( )ωjyyΦرا به ترتيب تبديل فوريه ( )ωjxyΦ و ( )ωjyxΦ دارند؟ چه رابطه اي  

)) الف( )ωjxyΦ و ( )ωjyxΦچه رابطه اي دارند؟   

)) ب( )ωjxyΦ را برحسب ( )ωjX و ( )ωjYبه دست آوريد .  

)نشان دهيد كه) ج( )ωjxxΦبراي همه مقادير ،ωحقيقي و غير منفي است .  

)حال فرض كنيد   ) د( )tx   ورودي يك سيـستم LTI   بـا پاسـخ ضـربه حقيقـي و پاسـخ فركانـسي 

( )ωjHبيابيد .  

ـــ( ) )ه )tx   ــكل م ــورت ش ــه ص ــستم   50-4 را ب ــربه سي ــخ ض ــد پاس ــرض كني ــد و ف ، LTI بگيري

( ) ( )tueth at−=  بـــا�>aد(تـــا ) الـــف(بـــا اســـتفاده از نتـــايج بنـــدهاي .  اســـت (( )ωjxyΦ ،

( )ωjxxΦ و ،( )ωjyyΦرا بيابيد .  

)فرض كنيد تبديل فوريه تابع ) و( )tφبه صورت زيرست   

( )
25

100
2

2

+

+
=Φ

ω

ω
ωj  

) علي و پايدار، با تابع خود همبستگي   LTIپاسخ ضربه دو سيستم    )tφ   كدام يك از ايـن دو   .  را بيابيد

  سيستم وارون پايدار و عليّ دارد؟

  

  50-4شكل م 

( )tx

١  

١  ٠  t 
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  :حل

  : مي دانيم ك2,97 و 1,45از مسئله هاي ) الف(

( ) ( )tt yzxy −= φφ  

  بنابراين

( ) ( )ωφωφ jj yxxy −=  

)چون  )tyxφحقيقي است، داريم :  

( ) ( )ωφωφ jj yzxy

∗=  

      :مي توان نوشت) ب(

( ) ( ) ( )

( ) ( )tytx

dytxtxy

−∗=

+= ∫
+∞

∞−
τττφ

  

)      :   بنابراين ) ( ) ( )ωωωφ jYjxjxy −=  

)چون  )tyحقيقي است مي توان نوشت :    

( ) ( ) ( )ωωωφ jYjxjxy

∗=  

)با ) ب( از نتايج قسمت با استفاده) ج( ) ( )txty =:  

( ) ( ) ( )

( ) �≥=

= ∗

2
ω

ωωωφ

jx

jxjxjxx
 

  :از قسمت ب داريم) د(

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )ωωφ

ωωω

ωωφωφ

jHj

jxjHjx

jYjj

xx

xy

∗

∗

∗

=

=

=

 

  : و همچنين

( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( ) 2
ωωφ

ωωωω

ωωφ

jHj

jxjHjxjH

jYjYt

xx

yy

=

=

=

∗

∗
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  :از اطلاعات داده شده، داريم) هـ(

( )
ωω

ω
ωω jj

e
j

e
j

−−

−
−

=
2

1  

  و

( )
ω

ω
j

jH
+∝

=
1

 

  :بنابراين

( ) ( )
24

2 sin2cos22

ω

ω

ω

ω
ωωφ −

−
== jxjxx  

( ) ( ) ( ) 








−∝





+−

−
== ∗

ωωω

ω

ω

ω
ωωφωφ

j
jHjj xxxy

11sin2cos22
222

 

  و

( ) ( ) ( ) 






+∝





+−

−
==

22224

2 11sin2cos22

ωωω

ω

ω

ω
ωωφωφ jHjj xxyy  

  :نياز داريم كه) و(

( )
25

100
2

2
2

+

+
=

ω

ω
ωjH  

)انتخاب براي كازال و پايدار كردن )ωjHعبارتست از :  

( )
ω

ω
ω

j

j
jH

+

−
=

5

10
) و   2 )

ω

ω
ω

j

j
jH

+

+
=

5

10
1  

  :پاسخ ضربه متناظر برابر است با

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

5

1

5

2

5

15

t

t

h t t e u t

h t t e u t

δ

δ

−

−

= +

= − +

 

)تنها سيستم با پاسخ ضربه )th1يك جواب پايدار و كازال و معكوس پذير است .  

...............................................................................................................................................................

) با پاسخ ضربه   LTIدو سيستم   ) الف() 4,51 )th و ( )tg   فرض كنيد، و آنهـا را وارون يكـديگر 

  . بگيريد
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)همچنين پاسخ فركانسي اين سيستمها را    )ωjHو ( )ωjG رابطـه بـين   .  فرض كنيـد( )ωjH 

)و )ωjGرا بيابيد .  

  .پاسخ فركانسي زير در نظر بگيريد پيوسته در زماني با LTIسيستم ) ب(

( )
32

,

,1 <<





=
ω

ω
�

jH

i) (   آيا مي توان براي اين سيستم يك ورودي( )tx   4 يا به نحوي كه خروجي به صورت شكل م-

) آري  باشد؟ اگر50 )txرا بيابيد و اگر نه توضيح دهيد چرا؟   

)ii (آيا اين سيستم وارون پذيرست؟ جواب خود را توضيح دهيد.  

 گفتـيم كـه بـراي مـدل   64-2در مـسئله   . تالاري را در نظر بگيريـد كـه مـشكل پـژواك دارد   ) ج(

LTI   ضـربه آن يـك رشـته ضـربه اسـت،    در نظر گرفت كه پاسخ اكوستيك تالار مي توان يك سيستم

  .در اين مسئله، پاسخ ضربه را به صورت زير فرض كنيد.  ام متناظرستk ام رشته با پژواك kضربه 

( ) ( )∑
∞

=

− −=
�k

kT
kTteth δ  

kTعامل
e

  . ام را نشان مي دهدk تضعيف پژواك  −

 سيگنال حس شـده توسـط دسـتگاه   براي اينكه بتوانيم صدا را با يك كيفيت خوب ضبط كنيم، بايد   

 با استفاده از روش كانولوشن، يك پردازنده 64-2در مسئله   . ضبط، را پردازش و پژواكها را حذف كنيم   

در ايـن مـسئله از روشـهاي حـوزه فركـانس   . طراحـي كـرديم   ) نمونه و براي يك مدل پژواك متفاوت   

).استفاده مي كنيم    )ωjG   سيستم    را پاسخ فركانسي LTI   پردازنده سيگنال صوتي دريافت شده فـرض 

) .كنيد )ωjG   را به نحوي برگزينيد كه تمام پژواكهـا حـذف شـود و سـيگنال حاصـل، كـاملاً مـشابه 

  .سيگنال اصلي روي صحنه باشد

  .معادله ديفرانسيل سيستم وارون سيستمي با پاسخ ضربه زير را بيابيد) د(

( ) ( ) ( )tutth 12 += δ  

  . ابتدائاً ساكن با معادله ديفرانسيل زير توصيف شده استLTIيك سيستم ) هـ(

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tx
dt

tdx

td

txd
ty

td

tyd

dt

tyd
2396

2

2

2

2

++=++

ايـن معادلـه   . است و با يك معادله ديفرانسيل توصيف مي شود   وارون اين سيستم هم ابتدائاً ساكن   

).ديفرانسيل را بيابيد )th و ( )tgيعني پاسخ ضربه سيستم اصلي و سيستم وارون را به دست آوريد ،.  

در غير اين صورت
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  :حل

) الف( ( ) ( )ω
ω

jG
jH 1= . 

)اگر خروجي را) ) (iب( )tyنشان دهيم، در اينصورت داريم  :  

( )
2

1=�jY  

)چون ) �� =jH   غير ممكن است كه داشـته باشـيم ،( ) ( ) ( )��� jHjxjY بنـابراين نمـي   . =

)توان  )tx بوجود آورد) 4,50م ( اي را بيابيم كه خروجي با متناسب شكل.  

)ii (   اين سيستم معكوس پذير نيست زيرا( )ωjH
، تعريـف نـشده   ω بـراي هـيچ مقـداري از   1

  .است

      :داريم) ج(

( ) ( )∑
∞

=
+−

−−

−
==

�k
Tj

KTjKT

e
eejH

ω

ωω
11

1  

)حال نياز داريم تا براي )ωjGداشته باشيم :  

( ) ( )TjejG ωω +−−= 11  
)چون ) د( ) ωω jjH += 2:  

( ) ( )
( ) ωω

ω
ω

jjx

jY
jG

+
==

2

1  

  :با طرفين وسطين و گرفتن  عكس تبديل فوريه، داريم

( ) ( ) ( )txty
dt

tdy
=+ 2  

  :داريم) هـ(

( )
96

23
2

2

++−

++−
=

ωω

ωω
ω

j

j
jH  

  :بنابراين، پاسخ فركانسي معكوس عبارتست از

( )
( ) 23

961
2

2

++−

++−
==

ωω

ωω

ω
ω

j

j

jH
jG  

  :معادله ديفرانسيلي را كه سيستم متناظر را توصيف مي كند، عبارتست از
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )tx
dt

tdx

dt

xd
ty

dt

tdy

dt

tyd
9623

2

2

2

2

++=++  

  بااستفاده از بسط به كسرهاي جزئي و اعمال عكس تبديل فوريه، پاسخ ضربه را به صورت 

( ) ( ) ( ) ( )tutetuetth tt 33 23 −− +−= δ  
  و

( ) ( ) ( ) ( )tuetuettg tt −− +−= 42δ  
  .داشته باشيم

................................................................................................................................................................

مـثلاً   . شتمل بر وسايل اندازه گيري كامل، كاربرد دارند   سيستمهاي وارون معمولاً در مسائل م    )4,52

ك وسيله اندازه گيري دماي مايع را در نظر بگيريد   

LTI. ي  كردن اين وسيله با يك سيستم 
 معـول   مدل

، بـه   )مـثلاً جيـوه دماسـنج   (به نظر مي رسد اين سيستم به خاطر مشخصات پاسخ عنصر انـدازه گيـري   

غييرات دما به طور ناگهاني پا

  پاسخ اين سيستم به ورودي پله واحد به صورت زيرست. سخ نمي دهدت

      )1-52-4م (

( ) ( ) ( )tuets t 2/1 −−=  

يك سيستم جبرانساز طراحي كنيد، كه پاسخ آن به خروجي وسيله اندازه گيري دماي لحظـه   ) الف(

  .اي مايع را به دست دهد

ن ساز وسايل اندازه گيري اين است   يكي از مشكلات كاربرد سيستمهاي وارون به عنوان جبرا   ) ب(

كه اگر خروجي واقعي وسيله اندازه گيري به خاطر پديده هاي خطاآميز وسيله خطا داشته باشد، دمـاي   

چون در سيستمهاي حقيقي چنين خطـايي هميـشه   . نشان داده شده مي تواند خطاي بزرگي داشته باشد   

ن مطلب يك وسيله اندازه گيري در نظر بگيريد   براي روشن شد   . وجود دارد، بايد آنها را در نظر گرفت   

و يـك   ) 1-52-4(كه خروجي آن را بتوان به صورت مجموع پاسخ وسيله اندازه گيري مطـابق معادلـه   

)مزاحم» نويز«سيگنال    )tn   در ايـن   . اين وضـعيت را نـشان مـي دهـد   ) الف (52-4شكل م   .  مدل كرد

)فرض كنيد   . م گنجانده شده است   ه) الف(شكل سيستم وارون بند    ) ttn ωsin= .   سـهم خروجـي

   اين خروجي چگونه تغيير مي كند؟ωسيستم وارون چيست و با افزايش

در .  اهميـت دارد LTIدر بـسياري از كاربردهـاي سيـستمهاي   ) ب(مشكل مطرح شده در بند   ) ج(

ايي سيستم در حذف تداخلهاي فركانس بالا مصالحه اي صـورت   حقيقت بايد بين سرعت پاسخ و توان   

ديديم كه اين مصالحه ايجاب مي كند كه اگر بخواهيم سيگنالهاي مزاحم سينوسي را   ) ب(در بند   . گيرد
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براي روشن شدن مطلب يك وسيله اندازه گيري در نظر بگيريد كه بدون تأخير بـه   . هم تقويت مي كند   

 52-4پاسخ اين سيستم را مـي تـوان مطـابق شـكل م   . ه به نويز هم باشد   ورودي پاسخ دهد، ولي آلود   

)به صورت مجموع پاسخ يك وسيله اندازه گيري كامل و سيگنال نـويز   ) ب( )tn   فـرض   .  مـدل كـرد

پاسخ ضربه اين سيـست جبـران سـاز را بـه   . نيز تضعيف كند   ) ب (52-4كنيد بخواهيم مطابق شكل م   

  .رض كنيدصورت زير ف

( ) ( )tueath at−=  

A   به تغييرات پلـه اي دمـا تـا حـد   ) ب (52-4 را به نحوي برگزينيد كه پاسخ كل سيستم شكل م

)امكان سريع باشد، ولي  ) ttn 6sin=خروجي بزرگتر از 
4

  . ايجاد نكند1
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  52-4شكل م 

  

  : حل

) پلهچون پاسخ) الف( ) ( )tuets
t






 −=

−
  : مي باشد، پاسخ ضربه عبارتست از21

( ) ( )tueth
t
2

2

1 −

=  

  :پاسخ فركانسي سيستم به صورت زير است

( )
ω

ω
j

jH =
+

2
1

2
1

 

 پاسـخ فركانـسي سيـستم معكـوس   بنـابراين، . حال مي خواهيم براي سيستم فوق، معكوس بسازيم   

       به صورت بايستي

( )
( )

[ ]ω
ω

ω j
jH

jG +==
2

12
1  

  :     با گرفتن تبديل فوريه عكس، داريم

( ) ( ) ( )tuttg 12+= δ  

LTIمدل 

  به وسيله اندازه گيري

( ) ( ) ( )tuets t 2/1 −−=

  

⊕

  سيستم وارون
   برايLTIمدل 

  وسيله اندازه گيري
  

( )tn

وسيله اندازه گيري واقعي

  وسيله اندازه گيري كامل

( ) ( )tuts =  
  

⊕   سيستم جبرانساز
  

( )tnوسيله اندازه گيري واقعي
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  : از طريق سيستم معكوس انتقال يابد، خروجي برابر است باtωsinوقتي) ب(

( ) ttty ωωω cos2sin +=

 افـزايش   ωبنـابراين، چنانچـه   .  بستگي دارد   ωملاحظه مي كنيم كه خروجي به صورت مستقيم به   

  .يابد، سهم خروجي بسته به نويز، افزايش خواهد يافت

)دراين مورد، نياز داريم كه ) ج( )
4

1≤ωjH6، وقتي كه=−ωچون   

( )
22

2 1

ω
ω

+
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a
jH  

  نياز داريم كه

16
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36

1
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≤
+a

 

  بنابراين

15
6≤a  

................................................................................................................................................................

لهاي داراي دو   همانطور كه در درس گفتيم، روشهاي تحليل فوريـه را مـي تـوان بـه سـيگنا   ) 4,53

تغير مستقل تعميم داد   

اين روشها نيز مانند همتاهاي يك بعدي شان نقشه مهمي در بعضي كاربردهـا،   . م

)  .در اين مسئله ايده هاي اوليه تحليل فوريه دو بعدي را در نظر مي گيريم. چون پردازش تصوير دارند )21, ttx   1 را سيگنالي با دو متغير مستقلt2 وtتبديل فوريه دو بعـدي .  فرض كنيد( )21, ttx   بـه 

  .صورت زير تعريف مي شود

( ) ( ) ( )
∫ ∫
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∞−

+−= 212121
2211,, dtdtettxjjX

ttj ωωωω

نشان دهيد كه اين انتگرال دو گانه را مي توان به صورت دو تبديل فوريه يك بعدي متوالي،   ) الف(

  . محاسبه كرد2tو سپس نسبت به ) 2tبا فرض ثابت بودن (1tابتدا نسبت به

)عكس تبـديل ـ يعنـي   ) الف(با استفاده از نتيجه بند ) ب( )21, ttx   برحـسب ( )21, ωω jjX را 

  .بيابيد

  .زير را بيابيدتبديل فوريه دو بعدي سيگنالهاي ) ج(

i) (( ) ( ) ( )21

2

21 21, 21 tutuettx
tt −−= +−  
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iv) (( )21, ttx 53-4 شكل م  

v) (2121 tttt
e

−−+−  

  

  

  

  

  

  

  53-4شكل م 

)سيگنال ) د( )21, ttxا تبديل فوريه دو بعدي زير را بيابيد ب.  

( ) ( )12

1

21 2
4

2
, ωωδ

ω

π
ωω −

+
=

j
jjX

)) هــــ( )21, ttx و( )21, tth   ـــه هـــاي ـــا تبـــديل فوري ) دو ســـيگنال دو بعـــدي ب )21, ωω jjX و 

( )21, ωω jjHبيابيد :  

i)  ( ( )2211 , TtTtx −−  
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∞−
−−= 2122112121 ,,, ττττττ ddttxxtty  

  :حل

  :از تعريف داده شده، داريم) الف(

در غير اين صورت
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  :مي توانيم بنوييسم) الف(از نتيجه قسمت ) ب(
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v) (   ناحيـه مختلـف در   6ايـن سـيگنال   .  نشان داده شده است53.حهمانطور كه در شكل ( )21, tt 

  .طرح دارد
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)سيگنال )21, ttxرت زير است به صو:  

  

  

  

  

  

  

  

  :بنابراين
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)     )     (i  ) هـ( )21,2211 ωωωω
jjxee

TjTj −−  

)iii(    ( ) ( )2121 ,, ωωωω jjHjjx  

1ناحيه 

2ناحيه 

3ناحيه 

4ناحيه 

5ناحيه 
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e
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e
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e
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e
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e
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e
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  فصل پنجم
  يه گسسته در زمان تبديل فور

  :تبديل فوريه سيگنالهاي زير را بيابيد) 9-5(به كمك معادله تجزيه تبديل فوريه  )5,1
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  .اندازه هر تبديل فوريه را در يك دوره تناوب رسم كنيد
  :حل

]فرض كنيم   ) الف ( ] ( ) [ ]1
2

1
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nunx
n

، )5,9( بـا اسـتفاده از معادلـه آنـاليز تبـديل فوريـه   

)تبديل فوريه )ωjexاين سيگنال برابر است با :  
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]فرض كنيد   ) ب(  ] ( ) 1
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=
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nx   تبـديل فوريـه   5,99( با استفاده از معادله آناليز تبـديل فوريـه ،

( )ωjexاين سيگنال عبارتست از :  
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  :مي باشد، حال) الف(مجموع دوم در طرف راست معادله فوق دقيقاً مشابه نتيجه قسمت 

( ) ( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

+

∞−

−
−−

−
==

�

�

n
j

nj
n

nj
n

e
ee

ω

ωω

2
11

1

2
1

2
1

2
1

11

 



٣٨٧

  :بنابراين
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  .به كمك معادله تجزيه تبديل فوريه را در يك دوره تناوب رسم كنيد )5,2
]) الف( ] [ ]11 ++− nn δδ    )ب ([ ] [ ]22 −−+ nn δδ  

  .تناوب رسم كنيداندازه هر تبديل فوريه را در يك دوره 
  :حل
]فرض كنيد ) الف ( ] [ ] [ ]11 ++−= nnnx δδ .   5,9(با استفاده از معادله آناليز تبـديل فوريـه .(

)تبديل فوريه )ωjeبراي اين سيگنال عبارتست از :  
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−
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jj
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]فرض كنيد   ) ب( ] [ ] [ ]22 −−+= nnnx δδ .   5,9(ليز تبـديل فوريـه   با استفاده از معادله آنـا( ،

)تبديل فوريه  )ωjexاين سيگنال برابر است با :  
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πωπتبديل فوريه هر يك از سيگنالهاي متناوب زير را در )5,3   :به دست آوريد −≥>

) الف(
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

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) ب(
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

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n  

  : حل
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] توجه كنيد كه سيگنال متناوب5,2 از بخش  ]nxبا نمايش سري فوريه زير   
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k eanx
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  :تبديل فوريه زير را دارد
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
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nnx   دانـيم كـه پريـود پايـه سـيگنال    مـي .  را در نظر بگيريد

[ ]nx1 6 برابر است با=N.  
  :سيگنال را به صورت زير نيز مي توان نوشت
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k ]برايaبااستفاده از اين، ضرايب غير صفر سري فوريه ]nx13 2 در بازه ≤≤− k به صورت 
  :زير بدست مي آوريم
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]سيگنال) ب( ]
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++= nnx   توجه كنيد كه پريـود پايـه سـيگنال   .  را در نظر بگيريد
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ka6يهاز اين، ضرايب غير صفر سري فور 5  در بازه ≤≤− kبه صورت زير بدست مي آوريم :  
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( ) ( )

( ) ( ) ( )








++−+=









++








−+=

−

−

66
4

12

2
12

12

2
22

88

11

πωδπωδπωπδ

π
ωδπ

π
ωδπωδπ

ππ

ω

ji

j

ee

aaaex
�

 

.........................................................................................................................................................

  :عكس تبديل فوريه هاي زير را بيابيد) 8-5(با استفاده از معادله تركيب فوريه ) 5,4
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)عكس تبديل فوريه ) 8-5( معادله تركيب با استفاده از) 5,5 )ωjeXرا بيابيد، كه براي آن   
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]سيگنال ]nx  هنگاميكه 




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
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4
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π   يك ضريب غيرصـفر  π   باشـد و يـا هنگاميكـه ∞→n ،

. صفر خواهد بود    مقدار




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
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π   هرگز مانند حالتي كه آن يك ضـريب غيرصـفر π   اسـت باشـد  .

]بنابراين ]nx=� تنها وقتي ±∞=n.  
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5,6 (( )ωjeX تبديل فوريه[ ]nx تبديل فوريه سيگنالهاي زيـر را برحـسب   .  است( )ωjeX   بيـان 
  . استفاده كنيد1-5 در جدول از خواص مندرج. كنيد
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]در اين مسئله، فرض كنيم كه ] ( )ωjFT
exnx 1→←  
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exnx −→←−  

  :داريم)  را ببينيد5,3,3(با استفاده از خاصيت شيفت زماني 

[ ] ( )ωω jnjFT
exenx −→←−− 1 ]  و  ] ( )ωω jnjFT

exenx −→←+− 1  
  بنابراين

[ ] [ ] [ ] ( ) ( )
( ) ωω

ωωωω

cos2

111

j

jnjjnjFT

ex

exeexenxnxnx

−

−−−

↔

+→←−−++−=
 

  :داريم) S.3,5شكل (با استفادهاز خاصيت معكوس پذيري ) ب(

[ ] ( )ωjFT
exnx −→←−  

  : مورد داريمبا استفاده از خاصيت مزدوج گيري در اين

[ ] ( )ωjFT
exnx ∗∗ →←−  

  :بنابراين

[ ] ( ) [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )( )
( ){ }ω

ωω

jFT

jjFT

ex

exexnxnxnx

Re

2
1

2
1

2

→←

+→←+= ∗∗

  

  :داريم.)  را ببينيد5,3,8(با استفاده ازخاصيت مشتقگيري در فركانس ) ج(

[ ] ( )
ω

ω

d

edx
jnnx

j
FT→←  

  :بااستفاده از خاصيت مشتقگيري براي دومين بار

[ ] ( )
2

2
2

ω

ω

d

exd
nxx

j
FT −→←  

  :بنابراين

[ ] [ ] [ ] ( ) ( ) ( )ω
ωω

ωω
j

jj
FT

ex
d

edx
j

d

exd
nnxnxnnx +−−→←+−= 212

2

2
2

3  

..........................................................................................................................................................
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تعيـين   ) 1-5جـدول   ( براي هر يك از تبديل فوريه هاي زير، به كمك خواص تبـديل فوريـه   )5,7
زوج اسـت،   ) ii(حقيقي اسـت، موهـومي اسـت، يـا هيچكـدام، و   ) (i سيگنال حوزه زمان   كنيد كه آيا   

  .عكس تبديل فوريه را حساب نكنيد. فردست، يا هيچكدام

)) الف( )( )∑ =

−=
10

11 sin
k

jj
keeX ωωω  )ب (( )ωjeX 2  

)) ب( ) ( ) ( )ωωω 5sinsin2 jeX j =  

)) ج( ) ( ) ( )ωω ω jBj
eAeX    كه در آن 3=+

( )
πω

π

π
ω

ω
≤<

≤≤





=

8

8
,

,1 �

�
A           و         ( ) π

ω
ω +−=

2

3
B  

  :حل
]سيگنال) الف ( ]ny1با تبديل فوريه زير را در نظر بگيريد :  

( ) ( )∑
=

=
10

1

1 sin
k

j
keY ωω

)مشاهده مي كنيم كه    )ωjeY1   نال  را ببينيد كـه تبـديل فوريـه سـيگ   5,1جدول   .  حقيقي و فرد است
بابراين، مي توان گفت كه تبديل يك سيگنال موهـومي خـالص و مـرد، حقيقـي و   . حقيقي و فرد است   

]با استفاده از اين ملاحظه، نتيجه مي گيريم كه. فرد خواهد بود ]ny1موهومي خالص و فرد است .  

)     :توجه كنيد كه ) ( )ωωω jjj eYeex 1

−=  
]بنابراين ]nx1همچنين موهومي خالص اما [ ]nx1نه زوج و نه فرد است .  

)توجه كنيد كه   ) ب( )ωjex2   بنابراين.  موهومي خالص و فرد است[ ]nx2   بايـستي حقيقـي و فـرد
  .باشد

]ســيگنال ) پ( ]ny3   بــا انــدازه تبــديل فوريــه ( ) ( )ωω AeY j  و فــاز تبــديل فوريــه   3=

( ){ } ( )ωω

2
3

3 −=j
eYچون .  را در نظر بگيريد�( ) ( )ωω jj

eYeY
−=    و 33

( ){ } ( ){ }ωω jj
eYeY

−−= 33 ]توانيم نتيجه بگيريم كه سيگنال     مي �� ]ny3   جدول . (، حقيقي است
  ). را ببينيد5,3,4 و خاصيت 5,1
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]حــال، ســيگنال ]nx3ــه ــديل فوري ــا تب )  را ب ) ( ) ( ) πωωω jjj
eeYexjY 333  را در نظــر −==

بااستفاده از نتيجه پاراگراف قبلي و خاصيت خطي تبديل فوريه، مي توانيم نتيجـه بگيـريم كـه   . بگيريد
[ ]nx3بايستي حقيقي باشد ،.  

)بدليل اينكه تبديل فوريه    )ωj
ex3 ومي خالص و حقيقي خالص نيست، سيگنال    موه[ ]nx3   نه فرد 

  .و نه زوج است

.........................................................................................................................................................

] 2-5 و 1-5ولهاي با استفاده از جد) 5,8 ]nxداراي تبديل فوريه زير را تعيين كنيد :  

( ) ( ) πωπωπδ
ω

ω

ω ≤<−+





















−
=

−
,5

sin

2

3
sin

1

1
j

j

e
eX

  
  

  :حل

[ ]
1

11
1

>

≤





=
n

n
nx

�
 

  :  مي دانيم كه5,2از جدول 

[ ] ( )
( )
( )

2
sin

2
3sin

11 ω

ω
ω =→← jFT

exnx

  :با استفاده از خاصيت جمعگيري داريم

[ ] ( ) ( ) ( )∑∑
∞

−∞=
−

−∞=

−+
−

→←
k

jcj

j

n

k

FT
kexex

e
kx πωδπω

ω
2

1

1
1  

πωπه بنابراين، در باز ≤≤−:  

[ ] ( ) ( )ωπδω

ω
3

1

1
11 +

−
→←

−
−∞=

∑ j

j

FT
n

k

ex
e

kx  

πωπهمچنين، در بازه  ≤<−  
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( )ωπδ21 →←FT  
πωπ: بنابراين در بازه ≤<−  

[ ] [ ] ( ) ( )∑
−∞=

−
−

−
→←+=

n

k

j

j

FT
sex

e
kxnx ωπδω

ω 11
1

1
1  

]سيگنال    ]nxمي توانيم . تبديل فوريه ي مطلوب را دارد[ ]nx   به صورت رياضي بـه ايـن ترتيـب 
  :داشته باشيم

[ ] [ ]
2

11

2

4

3

1

1 1

≥

≤≤−

−≤









+=+= ∑
−∞=

n

n

n

nkxnx
n

k

 

.........................................................................................................................................................

] در مورد يك سيگنال زيرخاصيتچهار  )5,9 ]nx با تبديل فوريه ( )ωjeXداده شده است .  
1 .[ ] �=nx در  �>n  
2 .[ ] �� >x  

3 .( ){ } ωωω 2sinsin −=j

m eXg  

4 .( ) 3
2

1 2

=∫ ω
π

π

ω
deX

j  

  : حل
]، مي دانيم كه براي سيگنال حقيقي5,1دول  در ج5,3,4 از خاصيت  ]nx.  

[ ]{ } ( ){ }ωjFT
exjnxod Im→←  

  :از اطالعات داده شده

( ){ }

( ){ }ωωωω

ω ωω

jjjj

j

eeee

exj

22

2
1

2sinsinIm

−− +−−=

−= ∫ ∫  

  : بنابراين
[ ]{ } ( ){ }{ }

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]{ }2211
2

1

Im

−++−−−+=

=

nnnn

rxjFTnxod
j

δδδδ

ω
�

 

  همچنين مي دانيم كه
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[ ]{ } [ ] [ ]
2

nxnx
nxodd

−−
=  

]،n<�و براي ] cnx   : است، بنابراين=

[ ] [ ]{ } [ ] [ ] �<+−+== nfornnnxoddnx 212 δδ  
]حال، فقط بايستي ]�xبا استفاده از رابطه پارسئوال، داريم.  را پيدا كنيم:  

( ) [ ]
2

2

2

1
∑∫
+∞

−∞=

∞+

∞−
=

n

j nxdex ω
π

ω  

  :از اطلاعات داده شده، مي توان نوشت

[ ]( ) [ ] [ ]{ } 23
2

21
2

+=+= ∑
−

−∞=

�� xnxx
n

 

]كه مي دهد ] 1±=�x .ا بدليل اينكهام[ ] �� >xمي توان نتيجه گرفت كه ،[ ] 1=�x   
  بنابراين

[ ] [ ] [ ] [ ]21 +−++= nnnnx δδδ

........................................................................................................................................................

   و اين حقيقت كه2-5 و 1-5با استفاده از جدولهاي ) 5,10

( ) [ ]∑
∞

−∞=

=
n

j
nxeX

�

  . تعريف شده در زير را بيابيدAمقدار عددي 

∑
∞

=









=

�n

n

nA
2

1
 

  :حل
   مي دانيم كه  5,2از جدول 

[ ]
ωj

FT

n

e

nu
−−

→←








2

1
1

1

2

1  

  : داريم5,1 جدول 5,3,8با استفاده از خاصيت 
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[ ] ( ) [ ] ( )

( )2
2

11

2
1

2
11

1

2
1

ω

ω

ω

ω

ω

j

j

j

jFT
n

e

e

ed

d
jexnunnx

−

−

−

−
=













−
=→←=

 

  : بنابراين

( ) [ ] ( )∑ ∑
∞

=

∞

−∞=

===
�

�

n n

j
n

exnxn 2
2

1  

.........................................................................................................................................................

]سيگنال) 5,11 ]ngيل فوريه  با تبد( )ωjeGفرض كنيد.  را در نظر بگيريد  
[ ] ( )[ ]nxng 2=  

]سيگنال    ]nx   داراي تبديل فويه ( )ωjeX اسـت  .a   را بـه نحـوي تعيـين كنيـد كـه   عـدد حقيقـي 

π2<< a� و ( ) ( )( )ajj eGeG −= ωω  
: حل
  ):5,3,7 خاصيت 5,1جدول (اصيت بسط زماني مي دانيم كه از خ

[ ] ( )[ ] ( ) ( )ωω 2

2

jFT
exjGnxng =→←=  

)بنابراين    )ωjeG   خلاصه كردن ( )ωjex   دانـيم   از آنجـايي كـه مـي    . آيـد  بدسـت مـي    2 با ضريب

( )ωjcxبـــا دوره تنـــاوب π2 مـــي تـــوانيم نتيجـــه بگيـــريم كـــه. اســـت  متنـــاوب( )ωjeG بـــا پريـــود 

( ) ππ =2
2

)بنابراين . پريوديك است1 ) ( )( ) ππωω ∝== − ,jj eGeG  
........................................................................................................................................................

  .فرض كنيد) 5,12

[ ] 







∗





















=
n

n

n

n

n c

π

ω

π

π
sin4

sin

2

πωω علامت كانولوشن است و *كه در آن  ≤cc    را مقيدتر كنيد به نحوي كه داشته باشيم.
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[ ]

2

4
sin





















=
n

n

ny
π

π

  : حل
]سيگنال ]nx1را به صورت زير در نظر بگيريد .  

[ ]
n

n

nx π

π

4
sin

1 =  
]، تبديل فوريه5,2از جدول  ]nx1به صورت زير خواهد بود .  

( )
πω

π

πω
ω

<<

≤<





=

4

41
1

�

�

j
ex  

]شكل ] [ ]{ }2

12 nxnx ]حـال سـيگنال   .  رسم شده اسـت   5,12ح در شكل   = ]nx2   را بـه صـورت

[ ] [ ]{ }2

12 nxnx تبـديل فوريـه   ) 5,5 خاصيت   1.جدول   (ده از خاصيت ضرب   با استفا .  فرض كنيد   =

[ ]nx2   را به صورت زير بدست مي آوريم :( ) ( ) ( )( ) ( )ωωω

π
jjj

eexex ∗= 12 2
 كه اين در شـكل   1

  . رسم شده استح55,12
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

4
1

2
π−

2
π ω

( )ωjeX 2 ( )ωjeX1 

١

4

π4

π
−
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  55,12حشكل 
  

) واضح است كه   55,12از شكل    )ωjex2   بـه ازاء 
2

π
ω بـا اسـتفاده از خاصـيت   .  صـفر اسـت   <

  :دانيم كه مي) 5,4، خاصيت 5,1جدول (كانولوشن 

( ) ( ) ( )








=
n

n
FTexeY cjj

π

ωωω sin  

طرحـــواره








n

n
FT c

π

ωsin واضـــح اســـت كـــه اگـــر .  نمـــايش داده شـــده اســـت55,12 در شـــكل

( ) ( )ωω jj exeY πωدر اينصورت .  باشد=
π

≤≤ c
2

.  

........................................................................................................................................................

] با پاسخ ضربه   LTIيك سيستم   ) 5,13 ] [ ]nunh

n









=

2

1
علي ديگر بـا پاسـخ    LTI با يك سيستم   1

]ضربه ]nh2پاسخ فركانسي سيستم كل عبارت است از.  موازي شده است  

( )
ωω

ω
ω

jj

j
j

ee

e
eH

2712

512
−−

−

+−

+−
=

[ ]nh2را بيابيد .  
  :حل

پاسخ ضربه سيستم كلي، مجمـوع   .  به صورت موازي با هم بسته مي شوند   LTIهناميگه دو سيستم   
  :اشد؛ بنابراينپاسخهاي ضربه ي تك تك سيستمها به صورت جداگانه مي ب

[ ] [ ] [ ]nhnhnh 21 +=  

  ):5,3,2، خاصيت 5,1جدل (با استفاده از خاصيت خطي بودن 

( ) ( ) ( )ωωω jjj eHeHeH 21 +=

١

cω−
cω ω









n

n
FT c

π

ωsin
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]فرض شده است كه ] ( ) [ ]nunh
n

2
  :، بدست مي آوريم=1

( )
ω

ω

j

j

e
eH

−−
=

1
2

1

1
1  

  :در اين صورت

( )

ω

ωωω

ω
ω

j

jjj

j
j

e

eee

e
eH

−

−−−

−

−

−
=

−
−

+−

+−
=

4

1
1

2

1
2

1

1

712

512
22

 

   :با گرفتن عكس تبديل فوريه

[ ] ( ) [ ]nunh
n

4
122 −=  

.........................................................................................................................................................

LTI اطلاعات زير در مورد سيستم    )5,14    
،S    

 با پاسخ ضربه    و

[ ]nh  و پاسخ فركانـسي( )ωjeH داده 
  . شده است

1 .[ ] [ ]ngnu

n

→








4

]، كه در آن1 ] �=ng 2، در≥n و �<n.  

2 .( ) 12/ =πjeH  

3 .( ) ( )( )πωω −= jj eHeH  
[ ]nhن كنيد را تعيي.  
:حل

]از اطلاعات داده شده، تبديل فوريه ]ngكه برابر ( )ωjeGرا به صورت زير بدست مي آوريم :  

( ) [ ] ( ) ωω jj eggeG −+= 1�  

]همچنين هنگاميكه ورودي سيستم برابر    ] ( ) [ ]nunx
n

4
] باشد، خروجي سيستم   =1 ]ng هد  خوا

  :بود

( ) ( )
( )ω

ω
ω

j

j
j

ex

eG
eH =  
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  : داريم5,2از جدول 

( )
ω

ω

j

j

e

ex
−−

=

4

1
1

1  

  :بنابراين

( ) [ ] [ ]{ } −+= eggeH j 1�
ω  

( ) [ ] [ ]{ } [ ] { } [ ] ωωωωω jjjjj
egeggeeggeH

21
4

1
11 −−−− −+=









−+= ���  

]بديهي است كه ]nh جمله اي به صورت زير است3 يك دنباله  :  

( ) [ ] [ ] [ ] ωωω jjj ehehheH 221 −− ++= �  
( )( ) [ ] [ ] ( ) [ ] ( )

[ ] [ ] [ ] ωω

πωπωπω

jj

jjj

ehehh

ezhehheH

2

2

21

1

−−

−−−−−

+−=

++=

�

�
 

]شاهده مي شود كه اگر تنهام ] �=1hباشد  .( ) ( )( )πωω −= jj eHeHهمچنين، داريم:  

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]2

21 2
2

22

hh

ehehheH
jjj

−=

++=






 −−

�

�

πππ

 

12چون داده شده است  =






j π

eHداريم:  

]      )          1-14-5ح( ] [ ] 12 =− hh �  
  حال توجه كنيد كه

[ ] [ ] ( ) [ ]{ }
[ ]( ) [ ]knukh

nunhng

kn

ck

n

−=

∗=

−

=

∑ 4
1

4
1

2  

  : داريمn=2اسبه مقدار در با مح

[ ] [ ] [ ] [ ]21
4

1
16

12 hhhg ++== ��  
]بدليل اينكه  ] �=1h؛  

]    )2-5,14ح( ] [ ] �� =+ 2
16

1
hh  
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  :همزمان داريم) 2-5,14ح(و ) 1-5,14ح(با حل معادلات 

[ ] [ ]
17

1
2,

17

16 −
== hh �  

  :بنابراين

[ ] [ ] [ 2
17

1

17

16
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)با گرفتن تبديل فوريه معكوس) الف( )ωjeG ،) بدست مي آوريم.)  را مشاهده كنيد5,2جدول  
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  .نيست

.........................................................................................................................................................
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  : و گرفتن تبديل فوريه معكوس، داريم5,2با استفاده از جدول 
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5,23( ( )ωJEx   تبديل فوريه سيگنال [ ]nx   محاسبات زير را بـدون محاسـبه   .  است 23-5 شكل م
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( )ωjeY   براي هر انتخاب [ ]nP   نشان داده شده، در نتيجه   27,5ح در شكل [ ]ny   بر  مورد برا  براي هر
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] ســـيگنالهاي  5,28)" ]nx و [ ]ngبـــا تبـــديل فوريـــه هـــاي ( )ωjeX و ( )ωjeGداده شـــده اســـت  .

)همچنين رابطه )ωjeXو ( )ωjeGبه صورت زير است :  
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  :با اعمال عكس تبدلات فوريه داريم
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  :بنابراين
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  . نشان داده شده است5,30حپاسخ فركانسي به اين سيتم در شكل ) الف) (5,30

)تبديل فوريه ) ب( )ωjexبراي ( )tx نشان داده شده است5,30ح در شكل .  

i) (پاسخ فركانسي( )ωjeHنشان داده شده است، بنابراين5,30حل در شك [ ] 



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)iii ( در اين مورد( )ωjexتبديل فوريه ( )txمي باشد، بنابراين :  
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)iv (در اين مورد خروجي برابر است با:  
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] با پاسخ ضربه   LTIيك سيستم    )5,31 ]nh   و پاسخ فركانسي ( )ωjeH   داراي اين ويژگي است 
  كه 

πωπωωω ≤≤−→
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,coscos nn  به ازاي

)) الف )ωjeHرا بيابيد .  
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 اطلاعات داده شده؛ واضح است كه هنگاميكه ورودي سيستم يـك نهـايي مخـتلط بـا    با استفاده از   

فركانس
�

ω
�
 ω باشد، خروجي نيز يك نهايي مختلط با همان فركانس اما با اسكيل يـافتن بـه انـدازه   

  .خواهد بود

( ) πωωω ≤≤= �foreH
j  

  :ه معكوس پاسخ فركانسي داريمبا گرفتن تبديل فوري) ب(

[ ] ( )

( )

( )

( )





 −
=

=

=

+−=

=

∫

∫

∫∫

∫

−

−

+

2

11

1

1

2

1

2

1

2

1

n

nCos

dnCos

dnCos

dede

deeHnh

njnj

njj

π

π

ωωω
π

ωωω
π

ωω
π

ωω
π

ω
π

π

π

π
ω

π

ω

π

π

ωω

�

�

�

�

..........................................................................................................................................................



٤٣٠

5,32( [ ]nh1 و [ ]nh2    را پاسخ ضربه هي دو سيستمLTI   علي با پاسـخ فركانـسي ( )ωjeX  و   1

( )ωjeX آيا معادله زير در حالت كلي درست است يا نـه؟ بـراي جـواب خـود دليلـي   .  فرض كنيد   2
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  همچنين چون
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  . عليّ توصيف شده با معادلة تفاضلي زير را در نظر بگيريدLTIسيستم ) 5,33

)پاسخ فركانسي) الف( )ωjeHاين سيستم را بيابيد .  
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  :با اعمال تبديل فوريه معكوس داريم
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]با اعمال تبديل فوريه معكوس؛ ]nyبه صورت زير بدست خواهد آمد :  
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  :با گرفتن عكس تبديل فوريه داريم
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يستمي از اتصال سري دو سيستم )5,34
  يل شده است با پاسخ فركانسي زير تشكLTI س

( )
ω

ω
ω

j

j
j

e

e
eH

−

−

+

−
=

2

1
1

2
1

  و

( )
ωω

ω

2
2

4

1

2

1
1

1

jj

j

ee

eH
−− +−

=

  .كنندة كل سيستم را بيابيد معادله ديفرانسيل توصيف) الف(
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  .پاسخ ضربه سيستم كل را تعيين كنيد) ب(
  :حل
مي باشد، پاسخ فركانسي، سيستم   ) كاسكد ( يا   )اريبشآ(از آنجايي كه سيستم داراي اتصال   ) الف (

  :است ازكلي عبارت 
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  :بنابراين، تبديل فوريه، ورودي و خروجي سيستم كلي برابر است با
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  :با طرفين و وسطين كردن و نيز اعمال تبديل فوريه معكوس، داريم
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  :ويسيمپاسخ فركانسي كلي را مجدداً به صورت زير مي توانيم بن) ب(
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  :با اعمال عكس تبديل فوريه، داريم
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م يك سيست) 5,35

LTIبا معادله تفاضلي زير توصيف شده است   
[ ] [ ] [ ] [ ]11 −+=−− nxnbxnayny

  . است1 حقيقي و كوچكتر از aكه در آن 



٤٣٦

   را به نحوي تعيين ك نيد كه پاسخ فركانسي سيستم به صورت زير باشد bمقدار ) الف(

( ) 1=ωjeH ، ω  براي تمام مقادير

ω،njگويند، چنين سيستمي بـه ازاي تمـامِ مقـادير    گذر مي    سيستم تماماين سيستم را   
e

ω   را بـدون 
  . را به كار بريددر بقيه اين مسئله، همين مقدار b. دهد تضعيف عبور مي

) )ب( )ωjeH∠را در فاصلة πω ، به ازاي�≥≥
2

1
=a به طور تقريبي رسم كنيد ،.  

)) ج( )ωjeH∠ را در فاصلة πω ، به ازاي�≥≥
2

1
−=aبه طور تقريبي رسم كنيد ، .  

خروجي سيستم را به ازاي) د(
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−=aو ورودي زير محاسبه و رسم كنيد   
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كـه   گذارد، بـرخلاف فـاز خطـي    اي بر سيگنال ميدهد كه فاز غيرخطي اثر عمده   اين مثال نشان مي   

  .تنها اثرش ايجاد يك جابجايي زماني است
  :حل

  :با گرفتن تبديل فوريه از طرفين معادله ديفرانسيل عبارت زير حاصل مي شود
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  .نمايش داده شده است 5,35ح طرح در شكل ) ج(
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  :با گرفتن عكس تبديل فوريه داريم
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  :ت نشان داده شده اس5,35حطرح اين خروجي در شكل  
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]فرض كنيد ) الف( ) 5,36 ]nh و [ ]ng   هاي دو سيستم    پاسخ ضربهLTI   در زمـان    پايدار گسـسته
  .رابطه  بين پاسخ فركانسي دو سيستم را بيابيد. وارون هستند

در هـر مـورد   .  عليّ توصيف شده با معادلات تفاضلي زير را در نظر بگيريـد   LTIسيستمهاي   ) ب(
  .كنندة آن را بيابيد پاسخ ضربة سيستم وارون و معادله تفاضلي توصيف
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   عليّ توصيف شده با معادله تفاضلي زير را در نظر بگيريدLTIسيستم ) ج(

]             )  1-36-5م ( ] [ ] [ ] [ ] [ ]2
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 علـّي   LTIيك سيستم   . نشان دهيدي كه وارون اين سيستم عليّ نيست   . تم را بيابيد   وارون اين سيس   
  بيابيد كه 
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  36-5شكل م 
تر اين كه يـك سيـستم    مشخص. باشد) 1-36-5(سيستم توصيف شده با معادله   » وارون تأخيردار «
LTIعليّ بيابيد به نحوي كه خروجي [ ]nw برابر36-5 شكل م [ ]1−nxباشد .  

  :حل
  :پاسخ هاي فركانسي با بيان زير به هم مرتبط مي شوند) الف(
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  :معادله ديفرنس بين ورودي و خروجي به شكل زير است
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  :برابر است بامعادله ديفرنس بين ورودي و خروجي 
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  :معادله ديفرنس بين ورودي و خروجي به شكل زير در مي آيد
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  :و معادله ديفرنس بين ورودي و خروجي برابر است با
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  :پاسخ فركانسي سيستم داده شده عبارتست از) ج(
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]واضح است كه پاسخ ]ngيك پاسخ ضربه سببي نيست ،.  
بعـلاوه،   .  واحد تأخير دهيم، در اينـصورت، كـازال خواهـد شـد   1اگر اين پاسخ ضربه را به اندازه   

]خروجي سيستم معكوس در اينصورت برابر    ]1−nx پاسخ ضربه اين سيستم كازال برابر   . اهد بود  خو
  :است با
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)فرض كنيد  )5,37 )ωjeX يل فوريه تبد[ ]nx تبـديل فوريـه سـيگنالهاي زيـر را برحـسب   .  است

( )ωjeXفرض نكنيد كه. ( پيدا كنيد[ ]nxحقيقي است (.  

]) الف( ]{ }nxeℜ)              ب ([ ]nx ]) ج          (∗− ]{ }nxvε  
  :حل

]         داده شده كه  ] ( )ωjFT
exnx →←   
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  :مي توان نوشت

( ) [ ]∑
∞

−∞=

−∗−∗ =
n

njj
enxeX

ωω

  :نتيجه مي گيريم كه) 5,9(با مقايسه با معادله 
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  :بنابراين
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  :بنابراين

[ ] ( )ωjFT
eXnx −→←−  

  :از قسمت قبلي مي دانيم كه

[ ] ( )ωjFT
eXnx −∗∗ →←  
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  :بنابراين، با تركيب دو وضعيت با همديگر داريم
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) فرض كنيد   )5,38 )ωjeX   تبديل فوريه سـيگنال حقيقـي [ ]nx   نـشان دهيـد كـه   .  اسـت[ ]nx   را 
  :توان به صورت زير نوشت مي
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  :بدست مي آوريم) 5,8( از معادله نقيض 
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  خاصيت كانولوشن زير را ثابت كنيد) 5,39

[ ] [ ] ( ) ( )ωω jj eHeXnhnx →∗ ℑ  

  :حل
  :فرض كنيد
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5,40 ([ ]nx و [ ]nh   دو سيگنال هستند و [ ] [ ] [ ]nhnxny ]دو عبارت براي   . =∗ ]�y   بنويـسيد  :

]يكي بر حسب    ]nx و [ ]nh)    و يكي برحسب   ) شنبا استفاده از جمع كانولو( )ωjeX و ( )ωjeH)  با
]انتخـاب سـنجدة   با   ). استفاده از خاصيت كانولوشن تبديل فوريه    ]nh    ،و اسـتفاده از دو عبـارت فـوق

  رابطه پارسوال را ثابت كنيد يعني نشان دهيد كه
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  .ابطه زير را كه تعميم رابطة پارسوال است بيابيدبه همين روش ر
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  :حل
]فرض كنيد  ] [ ] [ ]nhnxny   : در اينصورت با استفاده از مجموع كانولوشن=∗
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  :با استفاده از خاصيت كانولوشن تبديل فوريه داريم
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  :و برابر قرار دادن آنها داريم) 2-5,40ح(و ) 1-5,40ح(راست معادله 
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]حال فرض كنيد كه    ] [ ]nxnh −= ) S5,40-1(، جايگذاري طرف راست معادلـه   . در اينصورت   ∗
  :و برابر قرار دادن آنها) 2-5,40ح(و 
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]فرض كنيد ) 5,41 ]nx~   سيگنال متناوبي با دوره تنـاوب  N   سـيگنال داراي عمـر محـدود   .  اسـت
[ ]nxo ] با n به ازاي يك عدد صحيح ]nx~رابطة زير را داراست   
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nx
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]يعني ]nxدر يك تناوب با [ ]nx~برابر است و بقية جاها صفرست .  
در غير اين صورت
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] ضرائب سري فوريه   ka)الف( ]nx~ و ( )ωjeX تبديل فورية [ ]nxنشان دهيد كـه مـستقل   .  است
از مقدار
�

nداريم    

( )Nj

k eX
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a
/21 π=  

  .دو سيگنال زير را در نظر بگيريد) ب(
[ ] [ ] [ ]
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kNnxnx

nununx 5

] را ضـرائب فوريـة   ka.  يك عدد مثبت است   Nكه در آن    ]nx~   و ( )ωjeX   را تبـديل فوريـه آن 
  .فرض كنيد

i) (عبارت ( )ωjeXرا بيابيد .  
)ii ( با استفاده از نتيجه بند)الف (k   .بيابيد aعبارتي براي ضرائب فوريه

  :حل

]تبديل فوريه سيگنال) الف( ]nxبرابر است با ( )ωjex و   
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  :بنابراين
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]حال، مي توانيم ضرايب سري فوريه ]nx~را به صورت زير بنويسيم :  
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]چون( ] [ ]nxnx ≥≥+−1 در بازه   =~ knnn
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) 1-5,41ح   (بامقايسه معادلاتبالا بـا معادلـه   ). 
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  :از اطلاعات داده شده) ) (iب(
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 در اين مسئله خاصيت جابجايي فركانسي تبديل فوريه گسسته در زمان را به عنـوان حالـت   )5,42
]. كنيمخاصي از خاصيت ضرب ثابت مي    ]nx   را يك سيگنال گسسته در زمان دلخواه با تبـدل فوريـه 

( )ωjeXبگيريد و فرض كنيد .  

[ ] [ ]nxeng
nj oω=  

  تبديل فوريه سيگنال زير را بيابيد و آن را رسم كنيد) الف(

[ ] nj
enp �ω=  

  گويد كه چون خاصيت ضرب تبديل فوريه مي) ب(
[ ] [ ] [ ]

( ) ( ) ( )( )∫
−=

=

π
θωθω θ

π
2

2

1
dePeXeG

nxnpng

jjj

  با محاسبه اين انتگرال نشان دهيد كه

( ) ( )( )�ωωω −= jj eXeG  

  :حل

)        ) الف ( ) ( ) πωωωπδω <−= forep
j

�
2  
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  . نشان داده شده است5,42ح طلب در شكل اين م
  
  
  
  

  5,42ح شكل 
  

  :از خاصيت ضرب تبديل فوريه، داريم) ب(
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5,43 ([ ]nxرا سيگنالي با تبديل فوريه ( )ωjeXبگيريد و فرض كنيد   
[ ] [ ]nxng 2=  

)سيگنالي با  تبديل فورية    )ωjeG در ايـن مـسئله رابطـه بـين   .  اسـت( )ωjeXو ( )ωjeG   را بـه 
  .آوريم ميدست 
  فرض كنيد) الف(

[ ] [ ]( ) [ ]
2

nxnxe
nv

nj +
=

− π

)تبديل فوريه )ωjeVرا برحسب ( )ωjeX بيان كنيد.  
] هاي فرد nبا توجه به اين كه براي   ) ب( ] �=nx   نشان  دهيد كـه تبـديل فوريـة ،[ ]nv   برابـر   2

( )2ωjVeاست .  
  نشان دهيد كه) ج(

[ ] [ ]nvnx 22 =  

  و نتيجه بگيريد كه 

( ) ( )2ωω jj eVeG =  

π
ω

�
ωπ−

( )ωjep π2
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)) الف(حال با استفاده از نتيجه بند  )ωjeG را برحسب ( )ωjeXبيان كنيد .  
  :حل
  :يمبا استفاده از شيفت فركانسي و خاصيت خطي دار) الف(
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]فرض كنيد كه) ب( ] [ ]nvny   : در اينصورت=2
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∞

−∞=

∑= 2  

]بدليل اينكه نمونه هاي با انديس فرد    ]nυn m صفر مي باشد، مي توان     را در معادله بالا قرار   =2
  :دهيم
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ω υ
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  .) تنها اگر انديس هاي فرد در سري فوق صفر گردد2m با nتعويض : توجه كنيد كه(
]) ج( ]nx ] يك دنباله جديد است كه شامل نمونه هايي بـا انـديس زوج   2 ]nx   مـي باشـد .[ ]nυ 

]بردنباله اي است كه نمونه هاي با انديس فرد آن برا    ]nx فـرد   نمونه هـاي بـا انديـسه   –.  شود [ ]nυ 
]. صفر است  ]n2υ   اين ايده در .   دنباله اي جديدي است كه تنهاشامل نمونه هاي با انديس زوج است

  ) الف(از قسمت .  رسم شده است5,43ح شكل 
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  فرض كنيد) الف () 5,44

[ ] 

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
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)و تبديل فوريه آن را با    )ωjeX1   نشان دهيد  .[ ]nx1   و سـيگنالهاي داراي تبـديل فوريـة زيـر را 
  :رسم كنيد

i) (( ) ( ) πωωωω <= ,12

jjj
eeXeX  

)ii (( )( ) πωωωω <= − ,2/3
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jjj
eeXeX  
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  فرض كنيد) ب(
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
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
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]توجه كنيد كه   . يك سيگنال پيوسته در زمان است    ]nx1   الفاصـلة   هـاي متـساوي   تـوان نمونـه    را مي
( )twبه حساب آورد، يعني   

[ ] ( )Tnwnx =1

  نشان دهيد كه 
[ ] ( )α−= Tnwnx2

  و
[ ] ( )β−= Tnwnx3

]با استفاده از اين نتايج نشان دهيد كه   .   ر ا بيابيد   β و αو مقادير  ]nx2 و[ ]nx3   هـاي    نيز نمونـه
)الفاصلة متساوي )twهستند .  
  :حل
]سيگنال) الف( ]nx1 نشان داده شده است44-5ح  در شكل .  

i) (با گرفتن عكس تبديل فوريه، سيگنال[ ]nx2برابر است با :  
[ ] [ ]112 += nxnx  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  5,43ح  شكل
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  5,44ح شكل  

)ii (،با گرفتن تبديل فوريه معكوس[ ]nx2برابر است با :  
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  . نمايش داده شده است5,44.ح كه در شكل 
  )الف(در قسمت ) ب(
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  :ابراينبن
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3 −∝==β  
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]سيگنال )5,45 ]nx   گنالهاي پيوسته در زمان زير را سي.  را در نظر بگيريد   45-5 با تبديل فورية شكل م
  .رسم و مقدارگذاري كنيد

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  45-5شكل م 
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  :حل

  : از معادله آناليز تبديل فوريه
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j
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)ا مقايسه معادله برايب) الف( )tx1با معادله بالا، بدست مي آوريم :  
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

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eXtx 10
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)بنابراين )tx1 نشان داده شده است5,45ح در شكل .  

)مقايسه معادله براي) ب( )tx2 با معادله براي ( )ωjeXداريم :  

( ) ( )( ) ( )txeXtx tj −== 1

102
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)بنابراين  )tx2 نشان داده شده است5,45ح در شكل .  
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)با مقايسه اين نتيجه با معادله داده شده براي )tx3داريم ،:  
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)بنابراين )tx3 نشان داده شده است5,45ح همان شكلي رادارد كه در شكل .  

]مي دانيم كه) د( ]{ } [ ] [ ]( ) 2Re nxnxnx   :، بنابراين=+∗
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)با مقايسه اين معادله داده شده براي )tx4آوريم  بدست مي.  
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)بنابراين )tx4نشان داده شده است5,45 همان گونه است كه در شكل ح .  
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})({Re 1 tX })({Im 2 tX

})({Re 3 tX })({Im 3 tX

})({Re 4 tX

})({Im 4 tX

  
  5,45حشكل 
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ه به ازاي 1-5در مثال ) 5,46
1 ديديم ك
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  دهيد كه با استفاده از خواص تبديل فوريه نشان مي) الف(
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  با استفاده از استقراء نشان دهيد كه عكس تبديل فورية ) ب(
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  عبارت است از

[ ] ( )
( )

[ ]nua
rn

rn
nx

n

!1!

1

−

−+
=

  : حل

]فـرض كنيـد   ) الف( ] [ ]nuanx n=   در ايـن صـورت ،( )
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α j
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، بـا اسـتفاده از   1

  :خاصيت مشتقگيري در فركانس داريم
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فرض كنيـد كـه   .  صحيح است   r=2 و   r=1، واضح است كه نتيجه براي   )الف(ت   از قسم ) ب(
=−1همچنين براي    rK   صحيح باشد  .r kتلاش خواهيم كرد تا اثبات ك نـيم نتيجـه بـراي     نيـز   =

  :صحيح است و داريم

[ ] { }
( )

[ ]

( )
( ) 11

1

1

1

!2!

!2

−−
−

−

−
=

→←
−

−+
=

rj

j

r

FTn

r

ae
ex

nua
rn

rn
nx

ω

ω

   

  از خاصيت مشتقگيري در حوزه فركانس
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  :بنابراين
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  :طرف چپ معادله بالا برابر است با
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.  بـود    نيز صحيح خواهد   r صحيح باشد، نتيجه براي   r−1بنابراين، نشان داديم كه اگر مسئله براي   
r3=2چون مي دانيم كه نتيجه براي     و r=4 و r= صحيح است مي توانيم نتيجه بگيريم كه براي   

  .نيز صحيح خواهد بود) بهمين ترتيب... (
..............................................................................................................................................

)اگر   ) الف) (5,47 )( ) ( )ωjwj exeX اين تنهـا در صـورتي   . ، پريوديك مي باشدπ2 با پريود 1−=

)است كه    )ωjeX   براي همه يω   اين بيان مي كند كه   . شد عدد ثابتي با[ ]nx   برحسب [ ]nkδ   مـي 
  .بنابراين، حالت داده شده، صحيح مي باشد.  عدد ثابتي استkباشد و حال اينكه 

)اگـــر ) ب( )( ) ( )ωπω jj exeX ) در اينـــصورت−= )ωjeXبـــا پريـــود πوب خواهـــد بـــود، متنـــا .

)همچنين مي دانيم كه    )ωjeX   با پريود π2   اين دو شرط مي توانند حتي زمانيكه   .  متناوب خواهد بود

( )ωjeX   هر شكل دلخواهي در بازه ي 
2

πw≤�   بنابراين   .  برقرار باشند( )ωjeX   لازم نيست كـه 

  . حتماً ثابت باشد
]به طور مكرر، ]nxلازم نيست كه فقط يك ضربه باشد، بنابراين حالت داده شده نادرست است .  

43.حاز مـــسئله ) ج(  مـــي دانـــيم كـــه تبـــديل فوريـــه معكـــوس 






 2
ωj

ex دنبالـــه اي بـــه صـــورت 

[ ] [ ] [ ]( )
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nxenxnv
njπ+=   نمونه هاي انديس زوج   . مي باشد [ ]nv   باانديس هاي زوج نمونه هاي 

[ ]nx .   كه بيان مي كند نمونه هاي انديس زوج[ ]nx   بنابراين.  فرو هستند[ ]nx   لزومـاً نبايـستي يـك 
  .ستبنابراين حالت داده شده صحيح ني. ضربه باشد

) مي دانيم كه تبدلي فوريه 5,1از جدول ) د( )ω2jeXسيگنالي بسط زماني است يعني:  
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)اگر    ) ( )ωω jj exex ]:  باشد در اينصورت   2= ] ( )[ ]nxnx  اين تنها در صورتي ممكـن اسـت   =2
]كه  ]nxبنابراين حالت داده شده صحيح مي باشد. يك ضربه باشد .  

...............................................................................................................................................

] گسسته در زمان عليّ با ورودي   LTI يك سيستم   )5,48 ]nx   ي و خروج[ ]ny   داده شـده اسـت  .
]اين سيستم با دو معادله تفاضلي، برحسب سيگنال واسطة ]nwمشخص شده است .  
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  .پاسخ فركانسي و پاسخ ضربة اين سيستم را به دست آوريد) الف(
]يك معادلة تفاضلي پيدا كنيد كه) ب( ]nxو [ ]nyاين سيستم را به هم ربط دهد .  

  : حل

)با گرفتن تبديل فوريه از دو طرف معادله و حذف جمله) الف( )ωjewاز دو طرف، داريم :  
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  :با گرفتن عكس تبدل فوريه از بسط كسرهاي جزئي معادله فوق داريم
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  :با طرفين وسطين كردن و گرفتن عكس تبديل فوريه، داريم

  ساير نقاط
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])الف ()5,49 ]nyپاسخ فركانسي و پاسخ ضربه اين سيستم را به دست آوريد .  
  اند به صورت زير به هم مرتبط

( ) ( ) ( ) ( )
ω

ω
ωωωω

d

edX
eXeeXeY

j
jjjj −+= −2

i) (آيا سيستم خطي است؟ استدلالي روشن براي جوابتان بياوريد.  
)ii (استدلال كنيدآيا سيستم تغييرناپذير با زمان است؟ .  
)iii ( به ازاي[ ] [ ]nnx δ= ،[ ]nyرا بيابيد .  

)سيستم گسسته در زماني را در نظر بگيريد كه تبـديل خروجـي   ) ب( )ωjeY   آن و تبـديل فوريـة 
  .اش به صورت زير به هم مرتبط باشد ورودي

( ) ( )∫
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−= 4/

4/

πω
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ωω ωdeXeY
jj

[ ]nyرا برحسب [ ]nxپيدا كنيد .  
  :حل

ــف(  ــد ) ) (iال ــرض كني ]ف ] [ ] [ ]nbxnaxnx 21 +=a ــه ــستند و b ك ــت ه ــصورت .  ثاب در اين

( ) ( ) ( )ω
ωω

j

jj
ebxeaxex 21 ] همچنين فرض كنيد پاسخ سيستم به   =+ ]nx1   و  [ ]nx2   به ترتيب 

]بر برا ]ny1 و [ ]ny2باشد .  

ــراي    ــذاري ب ــا جايگ )ب )ωjeX   ــم ــي آوري ــت م ــازي، بدس ــاده س ــده و س ــه داده ش  در معادل

( ) ( ) ( )ωωω jjj ebyeaYeY 21   .بنابراين سيستم خطي است. =+

)ii (   فرض كنيد سيگنال[ ] [ ]1−= nxnx   در اينصورت ،( ) ( )ωωω jjj exeex فـرض كنـيم،   . 1=−
]پاسخ سيستم به اين سيگنال برابر ]ny1از معادله داده شده.  باشد:  
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  .بنابراين سيستم تغييرپذير با زمان است

)iii ( اگر[ ] [ ]nnx δ= ،( ) 1=ωjeXدر اينصورت ،:  

( ) ωω jj eeY −+= 2  
]بنابراين، ] [ ] [ ]12 −+= nnny δδ.

  :مي توانيم بنويسيم) ب(
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deHexeY
jjj  

)كه  )ωjeH نشان داده شده است5,49حدر شكل :  
  
  
  
  

  5,49حشكل 

  : بدست مي آوريم5,2با استفاده از خاصيت ضرب تبديل فوريه و جدول 
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واهيم يك سيستم  مي) الف() 5,50

خ LTIگسسته در زمان طرح كنيم كه به ازاي ورودي زير   
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  جاد كندخروجي زير را اي
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i) ( پاسخ ضربه و پاسخ فركانسي سيستمLTIداراي مشخصات بالا را پيدا كنيد .  
)ii (دهنده معادله تفاضلي ارتباط[ ]nyو[ ]nxاين سيستم را بيابيد .  
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)پاســـخ يـــك سيـــستم بـــه ورودي) ب( )( ) [ ]nun
n

)رت اســـت ازعبـــا +2/12 ) [ ]nu
n

اگـــر . 4/1

]خروجي  ] ( ) [ ]nun
n

21−−δباشد، ورودي چيست؟  
  :حل
  از اطلاعات داده شده) ) (iالف(
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  :با گرفتن عكس تبديل فوريه داريم
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)ii ( از قسمت)مي دانيم كه)الف ،:  
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  :با طرفين و وسطين نمودن و گرفتن عكس تبدل فوريه داريم
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  : فوريه از بسط كسرهاي جزئي معادله بالا داريمبا گرفتن عكس تبديل
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  .بة زير را در نظر بگيريديك سيستم گسسته در زمان با پاسخ ضر) الف ()5,51
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يك معادله تفاضلي خطي با ضـرائب ثابـت بيابيـد كـه رابطـه ورودي و خروجـي ايـن سيـستم را   
  .توصيف كند

  .دهد  عليّ را نشان ميLTIاي يك سيستم   نمودار جعبه51-5شكل م ) ب(
i) (يستم را بيابيدكنندة رابطة ورودي و خروجي اين س معادله تفاضلي بيان.  

ii) (پاسخ فركانسي اين سيستم را بيابيد.  
iii) (پاسخ ضربه سيستم را به دست آوريد.  
  
  
  
  

  51-5شكل م 

  :حل
]با گرفتن تبديل فوريه معكوس) الف( ]nhبدست مي آوريم ،:  
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  :با طرفين وسطين كردن تبديل فوريه معكوس داريم
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]فرض كنيد خروجي مياني را) ) (iب( ]nω را ببينيد) 5,51.حشكل (بناميم.(  
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  5,51حشكل 

  :را به صورت زير بنويسيم) ديفرنس(در اينصورت مي توانيم معادله تفاضلي 
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)با گرفتن تبديل فوريه از دو طرف معادله و حذف  )ωjewاز طرفين معادله، داريم :  
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  :با طرفين وسطين و گرفتن عكس تبديل فوريه داريم
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)iii (ل فوريه از بسط به كسرهاي جزئيبا گرفتن عكس تبدي( )ωjeHداريم:  
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])الف() 5,52 ]nhLTI   نـشان   .  حقيقي، علـّي و گسـسته در زمـان اسـت    پاسخ ضربة يك سيستم
ايـن همتـاي   .: دهيد كه بخش حقيقي پاسخ فركانسي براي مشخص كردن كامل اين سيستم كافي اسـت   

 براي سيستمهاي پيوسـته   47-4گسسته در زمان خاصيت كافي بودن قسمت حقيقي است كه در مسئله   
  .در زمان بيان شد

])ب( ]nhاگر.  را حقيقي و عليّ فرض كنيد  

( ){ } ωω 2cos1 aeXe j +=ℜ ) حقيقي        a ) 

[ ]nh و ( )ωjeHرا بدست آوريد .  

]نشان دهيد كه) ج( ]nhتوان به طور كامل از  را مي( ){ }ωjeXeℜو[ ]�hبه دست آورد .  
  . باشدωsin حقيقي و عليّ پيدا كنيد كه قسمت موهومي پاسخ فركنسي آنهاLTIدو سيستم ) د(

  : حل
]بدليل اينكه ) الف( ]nh   اي غيـر صـفر    كازال است، مقادير نمونه[ ]nh و [ ]nh  n=� تنهـا در   −

  .همپوشاني دارند
  بنابراين
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  به عبارت ديگر
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 ( ح5,52-1)                                                          

  توجه كنيد كه اگر

[ ] ( )ωjFT
eHnh →←  



٤٦٤

  :تدر اينصور
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]واضح است كه مي توانيم    ]{ }nhvε   را از ( ){ }ωjeHRe   از.  وصول نمائيم[ ]{ }nhvε   مي تـوانيم 
]را براي وصول   ) 5,52,1ح(معادله     ]nh   مشخـصاً، از   .  اسـتفاده كنـيم[ ]nh كبـار ديگـر مـي تـوانيم    ي

( )ωjeHبنابراين سيستم كاملاً توسط .  را بدست آوريم( ){ }ωjeHReمعلوم مي شود .  

)با گرفتن عكس تبديل فوريه) ب ){ }ωjeHRe؛ بدست مي آوريم.  
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]چون ) ج ]nhكازال است، مقادير نمونه هاي [ ]nh و [ ]nh   . همپوشاني دارندt=� تنها در −
  :بنابراين
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  :به بيان ديگر
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  :حال، توجه داشته باشيد كه

هر مقداري
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]واضح است،    ]{ }nhod   را از ( ){ }ωjeHIm   از   .  وصـول كنـيم[ ]{ }nhod   مـي تـوانيم معادلـه 

]را براي وصول   ) 2-5,52ح( ]nh  مشخصاً، از   . استفاده كنيم[ ]nh يكبار ديگر مي تـوانيم ( )ωjeH را 

)بنابراين سيستم كاملاً توسط . بدست آوريم ){ }ωjeHImمعلوم مي شود .  

)فرض كنيم ) د ){ }ωω jeHSin Im= .در اينصورت:  
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]مقادير مختلفي را براي    ]�h   مي توان انتخاب كرد تا دو سيستم مختلف كه پاسخ فركانسي قـسمت 
  . بدست آوردωSinهاي موهومي آنها برابر

ي سيگنالها و   يكي از دلايل رشد عظيم كاربرد روشهاي گسسته در زمان براي تحليل و طراح    )5,53
قلب . سيستمها پيشرفت ابزارهاي كارآمد محاسبات تحليل فورية سيگنالهاي گسسته در زمان بوده است   

سـازي روي   دهد كه بـراي پيـاده   اين روشها را روشي مرتبط با تبديل فورية گسسته در زمان تشكيل مي   
وش تبـديل فوريـة گسـسته   اين ر . افزارهاي ديجيتال بسيار مناسب است   كامپيوترهاي ديجيتال و سخت   

DFT سيگنالهاي [ ]nx    1 را سيگنالي را با وجـود   Nعمر محدود فرض كنيد، يعني يك عـدد صـحيح   
  دارد، به نحوي كه 

[ ] 1, 1 −≤≤= Nnnx ��  در خارج فاصله  

( )ωjeX   را تبديل فورية سيگنال [ ]nx   توانيم سيگنال متناوب      مي.  فرض كنيد[ ]nx~   را بـه نحـوي 
]بسازيم كه در يك تناوب با    ]nx   دقيقتـر ايـن كـه بـه ازاي عـدد صـحيح   .  برابـر باشـدN   بزرگتـر يـا 

1 ]توان ، ميNمساوي ]nx~را با دوره تنا N به نحوي ساخت كهوب   

 [ ] [ ] 1, 1 −≤≤= Nnnxnx �

]ضرائب سري فوريه ]nx~اند از  عبارت  

[ ] ( )
∑

=

−=
Nn

nNjk

k enx
N

a
/2~1 π

 

]گيريم كه در آن اي در نظر مي بندي را فاصله فاصله جمع ] [ ]nxnx   پس. ~=
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k enx
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π )1-53-5م (       

] سيگنال DFT) 1-53-5م   (با معادله   ضرائب تعريف شده    ]nx معمولاً . دهند را تشكيل ميDFT 

]سيگنال ]nxرا با [ ]kX
  .كنند   دهند، و آن را به صورت زير تعريف مي  نشان مي~

Nk-1) 2-53-5م ( ] و =�,1,..., ] [ ] ( )
�

�

=== ∑
−

=

−
kenx

N
akX

N

n

nNjk

k ,
1~ 1

2π  

تـوان   اول اين كه سيگنال داراي عمر محدود اصلي را مـي   . گيرد از چند جا ريشه مي   DFTاهميت   
  .در واقع داريم.  بازسازي كردDFTاز 

]         )  3-53-5-م( ] [ ] ( ) 1,...,1,,
~1 1

2 −== ∑
−

=

NnekX
N

nx
N

n

nNjk
�

�

π  

كرد و هم بـا مقـادير   توان هم با مقادير غيرصفر آن مشخص   محدود را مي   پس سيگنال داراي عمر   

[ ]kX
 در اين است كه الگوريتم بسيار سريعي، موسوم به تبديل فوريـة سـريع   DFTاهميت ديگر   . آن~
FFT   همچنـين   ).  معرفي شده است54-5اين روش بسيار مهم در مسئله ( براي محاسبه آن وجود دارد

 برخـي   DFT خاطر رابطة نزديكي كه بين سري فورية گسسته در زمان و تبديل فوريه وجـود دارد،   به   
  .خواص مهم آن را داراست

1) الف( NNفرض كنيد   نشان دهيد كه. ≤

[ ] ( )( )Nkj
eX

N
kX

/21~ π=

  
  
  
  

  

  53-5شكل م 

] آن كه در  ]kX
~   ،DFT سيگنال [ ]nx يعنـي   .  استDFT   هـاي  نمونـه( )ωjeX   هـاي   ، بـا فاصـله

N/2π شود كه ما را به اين نتيجه رهنمون مي   ) 3-53-5م   (معادله   .  است[ ]nx   تـوان بـه طـور    را مي

)هاي يكتا از نمونه )ωjeXباز يافت .  

-١

١ ٢ ٣ ٤

٢

١

-٢ ٥٦  

٧  n  

[ ]nX 2

n  ٣٢

-١

١
٢

[ ]nX1
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)هاي   نمونه) ب( )ωjeXM 1NM، با 2π/ به فاصله    ها بيش از   اين نمونه   . ، را در نظر بگيريد   >

1 ]براي نشان دادن اين مطلب دو سيگنال   . كند را تعيين مي   Nيك رشته به طول    ]nx1 و [ ]nx2   شـكل 
  . داريمM=4نشان دهيد كه به ازاي.  را در نظر بگريد53-5م 

( )( ) ( )( )4/2

2

4/2

1

kjkj eXeX ππ =

  : حل
  
  :معادله آناليز تبديل فوريه برابر است با) الف(

( ) [ ]∑
∞

−∞=

−=
n

njj
enxex

ωω  

  :داريم) 2-5,53م(با مقايسه با معادله 

{ } ( )( )

( ) jjjjjjj

Nkj

eeeeeeex

ex
N
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54322

2

2

+−++−−=

=
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 ا هميـت وجـود دارد كـه مـستلزم    گفتيم مـسائل بـسياري بـا   53-5طور كه در مسئله      همان) 5,54
ايـن سـيگنالها غالبـاً عمـر   . سيگنالهاي گسـسته در زمـان اسـت   ) DFT(محاسبه تبديل فورية گسسته   

يكـي از دلايـل رشـد قابـل   . طولاني دارند و در اين موارد بايد روشهاي محاسباتي كارآمدي به كار برد   
ريزي روش محاسباتي سـريعي موسـوم   ا، پي   توجه به كار بردن تكنيكهاي كامپيوتري در تحليل سيگناله   

 سيگنالهاي داراي عمر محـدود   DFTتوان  با اين روش مي.  استFFTبه الگوريتم تبديل فوريه سريع   
  .كنيم  را بررسي ميFFTدر اين مسئله اصول الگوريتم . را پيدا كرد

[ ]nx ــد كـــه در خـــارج از فاصــله 11 را ســـيگنالي فـــرض كني −≤≤ Nnــه ازاي .  صفرســـت� ب

1NN ≥ ،DFT N-اي  نقطه[ ]nxعبارت است از   
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]    )1-54-5م ( ] [ ] ( ) 1,...,1,,
1~ /2
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  .را به صورت زير بنويسيم) 1-54-5م (بهترست معادله 

]      ) 2-54-5م ( ] [ ]∑
−

=

=
11~ N

n

nk

NWnx
N

kX
�

  

]يك روش محاسبه   ) الف( ]kX
تعداد ضرهاي مختلط   . است) 2-54-5م   (، محاسبه مستقيم معادله   ~

نشان دهيد كه تعداد ضرهاي   . ، معيار خوبي از پيچيدگي محاسبه ناست   )2-54-5م   (لازم براي محاسبه   
nk ، از اينكـه بـه   براي آساني .  قبلاً محاسبه و در جدولي ذخيره شده است   NWلازم براي مختلط است و   

k ، nk و   nازاي مقادير خاصي از   

NW يا ±1 برابر j±   است و در حقيقت ضـرب مخـتلط كامـل لازم  
  .نيست، چشم بپوشيد

]فـــرض كنيـــد.  را زوج بگيريـــد) Nب( ] [ ]nxNf ]هـــاي شـــماره زوج نمونـــه =2 ]nx و 
[ ] [ ]12 += nxngهاي شماره فرد  نمونه[ ]nxاست .  

i) (نشان دهيد كه[ ]ng و [ ]nfخارج از فاصله ( ) 12 −≤≤ Nnبرابر صفرند� .  
)ii ( نشان دهيد كهDFT N-اي  نقطه[ ]nxتوان به صورت زير بيان صفرند  را مي.  
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]    ) 3-54-5م ( ] [ ] 1,...,1,,
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  كه در آن

[ ] [ ]
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]دقت كنيد كه    ]kF
/12 با ~ −N ...,1,,��=k و [ ]kG

,1,...,/12 با ~ −= Nk  به ترتيـب   �
DFT 2/N− نقطـه اي [ ]nfو [ ]ngدهـد كـــه   نـشان مـــي   ) 3-54-5م (بنـابراين معادلـــه   .  هـــستند

DFTN−اي  نقطه[ ]nxتوان برحسب دو   را ميDFT 2/N−اي به دست آورد  نقطه.  
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)iv (   تعداد ضربهاي مختلط لازم براي محاسبه[ ]kX
,1,.,1  با   ~ −= Nk -5م   (، از معادلـه   �

استفاده كنيـد و ضـرب در   ) الف(از فرضهاي بند   [چقدر است؟   ) 54-3
2

) 3-54-5م   ( را در معادلـة   1

  ].حساب نكنيد
]توان هم زوج باشد، مي   N/2اگر) ج( ]nf و [ ]ngهاي شـماره زوج و فـرد      را باز هم به نمونه

 تـوان   Nبـه عـلاوه اگـر   . محاسبه كـرد   ) 3-54-5م   ( آنها را به روشي شبيه معادله   DFTتجزيه كرد و   
در ايـن   . ن فرآيند، وقت زيادي در محاسبات صرفه جـويي كـرد   توان با ادامه اي    باشد، مي   2صحيحي از   

چند ضرب مختلط لازم است؟ نتيجه را بـا روش    تقريباً   N= 32،   256،   1024 و   4096صورت به ازاي   
  .مقايسه كنيد) الف(مستقيم بند 

  :حل
}واضح است كه براي محاسبه   ) 1-5,54م(از معادله   ) الف }kx~   ويژه    براي مقدارk   لازم است كه ،

]بنابراين به منظـور محاسـبه   .  را انجام دهيم   Nضرب مختلط    ]kX
، لازم   k مقـادير مختلـف   N بـراي   ~

2 .است ضرب مختلط NNN   . را انجام دهيم=
]چون ) ) (iب ] [ ]nxnf ]: ، داريم=2 ] [ ]�� xf = ،[ ] [ ]21 xf   و... و =

( ){ } [ ]21
2

−=− NxNf . بدليل اينكه[ ]nx1 ≥≥− تنهـا دربـاره    Nn�   ،غيـر صـفر اسـت

[ ]nf تنها در بازه ( ) 1
2

−≤≤ Nnغير صفر است� .  
]به طور مشابه، بدليل اينكه ] [ ]12 += nxngداريم ، :[ ] [ ] [ ] [ ]1,31 xgxg ==   ...  و �

]و  ]{ } [ ]NxNg =−1
2

]بدليل اينكه .  ]nx1 تنها در بازه−≤≤ Nnغير صفر است� .  

[ ]ng 1 در بازه
2

−≤≤
N

nغير صفر است� .  

)ii ( معادله)بازنويسي كردرا به صورت زير مي توان ) 1-5,54:  
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nkبدليل اينكه

N
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N WW 2

2

2   : مي توانيم معادله بالا را به صورت زير بازنويسي كنيم=

[ ] [ ] [ ]
( )

nk

N

N

n

k

n

N

n

nk

N Wng
N

WWnf
N

kx
2

1
2

1
2

2

11~ ∑∑
−

=

−

=

+=
��



٤٧٠

)S5,54-1(  
)iii (داريم:  

[ ]
( )

[ ]kFWnf
N

N
kF

kn

N

N

n

~2

2

~

2

2

==


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
+ ∑

=�

  به طور مشابه

[ ] [ ]kGNkG
~

2

~
=+  

)iv (   چون[ ]kF
 يك نقطه   ~

2

N   براي ،DFT   است، مي تـوانيم از روش مـشابه آنچـه در قـسمت 

آمده استفاده كنيم تا نشان دهيم كه به ضرب مختلط   ) الف(
4

2
N   بـه طـور   .  براي محاسبه آن نياز داريم

]مشابه مي توانيم نشان دهيم كه محاسبه  ]kF
به ضرايب~

4

2
Nنياز دارد  .  

Nبديهيست كه به ضرب مختلط ) 1-5,54ح(از معادله 
N

+
2

2

] براي محاسبه ]KX
  . نياز داريم~

]با تجزيه   ) ج ]ng   و [ ]nf   ،مي توانيم با فـراهم سـاختن عـدد    به نمونه هاي انديس زوج و فرد

محاسباتي به   
24

2

NN
+N    2 N.  تكرار كنيم   log اين تجزيه را به اندازه Nمحاسـبات لازم بـراي    2log 

 براي مقـادير مختلـف   FFTجدول محاسباتي زير با استفاده از دو روش مستقيم و   . بار انجام مي دهيم   
Nرتيب داده ايم ت:  

N  روش مستقيمFFTروش 

160102432
204865536256
1024010485761024
49/52167772164096

  
 و هـم در تحليـل   LTIدر اين مسئله مفهوم قاب كردن را، كه هـم در طراحـي سيـستمهاي   ) 5,55

]ب سـيگنال منظـور از قـاب كـردن، ضـر   : كنـيم طيفي سيگنالها اهميت بسزايي دارد معرفي مي    ]nx در 
]سيگنال داراي عمر محدود ]nwموسوم به سيگنال قاب است يعني ،  
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[ ] [ ] [ ]nwnxnp =  

]دقت كنيد كه ]npهم عمر محدود دارد .  
بسياري لازم اسـت ك   گيرد كه در كاربردهاي   اهميت قاب كردن در تحليل طيفي از اينجا ريشه مي   

]تـوان چون در عمل تنهـا مـي   . گيري شده حساب شودتبديل فورية يك سيگنال اندازه    ]nx   را در يـك 
  اندازه گرفت، سيگنال قابل دسترس براي تحليل فوريه عبارت است از) پنجره زماني(فاصله محدود 

[ ]
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MnMnx
np

MnMكه در آن   بنابراين.  قاب يا پنجره زماني است−≥≥
[ ] [ ] [ ]nwnxnp =  

]كه ]nwقاب يا پنجرة مستطيلي است؛ يعني   

[ ]


 ≤≤−

=
,

,1

�

MnM
np

مـثلاً   (بـه دلايـل مختلـف   . كنـد  هم نقش مهمي بـازي مـي   LTIقاب كردن در طراحي سيستمهاي   
بهتر اسـت بـراي انجـام پـردازش مـوردنظر   )  را ببنيد54-5، مسئله FFTتوانايي به كار بردن الگوريتم   

به عبارت ديگر معمولاً از پاسخ فركانـسي   . سيستمي طراحي كنيم كه پاسخ ضربة محدودي داشته باشد   

)مطلوب    )ωjeH   كنيم كه عكس تبديل فوريه آن، يعني پاسخ ضربة    شروع مي[ ]nhر نامحـدودي     عم
]بايد يك پاسخ ضربه محـدود   . دارد) يا حداقل بسيار طولاني   ( ]ng   طراحـي كنـيم كـه تبـديل فوريـة 

( )ωjeGآن تقريـــب مناســـبي از ( )ωjHيـــك روش كلـــي انتخـــاب.  باشـــد[ ]ng يـــافتن يـــك تـــابع ،

]قاب ]nwمناسب است، به نحوي كه  [ ] [ ]nwnh دلخواه مشخصات( )ωjeGرا برآورد كند .  
در اين مـسئله، ايـن اثرهـا را بررسـي   . گذاردمسلّم است  كه قاب كردن سيگنال بر طيف آن اثر مي   

  .كنيم مي
  براي درك اثر قاب كردن، سيگنال زير) الف(

[ ] [ ]∑
∞

−∞=

−=
k

knnx δ  

  .كنيم قاب مي) 1-55-5م (طيلي معادله را با پنجرة مست

i) (( )ωjeXرا بيابيد .  
)ii (تبديل فورية[ ] [ ] [ ]nwnxnp   . رسم كنيدM=1را به ازاي =

در غير اين صورت

در غير اين صورت
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)iii ( 10بند پيش را به ازاي=Mتكرار كنيد .  
  .ل سيگنالي با تبديل فورية زير در نظر بگيريدحا) ب(

( )
πωπ

πω
ω

≤<

<


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=
4/

4/

,

,1

�

j
eX

]فرض كنيد  ] [ ] [ ]nwnxnp ]، كه = ]nw   اسـت ) 1-5-5م   ( پنجره مستطيلي معادلـه .( )ωjeP را 
  . رسم كنيدM = 4، 8، 16به طور تقريبي، به ازاي 

)تفاده از پنجره مستطيلي ايجاد تموج در تبديل   يكي از مشكلات اس   ) ج( )ωjeP اين تموج   . ( است
اين سيگنالها . ريزي شده استبه همين علت سيگنالهاي پنجره ديگري پي   .) با پديدة گيبس مرتبط است   

اثر اين تـدرج، كـاهش   . ني است رسند، نه مثل پنجرة مستطيلي كه گذر آن ناگها    مي   1 به   �به تدريج از   
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)برايبا توجه به اين مطلب عبارت مناسبي . خودش است )ωjeWبه دست آوريد [.  
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