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  فصل اول
  سيگنال ها  و سيستم هابررسي 

  مقدمه 1-0
سيگنال ها و سيستم ها در حوزه هاي متنوع و متعددي بروز مـي كنـد. در ايـن كتـاب خواهيـد ديـد كـه يـك         ايده هاي شهودي 
وجود دارد كه به خوبي  -يعني زباني براي توصيف سيگنال ها و سيستم ها و ابزارهاي پر قدرتي براي تحليلشان -چهارچوب تحليلي

را با توصيف و نمايش رياضي  ت. در اين فصل پي ريزي اين چهارچوببه اكثر مسايل موجود در حوزه هاي متنوع قابل اعمال اس
سيگنال ها و سيستم ها مي آغازيم. در فصول بعدي براي توصيف مفاهيم و روش هاي جديد بـر ايـن مبـاني تكيـه مـي      

ال هـا و  زنيم و به اين ترتيب به درك خود از سيگنال ها و سيستم ها و توانايي خود در تحليل مسايل مربوط بـه سـيگن  
  سيستم ها در حوزه هاي وسيع كاربرد آنها مي پردازيم.

  سيگنال هاي پيوسته و گسسته در زمان 1-1
  نمونه ها و نمايش رياضي  1-1-1

سيگنال ها مي توانند پديده هاي فيزيكي گوناگوني را توصيف كنند. سيگنال ها را مي تـوان بـه صـورت هـاي بسـياري      
لاعات موجود در سيگنال در يك منحني متغير نهفته است. براي مثال مـدار سـاده شـكل    نشان داد اما در تمام موارد اط

نمونه هايي از سـيگنال هسـتند.    cvو  svيرات زماني ولتاژهاي منبع و خازن، را در نظر بگيريد. در اين حالت تغي 1-1
خودرو سيگنال هستند. به عنوان مثالي ديگر مكـانيزم صـوتي انسـان     vو سرعت   fتغييرات زماني اعمالي  2-1در شكل 

نمونه ضبط شده يـك سـيگنال صـدا را نمـايش مـي       3-1با ايجاد نوسان در فشار آكوستيكي توليد صدا مي كند. شكل 
ال الكتريكـي  دهد كه با يك ميكروفن به دست آمده است. ميكروفن تغييرات آكوستيكي را حس كـرده، آن را بـه سـيگن   

تبديل مي كند. چنان كه در شكل مي توان ديد، صداهاي مختلف تغييرات مختلفي ايجاد مـي كننـد و سيسـتم صـوتي     
انسان با ايجاد رشته خاصي از اين الگوها، سخنان با معني توليد مي كنند. به عنـوان مثـال ديگـر عكـس سـياه و سـفيد       

  وشنايي نقاطز مختلف اهميت دارد.را در نظر بگيريد كه در آن تغييرات ر 1-4شكل 

  

  cvو ولتاژ خازن  svساده با ولتاژ منبع  RC: يك مدار 1- 1شكل 

  
  اتومبيل متناسب است. vكه با تندي  موتور و نيروي بازدارنده   f: پاسخ خودرو به نيروي 2- 1شكل 
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ضي سيگنال تابعي از يك يا چند متغير مستقل است. مثلاً براي نمايش رياضي سـيگنال صـدا تـابعي كـه فشـار      بيان ريا

آكوستيكي را بر حسب زمان نشان مي دهد، براي بيان رياضي تصوير، تابعي كه روشنايي را بر حسـب دو متغيـر فضـايي    
هايي كه يك متغير مستقل معطوف مي كنـيم. بـراي   نشان مي دهد، به كار بريم. در اين كتاب توجه خود را به سيگنال 

سهولت متغير مستقل زمان را در نظر مي گيريم. هر چند كه در كاربردهاي مشخصـي ممكـن اسـت ايـن متغيـر زمـان       
نباشد، مثلاً در ژئوفيزيك براي مطالعه ساختار زمان سيگنال هايي به كار مي رونـد كـه نشـانگر تغييـرات كميـت هـايي       

  چگالي، تخلخل و مقاومت ويژه الكتريكي هستند.فيزيكي مانند 

  
: مثالي از صداي ثبت شده. اين سيگنال تغييرات فشار آكوتسيكي متغير با زمان ناشي از بيان كلمات را نشان مي 3- 1شكل 

  است. chase، و دو خط آخر مربوط به  we، خط دوم مربوط به كلمه shouldدهد. خط بالا مربوط به كلمه 

  
  : تصوير سياه و سفيد4- 1شكل 
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. توان متوسط چنين سيگنالي صفرست، زيرا مـثلاً بـراي حالـت پيوسـته در     ∞ >∞Eمحدود هستند، يعني سيگنالهايي با 
  ) داريم8-1زمان با توجه به معادله (

 )10-1                                               (  

در بقيه جاها، نمونه اي از سيگنالهاي بـا انـرژي محدودسـت.     0، و با مقدار در فاصله  1سيگنالي با مقدار
  .P∞= 0و E∞= 1براي اين مثال 

  
  : منحني ميانگين سالانه سرعت باد5- 1شكل 

دسته دوم سيگنالهايي هستند كه توان متوسط محدودي دارند . با توجه به مطلب بيان شده در بالا مـي بينـيم كـه اگـر     

. اين مطلب معقول اسـت ، زيـرا اگـر انـرژي متوسـط در       ∞ =∞Eبايد داشته باشيم  ، ضر P∞>0اين سيگنالها براي 

واحد زمان غير صفر باشد ( يعني توان متوسط غير صفر باشد ) انتگرالگيري يا جمع بستن آن در فاصـله بـي نهايـت بـه     

  است .P∞=16بي نهايت انرژي دارد ، ولي توان متوسط آن  x=4ال ثابتانرژي كل بي نهايت منجر مي شود . براي مثال سيگن
نمونـه سـاده اي از ايـن دسـته      x(t)=tآنها نامحدودست . سيگنال  ∞Eو هم  ∞Pهمچنين سيگنالهايي وجود دارند كه هم

  م .است . در ادامه اين فصل با نمونه هاي ديگري از سيگنالهاي اين دسته ها روبرو مي شوي

  
  : نمونه اي از يك سيگنال گسسته در زمان6- 1شكل 
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  تبديل متغير مستقل   1-2

يكي ازمفاهيم بنيادي تحليل سيگنال وسيستم، تبديل سيگنال است. مثلاً در يك سيستم كنتـرل هواپيمـا سـيگنالهاي    
مـا يارويـه هـاي كنتـرل     متناظر باكارهاي خلبان توسط سيستمهاي مكانيكي والكتريكي بـه تغييرنيـروي پيشـران هواپي   

موقعيت مثل بالكها تبديل مي شوند واينها نيز به نوبه خود توسط وضعيت دينـاميكي و سـينماتيكي هواپيمـا بـه تغييـر      
سرعت وجهت منجر مي شوند. در يك سيستم صوتي سيگنال ورودي كه موسيقي ضبط شـده بـر روي نـوار يـا ديسـك      

يا موازنه بخشهاي مختلف (زير و بم) پردازش مي شود . در ايـن بخـش   است براي بهبود مشخصات مطلوب يا حذف نويز 
به تبديلهاي بسيار محدود و مقدماتي و در عين حال مهم سيگنالها مي پردازيم كه در آنها متغير مسـتقل، يعنـي محـور    

تي بـه بيـان   زمان، تغيير مي يابد. چنانچه در اين بخش و بخشهاي آتي اين فصل خـواهيم ديـد، ايـن تبـديلهاي مقـدما     
ويژگيهاي خاصي از سيگنالها و سيستمها كمك مي كند. در فصول بعد در مي يابيم كـه ايـن تبـديلها نقـش مهمـي در      

  تعريف مشخصات دسته هاي مهمتري از سيستمها بازي مي كنند .

  
  : نمايش ترسيمي الف) سيگنال پيوسته در زمان؛ ب) سيگنال گسسته در زمان7- 1شكل 
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  يي از تبديل متغير مستقل  نمونه ها 1-2-1
جابجـايي زمـاني يـك     8-1يك تبديل ساده و بسيار مهم تبديل متغير مستقل يك سيگنال، جابجايي زماني است. شكل

همريخـت هسـتند، ولـي     و   xسيگنال گسسته درزمان رانشان مي دهد، مي بينيم كه سيگنالهاي
نشـان مـي    9-1د. جابجايي زماني در سيگنالهاي پيوسته در زمان هم وجـود دارد، شـكل  نسبت به يكديگر جابجايي دارن

است. سيگنالهايي از ايـن   ) t0<0) يا جلو رفته (به ازاي t0>0گونه تأخير يافته (به ازاي  دهد كه 
پيش مي آيند، دراين كاربردهـا گيرنـده هـايي     دست در كاربردهايي چون رادار، سونار، و پردازش سيگنالهاي لرزه نگاري

واقع در محلهاي مختلف سيگنال منتشر شده در محيط (هوا، آب، زمين) را دريافت مـي كننـد. در ايـن حالتهـا تفـاوت      
زمان انتشار از مبدأ سيگنال تا محل گيرنده ها باعث مي شود سيگنال دريافت شـده توسـط دو گيرنـده نسـبت بـه هـم       

  ه باشند .جابه جايي داشت
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  

گنال گسسته در زمان : الف) سي10-1شكل  tx ؛  

  0nب) انعكاس آن حول 

: سيگنال هاي پيوسته در زمان داراي 9-1شكل 
پس  0tجابجايي زماني. در اين شكل  0ttx  

گونه جلو رفته  tx  است يعني در 0ttx   هز
نقطه زودتر از نقطه متناظر  tx .رخ مي دهد  

: سيگنال هاي گسسته 8-1شكل 
در زمان جابجا شده. در اين شكل 

00 n  پس 0nnx  
تاخير يافته  nx  است؛ يعني

هر نقطه  nx  در
 0nnx  .با تاخير رخ مي دهد 
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را نشـان مـي دهـد كـه از انعكـاس       سـيگنال   10-1دومين تبديل پايه اي محور زمان وارونگي است . شكل 

بـه   سـيگنال   1-11به دست آمده است (يعني از وارونـه شـدن سـيگنال). شـكل     n=0حول  سيگنال 

ســيگنال ضــبط شــده روي يــك نــوار  نشــان مــي دهــد. پــس اگــر t=0حــول  كــاسدســت آمــده ازانع

سـيگنالهاي   1-12همان نوارست كه برعكس پخش شود. تبديل ديگر تغيير مقياس زماني است. شكل  باشد،

متغير مستقل به طورخطي تغيير مقياس يافتـه اسـت. اگـر     ، را نشان مي دهد كه در آنها،، 

بـا   با پخش نـوار بـا سـرعت دو برابـر و      را سيگنال ضبط شده روي نوار فرض كنيم ، بازهم
  پخش نوار با نصف سرعت متناظرست .

اعدادي ثابـت  و مورد توجه است( ه صورتب غالباً تعيين اثر تبديل متغير مستقل سيگنال

سيگنال به طـور خطـي كـش     >1را حفظ مي كند، فقط به ازاي  هستند). اين تبديل متغير شكل سيگنال 

غير صفر باشـد، جابجـا    وارونه مي شود و اگر  >0به طور خطي فشرده مي شود، به ازاي <1مي آيد و به ازاي 

  مي شود. مثالهاي زير اين تبديلها را نشان مي دهند .
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

: الف) سيگنال پيوسته در زمان 11- 1شكل  tx     سيگنال هاي پيوسته در زمان كه با12-1شكل :  

  تغيير مقياس به هم مرتبط مي شوند.          t = 0ب) انعكاس آن حول 
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  1-1مثال 

(جابجـايي بـه سـمت     با پـيش بـردن   (الف) داده شده است: سيگنال 1-13شكل  سيگنال
 (ب) نشان داده شده است . توجه كنيد كه مقـدار 1-13چپ) به اندازه يك واحد محور زمان به دست مي آيد و در شكل 

بـا مقـدار    t=1در  رخ مـي دهـد. بـراي مثـال مقـدار       t=t0-1در زمان در سيگنال  t=t0در  

صفرسـت.   t<-1در  ،صفرسـت  t<0در  معادل است. همچنين چون  t=1-1=0در  

  صفرست. t>1در  صفرست،  t>2در  به نحوي مشابه چون 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

در : الف) سيگنال هاي پيوسته 13- 1شكل 
زمان  tx  كه براي  3- 1تا  1- 1مثال هاي

نشان دادن تبديل متغير سيگنال به كار 
  رفته است.

ب) سيگنال جابجا شده  1tx  

ج) سيگنال  1 tx  جابجايي و كه با
  وارون شدن به دست آمده است.

د) سيگنال تغيير مقياس يافته زماني 

)
2

3
( tx   

1(هـ) سيگنال 
2

3
( tx  كه با تغيير

 مقياس و جابجايي به دست آمده است.
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بـه دسـت مـي     سـيگنال  tبه جاي t–را نيز در نظر بگيريم كه با گذاشتن  بيابيد سيگنال 

را بايد  است . پس براي رسم گونه وارون شده  آيد . پس
  منعكس كنيم .t(ج) نسبت به محور 13-1به صورت شكل 

    2-1مثال 

، بـه صـورت نشـان داده    بـا ضـريب    x(t)با فشردن خطي (الف)، سيگنال 13-1شكل x(t)با توجه به سيگنال

مـثلاً    =t0tدر )t)xبامقـدار   t=t0در  x(t)(د) متناظرسـت. توجـه كنيـد كـه مقـدار       13-1شده در شـكل   متناظرسـت. 

نيـز   )t)xصفرسـت،  t<0در  x(t)برابرست. همچنين چـون  در  با مقدار t=1در   x(t)مقدار

  صفرست . <tدر   )t)xصفرست ،  t<2در   x(t)صفرست. به نحوي مشابه چون  t<0در 

  3-1مثال 
اعـداد معينـي    βو αرا بيابيم، كـه در آن   x(αt+β)رابه صورت  x(t)فرض كنيدميخواهيم اثرتبديل متغيرمستقل سيگنال
تـأخير دهـيم يـا پـيش آوريـم. سـپس تغييـر         βرا با توجه به  x(t)هستند. روش منظم انجام اين كار اين است كه ابتدا 

كـش   |α|> 1صورت دهيم. سيگنال جابه جـا شـده بـه ازاي    αزم را با توجه به مقدار مقياس زماني و ياوارونگي زماني لا
  وارونه مي شود .  α>0فشرده مي شود، و به ازاي   |α|< 1مي آيد و به ازاي

 β=  1(الف) به دست مـي آوريـم. چـون     13-1شكل x(t)را باتوجه به  )t+1)xبراي نشان دادن چگونگي انجام اين كار 

(ب)بـه دسـت آيـد. سـپس      13-1را يك واحد پيش مي بريم (به سمت چپ جا به جا مي كنيم)، تا شـكل   ابتدا

  (ه) حاصل شود. 13- 1فشرده مي كنيم تا سيگنال شكل   (ب) را با ضريب  13- 1سيگنال جا به جا شده شكل  |α|=   چون 

ه بر كاربردهايي كه در نمايش پديده هايي فيزيكـي چـون جابجـايي زمـاني سـيگنال سـونار و       تبديل متغير مستقل علاو
 2و فصـل   6-1پخش سريع يا وارونه سيگنال ضبط شده دارد، درتحليل سيگنالها وسيستمها بسـيار مفيدسـت. دربخـش   

در تعريـف و بررسـي بعضـي     تبديل متغير مستقل را براي معرفي و تحليل خواص سيستمها به كار مي بريم. اين تبديلها
  ويژگيهاي سيگنالها نيز مهم اند .
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  سيگنالهاي متناوب    1-2-2
يكي از مهمترين دسته سيگنالهايي كه در اين كتاب با آنها بسيار روبرو مـي شـويم سـيگنالهاي متنـاوب هسـتند. بـراي       

  مثبت وجود دارد كه به ازاي آنTيك   x(t)سيگنال متناوب پيوسته در زمان 
)1-11(x(t)=x(t+T)                                               

 x(t)تغيير نمي كنـد. ميگـوييم    Tبه عبارت ديگر سيگنال متناوب اين ويژگي را دارد كه در اثر جابجايي زماني به اندازه 
رخـورد مـي كنـيم. مـثلاً     متناوب است. با سيگنالهاي متناوب پيوسته در زمان در زمينه هاي گوناگوني ب Tبا دوره تناوب

 LCنشان خواهيم داد پاسخ طبيعي سيستمهايي كه در آنها انرژي پايستارسـت، مـثلاً مـدارهاي     61-2چنانچه در مسأله
ايده آل كه در آنها انرژي درمقاومت تلف نمي شود وسيستمهاي مكانيكي ايده آل فاقد تلفات اصـطكاكي، متنـاوب انـد و    

  معرفي خواهند شد تشكيل مي شوند . 3-1پايه اي كه در بخش در واقع از سيگنالهاي متناوب 
  
  
  
  

  : يك سيگنال متناوب پيوسته در زمان14- 1شكل 

) بـه سـادگي نشـان مـي     11-1نمونه اي از سيگنالهاي پيوسته در زمان متناوب است. اين شـكل ومعادلـه (   14-1شكل 
  . x(t)=x(t+mT(داريم  mمقدار متناوب باشد ، به ازاي هر  Tبا دوره تناوب  x(t)دهند كه اگر

  
  
  

30: يك سيگنال گسسته در زمان متناوب با دوره تناوب پايه 15- 1شكل  N  

 Tكـوچكترين مقـدار مثبـت    x(t)سـيگنال  T0،... نيزمتناوب است. زمان تناوب پايه 2T ،3T،4Tبا دوره تناوبهاي  x(t)پس
ثابت قابل اعمال نيست. در اين حالـت زمـان    x(t)ارست. اين تعريف تنها به ازاي ) برقر11-1است كه به ازاي آن معادله(

ــرا    ــود، زي ــي ش ــف نم ــه تعري ــاوب پاي ــدار   x(t)تن ــر مق ــه ازاي ه ــدار  Tب ــوچكترين مق ــابراين ك ــت وبن ــاوب اس  Tمتن
همـين صـورت    غيرمتناوب را نا متناوب مي نامند. سيگنالهاي گسسته در زمان متناوب نيـز بـه   x(t)وجودندارد.)سيگنال

  داشته باشيم   nمتناوب مي ناميم، اگر به ازاي تمام مقادير  Nرا با دوره تناوب  xتعريف مي شوند. سيگنال گسسته در زمان 

)1-12                                                        (x=x  

و... نيز متنـاوب اسـت.    2N،3Nبا دوره تناوب  x) صادق باشد،12-1اگر معادله (يك عدد صحيح مثبت است.  Nكه 
  ) را ارضا مي كند .  12-1كوچكترين مقدار مثبتي است كه معادله ( N0دوره تناوب پايه 

  را نشان مي دهد .    N0=3نمونه اي از يك سيگنال متناوب گسسته در زمان، با تناوب پايه  15-1شكل
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  1-4ل مثا

مي خواهيم نشان دهيم كه براي تعيين متناوب بودن يا نبودن يك سيگنال با چه نوع مسأله اي روبروييم. سيگنالي كـه  
  درصدديم اين ويژگي را در موردش بررسي كنيم عبارت است از  

 

  t<0و   t>0. پـس  و  ازمثلثات مـي دانـيم كـه    
 16-1تكرار مي شود. ولي چنانچـه شـكل    π 2در فاصله هايي به طول   x(t)يريم و مي بينيم كه راجداگانه در نظر مي گ

در مبدأ ناپيوستگي دارد و اين ناپيوستگي در هيچ زمان ديگـري رخ نمـي دهـد. پـس چـون تمـام         x(t)نشان مي دهد 
  متناوب نيست . x(t)ويژگيهاي شكل يك سيگنال متناوب بايد تكرار شود، نتيجه مي گيريم كه سيگنال 

  
  
 

 

  

: سيگنال 16- 1شكل  tx  4- 1مثال  

  سيگنالهاي زوج و فرد   1-2-3
 xيـا   x(t)يك دسته ديگر از ويژگيهاي مفيد سيگنالها به تقارنشان در وارونه شدن زماني مربوط مي شود. سـيگنال  

  به مبدأ يكسان باشد. در حالت پيوسته در زمان سيگنال به شرطي زوج است كهرا زوج مي نامند، اگر با انعكاس خود نسبت 

)1-14(            (-t)=x(t)  

  ودر حالت گسسته در زمان به شرطي كه

)1-15(              x =x  
  سيگنال به شرطي فرد است كه

)1-16(x(-t)=-x(t)                                           
)1-17(            x-=  x  

) مسـتلزم آن هسـتند كـه    17-1) و (16-1صفر باشـد، زيـرا معـادلات (    n=0يا  t=0توجه كنيد كه سيگنال فرد بايد در 

x(0)=-x(0)  وx- =xمي دهد.نمونه هايي از سيگنالهاي پيوسته در زمان زوج وفرد را نشان  17-1. شكل  
هر سيگنالي را مي توان به صورت مجموع دو سيگنال، يكي فرد و يكي زوج تجزيه كـرد. بـراي نشـان دادن ايـن مطلـب      

  سيگنال زير را در نظر بگيريد  
)1-18(        

  برابرست با   x(t)است . به طور مشابه بخش فرد  x(t)كه بخش زوج 
)1-19      (         
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به سادگي مي توان نشان داد كه بخش زوج واقعاً يك سيگنال زوج، و بخش فرد واقعاً يك سيگنال فرد، ومجمـوع آن دو  
نمونـه اي از تجزيـه يـك     1-18است. براي حالت گسسته درزمـان نيزتعريـف مشـابهي وجـود دارد. شـكل      x(t)سيگنال 

  ا نشان مي دهد .خشهاي زوج وفرد رسيگنال گسسته در زمان به ب

  سيگنالهاي نمايي و سينوسي   1-3

در اين بخش و بخش بعد چند سيگنال پيوسته در زمان و گسسته در زمان معرفي مي كنيم. اين سيگنالها عـلاوه بـراين   
  كه درطبيعت يافت مي شوند، واحهاي سازنده اي نيز هستند كه با تركيب آنها مي توانيم سيگنالهاي ديگري بسازيم .

  سيگنالهاي پيوسته در زمان سينوسي و نمايي مختلط  1-3-1
  سيگنال نمايي مختلط پيوسته در زمان به صورت زيرست

)1-20                                                           (  
مخـتلط مـي توانـد مشخصـه هـاي      در حالت كلي اعدادي مختلط اند. بسته به مقدار اين پارامترها، اين نمائي  aو  Cكه 

  متفاوتي داشته باشد .

ال : الف) يك سيگن17-1شكل 
  پيوسته در زمان زوج

ب) يك سيگنال پيوسته در زمان 
 فرد

: نمونه اي از تجزيه 18-1شكل 
فرد يك سيگنال گسسته در  - زوج

 زمان.
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  سيگنالهاي نمايي حقيقي 

را نمايي حقيقي مي نامنـد] دو رفتـار ممكـن اسـت. بـه       x(t)حقيقي باشند [در اين حالت aو  C، اگر 19-1مطابق شكل
چـون واكنشـهاي   هـاي فيزيكـي متفـاوتي    كه براي توصيف پديـده يك نمايي افزايشي است، سيگنالي x(t)مثبت، aازاي 

كاهشي است،سـيگنالي  نماييx(t)منفي،  aزنجيري انفجارات اتمي يا واكنشهاي شيميايي پيچيده به كار مي رود. به ازاي 
و سيستمهاي مكانيكي ميرا و بسياري فرايندهاي فيزيكـي بـه    RCراديواكتيو، پاسخهاي مدارهاي توصيف تلاشيكه براي

 2-1و خـودروي شـكل    1-1خواهيم ديد، پاسخهاي طبيعي مدار شـكل   62-2و   61-2كار مي رود. چنانچه در مسائل 
  ثابت است . a=0  ،x(t)نمايي ميراست . همچنين توجه كنيد كه به ازاي 

  سيگنالهاي متناوب نمايي مختلط و سينوسي 

  هاي مختلط به دست مي آيد. فرض كنيد  موهومي خالص دسته مهم نمايي aبه ازاي

)1-21    (               

) مـي گويـد   11-1يك خاصيت مهم اين سيگنال متناوب بودن آن است. براي اثبات اين مطلب توجه كنيد كه معادلـه ( 
x(t)  هنگامي با دوره تناوبT  متناوب است كه  

)1-22(           

 چون داريم                     

  يم  براي متناوب بودن بايد داشته باش

)1-23             (                        
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

: نماي حقيقي در زمان 19-1شكل 
  ateCtx    

   0aالف) 

 0aب) 
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، يعني كـوچكترين   x(t)، دوره تناوب پايه 0ω≠ 0متناوب است. به ازاي Tكه به ازاي تمام مقادير 0ω،x(t)=1= 0به ازاي 
  ) صدق مي كند ، از رابطه زير به دست مي آيد  23-1كه در معادله (T0مقدار مثبت 

)1-24(                                                  T0=  

  دوره تناوب پايه يكساني دارند .  و  بنابراين سيگنالهاي  
  يكي از سيگنالهايي كه با نمايي مختلط ارتباط نزديكي دارد، سيگنال سينوسي است  

)1-25   (              

بـه ترتيـب راديـان و راديـانبر ثانيـه       0ωو  φثانيه و واحدهاي  tنشان داده شده است. واحد  20-1اين سيگنال در شكل
) است. سيگنال سينوسي نيـز  HZسيكل برثانيه ياهرتز(  f0مي نويسند كه واحد f0π 2=0ωرا به صورت  0ωاست. معمولاً 

) به دست مي آيد. سـيگنال نمـائي   24-1، از رابطه (T0ب پايه آن، مانند نمايي و نمايي مختلط متناوب است و دوره تناو
كـارمي روند،مخصوصـاً سيسـتمهاي    متعـددي بـه  هاي فراينـدهاي فيزيكـي  مختلط و سينوسي نيز براي توصيف مشخصه

  فيزيكي با انرژي پايستار .
حركت نوساني ساده يـك   سينوسي است، همچنين LCخواهيم ديدپاسخ طبيعي مدار 61-2براي مثال چنانچه در مسأله

سيستم مكانيكي متشكل از جرمي كه به فنر متصل به محلي ثابت وصل است . تغييرات فشار اكوستيكي متناظر با يـك  
  نت موسيقي نيز سينوسي است .

) را بـر حسـب سـيگنالهاي سينوسـي داراي همـان دوره      21-1با استفاده از رابطه اويلر مي توان نمائي مختلط معادلـه ( 
  ب پايه نوشت :تناو

)1-26  (          

  
  
  
  
  
  
  
  
  

) را مي توان برحسب نمايشهاي مختلط متنـاوب داراي همـان دوره تنـاوب    25-1به طورمشابه سيگنال سينوسي معادله(
  پايه نوشت:

)1-27                ( 

: سيگنال سينوسي 20-1شكل 
 يوسته در زمانپ
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رنـد. همچنـين مـي تـوانيم سينوسـي را بـر حسـب        ) دامنه هاي مختلطي دا27-1توجه كنيد كه دو تابع نمايي معادله(

  سيگنال نمايي مختلط بيان كنيم  

)1-28(       

را    نمـاد  cبخش حقيقي آن است. همچنين براي نشان دادن قسمت موهومي   Re{c}عددي مختلط باشد cاگر
  به كار مي بريم. پس براي مثال  

)1-29          (              

) مي بينيم كه دوره تناوب پايه سيگنال سينوسي پيوسته در زمان يا نمـايي مخـتلط متنـاوب،    24-1با توجه به معادله (
تعبيـر ترسـيمي ايـن عبـارت را مـي       21-1را فركانس پايه مي ناميم. در شـكل   متناسب است.  با عكس 

دهيم، آهنگ نوسانات را كاهش داده ايم و در نتيجه دوره تناوب زياد مي شـود.اگر انـدازه    را كاهش 0ωبينيم. اگر اندازه 
0ω  0=0را افزايش دهيم، دقيقاً اثر عكس رخ مي دهد. حال موردω       را در نظر بگيريد. در ايـن مـورد، چنـان كـه پيشـتر

راين دوره تناوب پايه سـيگنال ثابـت تعريـف    متناوب است. بناب Tمثبت، با دوره تناوب  Tثابت و به ازاي هر  x(t)گفتيم، 
نشده است . ولي اگر فركانس پايه سيگنال ثابت را صفر تعريف كنيم ، ابهـامي پـيش نمـي آيـد . يعنـي آهنـگ نوسـان        

  سيگنال ثابت صفرست .
مـي  ) مثالهـاي مه 25-1) وسيگنال سينوسي معادله (21-1سيگنالهاي متناوب ومخصوصاً سيگنال نمايي مختلط معادله(

) را در نظـر  21-1از سيگنالهاي با انرژي كل بينهايت و توان محدود هستند. براي مثال سيگنال نمايي متنـاوب معادلـه(  
  مي گيريم، وانرژي كل وتوان متوسط آن را روي يك دوره تناوب حساب مي كنيم  

)1-30                 (             

  
)1-31                         (         

بـه دسـت    -∞>∞>t+ بينهايت دوره تناوب وجود دارد ، انرژي كل كه با انتگرالگيري در فاصـله   ∞تا  -∞چون درگستره
اسـت، تـوان    1مي آيد، بينهايت است ولي تمام دوره تناوبهايكسان اند. بنابراين چـون تـوان متوسـط درهـر دوره تنـاوب     

  ت. پس سيگنال نمايي متناوب توان متوسط محدودي دارد .اس 1متوسط روي چند دوره تناوب نيز

)1-32               (     
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نمونه هاي ديگري از محاسبه انرژي و توان سيگنالهاي متنـاوب و نامتنـاوب را نشـان مـي دهـد. سـيگنالهاي        13مسأله 
و سيستمها دارند. بخشي از اين اهميت به ايـن خاطرسـت كـه     نمايي مختلط متناوب نقشي محوري در بررسي سيگنالها

اين سيگنالها اجزا سازنده بسيار مفيدي براي سيگنالهاي ديگر هستند. در مـوارد بسـياري در نظـر گـرفتن نمـايي هـاي       
مختلط مرتبط هارمونيكي مفيد واقع مي شود، منظورمان نمايي هاي مختلطي هستند كه در يك دوره تنـاوب مشـترك   

0T  0با دوره تناوب  دارند. شرط لازم براي اين كه نمايي مختلطT   متناوب باشند اين است كه  
  است .3T<2T<1Tكه مستلزم  3ω>2ω>1ωدر اين شكلها 

)1-33   (              
  بايد مضربي از باشد ، يعني   0Tωكه نشان مي دهد

)1-34                                (                      2πk =0Tω  . . .,2±,1±,0 =k  
  پس با تعريف

)1-35                                                          (  =0ω  

باشـد. يعنـي نمـايي هـاي مخـتلط مـرتبط        0ωبايـد مضـرب صـحيحي از     ω)، 34-1مي بينيم كه براي ارضاي معادله(
  باشد : 0ωي از نمايي هاي مختلط اند كه فركانس پايه شان مضربي از يك فركانس مثبت هارمونيكي مجموعه ا

)1-36                     ( 

: رابطه بين فركانس پايه و دوره 21-1شكل 
تناوب سيگنال هاي سينوسي پيوسته در 

321زمان. در اين شكل ها   كه
321مستلزم  TTT  .است 
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و زمان تناوب  با فركانس ديگري،  kيك سيگنال ثابت است، ولي به ازاي هر ، k=0به ازاي 

  ست  پايه زير متناوب ا

)1-37(                   

زمـان تنـاوب پايـه     دقيقـاً   0Tنيز متناوب است، ولي طي فاصله زمـاني   0Tبا دوره تناوب  ام kهارمونيك 

  خود را طي مي كند .
در موسـيقي نواهـاي    ما از اصطلاح هارمونيك مفهومي در نظر داريم كه با مفهـوم هارمونيـك در موسـيقي سازگارسـت،    

حاصل از تغييرات فشار اكوستيكي كه فركانسهايشان مضرب صحيحي ازيك فركانس پايه است، هارمونيـك خوانـده مـي    
شوند. براي مثال الگوي ارتعاشات يك تار سازي مثل ويولن را مـي تـوان بـه صـورت مجمـوع وزنـداري از نمـايي هـاي         

واهيد ديدكه چگونه مي توان دسته وسيعي از سـيگنالها را بـا اسـتفاده    خ 3مختلط مرتبط هارمونيكي بيان كرد. در فصل
  ) توصيف كرد .36-1از سيگنالهاي مرتبط هارمونيكي بيان شده با معادله (

  5-1مثال 
گاهي اوقات مايليم مجموع دو نمايي مختلط رابه صورت حاصلضرب يك تابع نمايي و يك تـابع سينوسـي بيـان كنـيم .     

  د مي خواهيم اندازه سيگنال زير را رسم كنيم  براي مثال فرض كني

)1-38                                                    (  
) فـاكتور مـي گيـريم، فركـانس ايـن تـابع نمـايي متوسـط         38-1به اين منظور ابتدا يك تابع نمايي مختلط از معادلـه ( 

  كار به دست مي آوريم   فركانس دو تابع موجود در جمع است . با اين

)1-39                                         ( 

  كه با استفاده از رابطه اويلر مي توان آن را به شكل زير نوشت  

)1-40                                             ( 

  ست آورد  را به د x(t)با توجه به اين عبارت مي توان اندازه 

)1-41                                        ( 

همـواره برابـر يـك اسـت .       براي يافتن رابطه فوق از اين موضوع استفاده كرده ايم كه اندازه تابع نمايي مخـتلط 

  رسم شده است . 22-1 كه معمولاً آن را سينوسي يكسو شده تمام موج مي خوانند ، در شكل

  
  
  
  

 5- 1: سينوسي يكسو شده تمام موج مثال 22- 1شكل 
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  سيگنالهاي نمايي مختلط كلي 

مي توانيم كلي ترين حالت يك نمائي مختلط را بر حسب دو حالتي كه تاكنون ديده ايم، يعني نمـايي حقيقـي و نمـايي    

به صورت قائم بيـان   aبه شكل قطبي و  Cنظر بگيريد كه در آن را در  مختلط، بيان وتعبير كنيم. نمائي مختلط 

 شده باشد . يعني               

               و                          

  بنابراين                              

)1-42                    ( 

  مي دهيم  رابطه اخير را به كمك رابطه اويلر بسط 
)1-43          ( 

 
ايـن بخشهاحاصلضـرب يـك     r>0بخشهاي حقيقي و موهومي نمايي مختلط، سينوسي اند. به ازاي  r=0بنابراين به ازاي 

سيگنالهاي سينوسي اي كـه در نمـايي كاهشـي ضـرب شـده       r<0سيگنال سينوسي ويك نمايي افزايشي اند، و به ازاي 

متناظرنـد.   نشان داده شده است. قسمت خـط چـين شـكل بـا توابـع      23-1ت در شكل باشند. اين دو حال

اندازه نمايي مختلط است. بنابراين منحنيهـاي خـط چـين پـوش منحنـي       ) نشان مي دهد كه 42-1معادله (

اه مناسـبي بـراي تصـور چگـونگي     نوساني شكل را نشان مي دهند كه اوجهاي نوسانات بين آنها قرار مي گيـرد. پـوش ر  
  تغيير دامنه نوسانات است .  

  
  
  
  
  
  
  
  
 

  

  :1- 23شكل 

الف) سيگنال هاي سينوسي افزايشي   )( 0  tCoseCtx rt ،0r  

ب) سيگنال سينوسي ميرا   )( 0  tCoseCtx rt ،0r    
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و  RLCاييهاي كاهشي را سينوسي ميرا مـي نامنـد. در بررسـي پاسـخ مـدارهاي      سيگنالهاي سينوسي ضرب شده در نم

سيستمهاي مكانيكي داراي نيروهاي ميرا كننده و بازگرداننده، نظير سيستم تعليق خودروها، بااين سـيگنالها روبـرو مـي    
يـرا مـي شـوند.    شويم. دراين سيستمها مكانيسـمي بـراي اتـلاف انـرژي وجـود دارد (مقاومـت واصـطكاك) ونوسـانها م        

  با سيستمهايي كه پاسخ طبيعي شان سينوسي ميراست روبرو مي شويم . 62-2و  61- 2درمسائل
  سيگنالهاي نمايي مختلط و سينوسي گسسته در زمان    1-3-2

همانند حالت پيوسته درزمان، سيگنال يارشته نمايي مختلط نيز سيگنال مهمي در حالت گسسـته در زمـان اسـت و بـه     
  تعريف مي شود  صورت زير 

)1-44(             

  در حالت كلي اعداد مختلط اند. اين رابطه را مي توان به صورت زير هم بيان كرد   Cو  
)1-45(           

  كه در آن

 
ر زمـان شـبيه   ) به شكل نمايي مختلط پيوسـته د 45-1گرچه رشته نمايي مختلط گسسته در زمان بيان شده به صورت(

  ) مناسبتر ست .  44-1تر است، ولي بيان تابع نمايي مختلط گسسته در زمان به صورت معادله (
  سيگنالهاي نمايي حقيقي

،  <1را مشـاهده كنـيم. بـه ازاي     24-1حقيقي مي توانيم يكي از رفتارهـاي نمـود شـده در شـكل      وCبه ازاي 
مثبـت باشـد،    αيك نمايي كاهشي داريم . به عـلاوه اگـر    > 1افزايش مي يابد، ولي به ازاي  سيگنال به طور نمايي

يك در ميان تغيير مي كنـد. توجـه كنيـد كـه بـه       xمنفي باشد، علامت  αهم علامت اند، اما اگر Cαnتمام مقادير 
تغيير مي كند. نماييهـاي   - C+ وCبين  x، مقدار α=  - 1لي كه به ازايمقدار ثابتي دارد، در حا  α ،x= 1ازاي

گسسته در زمان حقيقي معمولاً براي توصيف رشد جمعيت برحسب تابعي از نسل و بازگشت سرمايه گـذاري بـر حسـب    
  تابعي از روز، ماه يا فصل به كار مي رود .

  سيگنالهاي سينوسي
  ) به دست مي آيد .= 1(يعني  β) و با موهومي فرض كردن 45-1ز معادله (ديگر نمايي مختلط مهم، ا

  فرض كنيد  
)2-46     (                  

  مانند حالت پيوسته در زمان، اين سيگنال هم با سيگنال سينوسي زير نزديك است  
)2-47                                       ( 

سه نمونه رشته سينوسي را نشان مـي دهـد .    25-1بايد راديان باشد. شكل φو  0ωرا بدون بعد فرض كنيم، يكاي  nاگر
  باز هم مثل قبل به كمك رابطه اويلر نمايي مختلط و سينوسي را به هم مرتبط مي كنيم .

)1-48                                    ( 

  و

)1-49        (        
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: سيگنال نمايي حقيقي 24- 1شكل   nCnx   

10ب)       1الف)    
01ج)       (1د  
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سيگنالهاي گسسته در زمان داراي انـرژي كـل بـي نهايـت وتـوان      ) نمونه هايي از 47-1) و (46-1سيگنالهاي معادلات (

) يـك واحـد بـه انـرژي     46-1، هر نمونه سيگنال معادله (متوسط محدود هستند. براي مثال، چون 

اسـت. در   1بي نهايت است، ولي واضح اسـت كـه تـوان متوسـط برابـر      -∞>∞>nسيگنال مي افزايد. پس كل انرژي در 
  ا مثالهاي ديگري از محاسبه انرژي و توان سيگنالهاي گسسته در زمان برخورد مي كنيم .ب 3- 1لهأمس
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  : سيگنال هاي سينوسي گسسته د زمان25- 1شكل 
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  سيگنالهاي نمايي مختلط عمومي 

وتعبيركـرد.  نمايي مختلط عمومي گسسته در زمان را مي توان بر حسب سيگنالهاي نمـايي وسينوسـي حقيقـي نوشـت     
  را به شكل قطبي بنويسيم، يعني   αوCاگر

 
  و

 
  داريم

)1-50            ( 

ايـن بخشـها بـه     > 1، بخش حقيقي و موهومي رشته نمايي ، سينوسي است . بـه ازاي   =  1بنابراين به ازاي 

بـه رشـته هـاي سينوسـي ضـرب شـده در نمـايي          < 1زاي رشته هاي سينوسي ضرب شده در نمايي ميرا و بـه ا 
  نشان داده شده است . 26-1افزايشي مربوط اند . مثالهايي از اين سيگنالها در شكل 

  خاصيت تناوب نمايي هاي مختلط گسسته در زمان  1-3-3
لي تفاوتهـاي مهمـي نيزموجودسـت.    گرچه بين سيگنالهاي پيوسته در زمان و گسسته در زمان شباهتهايي وجود دارد، و

  مربوط مي شود .يكي از اين تفاوتها به سيگنال نمايي گسسته در زمان 

بزرگتـر باشـد ،    0ω) هر چـه  1را بيان كرديم: ( دو خاصيت همتاي پيوسته در زمان آن، يعني 1-3-1در بخش 

متناوب است . در اين بخش گونه هاي گسسـته    ، 0ωهر مقدار ) به ازاي 2سيگنال نوسانهاي سريعتري دارد ؛ (
در زمان اين ويژگيها را بيان مي كنيم، و چنانچه خواهيم ديد تفاوتهـاي بـارزي بـين ايـن ويژگيهـا و ويژگيهـاي حالـت        

  پيوسته در زمان وجود دارد.
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ان: الف) سيگنال سينوسي افزايشي گسسته در زم26- 1شكل 
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  ب) سينوسي ميراي گسسته در زمان

اين نكته كه شكل گسسته در زمان خاصيت اول با حالت پيوسته در زمان اختلاف دارد، نتيجـه مسـتقيم تفـاوت بسـيار     
  در نظر بگيريد   (ω0+2π)مهم نماييهاي مختلط پيوسته در زمان و گسسته در زمان است. نمايي مختلطي با فركانس 

)1-51               (              

اسـت.   0ωهمـان تـابع نمـايي بـا فركـانس      (ω0+2π)) در مي يابيم كه تابع نمايي بـا فركـانس   51-1با توجه به معادله (

متمايزند. بسـيار فـرق مـي     0ωبه ازاي مقادير متمايز  بنابراين وضعيت با مورد پيوسته در زمان، كه سيگنالهاي 
، بـا سـيگنالهايي بـا فركـانس     0ωگسسته درزمان اين سيگنالها متمايز نيستند، زيرا سيگنال بـا فركـانس   كند. در حالت 

2π)(ω0± ،(ω0�4π)   و... يكسان است. بنابراين دربررسي نمائيهاي مختلط گسسته درزمان، تنها لازم است كـه فاصـله اي
بـراي    2π) هر فاصـله اي بـه طـول     51-1ق معادله (را در آن انتخاب كنيم. البته طب 0ωرا در نظر بگيريم و 2πبه طول 

  را به كار مي بريم .يا  ω0<2π≤0اين كار مناسب است، ولي ما بيشتر در موارد فاصله

زيادتر نمي شود ؛ بلكـه    آهنگ نوسان سيگنال0ω) بيانگر آن است، با افزايش 51-1به دليل تناوبي كه معادله (
تـا   πزياد شود، آهنگ نوسان زيادتر مي شود. ولي بعد ازآن (در فاصله  0ω، هر چه  πتا  0در فاصله  27-1ل مطابق شك

π 2 0) با وجود افزايشω  آهنگ نوسان كاهش مي يابد تا بهπ2=0ω 0=0برسيم، اين فركانس درست مانندω    اسـت. پـس
 πو ديگـر مضـارب زوج    π2و 0نزديـك   0ωداراي نماييهاي فركانس پايين (يعني با تغييـرات كنـد) گسسـته در زمـان     

قـرار دارنـد.    πو ديگـر مضـارب فـرد     π± =0ωهستند، ولي نماييهاي فركانس بالا (يعني با تغييرات سريع) در نزديكـي  
  داريم   πيا هر مضرب فرد  π =0ωخصوصاً به ازاي

)1-52                                     ( 

  (ه) راببينيد] . 27-1ل نوساني سريع دارد ، و در هر نقطه تغيير علامت مي دهد [شكل پس اين سيگنا
دومين خاصيتي كه مايل به بررسي آن هستيم به تناوب نماييهاي مختلط گسسته در زمان مربوط مي شـود. بـراي ايـن    

  متناوب باشد بايد داشته باشيم   N>0با دوره تناوب  كه سيگنال 

)1-53                                              ( 

  يا

)1-54                                                    ( 

صحيح داشته باشيم كـه بـه    mباشد. يعني بايد يك  π2مضرب صحيحي از  N0ω)بايد 54-1براي برآورده شدن معادله (
  ازاي ان  

)1-55      (                             

  يا

)1-56        (                  
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عددي گويا باشـد و در غيـر ايـن صـورت      به شرطي متناوب است كه  ) سيگنال 56-1طبق معادله (

ارد. براي مثال سـيگنالهاي نشـان داده   نامتناوب است. همين خاصيت در مورد سينوسيهاي گسسته در زمان نيز وجود د
  (ج)نه . 25-1(الف) و (ب) متناوب اند، ولي سيگنالهاي شكل  25-1شده در شكل 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  : رشته هاي سينوسي گسسته در زمان به ازاي فركانس هاي مختلف27- 1شكل 
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فركانسهاي پايه نماييهـاي مخـتلط گسسـته در زمـان را      با استفاده از محاسبات انجام شده مي توانيم دوره تناوب پايه و

پيدا كنيم، فركانس پايه سيگنال متناوب گسسته در زمان را به همان صورت پيوسته درزمان تعريـف مـي كنـيم. يعنـي     

ــه  xاگــر  ــا دوره تنــاوب پاي ــه آن  Nب اســت .حــال نمــايي مخــتلط متنــاوب     N /π2متنــاوب باشــد، فركــانس پاي

 Nو m) را به ازاي دو عدد صـحيح  56-1بايد معادله ( 0ωدر نظر بگيريد، ديديم كه  0ω≠0را با   
عامـل مشـترك نداشـته باشـند، آنگـاه       mو Nو  0ω≠0نشان داده مي شود كه اگـر   35-1ارضا كند. در مسأله  N>0، با 

  ) فركانس پايـه سـيگنال متنـاوب      56-1لب ومعادله (است. باتوجه به اين مط Nبرابر  xدوره تناوب پايه 
  عبارت است از  

)1-57                                                   ( 

  توجه كنيد كه دوره تناوب پايه را مي توان به صورت زير نوشت

)1-58                    (             

بعضـي تفاوتهـاي سـيگنال     1-1م دو عبارت اخير با عبارتهاي همتاي پيوسته در زمان خود تفاوت دارند. در جدول باز ه

خلاصه شده است. توجه كنيد كه مانند حالت پيوسـته   و سيگنال گسسته در زمان   پيوسته در زمان 
داراي فركـانس پايـه صفرسـت و بـراي آن دوره      0ω=0بـت ناشـي از   در زمان، فركانس پايه سيگنال گسسته در زمـان ثا 

  تناوب پايه تعريف نمي شود.
را بررسـي مـي كنـيم.    25-1براي درك شهودي بيشتر نسبت به اين خواص باز هم سيگنالهاي نشان داده شـده درشـكل  

مونـه هـايي   (الـف) را درنظـر بگيريـد، ايـن سـيگنال رامـي تـوان ن        25-1، شكل ابتدارشته 

نيـز    xو  12با دوره تناوب پايـه   x(t)دانست. در اين حالت  ازسينوسي پيوسته در زمان 

  . x(t)نقطه اي يكبار تكرار مي شود، درست همانند  12به ازاي هر   xمتناوب است. يعني مقادير  12با دوره تناوب پايه 
(ب) را در نظــر بگيريــد كــه مــي تــوان آن را نمونــه هــايي از  25-1شــكل  حــال ســيگنال 

متناوب اسـت، ولـي زمـان تنـاوب پايـه       4/31باتناوب پايه  x(t)دانست. در اين حالت سيگنال

يـر مسـتقل   است. دليل اين تفاوت اين است كه سيگنال گسسته در زمان تنها بـه ازاي مقـادير صـحيح متغ    
كامل شـده اسـت ، نمونـه اي وجـود نـدارد . همچنـين در        x(t)كه يك تناوب  =4/31tتعريف شده است. يعني در زمان

4/31×4 t=  3×4/31ياt=  كهx(t)       4×4/31=31دو يا سه تناوب خـود را طـي كـرده اسـت. ولـي درt=   كـهx(t)   تنـاوب

  xز اين مطلب را نشان مي دهـد، زيـرا آشكارسـت كـه    (ب) ني 25-1چهارمش را طي كرده، نمونه وجود دارد. شكل 

  تكرار مي شود .  xنقطه، الگوي  31الگوي يكساني ندارد ، ولي پس از چهار تناوب آن، يعني  x(t)در تناوب 
دانسـت. در ايـن حالـت     سـيگنال هـاي نمونـه تـوان رامـي مشابهنحويبه
را  x(t)  ،π12در نمونه هاي صحيح تكرار نمي شود، زيرا اين نمونه ها هرگز مضـرب دقيقـي از زمـان تنـاوب      x(t)اديرمق

متناوب نيست، ولي چشم بادرونيابي نمونه ها به پوشـش آنهـا توجـه مـي كنـد، كـه متنـاوب         xنمي پوشانند. پس 
  براي درك تناوب رشته هاي سينوسي را بيشتر بررسي خواهيم كرد . در مورد كاربرد نمونه برداري 36- 1است. درمسأله
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  و تفاوت سيگنالهاي     1- 2جدول 

  
  0ωاست                   به ازاي مقادير متمايز  π2به ازاي فركانسهايي كه اختلافشان 

  سيگنالهاي متمايزي اند              سيگنالهاي مشابهي اند .                                
  متناوب است0ωتنها هنگامي متناوب است كه به ازاي                          به ازاي تمام مقادير 

 يزرگتر از صفر Nو  mمقادير صحيح 

  فركانس پايه                                                         *فركانس پايه
0ω 

  دوره تناوب پايه                                                    *دوره تناوب پايه
  : تعريف نشده : تعريف نشده                                            

  
  عامل مشترك ندارندNوmفرض اين است كه*

  

  6-1مثال 
  كنيد مي خواهيم زمان تناوب پايه سيگنال گسسته درزمان زير را بيابيمفرض 

)1-59                                         ( 

) واضـح  58-1است. گرچه اين مطلـب بـا توجـه بـه معادلـه(      3) داراي تناوب پايه 59-1نمايي اول سمت راست معادله (
 π2) جمله اول بايد به مضـربي از  n)3/π2تن جواب وجود دارد. توجه كنيد كه زاويه است، ولي روش ساده تري براي ياف

زيـاد مـي شـود.     π2سه واحد زياد شود، زاويه به اندازه مضربي از  nبرسد تا مقادير نمايي تكرار شود. روشن است كه اگر 
  nاست، كه ممكن نيسـت زيـرا   3/8ميزان به  nمستلزم افزايش  π2) به اندازه n )4 /π3در مورد جمله دوم، افزايش زاويه

رامـي طلبـد. ولـي بـراي      3/16به انـدازه  nنيزممكن نيست، زيرا افزايش π4بايد عدد صحيح باشد. افزايش زاويه به اندازه 
  است . 8اضافه شود ، پس زمان تناوب پايه جمله دوم  8به مقدار  nبايد  π6افزايش زاويه به اندازه 

) بايد تعداد صحيحي از دوره تنـاوب پايـه خـود را بگذرانـد.     59-1، هرجمله معادله(xال حال براي تكرار كل سيگن
 )59- 1نقطـه جملـه اول معادلـه (    24است. يعني پـس از گذشـت    24براي برآورده شدن اين خواسته  nكوچكترين افزايش 

  .دقيقاتًكرار مي شود  xاست، و سيگنال   هشت دوره تناوب پايه و جمله دوم سه دوره تناوب پايه خود را طي كرده
در حالت گسسته در زمان نيز مانند حالت پيوسته در زمان در نظـر گـرفتن مجموعـه اي از نماييهـاي متنـاوب مـرتبط       

ب هارمونيكي در تحليل سيگنال ها و سيستمها نقش ارزنده اي دارد ، منظور از نماييهاي هماهنگ تمام نماييهاي متنـاو 
) مـي دانـيم كـه ايـن سـيگنالها سـيگنالهايي انـد كـه         56-1است . بـا توجـه بـه معادلـه (     Nداراي تناوب پايه مشترك 

  دارند، يعني   N /π2فركانسهاي برابر با مضربهاي 
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)1-60                           ( 

متمايزنـد. ولـي معادلـه     در حالت پيوسته در زمان تمام نماييهاي مختلط هماهنگ 

  ) نشان مي دهد كه در حالت گسسته در زمان چنين نيست . داريم  1-51(

 

)1-61         (              

  ) وجود دارد . مثلا60ً-1نمايي متناوب متمايز در مجموعه ( Nيعني تنها 
)1-62    (  

 

  )يكي از اينها يكسان اند (مثلا  هاي ديگربامتمايزند و تمام

  توابع ضربه واحد و پله واحد   1-4

دراين بخش چند سيگنال پايه اي ديگر را معرفي مي كنيم كه در تحليل سيگنال و سيستم اهميت به سـزايي دارنـد، از   
واهيم ديد كـه چگونـه مـي تـوان     خ 2مهمترين اينها توابع ضربه و پله واحد پيوسته و گسسته در زمان هستند. در فصل

سيگنالهاي ضربه واحد را به عنوان واحدهاي سازنده اي براي بازسـازي و نمـايش سـيگنالهاي ديگـر در نظـر گرفـت. از       
  حالت گسسته در زمان شروع مي كنيم .

  رشته هاي گسسته در زمان ضربه و پله واحد  1-4-1
  هاي گسسته در زمان است كه به صورت زير تعريف مي شود  ضربه واحد(يا نمونه واحد) يكي ازساده ترين سيگنال

)1-63                                                ( 

  را گاهي ضربه واحد و گاهي نمونه واحد مي ناميم .  نشان داده شده است. در اين كتاب 28- 1اين سيگنال در شكل 

  
  
  

  ونه) واحد گسسته در زمان: ضربه (نم28- 1شكل 

  نشان مي دهيم و تعريف آن به صورت زيرست    uدومين سيگنال پايه اي گسسته در زمان پله واحدست كه آن را با 

)1-64        (                     
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  رشته پله واحد را نشان مي دهد. 29-1شكل 
  
  
  
  
  
  

  : رشته پله واحد29- 1شكل 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  بين ضربه واحد و پله واحد گسسته در زمان رابطه نزديكي وجود دارد. ضربه واحد تفاضل اول پله واحد گسسته در زمان است  

)1-65                                          ( 

  برعكس ، پله واحد گسسته در زمان جمع انباره هاي نمونه واحدست . يعني  

)1-66 (                                               

) است . چون تنها مقدار غير صـفر نمونـه واحـد در نقطـه اي قـرار دارد كـه       66-1نمايش ترسيمي معادله ( 30-1شكل 
 1برابـر   n≥0و بـه ازاي   0برابـر   n<0) بـه ازاي  66-1آرگومان آن صفرست ، با توجه به شكل و جمع انباره اي معادلـه ( 

مي توانيم پله واحد گسسـته در زمـان را    k=n-mبه  m) ، از 66-1است . همچنين مي توان با تغيير جمع بندي معادله (
  به صورت زير بر حسب نمونه واحد بنويسيم  

 
  يا به طور معادل

)1-67      ( 

: جمع انباره اي معادله 30-1شكل 
  0n) الف) 1-66(

 0nب) 
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رخ مـي دهـد،    k=nبـه ازاي   فر تصويرشده است. دراين حالـت مقدارغيرص ـ  31-1) درشكل 67-1معادله(

  است .   1برابر  n≥0و به ازاي  0برابر  n<0) به ازاي 67-1پس باز هم جمع معادله (
) را مي توان به عنوان بر هم نهش ضربه هاي تأخير يافته تعبير كرد ؛ يعني مي تـوانيم ايـن معادلـه را بـه     67-1معادله (

، يــك ضــربه واحــد  n=1در  ، يــك ضــربه واحــد  n=0در   عنــوان مجمــوع يــك ضــربه واحــد  

  اين تعبير را به طور صريح به كار مي بريم . 2و ... تصور كنيم . در فصل  n=2در   

 n=0تنهـا در    بـه كـار بـرد . چـون      n=0رشته ضربه واحد را مي توان براي نمونه برداري مقدار يك سيگنال در 

  )است ، پس   1غير صفر (و برابر 

)1-68(         

  را در نظر بگيريم ، داريم    به طور كلي اگر ضربه واحد 

)1-69                             ( 

  نقش مهمي بازي مي كند.7و2اين ويژگي نمونه برداري ضربه واحد درفصلهاي 
  
  
  
  
  
  
  
  

 0nب)     0nالف) ؛ 67- 1: رابطه بيان شده در معادله 31- 1شكل 

  توابع پيوسته در زمان پله واحد وضربه واحد   1-4-2
  پيوسته در زمان مشابه همتاي گسسته در زمان خود تعريف مي شود   u(t)تابع پله واحد

)1-70                        (              

پيوسـته در  δ(t)ناپيوسته است. تابع ضـربه واحـد    t=0اين تابع را نشان مي دهد. توجه كنيدكه پله واحد در  32-1شكل
زمان به نحوي مشابه با حالت گسسته درزمان به پله واحد مربوط مي شود. پله واحد گسسته در زمان انتگـرال انبـاره اي   

  ضربه واحدست .

)1-71                                                ( 
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)نتيجـه مـي   71-1به دست مي آيد. در واقـع معادلـه (   u(t)و δ(t)) براي 65-1به اين ترتيب يك رابطه مشابه با معادله (
  دهد كه ضربه واحد پيوسته در زمان مشتق اول پله واحد پيوسته در زمان است  

)1-72          (                            

  

  
  
  

  : تابع پله واحد پيوسته در زمان32- 1شكل 

 t=0در u(t)) مشـكل صـوري دارد، زيـرا   72-1برخلاف حالت گسسته در زمان ، بيان تعريف تابع ضربه واحد بـا معادلـه (  
بـه عنـوان    33-1ر نظر گـرفتن شـكل   ) را با د72-1ناپيوسته است، ودر نتيجه مشتقپذير نيست. ولي مي توانيم معادله (

مي رسد. البته پله واحـد بـه طـور ناگهـاني      1به  0از   ∆تقريبي از پله واحد تعبير كنيم، اين تابع در فاصله زماني كوتاه 
بـه    u∆(t)حد  u(t)خيلي كوچك، در نظر گرفت.  ∆، به ازاي  u∆(t)تغيير مي كند، بنابراين مي توان آن را حالت ايده ال 

  را در نظر مي گيريم    u∆(t)است. حال مشتق    ازاي

  )1-73(          

  نشان داده شده است . 34-1كه در شكل 
  
  
  
  

  

(سمت راست) تقريب پيوسته پله واحد،  33- 1شكل  tu  

(سمت چپ) مشتق  34- 1شكل  tu  

  مساحت زير آن برابر يك است . شكل حدي   ∆است كه به ازاي هر مقدار دلخواه  ∆پالس كوتاهي به مدت  δ∆(t)توجه كنيد كه 

)1-74                                            ( 

ارد در واقـع طـولي نـد     δ(t)به حسـاب آورد . چـون     ∆هنگام ناچيز شدن   δ∆(t)را مي توان حالت ايده ال پالس كوتاه 
 t=0رابراي نشان دادن آن به كار مي بـريم ، پيكـان واقـع در     35-1ولي مساحت زير آن يك است ، نماد تصويري شكل 

كنار آن بـراي نشـان دادن مسـاحت بـه     "1 "متمركزست و ارتفاع پيكان و عدد t=0نشان مي دهد كه مساحت پالس در 
  است، پس      kداراي مساحت  δk(t)كار رفته است. در حالت كلي ضربه تغيير مقياس يافته 
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  را نشان مي دهد ، ارتفاع پيكان متناسب با مساحت ضربه رسم مي شود . kضربه اي به مساحت  36-1شكل 

ايـن    37-1) ارائه كرد؛ شكل71-1(همانندحالت گسسته در زمان مي توان تعبير ترسيمي ساده اي براي انتگرال معادله 

برابـر   t<0متمركزست ، انتگرال بـه ازاي   = 0درδ(t)تعبير را نشان مي دهد. چون مساحت ضربه واحد پيوسته در زمان 

) بين پله و ضربه واحـد پيوسـته در زمـان را بـه     71-1است . همچنين مي توانيم رابطه معادله ( 1برابر  t>0و به ازاي  0
) براي حالت گسسته در زمـان انجـام داديـم . بـه ايـن      67-1گونه اي ديگر بازنويسي كنيم ، همان كاري كه در معادله (

  تغيير مي دهيم .        =   - به   منظور متغير انتگرالگيري را از 

  
  
  
  
  
  

  يوسته در زمان(سمت راست) ضربه واحد پ 35- 1شكل 

  (سمت چپ) ضربه تغيير مقياس يافته 36- 1شكل 

  
 يا

)1-75                                           (  

-t)نشان داده شده است. چون در اين حالت مسـاحت   38-1در شكل δ(t)و  u(t)تعبير اين رابطه  )δ   در نقطـهt  = 

است. اين نـوعتعبير ترسـيمي   "1 "برابر  t>0و به ازاي  0برابر  t<0) به ازاي 75-1ست، باز هم انتگرال معادله (متمركز ا
  بسيار به كار مي آيد. 2رفتار ضربه واحد در انتگرالگيري، در فصل 

حاصلضـرب  ضربه پيوسته درزمان نيزمانند ضربه گسسته در زمان داراي خاصيت نمونه برداري اسـت. بـه دلايلـي چنـد،     
مطـابق معادلـه    δ(t)مهم است. اين حاصلضرب را مي توان با توجه به تعريف  x(t)ضربه وتابع خوشرفتار پيوسته در زمان 

  ) به راحتي تعبير كرد. تابع زير را در نظر مي گيريم  1-74(

 
اصل ضـرب آنهـا را   (ب) نماي بزرگ شده بخش غير صفر ح 39-1و شكل  δ∆(t)و x(t)(الف) دو تابع زماني  39-1شكل 

را در  x(t)خيلي كوچك باشد ، به نحـوي كـه بتـوان     ∆صفرست. اگر   t≤≤0∆در خارج فاصله x1(t)نشان مي دهد. پس 
  اين فاصله تقريباً ثابت فرض كرد داريم  
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  است ، نتيجه مي گيريم   به ازاي  δ∆(t)حد δ(t)چون 

)1-76(          

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  0t؛ ب)  0t) الف) 71-1(سمت راست) انتگرال معادله ( 37- 1 شكل

  0t؛ ب)  0t) الف) 75- 1(سمت چپ) رابطه معادله ( 38- 1شكل 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

: حاصلضرب 39- 1شكل    ttx  ر دو تابع ب) نماي بزرگ شده بخش غير صفر حاصلضرب دو تابعالف) نمودا  

  ، قرار دارد نوشت ، يعني   t0به همين دليل مي توان عبارت مشابهي براي ضربه اي كه در نقطه دلخواهي ، مثلاً 
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ش گرچه در مباحث مربوطه به ضربه واحد دراين بخش مراعات بعضي قواعد رياضي را نكرديم، ولي همـين مباحـث بيـن   

مفيدي در مورد اين سيگنال به دست مي دهند كه براي مقاصد مورد نظر در اين كتاب كافي است. همانطور كه گفتـيم  
به تفصيل خواهيم گفت كه هر سيسـتم فيزيكـي    5-3ضربه واحد را بايد نوعي ايده ال سازي به حساب آوريم. در بخش 

پاسخ دهد. پس اگر پالسـي بـاطول بـه حـد كـافي كوچـك بـه         به نوعي اينرسي دارد و نمي تواند به طور آني به ورودي
چنين سيستمي اعمال شود، پاسخ سيستم از طول يا شكل پـالس تـأثير زيـادي نمـي پـذيرد؛ آنچـه كـه در درجـه اول         
اهميت دارد اثر خالص انتگرالگيري شده آن، يا به عبارت ديگر مساحت آن است. براي سيسـتمهاي داراي پاسـخ سـريع    

ايد خيلي كوتاه باشد تا شكل پالس بر پاسخ اثري نداشته باشد. به هر حال براي هـر سيسـتم فيزيكـي مـي     طول پالس ب
پالسي كه براي تمـام   –كوتاه باشد. پس ضربه واحد ايده ال شده چنين پالسي است "به حد كافي"توان پالسي يافت كه 

ستمها به ايـن پـالس ايـده ال نقشـي حيـاتي در      خواهيم ديد كه پاسخ سي 2سيستمها به حد كافي كوتاه است. در فصل 
و سيستمها دارد و در فرايند بيان و فهم اين نقش مطالب بيشتري راجع به اين سيگنال خـواهيم فهميـد    تحليل سيگنالها

(الف) را در نظر بگيريد. بـه خـاطر رابطـه بـين پلـه واحـد و ضـربه واحـد          40-1شكل  x(t)سيگنال ناپيوسته 7-1مثال 
همـه   x(t)زمان مي توانيم به سادگي مشتق اين سيگنال را محاسبه و رسم مي كنيم. واضح است كه مشـتق   پيوسته در

كـه مشـتقگيري ضـربه واحـدي در محـل       ])72-1جا، بجز در ناپيوستگيها صفرست . در مورد پله واحد ديديم [معادله (
مـي بينـيم كـه مشـتق يـك پلـه بـا         k) در 72-1ناپيوستگي به دست مي دهد. همچنين بـا ضـرب دو طـرف معادلـه (    

واقع در محل ناپيوسـتگي منجـر مـي شـود. ايـن قاعـده بـراي هـر          kبه ضربه اي به مساحت  kناپيوستگي داراي اندازه 
را بـه  x(t)(الف) نيز درست اسـت. پـس مـي تـوانيم مشـتق      40-1شكل  x(t)سيگنال ديگري با ناپيوستگي پرشي، مانند 

 ضربه اي با مساحتي برابر اندازه ناپيوسـتكي دارد . مـثلاً   x(t)كه در هر ناپيوستگي (ب) رسم كنيم ،  40-1صورت شكل 
  دارد . -3ضربه اي با اندازه  t=-2در  x(t)دارد، بنابراين سيگنال  -3يك ناپيوستگي با اندازه  t=2  ،x(t)در
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

: الف) سيگنال ناپيوسته 40- 1شكل  tx  ب) مشتق ؛ 7-1مثال tx ؛ ج) تصوير بازسازي tx  با انتگرال گيري انباره اي از
 tx  كه به ازايt  نشان داده شده است. 1و  0بين  
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 t>0صفرند ، تنهـا بايـد    t≤0 در ·x(t)و  x(t)را در نظر بگيريم . چون  ·x(t)از  x(t)براي امتحان جواب مي توانيم بازسازي 
  را در نظر بگيريم  

)1-77                                                  (  

) صفرست، زيـرا هيچكـدام از ضـربه    77-1انتگرال سمت راست معادله ( t<1(ج) نشان مي دهد، در  40-1چنانچه شكل
) تنهـا ضـربه واقـع در    t=1ضـربه اول (واقـع در    t<2< 1يري نيستند. در در اين فاصله انتگرالگ· x(t)هاي تشكيل دهنده 

دو ضـربه اول   t<4< 2، يعني مساحت ايـن ضـربه اسـت. در    2) برابر77-1فاصله انتگرالگيري است، پس انتگرال معادله (
ه ضـربه در  هـر س ـ  t>4. در 2-3= -1داخل فاصله انتگرالگيري اند، پس حاصل انتگرال جمع مساحتهاي آنهاست، يعنـي  

  (الف) است . 40- 1شكل  x(t)سيگنال  . اين دقيقاً 2- 3+2=1فاصله انتگرالگيري اند، پس حاصل انتگرال مجموع مساحتهاي آنهاست، يعني 

  سيستمهاي پيوسته در زمان و گسسته در زمان 1-5

مختلف ازپردازش سـيگنال   ترين بيان اتصالي ازاجزاء، وسائل، يازير سيستمهاست. درگستره هاييسيستم فيزيكي دركلي
و مخابرات گرفته تا موتورهاي الكترومكـانيكي، خودروهـاي خودكـار و كارخانـه هـاي شـيميايي، سيسـتم را مـي تـوان          
فرايندي دانست كه درآن سيگنالهاي ورودي توسط سيستم تبديل مـي شـوند يـا سيسـتم را بـه پاسـخي خـاص وامـي         

خروجي توليدشوند. مثلاً سيستمهاي صوتي يك سـيگنال ضـبط شـده را     دارند،به نحوي كه سيگنالهاي ديگري به عنوان
مي گيرند و نسخه اي همانند آن توليد مي كنند . اگر اين سيستم كنترل نوا داشته باشد، با تنظيم آن مي توان كيفيـت  

 vc(t)و خروجـي   vs(t)را مي توان سيستمي بـا ورودي   1-1سيگنال توليد شده را تغيير داد. به نحوي مشابه، مدار شكل 
خروجـي آن اسـت. سيسـتم بهبـود      v(t)ورودي آن و سـرعت   f(t)راسيستمي كه نيروي  2-1دانست، و خودروي شكل 

  تصوير يك تصوير ورودي را گرفته، تصويري خروجي با مشخصات مطلوب ، مثلاً كنتراست بهتر، به دست مي دهد .
اي ورودي پيوسته درزمان بـه سـيگنالهاي خروجـي پيوسـته     سيستم پيوسته در زمان سيستمي است كه در آن سيگناله

 y(t)ورودي و  x(t)(الف) نشان مي دهـيم كـه در آن    41-1درزمان تبديل مي شوند. چنين سيستمي را به صورت شكل 
  خروجي سيستم پيوسته در زمان را با نماد زير نشان داد  –خروجي است . همچنين مي توان رابطه ورودي

)1-78          (                                                

به نحوي مشابه سيستم گسسته در زمان سيستمي است كه ورودي گسسته درزمـان را بـه خروجـي گسسـته در زمـان      
  (ب) نمايش داده مي شود و نمايش نمادي آن چنين است   41-1تبديل مي كند. اين سيستم به صورت شكل 

)1-79      (                                                      

  
  
  
  
  

  : الف) سيستم پيوسته در زمان ؛ ب) سيستم گسسته در زمان41- 1شكل 
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در اين كتاب سيستمهاي گسسته در زمان و پيوسته در زمان را جداگانه ولي به موازات هم بررسي مي كنـيم . در فصـل   

ر زمان و گسسته در زمان را به كمك مفهوم نمونه برداري كنار هم بررسي مـي كنـيم و بـا ايـن     سيستمهاي پيوسته د 7
كار ديدي نسبت به كاربرد سيستمهاي گسسته در زمان براي پردازش سيگنالهاي پيوسته در زمان نمونـه بـرداري شـده    

  به دست مي آوريم .

  نمونه هاي ساده اي از سيستمها   1-5-1
مهم توسعه ابزارهاي عمومي تحليل و طراحي سيستمها ايـن اسـت كـه سيسـتمهايي بـا كاربردهـاي        يكي از انگيزه هاي

  بسيار متفاوت توصيفهاي رياضي مشابهي دارند . براي نشان دادن اين موضوع چند مثال ساده را بررسي مي كنيم .

    8-1مثال
را سيگنال خروجي در نظر بگيريم ، با تحليـل   vc(t)را سيگنال ورودي و  vs(t)را در نظر بگيريد . اگر 1-1شكل  RCمدار 

مقاومـت بـا افـت ولتـاژ روي آن      i(t)مدار مي توانيم رابطه بين ورودي و خروجي را بيابيم . با توجه به قانون اهم جريان 
  متناسب است ، يعني  

)1-80                                                    ( 

  ابه با توجه به رابطه خازن داريمبه نحوي مش

)1-81                                    ( 

 vs(t)) معادله ديفرانسيل توصيف كننـده رابطـه بـين ورودي    81-1) و (80-1با برابر قرار دادن طرفهاي راست معادلات (
  را مي يابيم   vc(t)و خروجي 

)1-82    (            

 9-1ثال م

نشـان   mرا خروجي فرض كنيد . اگر جرم خودرو را بـا   v(t)را ورودي و سرعت  f(t)را در نظر گرفته ، نيروي  9-1شكل 

، با برابـر قـرار دادن شـتاب ، يعنـي مشـتق سـرعت ، و نيـروي خـالص          دهيم و مقاومت ناشي از اصطكاك را با 

  تقسيم بر جرم به دست مي آوريم  

)1-83(                                  

  يا

)1-84                           (  

خروجـي ايـن دو سيسـتم     –) مثالهاي بالا نشان مي دهند كه رابطه ورودي 84-1) و (82-1بررسي و مقايسه معادلات (
  هايي از معادلات ديفرانسيل خطي مرتبه اول زيرند فيزيكي بسيار متفاوت اساساً يكسان اند . در واقع هر دو نمونه

)1-85                                                  ( 
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دو مقدار ثابت اند . اين مثالي ساده از ايـن حقيقـت اسـت كـه بـا توسـعه        bوaخروجي ، و  y(t)ورودي و  x(t)كه در آن 
  ) مي توانيم آن را در مورد كاربردهاي متنوعي استفاده كنيم .85- 1ده با معادله (روشهاي عمومي تحليل سيستمهاي بيان ش

  10-1مثال 
به عنوان مثال ساده اي از يك سيستم گسسته در زمان مدل ساده موازنه ماهيانه حساب بانكي را در نظر بگيريد .فـرض  

  مطابق معادله زير حساب مي شود   yام باشد و  nمانده در انتهاي ماه   yكنيد 

)1-86                               ( 

  يا به طور هم ارز  

)1-87            ( 

درصـدي   1بهره  y  01 /1ام است و جمله nسپرده خالص (سپرده منهاي دريافت) در ماه   xكه در آن
  ا نشان مي دهد .ماهيانه ر

  11-1مثال 
يريـد ، بـه ايـن منظـور زمـان را بـه       ) را در نظر بگ84-1به عنوان دومين مثال شبيه سازي ديجيتال معادله ديفرانسيل (

  را با تفاضل پسروي زير تقريب مي زنيم  در   تقسيم كرده ،    صله هاي مجزايي به طولاف

  
مدل گسسته زير را بـراي ارتبـاط دادن    و اين ترتيب با جايگذاريهاي  به

  به دست مي آوريم    vو   fسيگنالهاي نمونه برداري شده 

)1-88                     ( 

  دوي اينها مثالهايي از معادله تفاضلي خطي مرتبه اول زيرند  ) نشان مي دهد كه هر88-1) و (87-1مقايسه معادلات (
)1-89                                                ( 

چنانچه مثالهاي قبل نشان مي دهند ، توصيف رياضي سيستمهاي مربوط به كاربردهـاي متفـاوت ، جنبـه هـاي مشـابه      
ه توسعه ابزارهاي تحليلي بسيار عام بوده است. كليـد انجـام موفقيـت آميـزاين كـار      فراواني دارند، و همين حقيقت انگيز

) خواص و ساختار اين سيستمها به نحوي است كه مـي  1تشخيص دسته اي از سيستمها با اين دو مشخصه مهم است: (
) 2ان سـاخت؛ و ( توان با توجه به آنها بينش صحيحي نسبت به رفتارشان كسب كـرد وابزارهـاي مـوثري بـراي تحليلش ـ    

بسياري از سيستمهاي داراي اهميت عملي رامي توان با دقت كافي به صورت اين سيستمها مدل كرد. بخـش اعظمـي از   
اين كتاب به مشخصه اول اختصاص دارد ، زيـرا بـه دنبـال ابزارهـايي بـراي تحليـل دسـته اي از سيسـتمها موسـوم بـه           

بخش بعد ويژگيهاي مشخص كننده ايـن دسـته ، وهمچنـين ديگـر      سيستمهاي خطي مستقل از زمان خواهيم بود . در
  ويژگيهاي مهم و پايه اي سيستمها را معرفي مي كنيم .

دومين مشخصه برشمرده شده در بـالا اهميـت آشـكاري بـراي ابزارهـاي تحليلـي دارد . كـاملاً معلـوم شـده اسـت كـه            
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) رامـي تـوان بـه صـورت     10-1تـا  8-1لهـاي  سيستمهاي فيزيكـي متعـددي (از جملـه سيسـتمهاي بيـان شـده در مثا      

سيستمهاي مورد توجه در اين كتاب مدل كرد . البته نكته بحراني اين است كه هر مدلي براي توصـيف يـا تحليـل يـك     
سيستم فيزيكي به كار رود ، به نحوي داراي ايده ال سازي است، و در نتيجه تحليل انجام شده دقت و فايده اي هماننـد  

  )81- 1) وخازن معادله(80- 1دل دارد . براي مثال مدل ساده مقاومت خطي معادله(دقت و فايده م
نوعي ايده ال سازي است . ولي اين ايده الها براي بسياري از كاربردها به حدكافي دقيق انـد ، بـه شـرطي كـه ولتاژهـا و      

يـروي بازدارنـده خطـي بـراي نمـايش      جريانها در محدوده اعتبار اين مدلها قرار داشته باشند ، به نحوي مشابه كـاربرد ن 
) تقريبي است كه حوزه اعتبار محدودي دارد. بنابراين به ياد داشـتن ايـن نكتـه مهـم     83-1اثرهاي اصطكاك در معادله(

است كه بخشي از كار مهندسي هنگام استفاده از روشهاي بيان شده در اين كتـاب ، تشـخيص حـوزه اعتبـار فرضـهايي      
تم به كار رفته است و تضمين اين كه تحليل و طراحي صورت گرفته براسـاس ايـن مـدل    است كه در ساختن مدل سيس

  آن فرضها را نقض نمي كند ؛ البته ما در اين كتاب مستقيماً به اين مباحث نمي پردازيم .

  اتصال سيستمها    1-5-2
يستمهاي واقعـي از اتصـال چنـد    يكي از مفاهيم مهم به كار رفته در اين كتاب مفهوم اتصال سيستمهاست .بسياري از س

زير سيستم تشكيل مي شوند. سيستم صوتي يك نمونه است كه در آن گيرنده راديويي، پخش، تقويت كننده و يـك يـا   
چند بلندگو به هم متصل شده اند. نمونه ديگر سيستم كنترل ديجيتالي هواپيماست كه از اتصال هواپيما، توصـيف شـده   

آيروديناميكي وارد بر آن؛ حس كننده ها، كـه متغيرهـاي مختلفـي چـون شـتاب، آهنـگ       با معادلات حركت و نيروهاي 
چرخش، و جهت را اندازه مي گيرند؛ يك سيستم خلبان خودكار ، كه به متغير اندازه گيري شـده و دسـتورهاي خلبـان    

ن خودكار گرفتـه مـي   (مانند جهت، ارتفاع، و سرعت مطلوب) پاسخ مي دهد؛ و عملگرها كه وروديخايش از سيستم خلبا
شود و با تغيير سطوح كنترلي مانند بالكها نيروهاي آيروديناميكي وارد بر هواپيما را تغيير مي دهد، تشكيل شـده اسـت.   
با در نظر گرفتن چنين سيستمي به صورت اجزاي آن، مي توانيم براي تحليل عملكرد ورفتار سيستم كل مشخصه هـاي  

كديگر را به كـار بـريم. بـه عـلاوه بـا توصـيف يـك سيسـتم بـه صـورت اتصـالي از زيـر             اجزاء و وضعيت اتصال آنها به ي
سيستمهاي ساده تر مي توانيم راههاي مناسبي براي طراحي يك سيستم پيچيـده، براسـاس سيسـتمهاي سـاده تـر بـه       

  عنوان اجزاء سازنده ، پيدا كنيم .  
د، ولي چند اتصال اساسي وجود دارد. اتصال سـري يـا   گرچه سيستمها را مي توان به صورتهاي مختلفي به هم متصل كر

(الف) تصويرشده است . اين گونه نمودارها را نمودار جعبه اي (يا بلوكي) مـي نـاميم .    42-1متوالي دو سيستم در شكل 
و سيسـتم توسـط    1است، و سيستم كـل ورودي را ابتـدا توسـط سيسـتم     2، ورودي سيستم1در اينجا خروجي سيستم

ازش مي كند. گيرنده راديويي و تقويت كننـده صـوتي نمونـه اي از يـك اتصـال سـري اسـت. اتصـال سـه          پرد 2سيستم
  سيستم يا بيشتر نيز به نحوي مشابه تعريف مي شود .
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  موازي -: اتصال سيستم ها؛ الف) اتصال سري (متوالي)؛ ب) اتصال موازي؛ ج) اتصال سري42- 1شكل 

اعمال مي شود .  2و1وازي دو سيستم را نشان مي دهد . در اينجا ورودي به هر دو سيستم (ب) اتصال م 42-1شكل 

عمل جمع را نشان مي دهد، يعني خروجي اتصال موازي مجموع خروجيهاي دو سيستم است. يك سيستم  نماد
وازي سيستمهاست. اتصال موازي صوتي كه درآن چند ميكروفون به يك تقويت كننده متصل اند، نمونه اي از اتصال م

بيش از دو سيستم را نيز مي توان همانند اتصال موازي دوسيستم تعريف كرد. همچنين مي توان با تركيب اتصالهاي 
  (ج) نمونه اي از اين اتصالها را نشان مي دهد. 42-1سري و موازي اتصالهاي پيچيده تري به دست آورد . شكل 

نمونـه اي از آن را نشـان مـي دهـد. در اينجـا       43-1اتصال فيدبك دار است كه شـكل  يك اتصال مهم ديگر سيستمها، 
فيدبك شـده، بـا ورودي خـارجي جمـع مـي       2است، در حالي كه خروجي سيستم  2ورودي سيستم  1خروجي سيستم

ننـده سـرعت   شود تاورودي واقعي سيستم را تأمين كند. سيستمهاي فيدبك دار كاربردهاي متنوعي دارند. مثلاً تنظيم ك
خودرو، سرعت را حس مي كند و ميزان سوخت را به نحوي تنظيم مي كند كه سرعت در حـد مطلـوب بمانـد. سيسـتم     
كنترل ديجيتالي هواپيما نيز يك سيستم فيدبك دار ست كه در آن تفاضـل سـرعت واقعـي و مطلـوب، جهـت واقعـي و       

راساس آن تصحيح لازم صـورت بگيـرد. بعضـي مـدارهاي     جهت مطلوب يا ارتفاع واقعي و ارتفاع مطلوب فيدبك شده تا ب
(الف) را در نظر بگيريـد .   44-1الكتريكي را نيز مي توان به صورت فيدبك دار در نظر گرفت . به عنوان مثال مدار شكل 

(ب) نشان داده شده است، اين سيستم را مي توان به صورت اتصـال فيـدبك دار دو عنصـر     44-1همانطور كه در شكل 
  ري در نظر گرفت .مدا
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  : اتصال فيدبك دار43- 1شكل 

  خواص اساس سيستمها    1-6

در اين بخش برخي خواص اساسي سيستمهاي پيوسته در زمان و گسسته در زمان را معرفي و بررسي مـي كنـيم . ايـن    
مها ، زبـاني كـه در صـدد    خواص تعبير فيزيكي مهمي دارند ولي تعبير رياضي شان با استفاده از زبان سيگنالها و سيسـت 

  بناي آن هستيم ، ساده ترست .

  سيستمهاي حافظه دار و بدون حافظه     1-6-1
سيستمي بدون حافظه خوانده مي شود كه خروجي آن به ازاي هر مقدار متغير مستقل در هر زمـان تنهـا بـه ورودي در    

  دون حافظه است  همان زمان بستگي داشته باشد . مثلاً سيستم بيان شده با رابطه زير ب

)1-90                                             (  

در همان زمان بستگي دارد . به طور مشابه، مقاومت يك سيسـتم   xتنها به مقدار n0در هر زمان   yزيرا مقدار 
  خروجي مقاومت چنين است   - را ولتاژ بگيريم ، رابطه ورودي y(t)را جريان و خروجي  x(t)بدون حافظه است ؛ اگر ورودي 

)1-91(           

مقدار مقاومت است. يك مثال بسيار ساده سيستم بدون حافظـه، سيسـتم همـاني اسـت كـه خروجـي آن همـان         Rكه 
  ست  اخروجي سيستم هماني پيوسته در زمان به صورت زير–ورودي اش است ، رابطه ورودي

  
  
  
  
  
  
  

  

: الف) مدار الكتريكي ساده؛ ب) نمودار جعبه اي كه مدار فوق را به صورت اتصال فيدبك دار دو عنصر مداري نشان 44- 1شكل 
  مي دهد.
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  و رابطه زير همتاي گسسته در زمان آن است

  
  انباره يا جمع كننده انباره اي نمونه اي از سيستم هاي حافظه دار گسسته در زمان است  

)1-92    (                                               

  سيستم تأخير دهنده نمونه ديگري از اين سيستمهاست  

)1-93           (                

خازن مثالي از سيستمهاي حافظه دار پيوسته در زمان است، زيـرا اگـر ورودي آن جريـان و خروجـي آن ولتـاژ در نظـر       
  شود داريمگرفته 

)1-94                                            ( 

  ظرفيت خازن است . Cكه در آن 
دار ست كه در آن مكانيسمي براي حفـظ يـا ذخيـره اطلاعـات مربوطـه بـه       مسامحتاً مي توان گفت كه سيستمي حافظه

) بايـد ورودي قبلـي را   93-1يستم تأخير دهنده معادله (وروديهايي غير از ورودي فعلي وجود داشته باشد. براي مثال س
) بايد اطلاعات ورودي هاي قبلي را به خاطر داشته باشد. در واقع انبـاره جمـع   92-1حفظ يا ذخيره كند . انباره معادله (

دار قبلـي جمـع   انباره اي تمام وروديها تا زمان حاضر را حساب مي كند، بنابراين در هر لحظه بايد ورودي فعلي را به مق ـ
  انباره اي بيفزايد. يعني رابطه ورودي خروجي انباره را مي توان به صورت زير توصيف كرد  

)1-95                                          ( 

  يا به طور معادل  

)1-96      (                  

جمـع انبـاره اي وروديهـاي قبلـي را بدانـد كـه دقيقـاً         nتن خروجي در زمان براساس اين رابطه اخير انباره بايدبراي ياف
  خروجي قبلي انباره است .

) بـا  94-1در بسياري از سيستمهاي فيزيكي حافظه مستقيماً با ذخيره شدن انرژي مرتبط اسـت . مـثلاً خـازن معادلـه (    
 1-1وشـكل   8-1سـاده مثـال    RCست . پـس مـدار   انباشتن بار الكتريكي انرژي ذخيره مي كند ، و بار انتگرال جريان ا
انرژي ذخيره شـده بـه صـورت انـرژي جنبشـي       2-1حافظه اي دارند كه در خازن متجلي است . حافظه خودروي شكل 

است . در سيستمهاي گسسته در زمان ساخته شده با كامپيوتر يا ميكروپروسسور ،حافظه از ثباتهايي تشكيل مـي شـوند   
  ساعت مقاديري را در خود نگه مي دارند . كه در فاصله دو پالس

گرچه مفهوم حافظه در يك سيستم معمولاً ذخيره شدن مقادير قبلي ورودي يـا خروجـي را تـداعي مـي كنـد، ولـي در       
تعريفي كه از حافظه ارائه كرديم، سيستمهايي كه مقدار فعلي خروجي شان به مقادير بعدي ورودي يا خروجـي بسـتگي   

ر به حساب مي آيند. گرچه اكنون سيستمي با بستگي به آينده غريب به نظر مي رسـد، ولـي چنانچـه    دارد نيز حافظه دا
  خواهيم گفت ، اينها دسته مهمي از سيستمها را تشكيل مي دهند . 3-6-1در بخش 
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  وارونپذيري و سيستمهاي وارون 1-6-2

اي متمـايز بدهـد. اگـر سيسـتمي وارونپـذير      سيستمي وارونپذير خوانده مي شود كه به ازاي وروديهاي متمايز خروجيه ـ
(الف) براي حالت گسسته درزمان نشان مي دهد، مـي تـوان يـك سيسـتم وارون سـاخت كـه       45-1باشد، چنانچه شكل

خروجـي  –به دست دهـد . يعنـي رابطـه ورودي     xبرابر با ورودي  wاتصال سري آن با سيستم اصلي خروجي 
  (الف) ، همان رابطه سيستم هماني است . 45-1تصال سري شكل سيستم كلي ا

  سيستم زير نمونه اي از يك سيستم پيوسته در زمان وارونپذير است  

)1-97                                           ( 

  سيستم وارون عبارت است از

)1-98                                         ( 

)اسـت. بـراي   92-1(ب) نشان داده شده است. مثال ديگري از سيستم وارونپذير ، انباره معادله( 45-1اين مثال در شكل 
  اين سيستم تفاضل دومقدار متوالي خروجي، برابر آخرين مقدار ورودي است . پس سيستم وارون عبارت است از

)1-99                                      ( 

  (ج) اين سيستم وارون را نشان مي دهد. سيستم زير نمونه اي از سيستمهاي وارون ناپذير است   45-1شكل

)1-100                                                    ( 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

سيستم  )؛ ج)97- 1يستم وارونپذير معادله (: مفهوم سيستم وارون براي: الف) يك سيستم وارون پذير كلي؛ ب) س45- 1شكل 
  )92- 1وارون پذير معادله (

  خروجي سيستم به ازاي هر ورودي دلخواهي ، رشته صفرست . براي سيستم زير  

)1-101                                                   ( 

  .نيز نمي توان علامت ورودي را با داشتن خروجي تعيين كرد
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مفهوم وارونپذيري ازجنبه هاي مختلفي مهم است. يك نمونه سيستمهاي رمزگذاري است كـه در كاربردهـاي مخـابراتي    
گوناگوني به كار مي روند. در چنين سيستمي سيگنالي كه بايدارسال شود ابتدا به سيستمي موسوم به كد كننده اعمـال  

راي حفظ اطلاعات گرفته تا افزودن اطلاعات اضافي (مانند بيتهـاي  مي شود. اين كار دلايل متعددي دارد، از رمز كردن ب
توازن) براي تشخيص وتصحيح خطاهايي كه در مخابره پيش مي آيد. براي اين كه كد كردن منجـر بـه از دسـت رفـتن     

  رونپذير باشد  اطلاعات نشود ، ورودي كد كننده را بايد بتوان دقيقاً از خروجي آن بازسازي كرد ؛ يعني كد كننده بايد وا

  عليت 1-6-3
سيستمي علّي است كه خروجي آن در هر زمان تنهـا بـه مقـادير گذشـته وحـال ورودي بسـتگي داشـته باشـد. چنـين          
سيستمي رامعمولاً بدون پيش بيني مي نامند زيرا خروجي سيستم مقادير بعدي ورودي را پـيش بينـي نمـي كنـد . در     

برابر باشند، خروجيهاي متنـاظر آنهـا نيـز تـا آن زمـان بايـد برابـر         t0ياn0زمان نتيجه اگر دو ورودي يك سيستم علّي تا 
علّي است، زيرا ولتاژ خازن تنها به مقادير گذشته و فعلي ولتاژ منبع بسـتگي دارد. همچنـين    1-1شكل  RCباشند. مدار 

-1صـيف شـده بـا معـادلات (    حركت اتومبيل علّي است زيرا كنشهاي آتي راننده را پيش بيني نمي كند. سيستمهاي تو
  ) علّي اند، اما سيستمهاي زير علّي نيستند  94-1) تا (92

)1-102                                            ( 

  و

)1-103                                                         ( 

  زيرا تنها به مقدار فعلي ورودي پاسخ مي دهند .تمام سيستمهاي بدون حافظه علّي اند، 
هرچند كه سيستمهاي علّي اهميت زيادي دارند، ولي به هيچ وجه تنها سيستمهاي داراي اهميت عملي به حساب نمـي  
آيند. براي مثال در كاربردهايي كه متغير مستقل زمان نيست، مانند پردازش تصوير، عليـت يـك محـدوديت جـدي بـه      

د. همچنين در پردازش اطلاعات ثبت شده، مثل سيگنالهاي صحبت، ژئوفيزيك، يا هواشناسي اصلاً مقيـد  حساب نمي آي
به كاربرد پردازشهاي علّي نيستيم. اينها تنها چند نمونه از مثالهاي ممكن هسـتند. بـه عنـوان مثـال ديگـر در بسـياري       

ان دارد بخواهيم در ميان داده هايي كـه سـريعاً تغييـر    كاربردها، از جمله تحليل بازار سهام و مطالعات مردم شناسي، امك
مي كنند، تغييرات آرام را بيابيم. يك روش ممكن براي اين كار گرفتن ميانگين داده ها در يك فاصله است، تا نوسـانات  

  هموار شود و تنها تغييرات آرام باقي بماند. سيستم ميانگين گير زير يك سيستم غير علّي است

)1-104     (                                        

  12-1مثال 
خروجي به دقت بررسي شود . براي نشان دادن نكـات مربـوط بـه     –در بررسي علّي بودن يك سيستم بايد رابطه ورودي

  اين كار عليّ بودن دو سيستم را مورد بررسي قرار مي دهيم .
  سيستم اول به صورت زير تعريف مي شود  

)1-105                                                         ( 
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بسـتگي دارد   (n0-)در زمـان   مثبت تنها به مقدار سـيگنال ورودي   n0در  توجه كنيد كه خروجي 

ده شده علّـي اسـت. ولـي بايـد رابطـه      است. ممكن است نتيجه بگيريم كه سيستم دا n0كه منفي است وبنابراين قبل از 

، پـس   مـي بينـيم كـه    n=-4، مـثلاً  n<0خروجي را براي تمام زمانها بررسـي كنـيم. در   –ورودي

  خروجي در اين زمان به يك مقدار آينده سيگنال بستگي دارد . بنابراين سيستم علّي نيست .
  ر موجود در سيستم تفكيك كنيم . سيستم زير را در نظر بگيريد  همچنين بايد اثرهاي ورودي را به دقت از اثرهاي ديگ

)1-106                                            ( 

-1با حاصلضرب ورودي در آن زمان و يك عدد متغير با زمان بستگي دارد . معادلـه (  tدر اين سيستم خروجي در زمان 
  شت  ) را مي توان به صورت زير نو106

  
مقدار فعلـي   x(t). پس تنها مقدار فعلي ورودي تابعي متغير با زمان است، يعني  g(t)كه در آن 
  را تعيين مي كند، پس اين سيستم علّي (و در واقع بدون حافظه) است .   y(t)خروجي 

  پايداري     1-6-4
يستمي است كه در آن وروديهاي كوچك پاسـخهاي  پايداري يكي ديگر ازخاصيتهاي مهم سيستمهاست. سيستم پايدارس

و خروجـي انحـراف    x(t)(الف) را در نظر بگيريد. در اين جا ورودي نيـروي اعمـالي    46-1واگرا ايجاد نكند . آونگ شكل 
از حالت قائم است. گرانش نيروي برگرداننده اي اعمال مي كند كه آونگ را به وضـعيت قـائم مـي بـرد، و      y(t)زاويه اي 

اعمـال شـود،   x(t)وي بازدارنده اصطكاك در جهت كم كردن سرعت آونگ عمل مي كنـد. پـس اگـر نيـروي كوچـك      نير
(ب) گرانش نيرويـي اعمـال مـي كنـد      46-1انحراف حاصل از وضعيت قائم كوچك خواهد بود. برعكس، در آونگ شكل 

انحرافي بزرگ منجر مي شود، و بـه  كه در جهت افزايش انحراف از وضعيت قائم است. پس يك نيروي كوچك اعمالي به 
  رغم وجود نيروهاي برگرداننده اصطكاكي باعث افتادگي آونگ مي شود.

مثالهاي متعددي از سيستمهاي پايدار وجود دارد. پايداري سيسـتمهاي فيزيكـي معمـولاً از مكانيسـمهاي تلـف كننـده       
مثبت باشـند، مقاومـت انـرژي مصـرف مـي       8-1المث RCانرژي ناشي مي شوند. براي مثال اگر مقدار عناصر مدار ساده 

نيـز بـه خـاطر مصـرف انـرژي توسـط اصـطكاك يـك سيسـتم           9-1كند و مدار يك سيستم پايدارست. سيستم مثـال  
  پايدارست .

  
  
  
  
  

  : الف) آونگ پايدار؛ ب) آونگ وارون ناپايدار46- 1شكل 
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اگر ورودي سيستم پايـدار كرانـدار باشـد (يعنـي     مثالهاي پيش دركي حسي از مفهوم پايداري مي دهد . دقيقتر اين كه 
اگر اندازه آن بدون كران زياد نشود)، خروجي آن نيز بايد كراندار باشد و بنابراين نمـي توانـد واگـرا باشـد. در تمـام ايـن       

ريد كـه  را در نظر بگي 2-1به خودروي شكل f(t)=Fكتاب اين تعريف پايداري را به كار مي بريم. مثلاً اعمال نيروي ثابت 
در آن خودرو ابتدائاً ساكن است. در اين صورت سرعت خودرو افـزايش مـي يابـد ولـي نـه بـه طـور بيكـران، زيرانيـروي          
بازدارنده اصطكاك نيز باافزايش سرعت زيادمي شود. در واقع سرعت خودرو تا آنجا اضافه مي شود كه نيـروي اصـطكاك   

  بايد رابطه زير را ارضا كند   V) سرعت حدي 48-1ه (دقيقاً نيروي اعمالي را خنثي كند . مطابق معادل

)1-107                                          ( 

  يا

)1-108                   (                       

د ، و فـرض كنيـد   ) را در نظـر بگيري ـ 104-1به عنوان مثالي ديگر، سيستم گسسته در زمـان تعريـف شـده بـا معادلـه (     

است، زيـرا   Bنيز    yاست. در اين صورت بزرگترين اندازه ممكن  Bداراي كران  nبراي تمام مقادير   xورودي

y  ميانگين تعداد محدودي از مقادير ورودي است. بنابراينy  انبـاره  كراندار و سيستم پايدارست. حال سيستم
) به جـاي تعدادمحـدودي   104-1) را در نظر بگيريد. اين سيستم برخلاف سيستم معادله (92-1توصيف شده با معادله (

كرانـدار باشـد، ايـن     xمقدار، تمام مقادير گذشته ورودي را جمع مي كند و سيستم ناپايدارسـت، زيـرا حتـي اگـر     

باشد، كه به وضـوح يـك ورودي     uيابد. مثلاً فرض كنيد ورودي پله واحد مجموع مي تواند به طور پيوسته افزايش 
  كراندارست، در اين صورت خروجي عبارت است از  

  
  بدون كران زياد مي شود .و... ، و ،   ، يعني 
  13-1مثال 

م شك داشته باشيم، يك راهبرد مفيـد بـراي بررسـي ايـن وضـعيت جسـتجوي ورودي       اگر نسبت به پايداري يك سيست
كراندار خاصي است كه يك خروجي بيكران ايجاد كند. در صورت يافتن چنـين مثـالي مـي تـوانيم نتيجـه بگيـريم كـه        

را بـه روشـي كـه    سيستم ناپايدار ست. اگر چنين مثالي وجود نداشته باشد، يا يافتن آن سخت باشد مي توانيم پايـداري  
مستلزم يافتن سيگنال ورودي خاصي نيست بررسي كنيم. براي نشان دادن اين روش پايداري دو سيستم را بررسي مـي  

  كنيم :

)1-109                                           ( 

)1-110                                           ( 
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جوي مثال نقض براي رد كردن پايداري مي توانيم ورودي هاي كرانداري مثل ورودي ثابـت يـا پلـه واحـد را در     در جست

را ايجـادمي كند،كـه بيكـران اسـت.      y(t)=tخروجـي  x(t)=1) ورودي ثابـت 109-1معادله ( S1نظر بگيريم. براي سيستم 

  ناپايدار ست. S1يني از آن بزرگتر مي شود. پس سيستم در زمان مع هرمقدارثابتي برگزينيم، هر چند بزرگ، 

، كه اتفاقاً پايدارست، نمي توان يك ورودي كراندار يافت كه خروجي بيكران ايجاد كند. پس بايـد نشـان   S2براي سيستم 
خـواهي  را سـيگنال دل  x(t)را عدد مثبت دلخواهي بگيريد، و Bدهيم هر ورودي كرانداري خروجي كراندار ايجاد مي كند. 

  نمي كنيم ، بجز اين كه در تمام زمانها   x(t)فرض كنيد؛ يعني هيچ فرضي براي  Bبا كران 

)1-111    (                    

  يا

)1-112                                           ( 

  بايد رابطه زير را ارضا كند   y(t)) را ارضا كند ، 111- 1رابطه ( x(t)) مي بينيم كه اگر 110- 1معادله ( S2باتوجه به تعريف 

)1-113    (                     

  پايدارست . S2است . بنابراين  باشد ، خروجي آن داراي كران Bداراي كران  S2پس اگر ورودي 
رند و برخي از آنها را در اين كتاب به تفصـيل  خواص و مفاهيمي كه تا اينجاي اين بخش بررسي كرديم اهميت زيادي دا

تغيير پذيري با زمان و خطي بـودن كـه در فصـلهاي بعـد ي كتـاب       –بررسي خواهيم كرد. اما دو خاصيت ديگر مي ماند
  نقش محوري دارند و باقيمانده اين بخش به بررسي مقدماتي اين دو مفهوم بسيار مهم اختصاص دارد .

  زمانتغييرناپذيري با   1-6-5
 RCبه لحاظ مفهومي سيستمي تغيير ناپذير با زمان است كه رفتار و مشخصات آن با زمان تغيير نكند. براي مثـال مـدار   

تغيير ناپذير با زمان است، اگر مقادير مقاومت و خازن بـا زمـان تغييـر نكنـد، در ايـن صـورت انتظـار داريـم          1-1شكل 
م همان نتيجه اي را به بار آورد كه آزمايش ديروز به دسـت داده بـود . ولـي    آزمايشي كه امروز با اين مدار انجام مي دهي

با زمان تغيير كنند، انتظار داريم كه نتايج آزمايش به زمان آزمايش بسـتگي داشـته باشـد. بـه نحـوي       C و Rاگر مقادير 
مختلف يكسان باشد. ولـي   ثابت باشد، انتظار داريم پاسخ آن در زمانهاي 3-1خودروي شكل mو جرم bمشابه اگر ضرائب

  اگر بار زيادي در خودرو بگذاريم جرم تغيير مي كند و انتظار داريم رفتار آن با مواقعي كه بار سنگيني ندارد متفاوت باشد.
ويژگي تغيير ناپذيري با زمان را مي توان با زبان سيگنالها و سيستمها به راحتي بيان كرد. يـك سيسـتم مـوقعي تغييـر     

ان است كه جابجايي زماني سيگنال ورودي به جابجايي زمـاني مشـابهي در سـيگنال خروجـي منجـر شـود.       ناپذير با زم

   yباشـد، آنگـاه     xخروجي يك سيستم گسسته تغيير ناپـذير بـا زمـان بـه ورودي      yيعني اگر 

باشـد،   x(t)خروجـي متنـاظر بـا ورودي      y(t)بـا زمـان اگـر     است . در حالـت پيوسـته   xخروجي به ازاي 

  است .   y(t-t0)، برابر x(t-t0)خروجي اين سيستم تغيير ناپذير با زمان به ورودي 
براي نشان دادن روش بررسي تغيير ناپذيري سيستم با زمان و در عين حال به دسـت آوردن ديـدي وسـيعتر ، مثالهـاي     

  زير را در نظر بگيريد :
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     14-1 مثال
  سيستم پيوسته در زمان زير را در نظر بگيريد  

)1-114                                             ( 

براي بررسي تغيير ناپذيري با زمان ، نشان مي دهيم كه خاصـيت تغييـر ناپـذيري بـه ازاي هـر ورودي و هـر جابجـايي        
t0 .صادق استx1(t) رض كنيد ورا ورودي دلخواهي فy1(t)   را خروجي متناظر با آن بگيريد  

)1-115                                           ( 

  را در نظر بگيريد x1(t)حال ورودي ناشي از جابجايي زماني 

)1-116                                             ( 

  عبارت است از  خروجي متناظر با اين ورودي 

)1-117                                ( 

  ) داريم115-1با توجه به معادله (

)1-118                                           ( 

  زمان است .، پس اين سيستم تغيير ناپذير با y2(t)=y1(t-t0)) نشان مي دهد كه 118-1) و (117-1مقايسه معادلات (

  15-1مثال 
  به عنوان مثال دوم سيستم گسسته در زمان زير را در نظر بگيريد  

)1-119                                                 ( 

 اين سيستم تغيير پذير با زمان است. اين مطلب را مي توان با دنبال كردن روش بـه كـار رفتـه در مثـال بـالا نشـان داد      
را ببينيد). ولي اگر به تغيير پذير با زمان بودن يك سيستم مظنون هستيم بهترست به دنبال مثـال نقـض    28-1(مسأله 

بگرديم، يعني سيگنالي بيابيم كه به ازاي آن شرايط تغيير ناپذيري با زمان ارضا نشود. در واقع ايـن سيسـتم داراي بهـره    
را بدانيم، نمي توانيم مقدار خروجي را تعيين كنيم مگـر ايـن كـه بـدانيم در     متغير با زمان است. اگر مقدار فعلي ورودي 

  چه زماني هستيم.

ــه خروجــي    x1=   ســيگنال ورودي  ــد ، ك ــر بگيري ــي     y1را در نظ ــه دســت م ــا صــفررا ب متحــد ب

ــيگنال دهـــــــــــد(زيرا خروجـــــــــــي  ).ولـــــــــــي ســـــــــ

اسـت ، ولـي    جابجاشـده   را به دست مي دهد.پس گرچـه    

 نيست.جابجا شده 

)بهـره ثـابتي   97-1گرچه مثال قبل بهره متغير با زمان داشت و در نتيجه تغيير پذير با زمان بود ، ولي سيستم معادلـه ( 
) نمونه هاي ديگـري از سيسـتم هـاي تغييـر     104-1) تا (91-1با زمان است.سيستم هاي معادلات (دارد و تغيير ناپذير 

  ناپذير بازمان هستند.مثال زير نمونه ديگري از سيستم متغير با زمان است.
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  16-1مثال 

  سيستم زير را در نظر بگيريد

)1-120                                           (  

)اسـت. پـس بـه    2(با ضريب  گونه فشرده شده  ن سيستم نشان دهنده تغيير مقياس زماني است.يعني اي

فشرده مي شـود، بنـابراين سيسـتم نمـي توانـد تغييـر        2طور شهودي در مي يابيم كه هر جابجايي زماني نيز با ضريب 

(الف) را در نظر بگيريدكه خروجـي   47-1شكل  ثال نقض ورودي ناپذير با زمان باشد.براي اثبات اين مطلب با م

-1شـكل   جابجا كنيم، يعني  2(ب) را ايجاد ميكند. اگر ورودي را به اندازه 47-1شكل 

د) و ( 47-1(د)به دست مي آيد.مقايسه شكل هـاي   47-1شكل  (ج)را اعمال كنيم،خروجي47

 ،پس سيستم تغيير ناپذير با زمان نيست.(در واقـع  (ه) نشان مي دهد كه 
  پس جابجايي خروجي نصف جابجايي مورد انتظار از يك سيستم تغيير ناپذير با زمان است.)

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

؛ (ج)ورودي جابجـا  متنـاظر بـا   ؛ (ب)خروجـي  16-1سيستم مثال  (الف)  ورودي  47-1شكل

 ؛ (ه) سـيگنال جابجـا شـده    متنـاظر بـا ورودي    ؛ (د)خروجيشده 

  ،پس سيستم تغيير ناپذير با زمان نيست. .توجه كنيد كه 
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  خطي بودن 1-6-6
پيوسته يا گسسته در زمان، سيستمي است كه ويژگي مهم جمع آثار (بر هم نهي) را دارد: اگـر  سيستم خطي، در حالت 

ورودي مجموع وزندار چند سيگنال باشد، خروجي جمع وزندار پاسخهاي سيستم به هر يـك از آن سيگنالهاسـت.دقيقتر   

باشـد ،  پاسـخ متنـاظر بـا ورودي    و  پاسخ سيستم پيوسته در زمـان بـه    اين كه اگر 
  سيستم به شرطي خطي  است كه  

  باشد. برابر پاسخ به 

  باشد. يك عدد مختلط دلخواه است)  (كه پاسخ به 
يت دوم خاصـيت تغييـر مقيـاس يـا همگنـي ناميـده مـي        اولين خاصيت را خاصيت جمعپذيري سيستم خطي ، و خاص

شود.هر چند اين توصيف براي سيگنال هاي پيوسته در زمان نوشته شده است، ولي همين توصيف براي حالـت گسسـته   
) 119-1) و (104-1) تـا ( 102-1) و (101-1) تا (91-1در زمان هم صادق است.سيستمهاي توصيف شده با معادلات (

) غيـر خطـي انـد. توجـه كنيـد كـه       114-1) و (101-1كه سيستمهاي توصيف شده با معادله هاي ( خطي اند، درحالي
) و مي تواند تغييـر ناپـذير بـا زمـان     119-1سيستم مي تواند خطي باشد ولي تغيير ناپذير با زمان نباشد، مانند معادله (

  ).114-1) و (101-1باشد، ولي خطي نباشد مثل معادلات (
  كننده سيتم خطي را ميتوان در يك گزاره گنجانددو خاصيت تعريف 

)1-121                              (  :  
  پيوسته در زمان  

  )1-122      (          
  گسسته در زمان

شـان داد كـه اگـر    ثابت هاي مختلط دلخواه اند.به علاو هبا استفاده از تعريف خطي بودن به سـادگي مـي تـوان ن    

، مجموعه اي از وروديهاي يك سيستم خطي گسسته در زمـان بـا خروجيهـاي متنـاظر     

  باشد، آنگاه پاسخ به تركيب خطي اين وروديها يعني 
 )1-123                   (  

  عبارت است  از  
)1-124              (              

اين ويژگي بسيار مهم خاصيت جمع آثـار خوانـده مـي شـود كـه در هـر دو حالـت گسسـته و پيوسـته در زمـان بـراي            
 سيستمهاي خطي صادق است.

يك نتيجه مستقيم خاصيت جمع آثار اين است كه براي سيستمهاي خطي، ورودي صـفر خروجـي متحـد بـا صـفر، در      

  ، خاصيت همگني مي گويد كه تمام زمانها، ايجاد مي كند.براي مثال اگر 

)1-125                                    (  
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در مثالهاي زير نشان خواهيم داد كه چگونه مي توان خاصيت خطي بودن يك سيستم را با اعمال تعريـف خطـي بـودن    

  بررسي كرد.

  17-1مثال 
  آن به صورت زير به هم مرتبط اندرا در نظر بگيريد كه ورودي و خروجي  Sسيستم 

 

  را در نظر ميگيريم و  دو ورودي دلخواه  Sبراي نشان دادن خطي بودن 

 
 

  در نظر بگيريد يعني   و  را تركيب خطي  

 
  باشد ، خروجي را  ميتوان به شكل زير يافت Sورودي  خواه اند.اگر ثابت هاي دل و  كه در آن 

 
 

 
  خطي است. Sپس نتيجه مي گيريم كه سيستم 

  18-1مثال 
  خروجي زير اعمال مي كنيم –داراي رابطه ورودي  Sروش بررسي خطي بودن به كار رفته در مثال قبل را براي سيستم 

 
  را مطابق مثال قبل تعريف كرده ، بدست مي آوريم و  و  

 
 

  و

 
 

 
 

 بـا   را به نحوي تعيـين كـرد كـه     و  ، ،  واضح است كه مي توان 

، داريـــــــم ، و  ،  ،  برابـــــــر نباشـــــــد.براي مثـــــــال بـــــــه ازاي 

 S. پـس نتيجـه مـي گيـريم سيسـتم      ،حال آن كـه  

 خطي نيست.
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  19-1مثال 
در بررسي خطي بودن يك سيستم بايد هم خاصيت جمعپذيري و هم خاصيت همگني سيگنال ها را بررسي كنـيم،و بـه   

باشيم كه ثابتهاي تغيير مقياس مي توانند مختلط باشـند. بـراي نشـان دادن اهميـت ايـن نكـات سيسـتم        خاطر داشته 
  مشخص شده يه صورت زير را در نظر مي گيريم

)1-126                   (               

چنانچه نشان خـواهيم داد  نشان داده شده، اين سيستم جمعپذير است؛ولي ويژگي همگني را ،  29-1چنانچه در مسئله 
  ندارد.فرض كنيد

)1-127                                            (  

اسـت. خروجـي متنـاظر بـا ايـن ورودي       و موهومي  كه يك ورودي مختلط دلخواه با بخش هاي حقيقي 
  عبارت است از

)1-128                       (                             

  ، تغيير مقياس مي دهيم و ورودي زير را مي يابيم را با عدد مختلطي ، مثلا  حال 

)1-129                              (  

  
  عبارت است از   خروجي متناظر با 

)1-130            (                             

  ، يعني كه با گونه تغيير مقياس يافته 

)1-131                                                                     (  

  برابر نيست.پس اين سيستم ويژگي همگني را ندارد و خطي نيست.

  20-1مثال 
  ر را در نظر بگيريدسيستم زي

)1-132                                              (  

اين سيستم خطي نيست و به چند طريق مي توان اين مطلب را نشان داد.براي مثال اين سيسـتم خاصـيت جمعپـذيري    

  ، داريم و  را ندارد:به ازاي 

)1-133 ( 

)1-134                                           ( 

  عبارت است از   ولي پاسخ به 
)1-135                                         (  

ن سيسـتم  ، پـس اي ـ  داريـم   برابر نيست.همچنين بـه ازاي  كه با 



  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
WWW.SANJESH.IR      »51«    

   
  )] را ندارد.125-1سيستمهاي خطي[معادله (»خروجي صفر–ورودي صفر«ويژگي 

  
  
  
  
  

: ساختار سيستم نمواً خطي. در اينجا 48- 1شكل  ny0 .پاسخ ورودي سيستم صفر است  

-1مطـابق شـكل    ) يك معادله خطي است.از طرفـي 132-1خطي نبودن سيستم بالا جاي تعجب دارد، چرا كه معادله (
صـفر   –خروجي اين سيستم را مي توان به صورت مجموع خروجي يك سيستم خطي و سيگنالي برابر پاسخ ورودي  48

  ) سيستم خطي عبارت است از  132-1سيستم نشان داد.براي سيستم معادله (

  
  صفر عبارت است از –و پاسخ ورودي 

  
يوسته در زمان و هم گسسته در زمان، را مي توان با ساختاري بـه  در واقع دسته بزرگي از سيستم ها ، هم سيستمهاي پ

صـفر   –نشان داد كـه در آن خروجـي سيسـتم كـل مجمـوع پاسـخ سيسـتم خطـي و پاسـخ ورودي          48-1صورت شكل
نشان داده خواهد شد اين سيسـتمها از دسـته سيسـتمهاي نمـوا خطـي هسـتند ، يعنـي         47-1است.چنانچه در مسئله
يوسته در زمان و چه گسسته در زمان) به تغييـرات ورودي بـه طـور خطـي پاسـخ مـي دهند.بـه        سيستمهايي كه (چه پ

عبارت ديگر تفاضل پاسـخهاي سيسـتم بـه هردوورودي،تـابعي خطي(يعنـي جمعپـذير و همگـن) از تفاضـل دو ورودي         

خروجيهــاي  و  ) ، و 132-1دو ورودي سيســتم معادلــه ( و  اســت.براي مثــال اگــر 

  متناظر آنها باشد ،آنگاه
)1-136 (  
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  خلاصه
در اين فصل چند مفهوم اساسي مربوط به سيگنالها و سيستمهاي پيوسته در زمان را بيان كرديم. با چند مثال تصـويري  

آنها را كه در اين كتاب به كار مي بريم نيز معرفـي   شهودي از مفاهيم سيگنالها و سيستمها ارائه داديم، و نمايش رياضي
كرديم. نمايش ترسيمي و رياضي سيگنالها را بيان كرديم و اين نمايشها را بـراي انجـام تبـديل متغيـر مسـتقل بـه كـار        
برديم.همچنين چند سيگنال اساسي را براي هر دو حالت پيوسته و گسسته در زمان معرفي كـرديم، سـيگنالهي نمـايي    

لط، سينوسي و توابع ضربه و پله واحد از اين جمله بودند. مفهوم تناوب را بـراي سـيگنالهاي پيوسـته و گسسـته در     مخت
  زمان معرفي كرديم.

در طرح بعضي مطالب مقدماتي مربوط به سيستمها، براي سادگي بحث درباره اتصال سيستمها ، نمودارهاي جعبـه اي را  
  ها از جمله عليت ، پايداري ، تغيير ناپذيري با زمان ، و خطي بودن را تعريف كرديم.معرفي كرديم و برخي خواص مهم سيستم

)، در هر دو حالت پيوسـته در زمـان و گسسـته در    LTIبحث اصلي اين كتاب به سيستمهاي خطي تغييرناپذير با زمان (
مي كند ؛ يكي از دلايل ايـن  زمان مربوط مي شود. اين سيستمها نقش بسيار مهمي در تحليل و طراحي سيستمها بازي 

موضوع اين است كه بسياري از سيستمهاي موجود در طبيعت را  مي توان بـه سـادگي بـا سيسـتمهاي خطـي و تغييـر       
ناپذير با زمان مدل كرد.همچنين ، چنانچه در فصلهاي بعدي خواهيم ديد كه خاصيتهاي خطي و تغيير ناپـذير بـا زمـان    

  را به تفصيل تحليل كنيم. LTIما را قادر مي كند كه سيستمهاي 
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  1پيوست 

در سيگنال فرد با توجه به اين كه منحني از مبدا مي گذرد،  توجه:  00x  .است  

هر سيگنال دلخواه  tx :را مي توان به صورت مجموع دو سيگنال زوج و فرد نوشت  

         
22

txtxtxtx
tx





  

   txtxe 0  
  بخش هاي زوج و فرد سيگنال پله واحد را رسم كنيد. مثال:

 








00

01

n

n
nx  

  





















0
2
1

01

0
2
1

n

n

n

nxEv  

  






















0
2
1

01

0
2

1

n

n

n

nxod  

  
  

 سيگنال با تقارن نيم موج

مي باشد را در نظر بگيريد.  Tسيگنالي كه داراي دوره تناوب  tx  نيم موج دارد كه:به شرطي تقارن  

  





 

2

T
txtx  

  به بيان ديگر:

  





 

2

T
txtx  

يعني مقدار تابع در هر نيم تناوب مساوي مقدار تابع در نيم تناوب مجاور آن است. بر خـلاف تقـارن هـاي فـرد و زوج ايـن تقـارن       
  ي داراي تقارن نيم موج است.است. شكل موج هاي زير نه زوج است و نه فرد ول t = 0مستقل از مبدا 

  



     WWW.SANJESH.IR  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
 

»54« 

  
  
  
  

  49-1شكل 

همان طور كه در شكل ها مشاهده مي كنيد، موج هايي كه داراي تقارن نيم موج هستند، در هر نيم پريود پيك هاي مثبت  توجه:

  و منفي شبيه به هم دارند.
  ان تقسيم مي گردند.انرژي و نه تو) نه 3) توان و (2) انرژي (1در يك دسته بندي سيگنال ها به سه نوع (

 انرژي سيگنال

سيگنالي كه داراي انرژي محدود و غير صفر باشد   ,E را سيگنال از نوع انرژي گويند. انـرژي سـيگنال زمـان پيوسـته      0

 tx  21در محدوده زماني ttt  :برابر است با  

 
2

1

2t

t dttxE  

انرژي سيگنال زمان گسسته  nx  در فاصله 21 N,N :برابر است با  

 
22

1



N

Nn
nxE  

انرژي كل سيگنال  tx  يا nx :به صورت زير تعريف مي شود  

    (سيگنال زمان پيوسته) 

 dttxE

2  

    (سيگنال زمان گسسته) 





n
nxE

2  

 توان متوسط سيگنال

سيگنالي كه داراي توان محدود و غير صفر باشد   ,P را سيگنال از نوع توان گويند. توان متوسط سيگنال زمان پيوسته  0

 tx  21در محدوده زماني ttt  :برابر است با  

 
 2

1

2

12

1 t

t dttx
tt

P  

توان متوسط سيگنال زمان گسسته  nx  در فاصله 21 N,N :برابر است با  

 





2

1

2

12 1
1 N

Nn
nx

NN
P  
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توان متوسط در يك فاصله زماني نامحدود سيگنال  tx  يا nx :به صورت زير تعريف مي شود  

    (سيگنال زمان پيوسته)  



T

T
T

dttx
T

P
2

2

1
lim  

    (سيگنال زمان گسسته) 







N

NnN
nx

N
P

2

12

1
lim  

 رابطه انرژي و توان سيگنال

      (سيگنال زمان پيوسته)
T

E
P

T 2
lim 


   

         (سيگنال زمان گسسته)
12

lim


 


 N

E
P

N
  

  چند نكته مفيد
  يك سيگنال نمي تواند هم سيگنال توان باشد و هم سيگنال انرژي زيرا:

خواهد داشت و لذا نوع سـيگنال تـوان نخواهـد بـود و اگـر سـيگنال از نـوع تـوان باشـد،          0Pاگر سيگنال از نوع انرژي باشد،
E  بود.خواهد داشت و لذا نوع سيگنال انرژي نخواهد  

آن در طول يـك پريـود بـه     Pخواهد بود و توان كل  Eاگر سيگنالي پريوديك و غير صفر باشد آن گاه انرژي كل آن 
  فرم زير محاسبه مي گردد:

    (سيگنال زمان پيوسته)  T dttx
T

P
21  

    (سيگنال زمان گسسته) 




N

Nn
nx

N
P

21  

  توان سيگنال زمان گسسته برابر است با: 2Nبه ازاي   

    10
2

1 22 xxP   

توان سيگنال     


1
000

n
nn tnSinBtnCosAAtx :برابر است با  

)a (        


1

222
0 2

1
n

nnx BAAP  

توان لحظه اي سيگنال  -4 tx  برابر است با  2
tx  كه بيان كننده توان سيگنال در لحظهt     است، در صـورتي كـه سـيگنال

 tx :حقيقي باشد، آن گاه  

       txtxtxtx 22    

باشـد نظيـر     P  ,Eيك سيگنال ممكن است نه سيگنال توان باشد و نه سيگنال انرژي، مثـل حـالتي كـه در آن    
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سيگنال    nunnR  

 خواص مهم تابع ضربه

: در صورتي كه  1خاصيت  tx  0درt،پيوسته باشد  

      
 0xdtttx  

  0a: به ازاي  2خاصيت

   t
a

at 
1  

  1aبه ازاي 

   tt   
  كه با تعريف تابع زوج مطابقت دارد.

: در صورتي كه  3خاصيت  tx  0درtt :پيوسته باشد، خاصيت غربالي تابع ضربه بيان مي دارد كه  

(*)              
 00 txdttttx  

  به صورت زير است: (Convolution)به فرم كانولوشن شكل ديگر انتگرال (*) 

      
 txdtx  

  انتگرال هاي با حدود معين را مي توان به عنوان حالت هاي خاصي از انتگرال (*) دانست.

     




 

2

1

2010
0 ,0

t

t wo

ttttx
dttttx  

: به شرط آن كه  4خاصيت  tx  0درtt  باشد: پيوسته  

       000 tttxdttttx   

      201
2

1 00 ttttxdttttxt

t    

  در حالت كلي:

        201
2

1 0
)()(

0
)( 1 ttttxdttttxt

t
nnn    

  : 5خاصيت 

       





N

i
i

i

tt
th

th
1

1  

it  ريشه هاي حقيقي ساده به ازاي  0th .هستند  

          2
2

1
1

11
tt

th
tt

th
th 
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tjeخواص مهم سيگنال  0 

  : سيگنال نمايي مختلط متناوب است. 1خاصيت 

10)(00   TjTtjtj eee  

00به ازاي    ،  1tx  است كه به ازاي تمام مقاديرT  00متناوب مي گردد. به ازاي   :داريم  

(*)          
0

2




k

T  

به دست مي آيد يعني  1kدوره تناوب اصلي به ازاي 
0

0

2




T.  

كاهش يابد، آهنگ نوسانات را كاهش داده ايم و در نتيجه دوره تنـاوب زيـاد     0: با توجه به رابطه (*) هر چه اندازه  2خاصيت 
  مي گردد.

tje : سيگنال 3خاصيت  0  1، سيگنال توان با انرژي كل بي نهايت و توان محدودP .مي باشد  

   






 dtdteE tj 1

20  

1
2

2
lim

2

1
lim

20  






 T

T
dte

T
P

T

T

T
tj

T
  

tje: مولفه هاي فركانسي (هارمونيك هاي) هر سيگنال را مي توان بر حسب سيگنال  4خاصيت  0   به صـورت tk   نمـايش

  داد.

  ,...2,1,00   ket tkj
k  

0k  ،به ازاي  tk  يك سيگنال ثابت است، ولي به ازاي هرk  ديگري tk    0با فركـانس پايـهk    و زمـان تنـاوب

  متناوب است. 0Tاصلي 

0
0

2



T  
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  معرفي سيگنال هاي (دنباله هاي) مهم زمان گسسته
 سيگنال ضربه واحد

 








00

01

n

n
n  

شيفت يافته ضربه واحد مثل  22  n  
  نوشت:هر دنباله دلخواهي را مي توان به صورت تركيب خطي از توابع ضربه واحد 

      


k
knkxnx  

  مشاه زماني پيوسته آن به صورت زير است:

        
 dtxtx  

 برخي خواص دنباله ضربه

    zanan                000 nnnxnnnx   

       10  
n nn                  00 nxnnnxn  

  

                  nnk                            nnk 

     )()( nfnaf   
  حالت كل سيگنال ضربه زمان گسسته:
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nf

nf
nf  

  
 سيگنال پله واحد

 








00

01

n

n
nu  

  رابطه دنباله پله واحد با ضربه واحد:

       










nnunu

0
  

با تغيير متغير  nk :داريم  

   knu
k
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و تمام مقادير قبلي دنباله ضربه مي باشد.  nبرابر با جمع انباشته شده مقدار دنباله ضربه در  nيعني مقدار دنباله پله واحد در زمان 

  مشابه زمان پيوسته آن:

     dttdttu   
 1

0  

  هاي پله نوشت: هر دنباله ضربه را مي توان بر حسب دنباله

(*)                   1 nunun  

      12

2

1
12 1 NNNuNun

N

Nn
 


  

 سيگنال شيب واحد

   








00

0

n

nn
nunr r  

  يا به فرم ساده تر:

   nunnr   
  

 سيگنال هاي نمايي مختلط

ا زمان بي نهايت مهم اند. شكل عمومي يـك  دنباله هاي نمايي و سينوسي در تحليل سيستم هاي زمان گسسته خطي تغييرناپذير ب
  دنباله نمايي به صورت زير مي باشد:

  nanx   
  

 سيگنال هاي نمايي حقيقي

سيگنال نمايي به حالت هـاي   و مقادير مختلف  1Aاعداد حقيقي باشند، آن گاه دنباله حقيقي است. به ازاي  و  Aاگر 
  زير ظاهر مي گردد:

  
 50-1شكل 
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 سيگنال نمايي مختلط

0بخش هاي حقيقي و موهومي دارد به ازاي  با  nAدنباله نمايي  je  و jeAA :خواهيم داشت  

     njnnj
n

jn eAeeAAnx 00  

      nSinAjnCosAnx
nn

00  

  دنباله با يك پوش به طور نمايي افزايشي، نوسان مي كند. 1مطابق شكل الف، به ازاي 

  پوش به صورت نمايي نزول مي يابد.  1مطابق شكل ب، به ازاي 

  
  51-1شكل 

  خواهيم داشت:  1به ازاي 

         nSinAjnCosAeAnx nj
00

0  

njeيعني اجزاي حقيقي و موهومي  0  به طور سينوسي باn .تغيير مي كنند  

سيگنال هاي ثابت  توجه:  ktx   و  Cnx   داراي فركانس پايه صفر 00  آنها دوره تناوب پايه  هستند و براي

  تعريف نمي شود.
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 دوره تناوب مثلثاتي
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T
batCosAtx

batSinAtx
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batSinAtx
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T
batAtx

batAtx
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cot

tan
  

  چند نكته مفيد
  ر:ضرب نشده است، متناوب نمي باشند، نظي آنها در  nسيگنال نمايي و سينوسي زمان گسسته كه ضريب  -1

  





 2

2

1
nSinnx        






 

 2

1

5

3

3
nj

enx  

    1 njenSinnx      





 nCosnx

6

1  

  عدد صحيح نمي گردد. kبه ازاي هيچ مقداري از  Nدر همه موارد فوق، مقدار 
  ايجاد پرش در يك زمان خاص در سيگنال، باعث نامتناوب شدن آن مي شود، نظير: -2

 








0

0

ttSin

ttCos
tx  

  52-1شكل 

 tx :در مبدأ ناپيوستگي دارد و اين ناپيوستگي در هيچ زمان ديگري رخ نمي دهد، همچنين  

   12 4 






 


tuetx
tj

  

 tx  1در لحظهt ي گردد.ناپيوستگي دارد و اين حالت در هيچ زمان ديگري تكرار نم  

سيگنال  -3 tx :از تعدادي مولفه فركانسي تشكيل شده است  

   

n

tjn
n eatx 0  

 tx  0فقط و فقط وقتي متناوب خواهد بود كه فركانس هاي موجود همگي مضرب صحيحي از فركانس اصلي .باشند  
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  سيگنال زمان گسسته تبديلات خطي
  در تمام موارد به جز در تغيير مقياس زماني مثل حالت زمان پيوسته است.

 تغيير مقياس زماني

  برابر كردن فاصله بين نمونه ها Lالف) 
  صفر بين اعداد دنباله انجام مي گردد. 1Lدر اين حالت با قرار دادن 

     



















L

n

L
n

L
n

x
nxny L

0

  

ب) 
M

  برابر كردن فاصله بين نمونه ها 1

  هستند و حذف بقيه دنباله انجام مي گردد. Mدر اين حالت با نگه داشتن نمونه هايي كه مضرب 

   nMxny   

ج) 
M

L برابر كردن فاصله بين نمونه ها  

نيستند فاصله نمونه ها  Mمضرب در اين حالت با نگه داشتن نمونه هايي كه 
M

برابـر كـردن فاصـله     Lبرابر مي گردند و سپس  1

  صفر براي نمونه هاي حذف شده: 1Lنمونه ها با قرار دادن 

 


















n

L

M

n
L
M

n
L
M

x
ny

0

  

سيگنال ورودي مقدار يكساني دارد، سيگنال خروجي نيز  در سيستم هاي بدون حافظه و تغييرناپذير با زمان، در لحظاتي كه نكته:

  مي بايستي در همان لحظات مقدار يكساني داشته باشد.
  خروجي به صورت: -در سيستم هاي خطي و بدون حافظه رابطه ورودي توجه:

     nxnfny   

مي باشد. اگر سيستم تغييرناپذير با زمان نيز باشد،   Anf  )A  ثابت) خواهد شد. به عبارتي در سيستم هايLTI  لحظه اي
  داريم:

   nxAny   
خروجي مشخص است، بررسي خاصيت همگني جهت بررسي خاصيت خطي بـودن   -در اكثر سيستم هايي كه رابطه ورودي نكته:

  كفايت مي كند، نظير:
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00

txtxtx

txx
ty  

       
     








02

00

txtxtx

txx
tytx  

دارد. يعني براي  سيستم غيرخطي است زيرا ضابطه تابع بستگي به  tx بسته به :ضابطه عوض مي شود. به طوري كه  

       20  txtxuytx  

         20,0  txtxxtytx  

 
 

 












11

00

1

nnx

n

nnx

ny  

   
 

 

 

 

























11

00

1

11

00

1

nnx

n

nnx

nnx

n

nnx

nynx  

  لذا سيستم خطي است.

 روش سريع تشخيص همگن بودن

(خروجـي) نباشـد، آن سيسـتم مطمئنـاً      y(ورودي) يـا   xخروجي سيسـتم جملاتـي باشـند كـه شـامل       -اگر در رابطه ورودي -1
  غيرهمگن است.

كنيم. حـال اگـر رابطـه بـاقي     ها را از رابطه حذف مي  tها يا  nدر صورتي كه سيستم جز سيستم هاي مرحله الف نبود، تمامي  -2
  مانده رابطه يك خط راست گذرنده از مبدأ مختصات باشد، سيستم همگن بوده است:

xyxxxy 3  حذفn  ها        51 nnxnxnxny  
  كه خطي گذرنده از مبدأ است و لذا سيستم همگن است.

  علامت يا مقدار ورودي بحث كند، سيستمي غير همگن است نظير:هر سيستمي كه به نحوي مستقيم (يا غير مستقيم) بر روي  -3

    xynxny   

  يك رابطه غيرهمگن بوده و لذا سيستم غيرخطي است.

     
   








2

22

nxnx

nxnx
ny  

به ازاي   1nx  خروجي  1ny  ني گردد و اگر  3nx برابـر نمـي شـود بلكـه      3ن گاه هرگـز خروجـي   شود، آ

  6ny  .شده و لذا سيستم غيرهمگن و  در نتيجه غير خطي است  
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nx

ny
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nxnx

nynx  

  است.خاصيت همگني دارد، ولي خاصيت جمع پذيري ندارد و لذا غير خطي  0سيستم به ازاي 
  

 راه هاي تشخيص سيستم هاي غير خطي

وجود عدد ثابت (مخالف صفر) يا يك سيگنال مشخص  -1 tf با ورودي نظير: جمع شونده  

     0   AdxAty t  

  باعث غيرخطي شدن سيستم مي شود. Aثابت 

     







02

0

ttxtx

ttSin
ty  

  سيستم مي گردد.در ضابطه باعث غير خطي شدن  Sin tجمله 

   


n

k
kxny 1  

  ثابت يك باعث غير خطي شدن سيستم مي گردد.

   12  nxnny  
  باعث غير خطي شدن سيستم مي گردد. البته دو سيستم زير خطي اند: nضريب 

     02 xnxny     ،       txxfty   
  باعث غيرخطي شدن سيستم مي گردد. نظير: اعمال يك تابع غيرخطي ر روي ورودي -2

   nxeny   

اگر   0nx 0، آن گاهy .لذا سيستم غير خطي است  

    nxny 10log  

خاصيت همگني ندارد. زيرا        nynynxnx 1212 ن به . از ديگر ضوابط سيستم هاي غير خطي مي توا
  موارد زير اشاره كرد:
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    0 ntxty n     
 






dt

tdx

tx
ty

1  

    txCosty        10  txxty  

    txxty      nxny   

  
  البته اعمال تابع خطي بر روي متغير مستقل باعث غير خطي شدن سيستم نمي گردد. نظير:

   tSinxty   

     nxnxny  12  

      dty t  

در سيستم هاي چند ضابطه اي، اگر يكي از ضابطه ها غير خطي باشد، سيستم غير خطي است همچنـين اگـر شـرط تـابعي از      -3
 معمولاً سيستم خطي خواهد بود نظير: ورودي باشند معمولاً سيستم غير خطي خواهد شد اما اگر شروط تنها تابعي از زمان باشند،

       
     








01

01

txtxtx

txtxtx
ty         

     







11

1

txtxtx

txtxtx
ty 

       
     








011

011

nynynx

nynynx
ny    

     







01

00

txtxtx

tx
ty 

  
شروط كليه مثال هاي بالا تابعي از ورودي (و خروجي) مي باشد لذا بـا اعمـال خاصـيت همگنـي بـر روي ورودي بـه ازاي مقـادير        

0 .ضابطه عوض مي گردد و لذا همگي سيستم هاي فوق غيرخطي خواهند بود  

    nxny Im    ،        nxny Re  
  است، دو سيستم فوق خاصيت همگني ندارند و لذا غير خطي اند. عدد مختلطدر حالت كلي  با توجه به اين كه ضريب 

  آن است كه پاسخ آنها به ورودي صفر، صفر است. در حالت زمان پيوسته داريم: سيستم هاي خطيخاصيت مهم  يك -4

  0ty  ،    Rttx  0    ،  Rt  

 (Causal)سيستم عليّ 

  ل ورودي بستگي داشته باشد.سيستمي عليّ است كه خروجي آن در هر زمان تنها به مقادير گذشته و حا

     ttxfty ,,   

     nnxgny ,   

در رابطه فوق   nx   يعني اعداد رشته ورودي تا عددn       ام. چنين سيستمي را معمولاً بـدون پـيش بينـي مـي نامنـد زيـرا

يـا   0nاگر دو ورودي يك سيستم عليّ (و خطي) تا زمـان  خروجي سيستم مقادير بعدي ورودي را پيش بيني نمي كند. در نتيجه 
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0t .برابر باشند، خروجي هاي متناظر آنها نيز تا آن زمان بايد برابر باشند  

        0210210 , tttytytttxtxt   

        0210210 , nnnynynnnxnxn   
  در سيستم خطي و عليّ داريم: نكته:

    00 00 tttytttx   
  يك سيستم بدون حافظه حتماً عليّ است. نكته:

  يك سيستم غير عليّ حتماً حافظه دار است. نكته:

  در سيستم هاي چند ضابطه اي هم شرايط و هم ضوابط مي توانند سيستم را غير علّينمايند. نظير: توجه:

   
 








11

1

nnx

nnx
ny  

سيستم غير عليّ است زيرا    10 xy  .است  

     
   








122

122

nxnx

nxnx
ny  

  سيستم غير عليّ است زيرا شرط هاي سيستم غير عليّ اند.

     
   








1113

11

nxnx

nxnx
ny  

  سيستم غير عليّ است زيرا ضابطه سيستم غيرعليّ است.

   
   








nnxnx

nnxn
ny

1
  

  ير عليّ اند.غ 0nسيستم غير عليّ است زيرا شرط هاي سيستم به ازاي 

   
 








0

02

ttx

ttx
ty  

  سيستم عليّ است زيرا خروجي در هر زمان تنها به مقادير گذشته و حال ورودي وابسته است.

       
     








01

01

txtxtx

txtxtx
ty  

  غير عليّ اند. 0tسيستم غير عليّ است زيرا شرط هاي سيستم به ازاي 

    
   
   










txttx

txtttx
txTty  
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وجه به شرط با ت txt   كه تنها نشان دهنده زمان هاي ثابت است لذا tx     در ضابطه سيستم باعث غير علّـي شـدن

  سيستم نمي گردد.

    txxty   
  سيستم غير عليّ است زيرا:

         7.2000, 0 xyexytetx t    

سيستم  توجه:   nxeny   را در نظر بگيريد. به ازاي ورودي پله   nunx   پاسخ ny   به شكل زير به دسـت مـي

  آيد:

  
  53-1شكل 

اگرچه سيستم غير عليّ است اما با اين وجود خروجي قبل از اين كه ورودي از حالت صفر خارج شود، مقدار دارد لذا سيستم حتماً 
  است. غير خطي

در سيستم هاي چند ضابطه اي، اگر يكي از ضابطه ها تغييرپذير با زمان باشد و بـا يكـي از شـروط تـابعي از زمـان باشـند        توجه:

  معمولاً سيستم تغييرپذير با زمان است. نظير:

   
 








122

01

nnx

nnx
ny  

  است. TV است اما شروط آن با زمان تغيير مي كند. لذا سيستم TIسيستم فوق داراي ضابطه هاي 

   
 








oddisnifnx

evenisnifnx
ny

1

1
  

  است. TVشروط سيستم با زمان تغيير مي كند. لذا سيستم 
  است؛ زيرا: TVسيستم مقابل 

     20  txxty  

         201012012  ttxtxtyttxtx  

       tyttxxtty 2001 20   
  است. زيرا: TVسيستم مقابل 

     


n

k
kxxny 1  

          


n

k
nkxnxnynnxnx 01012012 1  
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n

m

n

k
nynmxxkxxnny 201101 11  

جمله  1x  باعثTV  شدن سيستم مي گردد. همچنين سيستم مقابلTV :است زيرا  

    txxty   

       00112012 )( tttxxtyttxtx   

     tyttxxtty 201101 )(   
  خواهد بود. نظير: TIباشند، معمولاً سيستم و شرط ها تابعي از ورودي  TIدر سيستم هاي چند ضابطه اي اگر ضابطه ها  توجه:

   
     








02

00

txtxtx

tx
ty  

  هستند. TVو شروط تابعي از ورودي هستند اما سيستم هاي زير همگي  TIاست زيرا ضابطه ها  TIسيستم فوق 
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txtxtx
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ty 
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  است؟ TIآيا سيستم مقابل 

           






 kk
knxknknxny 0  

جمله  0x  باعثTV .شدن سيستم مي گردد  

به طور كلي وجود جملات  نكته: 0nx  يا 0tx  در ضابطه سيستم باعثTV .شدن آن مي گردد  

اسـت.   TVخروجي، در صورتي كه ضرايب تابعي از زمان باشند سيسـتم حتمـاً    -دهنده ورودي در معادله ديفرانسيل نمايش نكته:

  نظير:

 txty
dt

dy
 2  

     nbxnaynyn  1  
  در هنگام محاسبه وارون از توابع انتگرالي رابطه زير مفيد است. نكته:

            tgxtgtfxtfdx t
tf

tg



 )(

)(  

  بخشي از اطلاعات مربوط به ورودي حذف مي گردد، معكوس ناپذيرند، نظير:سيستم هايي كه در ضابطه شان  نكته:

   nnxny   
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در  nبه علت ضرب  nx  اطلاعات ورودي 0x حذف مي گردد، به طور كلي ضابطه  

     nxnfny   

به ازاي ريشه هاي صحيح   0nf :حذف اطلاعات ورودي خواهد داشت. سيستم مشتق گير ،  

   
dt

tdx
ty   

  سيگنال ورودي مي گردد. سيستم با ضابطه: DCباعث حذف اطلاعات 

    nxny Re  
  باعث حذف قسمت موهومي سيگنال ورودي مي گردد. در ضابطه:

   
 








1

01

nnx

nnx
ny  

مقداري براي  0x  در نظر نگرفته شده است. سيستم با ضابطه  

   Mnxny  

 

 

  54-1شكل 

نيست فاصله نمونه ها را  Mبا حذف اعدادي كه شماره ترتيب آنها مضربي از 
M

  برابر مي كند. در ضابطه 1

                111111 2  txtxtttxttxtty  
سيستم حذف اطلاعات ورودي دارد. به طور مشابه همگي سيستم هاي زير به علت حذف بخشـي از اطلاعـات    1tدر لحظه 

  سيگنال ورودي معكوس ناپذيرند.

     nunxny  3     txty   

     22  nnxny     ttxty   

     txty   
  

در سيستم هاي خطي (نه لزوماً تغييرناپذير با زمان) شرط لازم و كافي وارون پـذيري آن اسـت كـه خروجـي صـفر فقـط از        نكته:

  ورودي صفر به دست مي آيد.
  به طور مثال سيستم با ضابطه:

       112  txtxtxty  
صفر، صفر شود كه اين طـور نيسـت چـرا كـه      خطي است و شرط لازم و كافي براي معكوس پذيري آن است كه تنها پاسخ ورودي

پاسخ سيستم به ثابت   ktx  .صفر مي گردد  
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     1 nbxnaxny  
  سيستم خطي است پس:

         1010 


 nx
a

b
nxnbxnaxny  

  هر ورودي كه از شرط فوق پيروي كند خروجي صفر نتيجه مي دهد و عكس ناپذير است.

نها از اگر ضابطه سيستم ت نكته: tx  و ty:تشكيل شده باشد، براي تعيين معكوس پذيري به ترتيب زير عمل مي كنيم  

به جاي  tx  ،x  و به جاي ty  ،y .قرار مي دهيم  
 نمودار را رسم مي كنيم.

يك به يك بودن تابع  xfy  .را بررسي مي كنيم 

 به دست اوريم. yرا بر حسب متغير  xدر صورت يك به يك بودن، براي تعيين ضابطه معكوس، كافي است متغير مستقل 

گاهي اوقات با سيستم هايي مواجه مي شويم كه داراي ضابطه كسري بوده و به ازاي بعضي لحظات ورودي، مخرج و صـورت   نكته:

ر همزمان صفر مي گردند، لذا به منظور بررسي پايداري ابتدا به روش هاي رياضي نظير قاعده هوپيتال رفع ابهام نمـوده  كسر به طو
  و بعد به بررسي پايداري آن مي پردازيم. نظير:

  سيستم با ضابطه مقابل پايدار است زيرا:

       
 tx

txSintx
ty

3

6 
  

   
1

6
6

lim
6

6
lim

3
16

lim
6

lim
00

2
0

3
0








 x

x

x

xSin

x

xCos

x

xSinx
xxxx

  

  بل ناپايدار است زيرا:سيستم با ضابطه مقا

     
 1

112
2 




tx

txCos
ty  

 





2
0

2
0

3
0 3

2
lim

3

2
lim

12
lim

x

x

x

xSin

x

xCos
xxx

  

  سيستم با ضابطه مقابل پايدار است زيرا:

    
  14
22




tx

txCos
ty  

   











 4
4

4
24

lim
14

22
lim

4

1

4

1

xSin
x

xCos

xx
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  سيستم با ضابطه مقابل پايدار است زيرا:

 
    

     

 












01

0
2

2

tx

tx
txtx

txtxSin

ty  

  3
1

3
lim

2
lim

0
2

0








 xx

x

xx

xxSin
xx

  

  ه مقابل ناپايدار است زيرا:سيستم با ضابط

 
  

   

 










22

2
2

tx

tx
tx

txCos

ty  

  با توجه به ضابطه سيستم داريم:

     tytx 2  
يك سيستم ناپايدار ممكن است تعدادي ورودي كراندار داشته باشد كه خروجي آنها نيز كراندار اسـت، امـا بـراي ايـن كـه       توجه:

كراندار صحت داشته باشد، نظيـر سيسـتم زيـر كـه      براي تمام ورودي هاييت بايد سيستم خاصيت پايداري داشته باشد، اين خاص
  ناپايدار است:

    nxny 10log  

كه در آن  nچرا كه براي هر مقداري از   0nx :باشد آن گاه  

      nxny 10log  

است، حتي در صورتي كه خروجي  ny .براي هر ورودي غير صفر كراندار باشد  
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  سوالات طبقه بندي شده فصل اول

: سيستم گسسته در زمان  1سوال       nxenxTny   مفروض است و خصوصيات اين سيستم مطابق كدام
  يك از گزينه هاي زير است؟

  .) خطي، غير عليّ، پايدار و تغييرپذير با زمان بوده و بدون حافظه مي باشد1

 ) خطي، عليّ، ناپايدار و تغييرناپذير با زمان بوده و با حافظه مي باشد.2

 ) غير خطي، عليّ، پايدار و تغييرپذير با زمان بوده و بدون حافظه مي باشد.3

 ) غير خطي، عليّ، ناپايدار و تغييرپذير با زمان بوده و باحافظه مي باشد.4

:  2سوال  nxe تابع  قسمت زوج nx     0در شكل زير نشان داده شـده اسـت. اگـر بـرايn    ،داشـته باشـيم

  0nx ، nx كدام يك از شكل هاي زير است؟  

  
  : رابطه ورودي و خروجي يك سيستم گسسته به صورت زير است: 3سوال 

 ny                       nx  

      


k
NZNkNnkNxny 2;  

  ) سيستم با حافظه است.2    م خطي است.) سيست1

  ) سيستم پايدار است.4  ) سيستم معكوس ناپذير است3

  : سيستم زمان گسسته اي با رابطه زير تعريف مي شود: 4سوال 

   








00

0

n

nckx
ky  

  ، بدون حافظه، عليّ و متغير با زمان) خطي1

 ) خطي، حافظه دار، عليّ و متغير با زمان2

 ) غير خطي، حافظه دار، عليّ و نامتغير با زمان3

 ) غير خطي، بدون حافظه، عليّ و متغير با زمان4

 سيستم
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: سيستم زمان پيوسته تعريف شده با رابطه  5سوال    1

2

1







 txtxty  براي همهt  م خـواص  داراي كـدا

  زير است؟
  ) خطي، متغير با زمان و غير علي1ّ

 ) غير خطي، متغير با زمان و غير علي2ّ

 ) خطي، تغييرناپذير با زمان و غير علي3ّ

 ) غير خطي، تغييرناپذير با زمان و علي4ّ

  است؟ ناصحيح: كدام يك از گزاره هاي زير  6سوال 

) سيستم 1     
 dxety t t   زمان و پايدار است.تغييرپذير با  2)(

) سيستم 2   txjety  .عليّ و پايدار است 

) سيستم 3   nxnny  .تغييرپذير با زمان و ناپايدار است 

) سيستم 4     nxnyny  1
2

 وارون پذير است.1

رابطه ورودي خروجي يك سيستم گسسته به صورت  : 7سوال    27modnxn    مي باشد. كـدام گزينـه در
  است)27بر عدد صحيح  nباقيمانده تقسيم  n  mod 27مورد سيستم نادرست مي باشد؟ (منظور از 

  ) سيستم خطي است.2    ) سيستم عليّ است.1

  ) سيستم تغييرپذير با زمان است. 4  ) سيستم معكوس ناپذير است.3

  سيستم به صورت زير است: ty)(روجي و خ tx)(: ضابطه ورودي  8سوال 

 
 
 
 
















22

22

22
2

ttx

ttx

ttx

ty  

  اين سيستم:
  ) غير خطي و معكوس پذير2    ) خطي و معكوس پذير1

 ) غير خطي و معكوس ناپذير4    )  خطي و معكوس ناپذير3
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: اگر  9سوال  tf  سيگنالي به عرضT  و ماكزيممي واقع برt=2    داشته باشد، در آن صورت عرض و محـل مـاكزيمم

0r  ، nrtf :عبارتند از n
r

T

r

n
,  

1 (n
r

T

r

n
,    2 (

r

T

r
,

2  

3  (n
r

T

r

n



,

2    4 (
r

T

r

n
,

2  

سيگنال  (E)و انرژي  (P): توان  10سوال   






m

mnnx   به ترتيب عبارتند از: 22

1 (
18

41
,  PE  2 (0,  PE  

3 ( PE ,  4 (0,
9

64
 PE  

: ضابطه بين ورودي  11سوال  nx  و خروجي ny :در دو سيستم زمان گسسته به صورت زير است  

:  1سيستم     
n
k kxny     2سيستم  :   nxnCosny 






 

3
  

  كدام يك از اين دو سيستم وارون پذير هستند؟
  2) فقط سيستم 2    1) فقط سيستم 1

  ) هيچ يك از دو سيستم4    ) هر دو سيستم3

  گيريد:: سيستم هاي زير را در نظر ب 12سوال 

 













oddn

evenn
n

x
ny

,0

,
  1: سيستم شماره 2

   




6n

nk
kxny 2: سيستم شماره  

در اين صورت ( nx  و ny .(به ترتيب مشخص كننده ورودي و خروجي سيستم مي باشند  
  ) سيستم يك عكس ناپذير و سيستم دو تغييرپذير با زمان است.1

  ) سيستم يك عكس ناپذير و سيستم دو تغييرناپذير با زمان است.2

  ) سيستم يك عكس پذير و سيستم دو تغييرپذير با زمان است. 3

  ) سيستم يك عكس پذير و سيستم دو تغييرناپذير با زمان است.4
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: كدام گزينه در مورد سيستم با مشخصه ورودي و خروجي  13سوال      22  tutxty ست است؟در  
  ) عليّ و متغير با زمان2    ) غير عليّ و نامتغير با زمان1

  ) غيرعليّ و متغير با زمان4    عليّ و نامتغير با زمان) 3

  خروجي سيستم نمونه بردار ايده آل: -: رابطه ورودي 14سوال 

      


n
nTttxny  

مي باشد.  tx  ورودي و ty خروجي است. كدام يك از عبارات زير در مورد سيستم فوق صحيح است؟  
      ) سيستم خطي و مستقل از زمان است.1

  ) سيستم خطي و تابعي از زمان است.2

  ) سيستم غير خطي و تابعي از زمان است.3

  ) سيستم غير خطي و مستقل از زمان است.4

با رابطـه  : رابطه ورودي و خروجي سيستمي مطابق  15سوال     nXny     اسـت كـه ny   خروجـي و
  :به معني بخش زوج سيگنال است. خواص اين سيستم از نظر خطي و مستقل از زمان بودن عبارت است از  
  ) خطي و نامستقل از زمان2  ) غير خطي و مستقل از زمان1

  ) غير خطي و نامستقل از زمان4    مان) خطي و مستقل از ز3

  : ضابطه ورودي و خروجي يك سيستم زمان پيوسته به صورت: 16سوال 

         
     








txtxtx

txtxtxtx
ty

,

,
  

  است. پاسخ اين سيستم به ورودي نشان داده شده در شكل زير كدام است؟
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: سيگنال  17سوال  tg    يـك از شـكل هـا مـي توانـد نمـودار سـيگنال         در شكل نشان داده شده اسـت. كـدام
   tgth    باشد؟ 11

  
: مي دانيم اگر  18سوال  n       سيگنال ضربه واحد زمان گسسته باشد سيگنال پله واحـد را مـي تـوان بـه صـورت

     
n
k nnu  و سيگنال شيب واحد را مي توان به صورت    

n
k kunr نمايش داد. كدام عبارت  0

  معادل سيگنال زير است؟
          nunrnurng   

1 ( n1    2 ( nu1  

3 ( nu3    4 ( n3  

  : مقدار انتگرال: 19سوال 

dttttt 
0

22 )]1()3([)1(  
عبارت  چقدر است؟ در اين n  تابع ضربه واحد و)(t .مشتق آن است  

1 (-4  2( -5  3 (7    4 (8  
  : پاسخ يك سيستم زمان گسسته به سه ورودي مختلف به شرح زير مفروض است: 20سوال 

         2111  nnnynnx  
         322 22  nnnynnx  

             2121 33  nnnnynnnx  
  دام يك از گزاره هاي زير لزوماً صحيح است؟ك

  اين سيستم تغييرناپذير با زمان نيست.
 اين سيستم خطي نيست.

  2و هم  1) هم 2    2) فقط 1
  ) هيچ كدام4    1) فقط 3
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: ضابطه بين ورودي  21سوال  nx  و خروجي ny  زير است:و يك سيستم زمان گسسته به صورت  

     
   








00

00

xnx

xnx
ny  

  اين سيستم .................................... است.
  ) غير خطي و تغييرپذير با زمان2  غير خطي و تغيير ناپذير با زمان) 1
  ) خطي و تغييرناپذير با زمان4    ) خطي و تغييرپذير با زمان3

: ضابطه بين ورودي  22سوال  tx  و خروجي ty :سيستمي به صورت زير است  

   txty   
  اين سيستم .................................... است.

  ) خطي و غير علي2ّ    ) غير خطي و غير علي1ّ
  ) غير خطي و علي4ّ    ) خطي و علي3ّ

ضابطه بين ورودي  : 23سوال  tx  و خروجي ty :سيستمي به صورت زير است  

     
t dexty  

  اين سيستم .................................... است.
  ) معكوس پذير و تغيير ناپذير با زمان2  عكوس پذير و تغيير پذير با زمان) م1

  ذير و تغيير پذير با زمان.) معكوس ناپ4  ناپذير و تغيير ناپذير با زمان ) معكوس3



     WWW.SANJESH.IR  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
 

»78« 

  اسخنامه سوالات فصل اولپ
1-3 (  

سيستم غير خطي است چون يك تابع غير خطي بر روي ورودي اعمال گرديده است. از طرفي سيستم لحظه اي است پس علّـي و  
  بدون حافظه خواهد بود.

2-1(  
(*)  

 

      
    0,2

2
1

00











nnxnx

nxnxnx

nnx

e

e

  

(**)  

          000,
2

1
ee xxnnxnxnx   

  ) مشاهده مي گردد.1*) و (**) تنها در شكل گزينه (دو ويژگي (

3-2(  

به ازاي قطار ضربه متناوب      
k kNnnP:داريم  

           nxnPxxkNnkNxny P
k





  

رشته  nxp  حاصل از فرآيند نمونه برداري به ازاي مضارب صحيح تناوب نمونه برداري با nx 2ابر است و چون برN  و

ZN   است. پس   nxny .لذا سيستم بدون حافظه است  
4-2(  

سيستم فوق خطي است. زيرا ضابطه هاي خطي و شروط نيز فقط به زمان بستگي دارند. از طرفي نماد سيگما نشان دهنده حافظـه  
و چون خروجي در هر لحظه تنها به مقادير گذشته و حال بستگي دارد سيستم عليّ است. در نهايت به علت دار بودن سيستم بوده 

  است. TV) تغيير مي كنند  (و تابعي از ورودي نيستند) سيستم nاين كه شروط رابطه ورودي خروجي سيستم با زمان (متغير 
5-1(  

  است زيرا: TVني است. از طرفي سيستم سيستم خطي است زيرا داراي دو خاصيت جمع پذيري و همگ

       1
2

1
01012012 






  ttxttxtyttxtx  

       tyttxttxtty 2010101 1
2

1




   

سيستم غير عليّ است زيرا    2
2

1
1 






  xxy.  
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6-1(  

     
 dxeety tt 2  

بـه ازاي   teست زيرا جمله ، تغييرپذير با زمان است. از طرفي سيستم ناپايدار ا 2t) سيستم به علت حد بالاي انتگرال 1در گزينه (
t سيستم را بي كران و ناپايدار مي كند. براي توضيح بيشتر  

  ) سيستم لحظه اي و در نتيجه عليّ بوده از طرفي سيستم پايدار است. زيرا2در گزينه (

       1tjx
MAX etyxtx  

  شدن سيستم مي گردد. TVاري و باعث ناپايد n) ضريب 3در گزينه (
  ) سيستم وارون پذير زيرا ورودي در هر لحظه در تعيين خروجي تاثير گذار مي باشد.4در گزينه (

     1
2

1
 nynynx  

7-1(  
 ورودي قرار مي گيرد. بـراي توضـيح بيشـتر    26مقدار خروجي در يكي از لحظات صفر تا  n < 0سيستم غير عليّ است زيرا به ازاي 

اپراتور غير خطي صورت نگرفته اسـت. از طرفـي سيسـتم معكـوس ناپـذير اسـت زيـرا         xسيستم خطي است زيرا بر روي سيگنال 
است زيرا بـر   TVقرار مي گيرد و ديگر مقادير در خروجي حذف شده اند. همچنين سيستم  26تا  0خروجي تنها در مقادير مثبت 

0nnغير از تبديل  nروي متغير مستقل   .صورت گرفته است  

8-1(  
سيستم خطي است زيرا ضابطه ها خطي و شروط تابعي از زمان هستند از طرفي در تعيين معكوس پذيري سيستم ضابطه هاي اول 

  و سوم كافي است. سيستم وارون عبارت است از:

   
 

022

02

02

022













tt

tty

tty
tx

tt

  

9-4(  
  محل ماكزيمم برابر است با:

r

n
tnrt

2
2


  

عرض  nrtf   با rtf  يكي است و تنها تفاوت آنها شيفت به مقدار
r

t


  است و لذا عرض rtf  برابر است با
r

T.  

10-1(  
 nx تناوب  سيگنالي متناوب با دورهN = 2  است. بنابراين سيگنال توان بوده وE  براي تعيين توان سيگنال مجمـوع .
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  مربعات سيگنال را در يك دوره تناوب محاسبه نموده و بر طول دوره تقسيم مي كنيم.
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mx  

با توجه به مقادير    1,0 xx :توان سيگنالي برابر است با  

18

41

3

4

3

5

2

1
22


























P  

11-3(  
  ) وارون پذير است 1سيستم (

           11

1





nynxkxnxkxny

n

m

n

k
  

  بنابراين

     1 nynynx  
  ) وارون پذير است2سيستم (

  ][)
3

( nxnCosny


  

   12
2

3

2
12

3
0

3









knknnCos  

0به دست نمي آيد پس  nمقداري براي 
3




nCos :و سيستم معكوس برابر است با  

   
)

3
( nCos

ny
nx


  

12-4(  

سيستم يك با ضابطه   





2
xny  به ازايn      هاي زوج عكس پذير است. زيرا هـيچ مقـداري از ورودي در تعيـين خروجـي

  و سيستم معكوس به صورت زير است:حذف نشده است 
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   nxny 2  

  است. TIسيستم دو با ضابطه زير 

       6...1  nxnxnxny  

0nnبه  nتنها تبديل  nزيرا بر روي متغير مستقل   .انجام شده است  

13-2(  
ودي بستگي دارد از طرفي سيستم تغييرپذير با زمـان اسـت.   سيستم عليّ است زيرا خروجي در هر لحظه تنها به مقادير گذشته ور

زيرا به طور كلي سيستم هايي با ضابطه ورودي خروجي      txtfty  .خطي و تغييرپذير با زمان هستند  

14-2(  
همان طور كه بيان شد، سيستم ها با ضابطه      txtfty  خطي و ،TV .هستند  

                










 nnn
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15-2(  
  سيستم خطي ولي تغييرپذير با زمان است زيرا:

         nxnxnxEvny 
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  ) مشاهده مي شود.1هر دو ويژگي تنها در گزينه (

17-3(  
    21100  ght  

    01  ght  
  ) مشاهده مي شود.3ينه (هر دو ويژگي تنها در گز

18-1(  
        201111100  rrgn  

        100110111  rrgn  
  ) مشاهده مي شود.1هر دو ويژگي تنها در گزينه (
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20-3(  
  سيستم تغييرپذير با زمان است زيرا:

       22 1212  nynynxnx  
  از طرفي اطلاعات كافي به منظور بررسي خواص همگني و جمع پذيري موجود نمي باشد.

21-2(  
ضابطه سيستم عوض مي گردد از طرفي جمله  0سيستم غير خطي است زيرا با اعمال شرط همگني به ازاي  0x   باعـث

TV .شدن سيستم است  
22-2(  
باعث غير خطي شدن سيستم نمي گردد. از طرفي سيسـتم غيـر    tستم خطي است زيرا اعمال تابع خطي بر روي متغير مستقل سي

  عليّ است زيرا:

   244  xyt  
23-2(  

  است زيرا: TVسيستم 

             



 detxdetxtyttxtx ttt 0
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  از ضابطه داريم:سيستم معكوس پذير است زيرزا با مشتق گيري 

       tyetxetxty tt ''   
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 فصل دوم

  سيستمهاي خطي نغييرناپذير با زمان

  مقدمه 2-0

بعضي از خواص اساسي سيستمها را مطرح و در موردشان صـحبت كـرديم.از ميـان آنهـا خاصـيت خطـي        6-1در بخش 
ل نقـش  اساسـي دارنـد.اول اينكـه فرآينـدهاي      بودن و تغيير ناپذيري با زمان ، در تحليل سيگنال و سيستم بـه دو دلي ـ 

 LTIفيزيكي متعددي اين خواص را  دارند و بنابراين مي توان آنها را به صورت سيستمهاي خطي تغييـر ناپـذير بازمـان    
مدل كرد. همچنين اين سيستمها را مي توان به تفصيل تحليل كرد، و هم بينش شهودي نسـبت بـه خـواص آنهـا پيـدا      

  ه اي از ابزارهاي قدرتمند ايجاد كرد كه هسته تحليل سيگنال و سيستم را تشكيل مي دهند.كرد و هم مجموع
يكي از اهداف اصلي اين كتاب تفهيم اين خواص و ابزارهاست ، همچنين معرفي چند كاربرد بسيار مهم كه ايـن ابزارهـا   

رابررسـي و يـك    LTIمفيـد سيسـتمهاي   در بررسي شان به كار مي رود.در اين فصل ابتدا يك نمايش پايه اي و بسـيار  
  دسته مهم اين سيستمها را معرفي مي كنيم.

اين است كه تمام اين سيستمها داراي خاصيت جمع آثار بيان شـده   LTIيكي از دلايل اصلي قابليت تحليل سيستمهاي 
سيگنال هـاي پايـه    هستند.بنابراين اگر بتوان سيگنال ورودي را به صورت تركيب خطي مجموعه اي از 6-6-1در بخش 

  اي نوشت ، آنگاه مي توان به كمك جمع آثار پاسخ سيستم را بر حسب پاسخ سيستم به اين سيگنال هاي پايه اي نوشت.
چنانكه در بخش بعد خواهيم ديد، يكي از مشخصات مهم ضربه واحد ، درهر دو حـوزه پيوسـته در زمـان و گسسـته در     

ا مي توان يه صورت تركيب خطي ضربه هاي تاخير يافته نشان داد.بـا اسـتفاده   زمان ، اين است كه سيگنالهاي بسياري ر
را با پاسخ آن به ضربه واحد به طـور   LTIاز اين مطلب و خواص جمع آثار و تغيير ناپذيري با زمان، مي توان هر سيستم 

ه در زمـان انتگـرال   كامل مشخص كرد. اين نمايش، كه در حالت گسسته در زمان جمـع كانولوشـن و در حالـت پيوسـت    
را بسيار ساده مـي كنـد.پس از پـي ريـزي جمـع كانولوشـن و انتگـرال         LTIكانولوشن ناو دارد ، كار تحليل سيستمهاي 

را بررسي مي كنيم. سـپس دسـته اي از سيسـتمهاي     LTIكانولوشن ، با استفاده ار آنها برخي خواص ديگر سيستمهاي 
مي توان آنها را به كمك معادلات ديفرانسيل خطي با ضـرايب ثابـت توصـيف     پيوسته در زمان را معرفي خواهيم كرد كه

كرد ؛ و نيز همتاي گسسته در زمان اين سيسـتمها را كـه بـا معـادلات تفاضـلي خطـي بـا ضـرايب ثابـت توصـيف مـي            
بتوانيم نسـبت   شوند.سرانجام به تابع ضربه واحد پيوسته در زمان و چند سيگنال مرتبط با آن نگاهي ديگر مي اندازيم تا

درك عميـق تـري    LTIبه اين سيگنالهاي ايده ال ، مخصوصا نسبت به كاربرد  و تعبيرشان در زمينه تحليل سيستمهاي 
  كسب كنيم.
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  گسسته در زمان :جمع كانولوشن LTIسيستمهاي  2-1
  نمايش سيگنالهاي گسسته در زمان بر حسب ضربه 2-1-1

ان برحسب ضربه واحد گسسته در زمان، تصور سـيگنال بـه صـورت مجمـوع     ايده اصلي نمايش سيگنالهاي گسسته درزم

(الـف) را  1-2شـكل   يك رشته ضربه جابجا شده است.براي تبديل اين تصوير شهودي به نمايش رياضي سيگنال 
سـت ، ضـريب   در نظر بگيريد.در بخشهاي ديگر اين شكل پنج ضربه جابجا شده ، با ضريبهاي مختلف نشـان داده شـده ا  

  در لحظه رخ دادن آن ضربه است. هر ضربه ، مقدار 
  براي مثال  

 

 

 

با مجموع پنج دنباله نشان داده شـده در شـكل برابـر اسـت.در حالـت       ،  بنبابراين در فاصله 
  مي توان نوشت كلي ، با در نظر گرفتن ضربه هاي جابجا شده و تغيير مقياس يافته ،

)2-1 ( 

 

) مخالف صفر است ، و ضريب آن جمله دقيقا برابر 1-2، تنها يكي از جملات طرف راست معادله ( به ازاي هر 

  است.معادله فوق را مي توان به صورت فشرده تر زير نوشت 

)2-4                                       (               

معادله فـوق نمـايش يـك دنبالـه دلخـواه بـه صـورت تركيـب خطـي ضـربه هـاي واحـد جابجـا شـده در زمـان يعنـي                 

يعنـي   ها هسـتند.براي مثـال   را بيان مي كند ؛ ضرايب  اين تركيب خطي  

معادله ، و به ازاي  ،  چون به ازاي  پله واحد را در نظر بگيريد.در اين حالت
  ) به صورت زير در مي آيد2-2(
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  ) را ببينيد].67-1به دست آورديم[معادله ( 4-1كه همان عبارتي است كه در بخش 
  
  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 
  

  وزندار ضربه هاي جابجا شده : تجزيه يك سيگنال گسسته در زمان به حاصل جمع1- 2شكل 

غيـر   تنها به ازاي  نامند.چون رشته غربالي ضربه واحدگسسته درزمان مي)راخاصيت2-2معادله(

را اجـازه   را غربال مي كند و تنها مقدار متنـاظر بـا    ) رشته 2-2صفر ست، جمع سمت راست معادله (
ر مي دهد.در زير بخش بعد اين نمايش سيگنالهاي گسسته در زمان را بـراي نمـايش جمـع كانولوشـن سيسـتمهاي      عبو

LTI .گسسته در زمان به كار مي بريم  
  پاسخ ضربه واحد گسسته در زمان و نمايش جمع كانولوشن 2-1-2

  گسسته در زمان  LTIسيستمهاي 

را به صورت جمع گونه هـايي از   اين حقيقت نهفته است كه ) در 2-2) و (1-2اهميت خاصيت غربالي معادلات (

كه هر كدام تنها در يـك نقطـه از    يك مجموعه تابع مقدماتي بسيار ساده ، يعني ضربه واحد جابجا شده 

هر يـك از ايـن ضـربه     مجموع پاسخهاي سيستم به زمان غير صفرند ، نمايش داد . پاسخ يك سيستم خطي به 
به ضـربه هـاي واحـد     LTIهاي جا بجا شده است . خاصيت تغيير ناپذيري با زمان به ما مي گويد كه پاسخ يك سيستم 

جا بجا شده گونه هاي جا بجا شده هم هستند . نمايش جمع كانولوشن بـراي سيسـتمهاي گسسـته در زمـاني كـه هـم       
  ر هم قرار دادن اين دو ويژگي بنيادي نتيجه مي شود .خطي اند و هم تغيير ناپذير با زمان با كنا

را در نظر بگيريـد   دقيقتر بگوييم، پاسخ يك سيستم خطي (ولي نه لزوماً تغيير ناپذير با زمان) به ورودي دلخواه 
ه بنويسـيم.  ) اين ورودي را به صورت تركيبي خطي از ضـربه هـاي واحـد جابجـا شـد     2-2. مي توانيم به كمك معادله (

فرض كنيـد . پـس بـا توجـه بـه خاصـيت         را پاسخ سيستم خطي به ضربه واحد جابجا شده   



  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
WWW.SANJESH.IR      »87«    

   
-2معادلـه (  سيستم خطي به ورودي  ) ] پاسخ 124-1) و (123-1جمع آثار سيستم خطي [ معادلات (

-2يك سيستم خطي به صورت معادلـه (  پايه اي است . يعني اگر ورودي ) تركيب خطي وزندار اين پاسخهاي 2

  را مي توان به صورت زير نوشت   ) بيان شده باشد ، خروجي 2

)2-3                                           ( 

) پاسـخ  3-2جا شده معلوم باشد ، مي توان طبق معادله (پس اگر سيستم خطي به مجموعه اي از ضربه هاي واحد جاب  
  ) را نشان مي دهد .3-2تعبير معادله ( 2-2اين سيستم به هر ورودي دلخواهي را يافت. شكل 

به عنوان ورودي بـه يـك سيسـتم خطـي اعمـال شـده اسـت و پاسـخ ايـن سيسـتم بـه وروديهـاي ،              سيگنال 
 2-2نشــان داده شــده در شــكل     ،  ،  ، بــه ترتيــب  ، و  ، 

نوشت، اصـل جمـع    ، و  ،  را مي توان به صورت تركيب خطي  (ب)است . چون 

را به صورت تركيب خطي پاسخهاي سيستم به ضربه هاي جابجـا شـده     آثار قادرمان مي كند پاسخ سيستم به 
(ج) و پاسـخهاي سيسـتم بـه ايـن      2-2بنويسيم . ضربه هاي جابجا شده  و تغيير مقياس يافتـه در سـمت چـپ شـكل     

مجموع مولفـه هـاي   ، كه  (و) ورودي واقعي  2-2وروديها در سمت راست اين شكل تصوير شده است . در شكل 

-2كه طبق اصل جمع آثار مجموع مولفه هاي سمت راسـت   (ج) است، و خروجي واقعي  2-2سمت چپ شكل 

جمـع پاسـخهاي سيسـتم بـه مولفـه هـاي        n(ج) است ، نشان داده شده اند . پس پاسخ يك سيستم خطي در زمـان   2
  ورودي در آن زمان است .
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  )3- 2: تغيير ترسيمي پاسخ سيستم خطي گسسته در زمان مطابق با معادله (2- 2شكل 
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، به هم مربوط باشند ، ولي اگـر سيسـتم    k، به ازاي مقادير مختلف  البته در حالت كلي لازم نيست پاسخهاي 

ك سيگنال جابجا شده نسبت به هم هسـتند  خطي تغيير ناپذير با زمان باشد ، پاسخ به ضربه هاي جابجا شده ، همگي ي

اسـت ،   نيـز گونـه جابجـا شـده      است ، پاسخ  گونه جابجا شده  . يعني چون 

  پس  

)2-4                                       (  

  را حذف و پاسخ ضربه ( يا نمونه ) واحد را به صورت زير تعريف مي كنيم   براي سهولت نمادگذاري ، زير نويس 

)2-5                                              (  

بـه صـورت    LTI) براي سيستمهاي 3-2است ) . پس معادله ( به ورودي  LTIخروجي سيستم   ( يعني 
  مي آيد  زير در 

)2-6                                       (  

 ) كانولوشـن دنبالـه هـاي    6-2نتيجه فـوق جمـع كانولوشـن ناميـده مـي شـود . عمـل طـرف راسـت معادلـه (          

  نام دارد و آن را با نماد زير نشان مي دهيمو

  
به يك ورودي دلخواه را برحسب پاسخ آن سيستم به ضربه واحـد بيـان    LTIستم ) پاسخ سي6-2توجه كنيد كه معادله (

با پاسخش به يك سيگنال تنها ، يعني پاسخش به ضربه واحـد ، بـه طـور     LTIمي كند . پس مي بينيم كه يك سيستم 
  كامل مشخص مي شود .

پاسـخ ناشـي    LTI، ولي در مورد سيسـتم   ) بيان كرديم مشابه است3-2) با تعبيري كه براي معادله (6-2تعبير معادله (

است ، كه گونه تغيير مقياس يافته و جابجـا شـده    برابر  kاعمال شده در زمان  از ورودي 

  مي باشد . خروجي واقعي جمع تمام اين گونه پاسخهاست . 

  2-1مثال 

(الـف) را در نظـر بگيريـد . در     3-2نشان داده شده در شكل  و ورودي  با پاسخ ضربه  LTIيك سيستم 

  ) به شكل زير ساده مي شود  6-2مقداري غير صفر دارند، معادله ( و  اين مسأله چون تنها 
)2-8 ( 

لازم داريم. ايـن طنينهـا در شـكل     براي ايجاد  طنينهايي هستندكه ورشته هاي 

 (ج) رابه دست مي آوريم . 3- 2شكل  ،  n(ب) نشان داد شده اند .باجمع كردن اين دو طنين به ازاي مقاديرمختلف   3- 2
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سيســتم ؛ (ب) پاســخها يــا طنينهــاي  و ورودي  LTIيــك سيســتم  :(الــف) پاســخ ضــربه 3-2شــكل 

كـه  ، (ج) پاسخ كل  =2 = ، به مقادير غير صفر ورودي، يعني و 

  با جمع دو طنين (ب) به دست آمده است .

به كمـك جمـع    ه ، روش بسيار مفيد ديگري براي محاسبه با در نظر گرفتن اثر جمع كانولوشن برهر پاسخ نمون

را در نظر بگيريد . يك روش مناسب براي نمـايش      nكانولوشن به دست مي آيد . محاسبه مقدار خروجي در زمان معين 

م . با ضرب ايـن دو تـابع   در نظر مي گيري kرا به صورت تابعي از  و محاسبه ترسيمي دو سيگنال 

در به وجود آوردن  ، اثر  kرا به دست مي آوريم ،كه به ازاي هر مقدار رشته 

بـه دسـت    nمقدار خروجي در زمـان   را نشان مي دهد . پس با جمع كردن تمام نمونه هاي  nخروجي در زمان 

تكـرار كنـيم .    nبايـد ايـن فراينـد را بـه ازاي تمـام مقـادير        nبه ازاي تمام مقادير  مي آيد . پس براي محاسبه 

فـرض   kكـه تـوابعي از    و تعبير ترسيمي ساده اي براي دو سـيگنال ،   nخوشبختانه تغيير مقدار 

 محاسبه انتگرال كانولوشن را نشان مي دهد . مي شوند ، دارد . مثالهاي زيركاربرد اين ديدگاه و ديدگاه قبلي در

  2-2مثال 
را نشـان مـي دهـد، و     (الف) رشـته   4-2را در نظر بگيريم. شكل  1-2اجازه دهيد دوباره مسأله كانولوشن مثال 

نشـان مـي    nوت ، به ازاي چند مقدار متفاkثابت و به عنوان تابعي از  nرا به ازاي  (ب) رشته  4-2شكل 

ثابـت) پاسـخ    nوk(بـه عنـوان تـابعي از    دهد . در رسم اين رشته ها اين حقيقت رابه كـار بـرده ايـم كـه    

كـم مـي شـود، كـه نشـان مـي دهـد         آرگومـان  kاست كه وارونه و جابجا شده باشد. با افـزايش   ضربه

 kتنها بايـد مقـدار آن را بـه ازاي يـك مقـدار معـين        پس براي رسم سيگنال بايد وارونه شود .  

مي توانيم با جابجا كـردن آن   است. پس با رسم سيگنال  0برابر  n=kبهازاي n-kتعيين كنيم . مثلاً آرگومان 
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را به دست آوريـم .   في ، سيگنال هاي من nهاي مثبت و به چپ به ازاي  n) به ازاي nبه راست (به اندازه 

  نشان مي دهد . n=1  ،n=2  ،n=3  ،n>3،   (ب) اين سيگنال را براي مثال فعلي به ازاي  4-2شكل 

، دو سيگنال را در هم ضرب مي كنيم و روي تمـام مقـادير    nبراي مقادير مشخص  و پس از رسم 
k    ــه ازاي ــي ب ــال فعل ــديم. در مث ــي بن ــع م ــكل  جم ــادير    4-2، ش ــام مق ــه ازاي تم ــد ب ــي ده ــان م ،  kنش

.  ، همپوشـاني ندارنـد. پـس در    و زيرا مقادير غير صـفر  

  ) دارد، نتيجه مي گيريم  5/0تنها يك نمونه غير صفر (با مقدار و ، چون حاصلضرب رشته هاي  =n 0در

 

 دو مقدار غير صفر دارد ، و با جمع كردن آنها به دست مي آوريم   و  حاصلضرب 

)2-10                (  
  به نحوي مشابه

)2-11          ( 

  و
)2-12                           (  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

) براي 6- 2: تعبير معادله (4- 2شكل 
؛  3- 2شكل  و سيگنالهاي 

؛ (ب) سيگنال  (الف) سيگنال 
ثابت ) به  nبا  k( به صورت تابعي از  

، و  n=0  ،n=1  ،n=2  ،n=3، ازاي 
n>3  اين سيگنالها با وارونه و جابجا كردن .

به دست آمده اند . براي  پاسخ ضربه 
سيگنالهاي  nبه ازاي هر مقدار  يافتن 

(الف) و (ب) را و  
، مقادير به دست آمده را روي تمام ضرب كرد

جمع  مي بنديم . جزئيات محاسبات  kمقادير 
  بيان شده است 2- 2در مثال 
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 <nصفرست ، پس نتيجه مي گيريم كـه در   kدر تمام مقادير ، حاصلضرب  n>3سرانجام به ازاي 

  يكسان است . 1-2. مقادير خروجي به دست آمده با خروجي به دست آمده در مثال  ، 3

  3-2مثال 

  زير را در نظر بگيريد و پاسخ ضربه واحد  ورودي 

  

  
اين سيگنالها را نشان مي دهد . همچنين براي ساده شدن تجسم و محاسبه كانولوشن  5- 2شكل  α<0> 1كه در آنها

به ازاي  (يعني  ، ، ، سيگنالهاي  6- 2سيگنالها ، در شكل 
n=0 ،n= -1 ،n=1 به ازاي يك  )، سرانجامn  مثبت دلخواه ويكn  منفي دلخواه نشان داده شده است . با

پس براي روي هم نمي افتند .  ،  مقادير غير صفر  توجه به اين شكل مي بينيم كه در 

،  ) در 6- 2و با توجه به معادله ( داريم  k، به ازاي تمام مقادير  

  . براي  

  
  

  
  
  
  
  
 

  

: سيگنال هاي 5- 2شكل  nx  و nh  3-2مثال  

 داريم   پس براي 

 
 مي توان نوشت   54-1به كمك نتيجه مسأله 

  به ازاي           )    2-13(
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  3-2تعبير ترسيمي محاسبه جمع كانولوشن مثال   6- 2شكل 

 به صورت زير ست   nبراي تمام مقادير  پس 

 
 نشان داده شده است . 7-2كه در شكل 

 
 

  
  
  

  3-2: خروجي مثال 7- 2شكل 
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را   توصيف مي كنند. مثلاً فـرض كنيـد    از مقابل  عمل كانولوشن را گاهي برحسب لغزش 

ضـرب   را در سـيگنال    حساب كرده ايم. يعنـي سـيگنال    به ازاي مقدار مشخصي چون 

، يعنــي در nبــه ازاي مقــدار بعــدي  جمــع بســته ايــم. بــراي محاســبه  kرده، نتيجــه را روي تمــام مقــادير كــ

را يـك   را رسم كنيم. به اين منظـور مـي تـوانيم سـيگنال      ، بايد  

 د اين فرآيند جابجايي به سمت راست ، ضـرب در  باي nواحد به سمت راست جابجا كنيم. به ازاي مقادير متوالي 
  را ادامه دهيم . kو جمع بستن روي تمام مقادير 

  4-2مثال 
  دو سيگنال زير را به عنوان مثالي ديگر در نظر بگيريد

 
 و

 
بهترسـت پـنج   نشان داده شده انـد. در محاسـبه كانولوشـن ايـن دو سـيگنال       α<1، به ازاي 8-2اين سيگنالها در شكل 

 انجام شده است . 9-2فاصله مجزا را بررسي كنيم. اين كار در شكل 

  . همپوشاني ندارند ، و در نتيجه  و  قسمتهاي غير صفر . در 1فاصله 

  4. در فاصله  2فاصله 

 
 پس در اين فاصله داريم  

)2-14   (                                                    

) را به كـار بـريم . بـه ايـن منظـور متغيـر جمـع        13-2براي محاسبه اين جمع مي توانيم فرمول جمع محدود ، معادله (
  تغيير داده ، به دست مي آوريم   r=n-kبه  k) را از 14-2معادله (
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  حساب شده است. 4-2نال هايي كه كانولوشن آنها در مثال : سيگ8- 2شكل 

  
  
  
  
  
 

 

 

 

  

  4-2: تغيير ترسيمي كانولوشن انجام شده در مثال 9- 2شكل 

  ) ( يعني و   . در  3فاصله 

  
  پس در اين فاصله داريم

)2-15                                            (             

ــه (    ــي معادلـ ــع هندسـ ــول جمـ ــوانيم فرمـ ــي تـ ــازهم مـ ــبه( 13-2بـ ــراي محاسـ ــريم  15-2) را بـ ــار بـ ــه كـ  ) بـ

 ) به دست مي آوريم  15-2جمع معادله ( با فاكتورگيري از 

)2-16                         (  
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 ) داريم( يعني و . در  4فاصله 

 
 پس  

)2-15                                                       (  

 به دست مي آوريم) را براي محاسبه اين جمع به كار بريم . با تغيير متغير 13- 2باز مي توانيم معادله (

 

روي هـم نمـي افتنـد ، پـس      و  ، قسمتهاي غير صفر n >10يا،  . براي  5فاصله 
 خلاصه نتايج به دست آمده به شرح زيرست  

 
 نشان داده شده است . 10-2كه در شكل 

  
  
 

 

  

  . 4- 2: نتيجه محاسبه كانولوشن مثال 10- 2شكل 

  5-2مثال 

  زير را در نظر بگيريد : حد و پاسخ ضربه وا با ورودي  LTIيك سيستم 

)2-17                                                   (  

  )2-18   (            

 رسم شده اند . توجـه كنيـد كـه    Kبه صورت تابعي از  و (الف) رشته هاي  11-2در شكل 
مسـتقل از مقـدار   صفرست. همچنين مي بينيم كه رشته در صفر ودر
n     ــور ــفري روي محـ ــر صـ ــاي غيـ ــه هـ ــواره نمونـ ــه ازاي  kهمـ ــد. بـ ــفر    دارنـ ــر صـ ــاي غيـ ــه هـ نمونـ
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  قرار دارند. پس براي در فاصلهحاصلضرب

)2-19                (  
  ) مي توانيم فرمول جمع نا محدود را به كار بريم  19-2براي محاسبه جمع نا محدود معادله (

)2-20                                             (  

  ه دست مي آوريم  ببه ) از19-2با تغيير متغير معادله (

)2-21                         (  

  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

 

  

: الف) رشته هاي 11- 2شكل  nx  و knh   ؛ ب) سيگنال 5- 2براي محاسبه كانولوشن مثال ny خروجي  

 است . 2بر مقدار ثابت برا در پس 

  قرار دارند . پس در  در  نمونه هاي غير صفر  به ازاي 
)2-22                     (  

) را 20-2د معادلـه ( مي توانيم باز هم فرمول جمـع نـا محـدو    و قرار دادن  با تغيير متغير 
 ) به كار بريم . نتيجه عبارت است از  22-2براي محاسبه معادله (

)2-23 (  

 (ب) رسم شده است .11-2در شكل 

اين مثالهاي فايده رسم سيگنالها در محاسبه كانولوشن را نشان دادند. جمع كانولوشن علاوه بر اين كـه راه خـوبي بـراي    
نيز به دست مي دهد، نمايشي كه مـا   LTIاست، نمايش بسيار مفيدي براي سيستمهاي  LTIي محاسبه پاسخ سيستمها
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بعضـي خـواص كانولوشـن را توصـيف      3-2را قادر مي سازد خواص اين سيستمها را به تفصيل بررسي كنـيم. در بخـش   
گونه ايـن خـواص را مـي    كرده ، خواصي را كه در بخش قبل براي سيستمها معرفي كرديم مطالعه مي كنيم تا ببينيم چ

  به كار برد . LTIتوان براي مشخص كردن سيستمهاي 

  پيوسته در زمان : انتگرال كانولوشن LTIسيستمهاي   2-2
به قياس نتايجي كه در بخش قبل به دست آمد و مورد بحث قرار گرفت ، ايـن بخـش را بـه يـافتن نمـايش كامـل يـك        

واحـد آن اختصـاص داده ايـم . در حالـت گسسـته در زمـان كليـد         پيوسته در زمان بر حسب پاسخ ضـربه  LTIسيستم 
دستيابي به جمع كانولوشن خاصيت غربالي ضربه واحد گسسته در زمان، يعني نمايش رياضي يـك سـيگنال بـه عنـوان     
جمع توابع ضربه واحد جابجا شده و ضريب دار، است. پس مي توانيم چنين فرض كنـيم كـه يـك سيسـتم گسسـته در      

ك ضربه واحد پاسخ مي دهد. ولي در حالت پيوسته در زمان يك دسته ورودي مجزا نداريم . ولـي چنانچـه در   زمان به ي
گفتيم ، اگر ضربه واحد را حالـت ايـده ال پالسـي در نظـر بگيـريم كـه عمـر كوتـاهي دارد ، مـي تـوانيم            2-4-1بخش 

ل بسيار كوتاه، يـا بـه عبـارت ديگـر ضـربه هـا ،       سيگنالهاي پيوسته در زمان را بر حسب اين پالسهاي ايده ال داراي طو
-2نمايش مي دهيم . اين نمايش را در زير بخش بعد به دست مي آوريم و به دنبال آن به شيوه اي بسيار شـبيه بخـش   

  پيوسته در زمان را بيابيم . LTIعمل مي كنيم تا نمايش انتگرال كانولوشن سيستمهاي  1

  زمان بر حسب ضربه نمايش سيگنالهاي پيوسته در  1-2-2
ــه (   ــالي گسســته در زمــان معادل ــافتن همتــاي پيوســته در زمــان غرب ــا 2-2بــراي ي  "پلكــاني") ، از تقريــب پالســي ي

(الف) شروع مـي كنـيم . بـه روشـي مشـابه آنچـه در        12-2، به صورت شكل  سيگنال پيوسته در زمان 
(الـف) تـا (ه) بـه صـورت تركيـب       12-2مي توانيم اين تقريب را مطـابق شـكلهاي   حالت گسسته در زمان به كار برديم 

  خطي پالسهاي تأخير يافته بيان كنيم . با تعريف  

)2-24                                              (  

 يك است ، عبارت زير را به دست مي آوريم   چون اندازه 

)2-25      (                                      

، دقيقـاً تنهـا يـك    )) بـه ازاي هـر مقـدار    2-2نشان مي دهد كه همانند حالت گسسته در زمان (معادله ( 12-2شكل 
 ) غير صفرست.25-2جمله حاصل جمع طرف راست معادله (

  مي شود . پس   بهتر و بهتر و در حد برابر  به صفر ، تقريب  با ميل 
)2-26                         (  

) به انتگرال ميل مي كند . با در نظر گرفتن تعبير ترسيمي ايـن معادلـه   26-2، جمع معادله (همچنين به ازاي 
ان درستي ايـن مطلـب را مشـاهده كـرد . در ايـن شـكل سـيگنالهاي        ، مي تو 13-2به صورت نشان داده شده در شكل 

و حاصل ضربشان نشان داده شده است . همچنين ناحيه اي سـايه زده شـده كـه مسـاحتش در      ، 
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  ميل مي كند.   به مساحت زير منحني 

  ته در زمان: تقريب پلكاني يك سيگنال پيوس12-2شكل 

،  است. همچنـين بـه ازاي ايـن     برابر  توجه كنيد كه سطح ناحيه سايه دار در فاصله 

اسـت. بـا توجـه بـه      ) غير صفرست ، پس طرف راست معادله هـم 26-2جمع معادله ( تنها جمله

برابـر   با مساحت زيـر   به صفر،  يجه مي گيريم كه با ميل ) و بحث فوق نت26-2معادله (

 تـابع ضـربه واحـد    بـه ازاي   ) مي دانيم كه حـد  47-1مي شود . همچنين با توجه به معادله (

  است . پس  

)2-27                            (              

 ) را خاصيت غربالي ضربه پيوسته در زمان مي ناميم . براي حالت  27-2مانند حالت گسسته در زمان ، معادله (

 ) به صورت زير در مي آيد  27-2، معادله (خاص 

  

)2-28               (  

 

 

  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

-2: تغيير ترسيمي معادله (13- 2شكل 
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) بـه دسـت   75-1) همان معادله (82-2. معادله ( ،  و به ازاي  ،  زيرا به ازاي 
 است . 2-4-1آمده در بخش 

 "بـه حـد كـافي كوچـك    ") را بايد نوعي ايده ال سازي به حساب آورد ، از اين حيث كه به ازاي 27-2باز هم معادله (

) 27-2) اساساً براي تمـام كاربردهـاي عملـي دقيـق اسـت . بنـابراين معادلـه (       25-2به صورت معادله ( تقريب 

) را مـي  27-2به صفر نيست . همچنـين توجـه كنيـد كـه معادلـه (     ) ، با ميل 25-2چيزي جز ايده ال كردن معادله (
به دست آورد . به ايـن منظـور توجـه كنيـد      2-4-1يان شده در بخش توان مستقيماً و با استفاده از خواص ضربه واحد ب

اسـت.   =ثابت) ضربه واحـدي واقـع در   با  (به عنوان تابعي از  (ب) سيگنال  14-2كه مطابق شكل 

)بـا  (بـازهم بـه عنـوان تـابعي از     سيگنال(ج) نشان داده شده است، 14-2پس همانطور كه در شكل 

دارد.) پـس انتگـرال ايـن     است كه مساحتي برابر مقدار  =  برابرست (يعني ضربه اي در 

  ؛ يعني   برابرست با  تا  سيگنال از 

 
نتيجه گرفت ، ولي روش به كـار رفتـه طـي     2-4-1گرچه اين عبارت را مي توان مستقيماً از مطالب بيان شده در بخش 

) را نيز براي تأكيد بر شباهتهاي اين حالت با حالت گسسته در زمان ، و مخصوصاً تأكيـد بـر   27-2) تا (24-2معادلات (

  به صورت يك جمع وزندار ضربه هاي جابجا شده بيان كرديم .يگنال ) به عنوان نمايش س27-2تعبير معادله (
  
  
  
  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

: الف) سيگنال دلخواه 14- 2شكل  tx  ؛ ب) ضربه  t  به عنوان تابعي از  باt ثابت؛  

 ج) حاصلضرب اين دو سيگنال
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 پاسخ ضربه واحد پيوسته در زمان و نمايش  2-2-2

  با انتگرال كانولوشن LTIسيستمهاي 

نمايش به دست آمده در بخش پيش همانند حالت گسسته در زمان اين امكـان را بـه مـا مـي دهـد كـه يـك سـيگنال         
شـده در معادلـه    پيوسته در زمان دلخواه را به صورت جمع پالسهاي جابجا شده ضريب دار در نظر بگيريم. تقريب بيـان 

نمـايش مـي    را به صورت مجموعي از گونه هاي جابجا شـده و ضـريب دار سـيگنال     ) سيگنال 2-25(

هـاي جابجـا شـده     يك سيستم خطي به اين سيگنال جمع پاسخهاي سيستم به ايـن   دهد. پس پاسخ 

اسـت . پـس بـا توجـه بـه       بـه ورودي   LTIپاسخ يك سيسـتم   ضريب دار ست . فرض كنيد 
  ) و خاصيت جمع آثار سيستمهاي خطي تغيير ناپذير با زمان داريم  25-2معادله (

)2-29                                   (  
را كه همتاي پيوسـته در زمـان    15-2مان دارد. شكل ) درحالت گسسته در ز3-2) تعبيري مشابه معادله (29-2معادله(

آن ، و در شـكلهاي   و تقريـب   (الـف) سـيگنال ورودي   15-2است، در نظر بگيريد . در شكل  2-2شكل 

وجـي  نشـان داده شـده اسـت . پـس خر     (ب) تا (د) پاسخ سيستم به سه پالس ضريب دار تشكيل دهنده  2-15

  (ه) نشان مي دهد ، مجموع تمام اين پاسخهاست . 15-2، چنانچه شكل  متناظر با  

  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

: تغيير ترسيمي پاسخ يك 15- 2شكل 
سيستم پيوسته در زمان خطي كه در 

 ) شده است.30- 2) و (29- 2معادلات (
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)، 26-2بيـان شـده در معادلـه (    ، چـه رخ مـي دهـد. بـراي     به صفر، يعنـي   تنها بايد ببينيم با ميل 

، يعنـي   اين دو يكي مي شوند .پس پاسـخ بـه    مي شود، و در  تقريب بهتر و بهتري از  

، پاسخ سيستم بـه ورودي  (و) نشان داده شده است به 15-2) نيز بايد ، چنانچه در شكل 29-2معادله ( 

طـول پـالس    "بـه حـد كـافي كوچـك    " همگرا مـي شـود. بـه عـلاوه همـانطور كـه گفتـيم بـه ازاي          واقعي 
ديگر چندان مهم نيست ، از اين نظركه پاسخ سيستم به اين پالس، اساساً با پاسـخ سيسـتم بـه ضـربه      

بـا يـك ضـربه واحـد جابجـا شـده         بـه ازاي  واحدي درهمين زمان برابرست.يعني چون پالس 

پاسخ سيستم بـه ضـربه    به اين پالس، در حد به پاسخ ضربه مي گرايد . پس اگر  متناظرست ، پاسخ 

  باشد ، آنگاه 
)2-30                        (  

-2نشان مي دهد جمع سمت راست به يك انتگرال تبديل مي شـود . در شـكل    16-2شكل ، چنانچه  به ازاي 
اين جمـع   ) را نشان مي دهد، و به ازاي 30-2مستطيل سايه دار يكي از جملات جمع سمت راست معادله ( 16

 براين  ميل مي كند . بنا ، به عنوان تابعي از  به مساحت زير 

)2-31                                    (  

نشـان داده شـد، هـر ورودي     1-2-2) دارد . چنانچـه در بخـش   29-2) تعبيري هماننـد تعبيـر معادلـه (   31-2معادله (

 را مي توان به صورت زير بيان كرد   

 

 
 

 
  
 

 

 

 

  

  )31- 2) و (30- 2: تغيير ترسيمي معادلات (16- 2شكل 
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برابـر   وزندار ضربه هاي جابجا شـده اي تصـور كنـيم كـه هـر ضـربه        "مجموع"را  يعني مي توانيم 

) با اين تعبير مجموع پاسخهاي سيستم به اين وروديهاست ، و طبق اصـل خطـي بـودن    31-2است. معادله ( 

 باشد . نيز بايد  جابجا شده  به ضربه وزن پاسخ 

) شكل كلي پاسخ يك سيستم خطي پيوسته در زمان را نشان مي دهد . اگر سيستم خطي تغييـر ناپـذير   31-2معادله (
، به ضربه واحد جابجـا شـده    LTI، يعني پاسخ سيستم  با زمان هم باشد ، داريم 

  است .   ثانيه نسبت به مبدا جابجا شده است ، پاسخ سيستم به ضربه واحد  ه اندازهكه ب

را به عنوان پاسخ ضـربه   را حذف كرده ،  كه به همان اندازه جابجا شده باشد . باز هم براي سهولت زيرنويس 

  واحد تعريف مي كنيم  
)2-32   (                                              

 ) به شكل زير در مي آيد  31-2است. در اين صورت معادله ( پاسخ به  يعني 

)2-33                                   (  

آثار مي نامند و همتاي پيوسـته در زمـان جمـع كانولوشـن معادلـه      ) را انتگرال كانولوشن يا انتگرال جمع 33-2معادله (
پيوسته در زمـان را برحسـب پاسـخ آن بـه ضـربه واحـد نمـايش مـي دهـد .           LTI) است. اين معادله يك سيستم 2-6(

  با نماد زير نشان داده مي شودو كانولوشن سيگنالهاي 

)2-34                      (                           

براي هر دو كانولوشن پيوسته وگسسته در زمان نماد* را به كار مي بريم، ولي معمولاً قرائن كافي براي تفكيـك ايـن دو   
 حالت موجودست .

ور پيوسته در زمـان توسـط پاسـخ ضـربه اش بـه ط ـ      LTIباز هم مانند حالت گسسته در زمان مي بينيم كه يك سيستم 

. در بخـش بعـد   يعني در واقع با پاسخش به يك سيگنال ابتدايي بـه نـام ضـربه واحـد     ، كامل مشخص مي شود 
، در هـر دو مـورد پيوسـته    LTIتبعات اين موضوع را بررسي مي كنيم و به جستجوي خـواص كانولوشـن و سيسـتمهاي    

  وگسسته در زمان مي پردازيم .
) 32-2وشن بسيارشبيه همتاي گسسته درزمان آن يعني جمـع كانولوشـن اسـت . معادلـه (    روش محاسبه انتگرال كانول

عبـارت اسـت از    انتگرال وزنداري از ورودي است، و وزن  ، خروجي نشان مي دهد كه به ازاي هر مقدار 

ثابـت) از   بـا  را (به عنوان تابعي از  ابتدا معين . براي محاسبه اين انتگرال در يك مقدار  

و بـه سـمت چـپ بـراي      (به سمت راست براي ، با انعكاس حول محور عمودي و جابجايي به اندازه  
را در هم ضرب مي كنـيم و بـا انتگرالگيـري از    و سپس سيگنالهاي ) به دست مي آوريم .  

را مي يـابيم. بـراي نشـان دادن چگـونگي محاسـبه انتگـرال        مقدار  تا حاصلضرب از 

  كانولوشن چند مثال مي زنيم .
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  6-2مثال 

  است ، و داراي پاسخ ضربه  LTIودي يك سيستم ور فرض كنيد 

  

  
رسـم شـده    و يك مقدار مثبـت  به ازاي يك مقدار منفي ، و، توابع  17-2در شكل 

صـفر و در نتيجـه    و ضـرب،  حاصـل  اند. با توجه به اين شكل مي بينـيم كـه بـه ازاي    

 هم صفرست . به ازاي  

)5-44                                          (  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

 

  

  . 6- 2محاسبه انتگرال كانولوشن مثال     17- 2شكل 
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  را به دست آورد   در  از اين عبارت مي توان 

 

 

 عبارت است از به ازاي تمام مقادير  پس 

 
 رسم شده است . 18-2و در شكل 

  
  
 

 

 

 

  

پاسخ ضربه  6- 2: پاسخ سيستم هاي مثال 18- 2شكل    tuth   ورودي   tuetx at  

  

  7-2مثال 

 وشن دوسيگنال زير را در نظر بگيريد  كانول

 

 

فاصله هـاي مجزايـي در نظـر     كانولوشن گسسته در زمان ، بهترست براي محاسبه  4-2در اينجا هم مانند مثال 

 را در فاصــله هــاي مــورد نظــر نشــان مــي دهــد . در       و  19-2بگيــريم . شــكل  

  داريم    و
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: سيگنال 19- 2شكل  x  و سيگنال th  به ازاي چند مقدار مختلف  7-2مثال  

ــم  و در  لضــرب . حاص ، و در نتيجــه  داري
  است .   20-2فواصل ديگر مطابق شكل 
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: حاصلضرب 20- 2شكل     thx  به ازاي  7- 2مثالt  واقع در سه گستره اي كه در آنها اين حاصلضرب متحد يا صفر
  را ببينيد). 19- 2نيست (شكل 

  ه صورت ترسيمي محاسبه كرد ، و نتيجه عبارت است ازدر سه فاصله مشخص شده مي توان انتگرال را ب

 
  نشان داده شده است . 21-2كه در شكل 

 

  
  
 

 

  

: سيگنال 21- 2شكل      thtxty *  7-2مثال  
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 8-2مثال 

  :كانولوشن دو سيگنال زيرست  فرض كنيد 

)2-35                                (                              

)2-36                                 (              

نشان مي دهد .ابتدا توجه كنيد كـه ايـن دو    را به عنوان تابعي از و (الف) سيگنالهاي  22-2شكل 

، حاصلضـرب   چه باشـد . بـه ازاي    رند ، مستقل از اين كه سيگنال هميشه ناحيه همپوشاني غير صفر دا

  غير صفرست و انتگرال كانولوشن به شكل زير در مي آيد   در فاصله  و 

)2-37                         (                                                                 

ــرب  در  ــرال    در  و حاصلض ــابراين انتگ ــت ، بن ــر صفرس غي
 كانولوشن به دست مي دهد  

)2-38                             (                                                                            

  (ب) نشان داده شده است . 22-2حاصل در شكل  سيگنال 

  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  8-2: مساله كانولوشن مثال 22- 2شكل 

نشان دادند ، تعبير ترسيمي كانولوشن پيوسته و گسسته در زمان ارزش زيـادي   1-2چنانچه اين مثالها و مثالهاي بخش 
  مربوط به كانولوشن دارد . در تجسم محاسبات
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  خواص سيستمهاي خطي تغيير ناپذير با زمان   2-3

گسسته و پيوسته در زمان را ، برحسب پاسخ ضربه شـان، پـي    LTIدر دو بخش پيش نمايشهاي بسيار مهم سيستمهاي 
انولوشن بـود، در  ريختيم. در حالت گسسته اين نمايش به صورت جمع كانولوشن و در حالت پيوسته به صورت انتگرال ك

  اينجا هر دو را براي سهولت مراجعه تكرار مي كنيم

)2-39                       (  

)2-40                       ( 

آن سيسـتم را بـه    LTIهمانطور كه قبلاً اشاره كرديم ، يكي ازنتايج اين نمايشها اين است كه پاسخ ضربه يـك سيسـتم   
برقرارسـت. در   LTIكامل مشخص مي كند . تأكيد براين نكته مهم است كه اين خاصـيت تنهـا بـراي سيسـتمهاي      طور

  يستم رابه طوركامل مشخص نمي كند.واقع چنانچه در مثال زير نشان مي دهيم، پاسخ ضربه يك سيستم غيرخطي رفتارآن س
  9-2مثال 

  بگيريد  يك سيستم گسسته در زمان ، با پاسخ ضربه زير در نظر

)2-41                                            (         

خروجـي آن را بـه طوركامـل مشـخص مـي كنـد . در واقـع بـا          –) رفتار ورودي 41-2باشد ، معادله ( LTIاگر سيستم 
خروجـي   –ه رفتـار ورودي  ) ، مي توانيم معادله توصيف كنند39-2) در جمع كانولوشن ، معادله (1-2گذاشتن معادله (

 را به صورت صريح زير بيابيم :LTIاين سيستم 

)2-42                                (           

وجـود دارنـد . بـراي مثـال دو      ) ، بـه ورودي  41-2ولي سيستمهاي غيرخطي متعددي با همين پاسخ ، معادله (

 :سيستم زير اين چنين هستند 

 

 

 ) نمي تواند آن را به طور كامل مشخص كند .41-2پس اگر سيستم غير خطي باشد پاسخ ضربه معادله (

خواصي دارند كه ديگر سيستمها فاقد آنهـا هسـتند، اولـين     LTIمثال بالا اين حقيقت را آشكار مي كند كه سيستمهاي 
لوشن است . در بقيه اين بخش بعضي از مهمتـرين و  اين خصوصيات نمايش بسيار ويژه آنها برحسب انتگرال و جمع كانو

  پايه اي ترين اين خواص را بررسي مي كنيم .

  خاصيت جابجايي  2-3-1

يكي از خواص كانولوشن ، چه گسسته در زمان و چـه پيوسـته در زمـان ، خاصـيت جابجـايي اسـت . يعنـي در حالـت         
  گسسته در زمان

)2-43     (                                              
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  ودر حالت پيوسته در زمان  

)2-44      (                                             

) به راحتي ثابت كرد . بـراي مثـال در حالـت گسسـته در     40-2) و (39-2اين عبارتها را مي توان با تغيير در معادلات (

 ) به صورت زير در مي آيد  39-2، معادله ( ، يا به طور معادل  زمان اگر قرار دهيم 

)2-45(                            

داراي پاسـخ   LTI) پاسخ يـك سيسـتم   45-2عوض مي شود . طبق معادله (و با اين تغيير متغير نقش 

اسـت .   بـه ورودي   داراي پاسخ ضربه  LTI، مشابه پاسخ يك سيستم  ورودي  به ضربه 

 را وارونـه و جابجـا كنـيم ، سـيگنالهاي      مـي تـوانيم    4-2مثلاً براي محاسـبه كانولوشـن مثـال    

 جمع ببنديم . را روي تمام مقادير  را در هم ضرب كنيم و حاصلضربو

) را با تغيير متغير اثبات كنيم ، تعبير اين نتيجه نيـز ماننـد تعبيـر حالـت گسسـته در      44-2به نحوي مشابه مي توانيم (

داراي پاسـخ   مشابه پاسخ يك سيستم به ورودي  داراي پاسخ ضربه  LTIزمان است : پاسخ يك سيستم 

، ضـرب   را با وارونه و جابجا كـردن   7-2است . پس مي توانيم كانولوشن مثال  به ورودي  ضربه 

بيابيم . در بعضي مـوارد يكـي   ، و انتگرالگيري از حاصلضرب در و سيگنالهاي 
  ورت تجسم سيگنالها ساده ترست ، ولي هميشه هر دو صورت جواب يكساني به دست مي دهند .از اين دو ص

  خاصيت توزيع پذيري  2-3-2

يكي ديگر از خاصيتهاي پايه اي كانولوشن خاصيت توزيع پذيري آن است. در واقـع كانولوشـن روي جمـع توزيـع پـذير      
  ست ، يعني در حالت گسسته در زمان  

)2-46  (                                            
 و در حالت پيوسته در زمان  

)2-47 (                                                
 اثبات اين خاصيت كاري سر راست است .

  
  
  
  
 

 

  

  موازي LTI: تعبير خاصيت توزيع پذيري كانولوشن براي سيستم هاي 23- 2شكل 
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پيوسته در زمان در نظر بگيريد كـه   LTIتوزيع پذيري تعبير مفيدي برحسب اتصال سيستمها دارد. دو سيستم خاصيت 

هسـتند و   LTI(الف) موازي شده باشند . سيستمهاي نشان داده شده به صورت جعبه، سيسـتمهاي   23-2مطابق شكل 
بي بـراي مشـخص كـردن سيسـتمهاي     پاسخ ضربه شان داخل جعبه مشخص شده است . اين نمايش ترسيمي راه مناس

LTI  در نمودارهاي جعبه اي است ، و بار ديگر تأكيد مي كند كه پاسخ ضربه يك سيستمLTI     به طـور كامـل رفتـار آن
  سيستم را مشخص مي كند .

هـم جمـع   وروديهاي يكساني دارنـد ، و خروجيهايشـان بايـد بـا      و دو سيستم داراي پاسخ ضربه هاي 

  شوند . چون  

 

 و

 
 (الف) عبارت است از 23-2خروجي سيستم شكل 

)2-48               (                                                        

 (ب) عبارت است از   23-2) متناظرست . خروجي سيستم شكل 47-2كه با طرف راست معادله (

)2-49            (                                                                     

-2) و مقايسه نتيجه بـا معادلـه (  49-2) به معادله (47-2) متناظرست. با اعمال معادله (47-2كه با طرف چپ معادله (
 (الف) و (ب) هم ارزند . 23-2) در مي يابيم كه سيستمهاي شكلهاي 48

همتاهـاي   23-2سته در زمان نيز تعبير مشابهي وجود دارد، در اين حالـت بـه جـاي سـيگنالهاي شـكل      براي حالت گس
بـه ترتيـب   ، و ، ،  ،  ، گسسته در زمانشان را مي گذاريم (يعنـي بـه جـاي    

را قرار مي دهيم). پس به طور خلاصـه، بـه خـاطر توزيـع پـذير      ، و ، ،  ، ، 
قـرارداد كـه پاسـخ ضـربه      LTIيك سيستم  LTIبودن كانولوشن روي جمع  مي توان به جاي تركيب موازي دو سيستم 

  ه باشد .اش مجموع پاسخ ضربه هاي سيستمهاي موازي شد
  همچنين نتيجه ديگر خواص جابجايي و توزيع پذيري اين است كه  

)2-50         (                                        
 و  

)2-51       (                                             
 با مجموع پاسخ به تك تك وروديها برابر باشد . به مجموع دو ورودي بايد LTIكه مي گويد پاسخ يك سيستم

چنانچه مثال زير نشان مي دهد ، مي توان با استفاده از توزيع پذيري كانولوشن ، محاسبه يك كانولوشـن پيچيـده را بـه    
  محاسبات كانولوشن هاي ساده تر تجزيه كرد .
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  10-2مثال 

  را كانولوشن دو رشته زير در نظر بگيريد

)2-52       (                                                                        

  )2-53            (                                                                                                      

در تمام محور زمان غيرصفرست . محاسبه مستقيم چنين كانولوشـني تـا حـدي طـولاني اسـت.       توجه كنيد كه 

تربيـان كنيم.اگرفـرض   رابـه صـورت مجمـوع دوكانولوشـن سـاده      ولي مي توانيم به كمك خاصيت توزيع پذيري

 داريم كنيم

)2-54                             (                                                 

 ) را به صورت زير در آوريم  54-2با استفاده از خاصيت توزيع پذيري مي توانيم معادله (

)2-55               (                                                                                    

 كه در آن

)2-56                   (                                                                                    

 و

)2-57                                (                                                                      

بـه دسـت مـي     5-2را به كمك مثال  ) ، و ( به ازاي  3-2) را به كمك مثال 56-2كانولوشن معادله (

 نشان داده شده است . 24-2در شكل  و آوريم . جمع 

  
  
  
  
 

 

 

 

  

: سيگنال 24- 2شكل      nhnxny *  10-2مثال  

2  
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 يخاصيت شركت پذير   3-3-

  يك خاصيت مهم و مفيد ديگر كانولوشن خاصيت شركت پذيري است . يعني در حالت گسسته در زمان  
)2-58               (                                           

 و در حالت پيوسته در زمان  

)2-59               (                                             
با كار بر روي جمع ها و انتگرالهاي مربوط به اين عبارتها مي توان آنها را به سادگي ثابـت كـرد . مثالهـاي تأييـد كننـده      

 داده شده است . 43-2اين عبارتها در مسأله 

  به خاطر وجود خاصيت شركت پذيري عبارتهاي زير خالي از ابهام اند  
)2-60                     (                                                                  
)2-61                       (                                                                

 .نالها به چه ترتيبي انجام شودسيگ) فرقي نمي كند كه كانولوشن اين 59-2) و (58-2به عبارت ديگر ، طبق معادلات (

(الف) و (ب) تعبيري از خاصيت شركت پذيري را براي سيستمهاي گسسته در زمان نشـان مـي دهنـد .     25-2شكلهاي 
  (الف) داريم   25-2در شكل 

  
 

 (ب) داريم 25-2در شكل 

 
 

(ب) است . ايـن   25-2ل (الف) ، طبق خاصيت شركت پذيري ، معادل سيستم شك 25-2اتصال سري دو سيستم شكل 
تعميم داد ، و براي حالت پيوسته در زمـان نيـز تعبيـر و نتيجـه      LTIامر را مي توان به اتصال سري هر تعدادي سيستم 

  ست .امشابهي برقرار 
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 سري LTI: خاصيت شركت پذيذي كانولوشن و نتيجه خواص شركت پذيري و جابجايي براي سيستم هاي 25- 2شكل 
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بـه دسـت مـي     LTIده از خاصيت شركت پذيري و جابجايي كانولوشن خاصيت مهم ديگري بـراي سيسـتمهاي   با استفا
(الف) و (ب) نشان مي دهند كه پاسخ ضربه دو سيستم سري ، با كانولوشـن پاسـخ ضـربه آن دو     25-2آوريم . شكلهاي 

را مي توان بـه هـر ترتيبـي     و  سيستم برابر ست . چون كانولوشن خاصيت جابجايي دارد ، كانولوشن 

-2(ب) و (ج) هم ارزند ، و طبق خاصيت شركت پذيري اين سيستمها با سيستم شـكل   25-2انجام داد . پس شكلهاي 
(الف) تركيب سري دو سيستم است ، هم ارزند . پس پاسخ ضـربه تركيـب متـوالي     25-2(و) نيز ، كه همانند شكل  25

به ترتيب سيستمها بستگي ندارد . در واقع اين امر براي هـر تعـداد سيسـتم متـوالي شـده اي درسـت         LTIدو سيستم 
است : تا وقتي به پاسخ ضربه سيستم كل علاقمنديم ترتيب اتصال سيستمها مهـم نيسـت . ايـن خاصـيت بـراي حالـت       

  پيوسته در زمان نيز برقرارست .
سري شـده ، وخصوصـاً اسـتقلال رفتـار سيسـتم كـل از ترتيـب         LTIي تأكيد بر اين نكته مهم است كه رفتار سيستمها

منحصر به اين سيستمهاست . بر عكس در حالت كلي نمي توان جاي سيستمهاي غير خطي سـري   –سيستمهاي سري 
را عوض كرد ، زيرا چنين كاري باعث تغيير پاسخ سيستم كل مي شـود . بـراي مثـال دو سيسـتم بـي حافظـه در نظـر        

    ضرب مي كند و ديگري ورودي را مربع مي كند . اگرابتدا ضرب و سپس مربع كنيم داريم 2يكي ورودي را در بگيريد كه 

 
 اگرعمل ضرب بعد از به توان رساندن صورت گيرد ، داريم

 
نشـان   51- 2است . در واقع چنان كه در مسـأله   LTIپس امكان جابجا كردن ترتيب سيستمهاي سري ، منحصر به سيستمهاي 

 واهيم داد ، براي برقراري خاصيت فوق در حالت كلي ، هم خطي بودن لازم است و هم تغيير ناپذيري با زمان .خ

  حافظه دار و بدون حافظه LTIسيستمهاي   2-3-4
گفتيم، سيستمي بدون حافظه است كه خروجي اش در هر زمان تنهـا بـه مقـدار ورودي در آن     1-6-1چنانچه در بخش

گسسـته در  LTI) تنها راه برقراري اين خاصيت بـراي يـك سيسـتم    39-2باشد . با توجه به معادله (زمان بستگي داشته 
  . در اين صورت پاسخ ضربه به شكل زيرست   داشته باشيم  زمان اين است كه به ازاي 

)2-62                                           (                                                                 

 مقداري ثابت است ، و جمع كانولوشن به شكل زير ساده مي شود   كه

)2-63                                                 (                                                           

 متحد با صفر نباشد ، سيستم حافظه دارد . به ازاي  LTIاگر پاسخ ضربه يك سيستم گسسته در زمان 

-2) نمونه اي از سيستمهاي حافظه دارست . پاسخ ضربه اين سيستم، كه با معادلـه ( 42-2سيستم بيان شده با معادله (

  صفر نيست . ) بيان شده ، به ازاي 41
پيوسته در زمان با حافظـه و بـي حافظـه بـه      LTI) مي توان خواص مشابهي براي سيستمهاي 40-2توجه به معادله ( با

ــان     ــته در زم ــتم پيوس ــت آورد . سيس ــه ازاي       LTIدس ــه ب ــت ك ــه اس ــدون حافظ ــرطي ب ــه ش ــته  ب داش
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  . اين سيستم بدون حافظه رابطه اي به شكل زير دارد باشيم

)2-64          (                                                                                              

  ثابت است . پاسخ ضربه اين سيستم عبارت است از   كه در آن 

)2-65  (                                          

سيستمهاي هماني داريم ، يعني خروجـي بـا ورودي     1) به ازاي65-2) و (62-2كه در معادله هاي ( توجه كنيد
  برابر و پاسخ ضربه ، ضربه واحدست. در اين صورت جمع و انتگرال كانولوشن به صورت زيرند  

  

  
 ن هستندكه همان خاصيت غربالي ضربه واحد در حالتهاي گسسته درزمان وپيوسته در زما

 

 

  LTIوارونپذيري سيستمهاي    2-3-5

ايـن سيسـتم    2-6-1در نطر بگيريد . براساس مباحـث بخـش    با پاسخ ضربه  LTI يك سيستم پيوسته در زمان
تنها به شرطي وارونپذيرست كه براي آن سيستم واروني وجود داشته باشد كه اگر با سيستم اصلي سري شود ، خروجـي  

دارد  LTIوارونپـذير باشـد ، يـك سيسـتم وارون      LTIورودي سيستم اول برابر باشد . به علاوه اگـر يـك سيسـتم    آن با 
داده  را داريم. سيسـتمي بـا پاسـخ ضـربه       26-2را ببينيد). پس وضعيت نشان داده شده در شكل  50-2(مسأله 

منجر مي شود ، به نحوي اسـت كـه اتصـال     ه به ، ك شده است. سيستم وارون با پاسخ ضربه 
(الـف)   26-2(ب) هم ارزست. چون پاسـخ ضـربه سيسـتم شـكل     26-2(الف) با سيستم هماني شكل  26-2سري شكل 

 پاسخ ضربه سيستم   است ، براي اين كه  

.  
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پيوسته در زمـان. سيسـتم داراي پاسـخ ضـربه      LTIرون براي سيستم هاي : مفهوم سيستم وا26-2شكل  th1  وارون
سيستم داراي پاسخ ضربه  th  است به شرطي كه داشته باشيم     tthth 1*  

 وارون باشد بايد شرط زير ارضا شود  

)2-66                           (                                                                     

، بايـد   داراي پاسـخ ضـربه    LTIبه طور مشابه ، در حالت گسسته در زمان پاسخ ضـربه سيسـتم وارون سيسـتم    
 شرط زير را ارضا كند  

)2-67                           (                                                                    

 دو مثال زير وارونپذيري و يافتن سيستم وارون را نشان مي دهند .

  11-2مثال 

  زير را ، كه يك جابجا كننده زماني است ، در نظر بگيريد   LTIسيستم 

)2-68  (                                                                           

، خروجـي   آن را جلو برنده مي نامند . مثلاً بـه ازاي  سيستم را تأخير دهنده وبه ازاي  به ازاي 

=  0) بـه ازاي 68-2برابرست . سيستم معادلـه ( است ،  ، كه قبل از زمان  با مقدار ورودي در زمان  در زمان 

، اين سيستم حافظـه دارد ، و بـه ورودي   يك سيستم هماني، و در نتيجه بي حافظه است. به ازاي مقادير غير صفر  

  سيستم در زماني غير از زمان فعلي پاسخ مي دهد .

  ) به دست آورد  68-2به جاي ورودي معادله ( پاسخ ضربه اين سيستم را مي توان با گذاشتن 

)2-69                                   (                                                                  

 بنابراين  

)2-70                    (                                                           

 يعني كانولوشن يك سيگنال با ضربه جابجا شده فقط سيگنال را جابجا مي كند .  

براي بازيابي ورودي از خروجي ، يعني براي وارون كردن سيستم ، تنها بايد خروجي را به جاي اول برگـردانيم . سيسـتم   
  يعني اگر داشته باشيم   داراي اين جابجايي جبران كننده ، وارون سيستم اولي است .

 
 آنگاه

 
است. پـس كانولوشـن يـك     به طور مشابه، پاسخ ضربه يك جابجاكننده زماني گسسته در زمان به صورت 

بـا پاسـخ ضـربه     LTIسيگنال با ضـربه جابجـا شـده بـه جابجـايي آن سـيگنال منجـر مـي شـود. وارون يـك سيسـتم            
كه سيگنال را به همان اندازه در جهـت عكـس جابجـا كنـد. پاسـخ ضـربه ايـن         است LTI، يك سيستم  

 است . سيستم 
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  12-2مثال 

  با پاسخ ضربه زير را در نظر بگيريد   LTIيك سيستم 

)2-71                                                  (                                                            
 به كمك جمع كانولوشن مي توانيم پاسخ اين سيستم به هر ورودي دلخواهي را بيابيم  

)2-72                                        (                                     

) 72-2برابر يك اسـت، معادلـه (   برابر صفر ، و به ازاي  به ازاي چون 
 به اين شكل در مي آيد  

)2-73                                 (                                                              

ك جمع كننده يا انباره اسـت  ) را ببينيد)، ي92-1براي اولين بار آن را ديديم (معادله ( 1-6-1اين سيستم، كه در بخش 
ديديم كه اين سيستم وارونپـذير اسـت و    2-6-1كه تمام مقادير ورودي تا لحظه فعلي را با هم جمع مي كند. در بخش 

 ) عبارت است از99-1وارون آن مطابق معادله (

)2-74                             (                                                          

  مي توان پاسخ ضربه سيستم وارون را يافت  كه عمل تفاضل اول است. با انتخاب

)2-75                             (                                                       

وارون  LTI) پاسـخ ضـربه هـاي سيسـتمهاي     75-2معادلـه (  ) و 71-2معادلـه (  براي امتحان اين كـه  

 ) را مستقيماً محاسبه كنيم  67-2هستند ، مي توانيم معادله (

)2-76      (                                                          
 

 

  

 LTIعلّي بودن سيستمهاي   2-3-6

معرفي كرديم :خروجي يك سيستم علّي تنهـا بـه مقـادير فعلـي و قبلـي ورودي       3-6-1خش خاصيت علي بودن را در ب
بستگي دارد. با استفاده از جمع و انتگرال كانولوشن مي توانيم ايـن خاصـيت را بـه خاصـيت متنـاظري از پاسـخ ضـربه        

نبايـد بـه مقـادير     گسسـته در زمـان علّـي باشـد،      LTIمربوط كنيم . براي اينكه يك سيستم  LTIسيستمهاي 

) بـراي برقـراري ايـن شـرط بايـد تمـام ضـرائب        39-2بستگي داشته باشد . با توجـه بـه معادلـه (    با  

ضرب مي شوند صفر باشند . ارضاي اين شرط مستلزم آن است كـه پاسـخ    در  كه در  
  علّي گسسته در زمان شرط زير را ارضا كند   LTIستم ضربه سي

  به ازاي                                                   )                                       2-77(
فهـوم  علّي بايد قبـل از وقـوع ضـربه صـفر باشـد، چيـزي كـه بـا م        LTI)مي گويد پاسخ ضربه يك سيستم 77-2معادله(
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بـا   LTIنشان داده مي شود ، علّي بـودن يـك سيسـتم     44-1شهودي علّي بودن نيز سازگارست. همانطور كه در مسأله 
شرط سكون ابتدائي هم ارزست ؛ يعني اگر ورودي يك سيستم علّي تا يك زمان معين صفر باشد ، خروجي نيز بايـد تـا   

تلزام علّي بودن و سكون ابتدائي تنهـا بـراي سيسـتمهاي خطـي     آن زمان صفر باشد . تأكيد براين نكته مهم است كه اس
  ديديم ، سيستم   6-6-1درست است . مثلاً چنانچه در بخش 

  
،  ،  خطي نيست . ولي اين سيستم علّي ، در واقع بـدون حافظـه اسـت . ولـي بـه ازاي     

  پس شرط سكون ابتدائي ارضا نمي شود .
) را به صـورت زيـر در   39-2) جمع كانولوشن معادله (77-2علّي گسسته در زمان، شرط معادله ( LTI براي يك سيستم

  مي آورد  

)2-78                           (                                                   

 ديل مي شود  ) به صورت زير تب43-2همچنين شكل ديگر جمع كانولوشن، يعني معادله (

)2-79                                       (                                           

 پيوسته در زمان به شرطي علّي است كه داشته باشيم   LTIبه نحوي مشابه ، يك سيستم 

  به ازاي                                                 )                                       2-80(
 و در اين صورت انتگرال كانولوشن به صورت زير در مي آيد  

)2-81    (                                           

توصـيف شـدند ،    12-2كـه در مثـال    و هـم وارون آن   هم انباره 
 بـه ازاي   ) را ارضا مي كنند ، بنابراين علّي اند . جابجا كننده زماني ، بـا  77-2معادله (

غير علّي (حالت اول با تأخير و حالت دوم با جلو بـردن متناظرسـت، يعنـي حالـت دوم بـا       علّي است و به ازاي 
 پيش بيني مقادير آينده ورودي همراه است .)

صفر باشد ، سيگنال علّـي   يا  ر چه علّي بودن از خواص سيستمهاست ، ولي معمولاً سيگنالي را كه در گ
به شـرطي علّـي    LTI) معلوم مي شود: يك سيستم 80-2) و (77-2مي نامند . علت اين نامگذاري با توجه به معادلات (

  باشد .است كه پاسخ ضربه اش يك سيگنال علّي 

  LTIپايداري سيستمهاي   2-3-7

به ياد داريد كه يك سيستم به شرطي پايدارست كه هر ورودي كرانـدار آن، خروجـي كرانـداري ايجـاد      4-6-1از بخش 

 را، كه اندازه كرانداري دارد، در نظر بگيريد   ورودي  LTIكند. براي تعيين شرايط پايداري سيستمهاي 

  nبه ازاي تمام مقادير                                         )        2-82(

اعمال مي كنيم . با توجه بـه جمـع كانولوشـن عبـارت زيـر را       با پاسخ ضربه  LTIاين ورودي را به يك سيستم 
  براي اندازه خروجي به دست مي آوريم  
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)2-83                               (                                       

 ) نتيجه مي گيريم كه83-2چون اندازه مجموع چند عدد كوچكتر يا مساوي مجموع اندازه آن اعدادست ، از معادله (

)2-84                             (                                        

) 84-2. از ايـن رابطـه و معادلـه (    داريـم  و  ) ، به ازاي تمام مقـادير  84-2ه (با توجه به معادل

 نتيجه مي گيريم  

  به ازاي تمام مقادير                                  )                      2-85(

  ه بگيريم كه اگر پاسخ ضربه مطلقاً جمع پذير باشد ، يعني  ) نتيج85-2پس مي توانيم از معادله (

)2-86                                      (                                                           

كافي بـراي تضـمين پايـداري     ) يك شرط86-2كراندار و در نتيجه سيستم پايدار ست. پس معادله ( آنگاه اندازه 

-2گسسته در زمان است . در حقيقت اين شرط ، شرط لازم هم هست ، زيرا همـانطور كـه در مسـأله     LTIسيستمهاي 
) وروديهاي كراندار ، خروجيهاي بيكران ايجـاد مـي كننـد .    86-2نشان داده مي شود در صورت ارضا نشدن معادله ( 49

 ) كاملاً هم ارزست .  86-2ر زمان با معادله (گسسته د LTIپي پايداري يك سيستم 

به دست مي آوريم . يعنـي   LTIدر حالت پيوسته در زمان هم براي پايداري شرط مشابهي بر حسب پاسخ ضربه سيستم 

  ) نتيجه مي گيريم كه85-2) تا (83-2، به قياس معادلات (، داشته باشيم  اگر به ازاي هر 

 

 
 

 

 

 پس سيستم به شرطي پايدارست كه پاسخ ضربه آن مطلقاً انتگرالپذير باشد ، يعني اگر

)2-87                                   (                                                              

دي كراندار مي توانـد خروجـي بيكـران توليـد كنـد .      ) ارضا نشود ، ورو87-2مانند حالت گسسته در زمان ، اگر معادله (
) و 87-2) هم ارزست . دو مثال زيـر كـاربرد معـادلات (   87-2پيوسته در زمان با معادله ( LTIپس پايداري يك سيستم 

  ) براي بررسي پايداري را نشان مي دهند .2-87(
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  13-2مثال 

  را در نظر بگيريد . براي حالت گسسته در زمانسيستمهاي جابجا كننده در حالت پيوسته و گسسته در زمان 

)2-88                       (                                 

 و براي حالت پيوسته در زمان  

)2-89                  (                                     

پايدارند . البته جاي تعجب نيست چون اگر سيگنالي دامنـه كرانـدار داشـته     بنابراين نتيجه مي گيريم كه هر دو سيستم
 باشد ، جابجا شده آن هم كراندار ست .

گفتيم كه اين سيستم ناپايدارست، زيرا با اعمال يك ورودي ثابـت  4-6-1را درنظربگيريد. دربخش 12-2حال انباره مثال
بودن اين سيستم را مي توان بـا توجـه بـه ايـن كـه پاسـخ ضـربه آن        ، خروجي به طور بيكران افزايش مي يابد . پايدار ن

  مطلقاً جمعپذير نيست ، نشان داد   

 
 به طور مشابه انتگرال گير را كه همتاي پيوسته در زمان انباره است ، در نظر بگيريد  

)2-90                                                       (                                         

اين سيستم ناپايدارست ، دقيقاً به همان دليل كه انباره ناپايدارست ؛ يعني به ازاي ورودي ثابت خروجي به طـور بيكـران   

 پيدا كرد ، كه نتيجه مي دهد  زياد مي شود . پاسخ ضربه اين سيستم را مي توان با قرار دادن 

 

 و

 
  چون پاسخ ضربه مطلقاً انتگرالپذير نيست ، اين سيستم پايدار نيست .

  LTIپاسخ پله واحد سيستم    2-3-8

بر حسب پاسخ ضربه آنها امكان مي دهد كه عبارتهاي بسيار صـريحي بـراي    LTIتا اينجا ديديم كه نمايش سيستمهاي 

را بـه طـور كامـل     LTIرفتـار سيسـتم    يـا   خواص سيستم به دست آوريم . مشخصاً به خـاطر ايـن كـه    
  مشخص مي كند ، توانستيم خواصي مثل پايداري و علّي بودن را به ويژگيهاي پاسخ ضربه مرتبط كنيم .

به كـار مـي رود : پاسـخ پلـه واحـد       LTIسيگنال ديگري هم وجود دارد كه آن هم غالباً براي توصيف رفتار سيستمهاي 

است . مراجعه به پاسخ پله در بعضي اوقات مفيدسـت   يا  ، كه پاسخ سيستم به ازاي  يا ،
، بنابراين يافتن رابطه آن با پاسخ ضربه به زحمتش مي ارزد . با توجه به نمايش جمع كانولوشن پاسخ پله يـك سيسـتم   



  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
WWW.SANJESH.IR      »121«    

   
  له واحد و پاسخ ضربه است ؛ يعني  كانولوشن پ LTIگسسته در زمان 

  
را مي توان پاسـخ يـك    ، بنابراين  ولي با توجه به خاصيت جابجايي كانولوشن داريم 

 ديـديم كـه    12-2دانست . در مثـال   ، به ورودي  با پاسخ ضربه  LTIسيستم گسسته در زمان 
  پاسخ ضربه انباره است . پس  

)2-91                                    (                                                           

 كرد   بازيابي را مي توان با استفاده از رابطه زير از  چنين بر مي آيدكه  12-2از اين معادله و مثال 

)2-92                           (                                                            
)) .برعكس ، پاسـخ  91-2گسسته در زمان جمع انباره اي پاسخ ضربه آنهاست (معادله ( LTIيعني پاسخ پله سيستمهاي 

 )) .  92-2اسخ پله آنهاست (معادله (گسسته در زمان تفاضل اول پ LTIضربه سيستمهاي 

عبـارت اسـت از    داراي پاسـخ ضـربه    LTIبه نحوي مشابه، در حالت پيوسـته در زمـان پاسـخ پلـه سيسـتمهاي      

برابرسـت   است ] به ورودي  ،كه با پاسخ يك انتگرالگير [كه پاسخ ضربه اش 
  پيوسته در زمان انتگرالگير انباره اي پاسخ ضربه آنهاست ، يا   LTIپله سيستمهاي . يعني پاسخ 

)2-93                                              (                                                

  است ، يا   1) ، پاسخ ضربه مشتق پاسخ پله93-2با توجه به معادله (

)2-94(                                                                                               

به كـار   LTIپس در هر دو حالت پيوسته و گسسته در زمان ، پاسخ پله را نيز مي توان براي مشخص كردن يك سيستم 
عباراتي مشابه جمع و انتگرال كانولوشـن ، بـراي    45-2د . در مسأله برد ، زيرا پاسخ ضربه را مي توان از آن به دست آور

  بر حسب پاسخ پله واحد به دست مي آوريم . LTIنمايش سيستم 

  سيستمهاي علّي توصيف شده با معادلات ديفرانسيل و تفاضلي    2-4

ن توسـط يـك معادلـه    يك دسته بسيار مهم از سيستمهاي پيوسته در زمان سيستمهايي اند كـه ورودي و خروجـي شـا   
ديفرانسيل خطي باضرائب ثابت به هم مربوط مي شود. اين معادلات در توصيف سيستمها و پديده هـاي فيزيكـي بسـيار    

و حركـت خـودرو در    1-1شـكل   RCنشـان داديـم كـه پاسـخ مـدار       1متنوعي به كار مي آيند . براي نمونـه در فصـل   
را مي توان با معادلات ديفرانسـيل خطـي    2-1ان داده شده در شكل اثروروديهاي شتاب دهنده و نيروهاي اصطكاكي نش

داراي ضرائب ثابت توصيف كرد . در توصيف سيستمهاي مكـانيكي داراي نيروهـاي برگرداننـده و ميراسـاز ، واكنشـهاي      
  شيميايي و بسياري زمينه هاي ديگر نيز با اين نوع معادلات ديفرانسيل روبرو مي شويم .

دسته مهمي از سيستمهاي گسسـته در زمـان هـم سيسـتمهايي انـد كـه ورودي و خروجـي شـان بـا           به نحوي مشابه ،
معادلات تفاضلي خطي با ضرايب ثابت به هـم مربـوط مـي شـوند . ايـن گونـه معـادلات بـراي توصـيف رفتـار ترتيبـي            
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شدن حساب بـانكي بـه يـك     ديديم كه چگونه توصيف انباشته 10-1فرايندهاي متفاوتي به كار مي روند . مثلاً در مثال 
چگونگي كـاربرد معـادلات تفاضـلي در شـبيه سـازي ديجيتـالي سيسـتمهاي         11-1معادله تفاضلي انجاميد، و در مثال 

پيوسته در زمان توصيف شده با معادلات ديفرانسيل را ديديم. معادلات تفاضلي در مشخص كردن سيسـتمهاي گسسـته   
شخص برروي سيگنال ورودي نيزظاهر مي شوند.مثلاً سيسـتمي كـه تفاضـل    در زمان طراحي شده براي انجام كارهاي م

) كه مقدار متوسـط  104-1) ، وسيستم توصيف شده با معادله (99-1بين وروديهاي متوالي را حساب مي كند ، معادله (
  ورودي در يك فاصله را محاسبه مي كند با معادلات تفاضلي توصيف مي شوند .

عددي سيستمهاي توصيف شده با معادلات ديفرانسيل يا تفاضلي خطي بـا ضـرائب ثابـت را در    در اين كتاب در موارد مت
نظر مي گيريم و بررسي مي كنيم. در اين بخش ابتدا نگاهي به ايـن سيسـتمها مـي انـدازيم تـا ايـده هـاي اصـلي حـل          

معادلات را آشكار و بررسـي  معادلات ديفرانسيل و تفاضلي را معرفي كرده، برخي خواص سيستمهاي توصيف شده با اين 
كنيم. در فصلهاي بعد ابزارهاي جديدي براي تحليل سيگنالها و سيستمها پي ريزي مي كنيم؛ ايـن ابزارهـا هـم توانـايي     
مان در تحليل سيستم هاي توصيف شـده بـا ايـن معـادلات را افـزايش مـي دهنـد و هـم درك بهتـري از مشخصـات و           

  رفتارشان به دست مي دهند.

  دلات ديفرانسيل خطي با ضرائب ثابت معا2-4-1

براي شروع معرفي مفاهيم مهم مربوط به سيستمهاي توصيف شده با معادلات ديفرانسيل خطي با ضرائب ثابـت، معادلـه   
  ) را در نظر مي گيريم .85-1ديفرانسيل مرتبه اول (

)2-95       (                                                                                                )()(2
)(

txty
dt

tdy
  

) مربـوط بـه   84-1) و معادله ديفرانسـيل ( 95-2ورودي سيستم است. مقايسه معادله ( tx)(خروجي و  ty)(كه در آن 
را  tx)(بگيـريم و   t)(را سـرعت خـودرو    ty)(سرعت خودروي در معرض نيروهاي اصطكاكي، نشان مي دهد كه اگر 

1/1,/2) به نحوي باشـند كـه   84-1نيروي اعمال شده به خودرو، و اگر پارامترهاي معادله (  mbm   ايـن معادلـه ،
  دقيقاً به آن سيستم مربوط مي شود.

) اين است كه اين معـادلات سيسـتم را بـه طـور     95-2مورد معادلات ديفرانسيلي چون معادله (يك نكته بسيار مهم در 
ضمني مشخص مي كنند. يعني رابطه بين خروجي و ورودي را بيان مي كنند، نه اين كه خروجـي سيسـتم را بـه طـور     

رانسـيل را حـل كنـيم. بـراي     صريح به صورت تابعي از ورودي به دست دهند. براي يافتن عبارت صريح بايد معادلـه ديف 
يافتن جواب اطلاعاتي بيش از آنچه معادله ديفرانسيل تنها در بردارد، نياز داريم. مـثلاً بـراي تعيـين سـرعت خـودرو در      

2/1ثانيه اي، هنگام قرار داشتن در معرض شتاب ثابـت  10انتهاي يك فاصله  sm    ثانيـه، بايـد بـدانيم كـه     10بـه مـدت
ولتـي بـه   1درو در ابتداي اين فاصله زماني چه بوده است. به نحوي مشابه اگر بدانيم يـك منبـع ولتـاژ ثابـت     سرعت خو

اعمال شده است، نمي توانيم ولتاژ خازن را در انتهاي اين فاصـله بيـابيم، مگـر ايـن      1-1شكل  rcثانيه به مدار 10مدت 
  كه ولتاژ اوليه آن را بدانيم .

ودر ايـن صـورت مـي تـوانيم،      معادله ديفرانسيل بايد يك چند شرط كمكي مشخص كنيم،در حالت كلي براي حل يك 
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حداقل از لحاظ نظري، عبارت صريح خروجي را برحسب ورودي بيابيم. به بياني ديگر، معادله ديفرانسـيلي چـون معادلـه    

) قيدي بر رابطه ورودي و خروجي يك سيستم تحميل مي كند، ولي براي مشـخص كـردن كامـل سيسـتم بايـد      2-95(
اي شرايط كمكي متفاوت، روابط متفاوتي بين ورودي و خروجـي بـه دسـت مـي     چند شرط كمكي نيز تعيين كنيم. به از

علـي اسـت. بـراي     LTIآيد. در اكثر بخشهاي اين كتاب تاكيدمان بر معادلات ديفرانسـيل توصـيف كننـده سيسـتمهاي     
ازاي يـك   ) را بـه 95-2روشن كردن اين موضوع و پرده برداشتن از خواص اصلي جوابهاي معادلات ديفرانسيل، معادلـه ( 

  سيگنال ورودي خاص حل مي كنيم .

  14-2مثال 

  ) را به ازاي سيگنال ورودي زير بيابيد .95-2حل معادله (

)2-96        (                                                                             )()( 3 tuKetx t  
K .يك عدد حقيقي ثابت است  

  است؛ يعني   t(hyو يك جواب همگن t(py )) مجموع يك جواب خصوصي (96-2جواب كامل معادله (

)2-97      (                                                                            )()()( tytyty hp   

  جواب معادله ديفرانسيل همگن زيرست   tyh)() را ارضا مي كند و 95-2جواب خصوصي معادله (

)2-98        (                                                                              0)(2
)(

 ty
dt

tdy  

) ايـن اسـت كـه بـه دنبـال      96-2يك روش معمول براي يافتن جواب خصوصي به ازاي سيگنال ورودي نمايي معادلـه ( 
ــ ــه (       ج ــه معادل ــه ب ــيگنال ورودي. باتوج ــورت س ــه ص ــيگنالي ب ــي س ــرديم، يعن ــته بگ ــون در 95-2واب واداش ) چ

0,)( 3 tKetx t  0جواب زير را برايt . پيشنهاد مي كنيم  

)2-99           (                                                                                t
p Yety 3)(   

  ) به دست مي دهد .95-2) در معادله (99-2) و (96-2عددي است كه بايد تعيين شود. گذاشتن معادله ( Yكه در آن 

)2-100        (                                                                            ttt KeYeYe 333 23   

  ) به دست مي آوريم  100-2از دو طرف معادله ( te3با حذف عامل مشترك 
)2-101                     (                                                                           KYY  23  

  يا  

)2-102                          (                                                                                               
5

K
Y   

  پس

0t           tدر                                                                                        )  2-103(
p e

k
ty 3

5
)(   

  جوابي به شكل زير پيشنهاد مي كنيم   t(hyبراي تعيين (

)2-104               (                                                                                       st
h Aety )(  
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  ) به دست مي آوريم  98-2وبا گذاشتن آن در معادله (

)2-105(                     0)2(2  sAeAeAse ststst  

2,2با توجه به اين معادله بايد داشته باشيم  sAe t   به ازاي هر مقـدارA   ) اسـت. بـا تركيـب    98-2جـواب معادلـه (
  به صورت زيرست   0t)، جواب معادله ديفرانسيل در 97-2) و (103-2معادلات (

)2-106  (                                                             0t          tt e
k

Aety 32

5
)(   

) را به طـور يكتـا   96-2معادله t(x )به ورودي t(y  )) به تنهايي پاسخ (95-2همانطور كه قبلاً گفتيم معادله ديفرانسيل (
بايـد عـلاوه بـر معادلـه      Aي تعيـين مقـدار   ) هنوز مجهول است. بـرا 106-2معادله ( Aمشخص نمي كند. در واقع ثابت 

خـواهيم ديـد بـه ازاي شـرايط كمكـي       34-2) يك شرط كمكي نيز داشته باشيم. چنانچه در مسئله 95-2ديفرانسيل (
خروجي متفاوتي به دسـت مـي آيـد. همـانطور كـه گفتـيم در       –متفاوت، و در نتيجه روابط ورودي t(yمختلف جوابهاي (

علـي اسـت، و در    LTIب تأكيد بر معادلات ديفرانسيل و تفاضلي توصيف كننده سيسـتمهاي  قسمت عمده اي از اين كتا
نشان داده شـده بـراي    44-1اين حالت شرايط كمكي همان شرايط سكون ابتدايي هستند. يعني همانطور كه در مسئله 

0ttعلي، اگر در  LTIسيستمهاي    0داشته باشيم)( tx آنگاه ،)(ty  0نيز بايد درtt       صفر باشـد. بـا توجـه بـه
صفرست، پس شرط سكون ابتدايي مسـتلزم ان اسـت كـه در     0tدر tx)() مي بينيم كه در اين مثال 96-2معادله (

0t 0م داشته باشي)( ty ) را در 106- 2معادله (0t  0حساب كرده، و با قرار دادن)0( y . به دست مي آوريم  

5
0

K
A   

  يا

5

K
A   

  0tپس در 

)2-107      (                                                                                }{
5

)( 32 tt ee
k

ty   

)(0و  0tو در ty . توسط شرط سكون ابتدايي تعيين مي شود. با تركيب اين دو نتيجه جواب كامل زير را مي يابيم  

)2-108    (                                                                         )(}{
5

)( 32 tuee
k

ty tt   

چند نكته بسيار مهم در مورد معاملات ديفرانسيل خطي با ضرايب ثابت، و سيستمهاي نمايش داده شـده بـا   14-2مثال 
در حالت كلي مجموع يك جواب خصوصي معـادلات ديفرانسـيل    t(xآنها را نشان مي دهد. اول اين كه پاسخ به ورودي (

ك جواب همگن، يعني جواب خصوصي معادلات ديفرانسيل و يك جواب همگن، يعني جواب معادلـه ديفرانسـيل بـه    و ي
ازاي ورودي صفر، است. جواب همگن را غالباً پاسخ طبيعي سيستم مي نامند. پاسخهاي طبيعـي مـدارهاي الكتريكـي و    

  مي دهيم .مورد بررسي قرار  62-2و  61-2سيستمهاي مكانيكي ساده را طي مسائل 
ديديم كـه بـراي تعيـين رابطـه كامـل بـين ورودي و خروجـي يـك سيسـتم توصـيف شـده بـا معادلـه               14-2در مثال 
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) بايد شرايط كمكي معين كنيم. نتيجه ضمن اين مطلب اين است كـه همـانطور كـه در    95-2ديفرانسيلي چون معادله (

به روابط متفـاوتي بـين ورودي و خروجـي منجرمـي      نشان داده مي شود، انتخابهاي مختلف شرايط كمكي 34-2مسئله 
شود. در اكثر موارد شرايط سكون ابتدايي را براي سيستمهاي توصيف شده با معادلات ديفرانسيل به كـار مـي بـريم. در    

)0(0ورودي صفر بود، شرايط سكون ابتدايي شرط اوليه  0tاين مثال چون در  y       را ايجـاب مـي كـرد. همـانطور
و  LTI) 95-2نشان مي دهيم، با شرط سكون ابتدايي سيستم توصـيف شـده بـا معادلـه (     23-2كه گفتيم، و در مسئله 

-2ضـرب كنـيم، خروجـي حاصـل دو برابـر خروجـي معادلـه (        2) را در 96-2علي است. براي مثال اگر ورودي معادله (
  )خواهد بود.108

م است كه شرط سكون ابتدائي، يك شرط اوليه صفر در يك زمان معـين نيسـت؛ بلكـه ايـن زمـان      تأكيد بر اين نكته مه
علـي توصـيف    LTIطوري تنطيم مي شود كه پاسخ تا زمان غير صفر شدن ورودي صفر بماند. پـس اگـر بـراي سيسـتم     

ott) در 95-2شده با معادله (   0داشته باشيم)(),( txty  درott       صفرسـت و بـراي يـافتن جـواب درott  
)(0بايد شرط اوليه  oty     مـورد   8-1را، كـه در مثـال   1-1را به كار برد. به عنوان مثال فيزيكي، باز هـم مـدار شـكل

ن معني است كه تا وقتي منبع ولتاژ غيـر صـفري بـه    بحث قرار گفت، در نظر بگيريد. سكون ابتدائي براي اين مثال به اي
اين مدار اعمال نشود ولتاژ خازن صفرست. پس اگر ظهر امروز مدار را به كارگيريم، ولتاژ خازن تا ظهـر امـروز صفرسـت.    

  همچنين اگر شروع كار در ظهر فردا باشد، ولتاژ اوليه خازن در ظهر فردا صفر خواهد بود.
مي گويد كه چرا شرط سكون ابتدايي يك سيستم توصيف شده با معادله ديفرانسيل خطـي بـا   اين مثال همچنين به ما 

ضرائب ثابت، باعث تغيير ناپذيري با زمان مي شود. اگر بر روي اين مدار با شروع از سكون آزمايشـي صـورت دهـيم، بـه     
ه شـنبه بـودن روز آزمـايش بسـتگي     با زمان، انتظار داريم نتايج آزمايش به دوشنبه يـا س ـ  C,Rفرض ثابت بودن ضرائب 

نداشته باشد. يعني اگر آزمايش مشابهي را در دو روز مختلف انجام دهيم و هر دو روز آزمايش را از سـكون ابتـدايي و در   
  شروع كنيم، جوابهايي يكسان به دست مي آوريم، جوابهايي كه نسبت به هم يك روز جابجايي دارند.12ساعت 

) را به عنوان محملي براي مباحث بالا به كار برديم، ولي مـي تـوانيم نتـايج را    95-2رتبه اول (گرچه معادله ديفرانسيل م
  به صورت زيرست . Nبه معادلات ديفرانسيل مرتبه بالا تعميم دهيم. معادله ديفرانسيل خطي با ضرائب ثابت مرتبه 

)2-109            (                                                                       
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k

k

kk

kN
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k dt

txd
b

dt

tyd
a

00

)()(  

-2معادلـه (  0Nموجود در معادلـه تعيـين مـي شـود. در حالـت       y) tمرتبه معادله توسط بالاترين مشتق خروجي (
  ) به صورت زير ساده مي شود109

)2-110        (                                                                                 
k

km

k
k

o dt

txd
b

a
ty

)(1
)(

0



  

) خروجـي را بـه   109-2معادلـه (  1Nو مشتقهاي آن است. بـه ازاي   tx)(تابعي صريح از ورودي y) tدر اين حالت (
 14-2عادلـه مرتبـه اول مثـال    طور ضمني به ورودي مرتبط مي كند. در اين تحليل معادله درست مانند بحث مربـوط م 

  ) به اضافه يك جواب معادله ديفرانسيل همگن زير109-2جواب خصوصي معادله (-دو بخش دارد ty)(دنبال مي شود.



     WWW.SANJESH.IR  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
 

»126« 

)2-111   (                                                                              0
)(

0




k

kN

k
k dt

tyd
a  

  ين معادله را پاسخ طبيعي سيستم مي نامند .جواب ا
) خروجي را به طور كامل مشخص نمي كند، و بـراي ايـن كـه رابطـه     109-2مانند حالت مرتبه اول، معادله ديفرانسيل (

خروجي سيستم به طور كامل معين شود به شرايط كمكي نياز داريم. باز هم شرايط كمكـي مختلـف بـه روابـط     –ورودي
اوت منجر مي شوند، ولي در اغلب بخشـهاي ايـن كتـاب هنگـام بـا سيسـتمهاي توصـيف شـده بـا          خروجي متف–ورودي

ottمعادلات ديفرانسيل شرايط سكون ابتدايي را به كار مي بريم. يعني اگر در     0داشته باشـيم)( tx   فـرض مـي ،
ottكنيم در    0داريم)( ty  بنابراين پاسخ درott  ) و شـرايط كمكـي زيـر    109-2به كمك معادله ديفرانسيل (

  تعيين مي شود .

)2-112   (                                                               0
)(
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است. با داشـتن شـرايط اوليـه بيـان شـده در       lti) علي و 109-2(با شرط سكون ابتدايي سيستم توصيف شده با معادله 
-2را با حل معادله ديفرانسيل، به صورت انجـام شـده در مثـال     t(y) مي توان به لحاظ نظري خروجي (112-2معادله (

ابزارهـايي بـراي تحليـل     9و4، به دست آورد؛ چند مسئله آخر فصـل ايـن روش را روشـنتر مـي كننـد. در فصـلهاي       14
پيوسته در زمان پي مي ريزيم كه حـل معـادلات ديفرانسـيل را بسـيار سـاده مـي كننـد، و مخصوصـاً          LTIيستمهاي س

  روشهاي توانمندي براي تحليل و مشخص كردن ويژگيهاي سيستمهاي توصيف شده با اين معادلات در اختيارمان مي گذارند .

  معادلات تفاضلي خطي با ضرائب ثابت  2-4-2

  با ضرايب ثابت زيرست   N)، معادله تفاضلي خطي مرتبه 109-2ر زمان معادله (همتاي گسسته د

)2-113   (                                                                       
 


N
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k
kk knxbknya

0 0

}{}{  

سيل، حـل كـرد (مسـئله    اين چنين معادلاتي را مي توان به روشي دقيقاً مشابه به روش به كار رفته براي معادلات ديفران
  را ببينيد)2-32

  ) مي نامند .113-2جواب اين معادله همگن را غالباً پاسخ طبيعي سيستم توصيف شده با معادله (
)، نيز مانند حالت پيوسته در زمان، خروجي را به طور كامل مشخص نمي كند و براي ايـن منظـور چنـد    113-2معادله (

–ي را مي توان به صورتهاي مختلفي برگزيد، و هر انتخـاب بـه رابطـه ورودي   شرط كمكي لازم است. گرچه شرايط كمك

خروجي متفاوتي مي انجامد، ولـي در اكثـر مـوارد خـود را بـه شـرط سـكون ابتـداي مقيـد مـي كنـيم؛ يعنـي اگـر در              

onnnx ,0}{   آنگاه درonn   0داريم}{ ny سكون ابتدايي، سيستم توصـيف شـده بـا معادلـه      به ازاي شرط
)2-113 (LTI .و خطي است  

گرچه اين خواص را مي توان با همان رهيافت به كار رفته براي معادلات ديفرانسيل ثابت كرد، ولي براي حالـت گسسـته   
  زيرست   ) به صورت113-2در زمان يك راه جايگزين ديگر نيز وجود دارد. اساس اين راه بازنويسي معادله (
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)2-115                     (                                                 
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را بر حسب مقادير قبلي ورودي و خروجي بيان مي كند. اين معادله به وضـوح نيـاز    n) خروجي در زمان 115-2معادله (
},...,{}1{بايد  y}nبه شرايط كمكي را نشان مي دهد. براي محاسبه {  nyNny .را بدانيم  

معلوم بوده، مجموعه اي از شرايط كمكي مثل  nپس اگر ورودي به ازاي تمام مقادير   },....,1{}{,1  yNyNy 
  رايافت .ny}{) را حل كرد و مقادير 115-2موجود باشد، مي توان معادله (

) معادله بازگشـتي نـام دارنـد، چـون يـك رونـد بازگشـتي بـراي تعيـين          115-2ا () ي113-2معادلاتي به شكل معادله (
  ) به صورت زير در مي آيد  115-2، معادله ( N=0خروجي از ورودي و مقادير قبلي خروجي به كار برند. در حالت خاص 

)2-116  (                                                                             
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تـابع صـريحي از مقـادير فعلـي و قبلـي       n{y) است. در اين حالت {110-2اين معادله همتاي گسسته در زمان معادله (
) معادله غير بازگشتي ناميده مي شود، چـون بـراي محاسـبه مقـدار فعلـي      116-2ورودي است. به همين خاطر معادله (

)، 110-2ست. بنابراين، درست مثل سيستم توصيف شـده بـا معادلـه (   خروجي رجوع به مقادير قبلي خروجي ضروري ني
را توصيف مي كند، و پاسـخ   LTI) يك سيستم 116-2به شرايط كمكي نياز نداريم. به علاوه معادله ( y{n}براي تعيين 

  ضربه آن به صورت زير به دست مي آيد .

                               ) در غير اينصورت2-117(
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) همان جمع كانولوشن است. به محدود بودن طول پاسخ ضربه ايـن سيسـتم توجـه كنيـد؛ يعنـي      116-2يعني معادله (
) غالبـاً سيسـتم بـا    116-2پاسخ ضربه تنها در فاصله زماني محدودي غيرصفرست. به اين خاطر مشخص شده با معادله (

  ناميده مي شود . FIRپاسخ ضربه محدود 
  اين شرايط لازم اند . N=1شرط كمكي لازم نيست ، ولي براي حالتهاي بازگشتي  N=0اي گرچه به از

براي نشان دادن جواب چنين معادله اي، ويافتن دركي نسبت به رفتار وخواص معادلات تفاضـلي بازگشـتي مثـال سـاده     
  زير را در نظر مي گيريم  

  15-2مثال 

  معادله تفاضلي زير را در نظر بگيريد  

)2-118(                                                                                                }{}1{
2

1
}{ nxnyny   

  )را مي توان به شكل زير هم نوشت  118-2معادله (

)2-119                                   (                                                            }1{
2

1
}{}{  nynxny  

  را لازم داريم .   n-1{yمقدار قبلي خروجي n{y }كه به خوبي نشان مي دهد براي محاسبه خروجي {



     WWW.SANJESH.IR  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
 

»128« 

  پس براي شروع استفاده از رابطه بازگشتي يك شرط اوليه نياز داريم .
  فرض كنيد شرط سكون ابتدايي را تحميل كرده، ورودي زير را در نظر مي گيريم .

)2-120                                                     (                                                          }{}{ nKnx   
}{0داريم  1nدراين حالت چون در   nx      1، شرط سـكون ابتـدائي مسـتلزم آن اسـت كـه درn    داشـته باشـيم
0}{ ny 1{0، به اين ترتيب شرط اوليه{ y         به دست مي آيد. با شـروع از ايـن مقـدار اوليـه مـي تـوانيم مقـادير

  به صورت زير حساب كنيم . 1nرا در  ny}{متوالي 

)2-121        (                                                                                     kyxy  }1{
2

1
}0{}0{  

)2-122(                                                                                              kyxy
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 –اسـت، رفتـار ورودي   LTI) وشرط اوليـه سـكون ابتـدائي يـك سيسـتم      118-2چون سيستم مشخص شده با معادله (
پاسخ ضربه اين سيسـتم را بـه    1Kوسط پاسخ ضربه اش به طور كامل مشخص مي شود . با قرار دادن خروجي آن ت

  صورت زير مي يابيم .

)2-125      (                                                                               }{)
2

1
(}{ nunh n  

) 113-2پاسخ ضربه اي با طول بي نهايـت دارد . درواقـع اگـر در معادلـه (    15-2علي مثال  LTIتوجه كنيد كه سيستم 
متناظر با اين معادلـه وشـرط سـكون ابتـدائي      LTI، معادله تفاضلي بازگشتي است ومعمولاً سيستم 1nداشته باشيم 

  مي نامند . IIRعمولاً سيستم با پاسخ ضربه نامحدود پاسخ ضربه اي با طول بي نهايت دارد . چنين سيستمهايي را م
همانطور كه قبلاً گفتيم در اكثر مباحث مربوط به معادلات تفاضلي بازگشتي بـه توصـيف وتحليـل سيسـتمهاي خطـي،      

 10و  5تغيير ناپذير با زمان، وعلي مي پردازيم، بنابراين معمولاً شرط سكون ابتـدائي را فـرض مـي كنـيم. در فصـلهاي      
زارهايي براي تحليل سيستمهاي گسسته در زمان پي مي ريزيم كه روشهاي بسيار مفيد وموثري بـراي حـل معـادلات    اب

  توصيف شده با آنها در اختيارمان قرار مي دهند . LTIتفاضلي خطي با ضرائب وتحليل خواص سيستمهاي 

  مرتبه اول توصيف شده LTIنمايش جعبه اي سيستمهاي 2-4-3

  نسيل وتفاضليبامعادلات ديفرا

يكي از خواص مهم سيستمهاي توصيف شده با معادلات ديفرانسيل وتفاضلي خطي با ضرايب ثابـت ايـن اسـت كـه مـي      
توان آنها را به شيوه اي بسيار ساده وطبيعي، به صورت نمودارهاي جعبه اي حاصل از اتصـال عمليـات مقـدماتي نشـان     

ه نمايش تصويري است  كه مي تواند به در ك مـا از رفتـار وخـواص    داد. اين مطلب به چند دليل مهم است .يكي اين ك
اين سيستمها بيفزايد. ديگر اين كه چنين نمايشي براي شبيه سازي و ساختن سيستمها بسيار مفيدست. نمايش نمـودار  
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بلوكي معرفي شده در اين بخش اساسي شبيه سازي سيسـتمهاي توصـيف شـده بـا معـادلات ديفرانسـيل بـا كـامپيوتر         
آنالوگ است . همچنين مي توان آن را مستقيما به يك برنامه، براي شبيه سـازي كـامپيوتر ديجيتـال تبـديل كـرد . بـه       
علاوه نمايش متناظر براي معادلات تفاضلي حالت گسسته در زمان راه ساده ساخت سيستم توصـيف شـده ، بـه وسـيله     

هاي اصلي نمايش جعبه اي را، بـا يـافتن نمـايش جعبـه      سخت افزارهاي ديجيتالي را نشان مي دهد . در اين بخش ايده
و  60-2تـا   57-2معرفي مـي كنـيم . در مسـائل     11-1تا  8-1اي سيستمهاي مرتبه اول علي معرفي شده در مثالهاي 

  نمودارهاي بلوكي سيستمهاي توصيف شده با معادلات تفاضلي وديفرانسيل پيچيده تر را در نظر مي گيريم . 10و  9فصلهاي 
  از حالت گسسته در زمان وسيستم علي توصيف شده بامعادله تفاضلي مرتبه اول زير شروع مي كنيم  

)2-126                      (                                                                         }{}1{}{ nbxnayny   
) سـه عمـل اصـلي لازم اسـت :     126-2كه براي محاسـبه معادلـه (   براي يافتن نمايش جعبه اي اين سيستم توجه كنيد

}1,{}{جمع ، ضرب در عدد ثابت، وتأخير (براي دستيابي به رابطه بين  nyny    27-2) پس سه عنصر پايـه اي شـكل 
ده بـا  را تعريف مي كنيم. براي اين كه ببينيم چگونه اين سه عنصر مي توانند بـراي نمـايش سيسـتم علـي توصـيف ش ـ     

) به كار روند، اين معادله را به شكلي بازنويسي مي كنيم كه فرايند بازگشـتي محاسـبه مقـادير مختلـف     126-2معادله (
  خروجي را مستقيماً نشان دهد :

)2-127                 (                                                                }{}1{}{ nbxnayny   
  
  
  
  
  
  
  
  
  

؛ الف) جمع كننده؛ ب) ضرب كننده در 126- 2: عناصر اصلي نمايش جعبه اي سيستم علّي توصيف شده با معادله 27- 2كل ش
  عدد؛ ج) تاخير دهنده
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تصويري از اين الگوريتم است . اين شكل نمونـه اي از يـك سيسـتم فيـدبك دار را نشـان مـي دهـد، زيـرا          28-2شكل 
جمع مي شود . وجود فيدبك نتيجه مسـتقيم طبيعـت   nbx}{ت برگردانده وبا خروجي بايك تأخير وضرب در عددي ثاب

  )است.127- 2بازگشتي معادله(
  
  
  
  
  

عليّ گسسته در زمان توصيف شده با معادله (28- 2شكل    )126- 2: نمايش جعبه اي سيستم 

مي دهد، همينطور نياز بـه شـرايط اوليـه را.    لزوم به كار بردن حافظه در اين سيستم را نشان  28-2نمودار بلوكي شكل 
تأخير دهنده يك عنصر حافظه دارست، زيرا مقدار قبلي ورودي اش را حفظ مي كند. پس مقدار اوليه اين عنصر حافظـه  

) به صـورت  127-2به صورت تصويري و در معادله ( 28-2شرايط اوليه لازم براي محاسبات بازگشتي است كه در شكل 
ابتدائاً ساكن باشد، مقدار اوليه ذخيـره  126-2ه است. صدالبته، اگر سيستم توصيف شده با معادله (رياضي مشخص شد  (

  شده در حافظه صفرست .
  حال سيستم علي پيوسته در زمان توصيف شده با معادله ديفرانسيل مرتبه اول زير را در نظر بگيريد .

)2-128     (                                                                           )()(
)(

tbxtay
dt

tdy
  

  اولين كوشش خود براي يافتن نمايش جعبه اي اين سيستم را با بازنويسي معادله بالا به صورت زير شروع مي كنيم  

)2-129           (                                                                              )(
)(1

)( tx
a

b

dt

tdy

a
ty   

  
  
  
  
  
  
  
  
  

): الف) 128- 2: يك مجموعه عنصر پايه براي يافتن نمايش جعبه اي سيستم پيوسته در زمان توصيف شده با معادله (29- 2شكل 
  جمع كننده؛ ب) ضرب در عدد ثابت؛ ج) مشتق گير
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ابراين اگرسه عنصـر شـبكه   طرف راست اين معادله سه عمل اصلي دربردارد : جمع ، ضرب در عدد ثابت، ومشتقگيري. بن

) را با اتصال اين سه عنصر، به صـورتي مشـابه حالـت    129-2را تعريف كنيم مي توانيم سيستم معادله ( 29-2اي شكل 
  را به دست آوريم.30-2عبه اي شكل گسسته در زمان ،نمايش دهيم ونمودار ج

  
  
  
  
  
  

  ا استفاده از جمع كننده، ضرب كننده در عدد و مشتق گير) ب129- 2) و (128- 2: نمايش جعبه اي سيستم معادلات (30- 2شكل 

) است، ولي نمايش متـداولي نيسـت،   129-2گرچه اين شكل نمايش معتبري براي سيستم علي توصيف شده با معادله (
ونمي توان آن را مستقيماً ساخت، زيرا ساخت مشتقگيرمشكل است ومشـتقگير بـه خطـا و نـويز بسـيار حسـاس اسـت.        

  ) به صورت زير به دست مي آيد  128-2ي كه بسيار متداولتر ست، با بازنويسي معادله (نمايش ديگر

)2-130                   (                                                                                )()(
)(

taytbx
dt

tdy
  

) ابتـدائاً  130-2رال مي گيريم . اگر فرض كنيم سيسـتم توصـيف شـده بـا معادلـه (     ، انتگtتا حال از اين عبارت، از
dttyساكن است، انتگرال    صفرست ). (yرا بدست مي دهد (زيرا t(y )دقيقاً ( tتا  از  )(/

  بنابراين معادله زير را به دست مي آوريم  

)2-131                              (                                                            


t
daybxty  )}()({)(  

 31-2و انتگرالگير شـكل   29-2اين توصيف سيستم را مي توان به كمك جمع كننده و ضرب كننده در عدد ثابت شكل 
  را نشان مي دهد .كمك اين سه عنصر نمايش جعبه اي اين سيستم به  32-2ساخت. شكل 

  : نمايش تصويري انتگرال گير31-2شكل 
  
  
  
  

  ) با استفاده از جمع كننده، ضرب كننده در عدد و انتگرال گير129- 2) و (128- 2: نمايش جعبه اي سيستم معادلات (32- 2شكل 
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را مـي تـوان    32-2اخت، نمـايش شـكل   چون انتگرالگير را مي توان به سادگي با استفاده از تقويت كننـده عمليـاتي س ـ  
مستقيماً به صورت آنالوگ ساخت، و در واقع اساس كامپيوترهاي آنالوگ اوليه وسيسـتمهاي محاسـباتي آنـالوگ جديـد     
نيز همين است. توجه كنيد كه در حالت پيوسته در زمان، اين انتگرالگيرسـت كـه عنصـرحافظه سيسـتم محسـوب مـي       

را در نظـر بگيريـد، كـه بـه     ot) از نقطه غير بي نهايـت  130-2لب انتگرالگيري معادله (شود. براي درك ساده تر اين مط
  معادله زير منجر مي شود .

)2-132               (                                                                 
t

to
o

daybxtyty  )}()({)()(  

)(مستلزم تعيين يك شرط اوليـه ، يعنـي مقـدار     y)tان مي دهد كه مشخص كردن () به وضوح نش132-2معادله ( oty 
  در انتگرالگير ذخيره شده است . otاست. اين دقيقاً مقداري است كه در 

ديم، ولـي بـراي سيسـتمهاي    گرچه نمايش جعبه اي را براي ساده ترين معادلات ديفرانسيل وتفاضلي مرتبه اول نشان دا
مرتبه بالاتر نيز مي توان نمايش جعبه اي ساخت. اين نمايش جعبه اي هم ديدي با ارزش نسبت به سيسـتم مـي دهـد    

نمونـه هـايي از نمودارهـاي جعبـه اي      60-2و  58-2وهم يك روش ساخت سيستم را پيش پايمان مي گذارد. مسـائل  
  دارند .براي سيستمهاي مرتبه بالاتر ازرا در بر

  توابع تكين  -2-5

در اين بخش نگاهي  ديگر به تابع ضربه واحد پيوسته در زماني مي اندازيم تا بينشي افزون نسبت به اين سـيگنال ايـده   
گفتيم كـه ضـربه    2-4-1ال مهم كسب كنيم وسيگنالهاي مرتبط با آن، موسوم به توابع تكين را معرفي نماييم. دربخش 

دانست، به نحوي كـه شـكل وعمـر    » به حد كافي كوچك«ا مي توان حالت ايده آل پالسي با عمرواحد پيوسته در زمان ر
به اين ورودي نظر داريـم، بتـوانيم تمـام     LTIآن ديگر اهميت عملي نداشته باشند؛ يعني تا وقتي به پاسخ يك  سيستم 

ريم با يك مثال دقيقـاً مشـخص كنـيم    مساحت زيراين پالس را در يك نقطه متمركز بدانيم. در اين بخش ابتدا دوست دا
كه منظورمان از اين مطلب چيست، وبا تعبير مستتر در اين مثال نشان دهيم كه كليد اسـتفاده از ضـربه واحـد و ديگـر     

چگونه به آنها پاسخ مي دهند؛ يعنـي در واقـع سـيگنالها     LTIتوابع تكين ،مشخص كردن اين نكته است كه سيستمهاي 
  تحت كانولوشن با سيگنالهاي ديگر تعريف مي كنيم .را براساس رفتارشان 

  ضربه واحد به عنوان يك پالس كوتاه ايده آل  2-5-1

ــه (   ــالي ، معادل ــيت غرب ــه خاص ــه ب ــر     t)()، 27-2باتوج ــه ازاي ه ــي ب ــت ، يعن ــاني اس ــتم هم ــربه سيس ــخ ض پاس
  داريمtx)(سيگنال

)2-133      (                                                                                  )(*)()( ttxtx   
)()(به ازاي  ttx   داريم  

)2-134        (                                                                               )(*)()( ttt    



  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
WWW.SANJESH.IR      »133«    

   
صيت اساسي ضربه واحدست، وهمچنين تعبير مهمي راجع به در نظر گرفتن ضـربه واحـد بـه عنـوان     اين معادله يك خا

را صـورت حـدي يـك پـالس مسـتطيلي در نظـر        t)(فرض كنيد  2-4-1يك پالس ايده آل در بردارد. همانند بخش 
  در نظر بگيرد، با تعريف   34-1شده در شكل را پالس مستطيلي تعريف  t)(گرفته ايم. مشخصاً 

)2-135        (                                                                            )(*)()( tttr     
  

  
  
  

: سيگنال 33- 2شكل  tr ) 135- 2تعريف شده در معادله(  

تعبير كنـيم، آنگـاه    0، به ازاي t)(را حد  t)(است . اگر بخواهيم  33-2مطابق شكل  tr)(مي بينيم كه 
وان گفت كـه حـد   هم بايد ضربه واحد باشد .به همني ترتيب مي ت 0به ازاي  tr)() حد 134-2مطابق معادله (

)(*)( trtr   يا)(*)( ttr    0نيز به ازاي    بايد ضربه واحد باشد. پس اگر ضربه واحد را صورت حـدي يـك
  مي كنند . سيگنال تعريف كنيم ، تعداد بي شماري سيگنال ، با شكلهاي كاملاً متفاوت وجود دارند كه همگي در حد مثل ضربه عمل

است. گفتيم كه منظورمان از اين عبارت اين است كـه پاسـخ يـك    » مثل ضربه عمل مي كند«واژه كليدي پاراگراف بالا 
بـه  «باشـد، يعنـي   » به حد كافي كوچك«به تمامي اين سيگنالها اساساً يكسان است، به شرطي كه پالس  Ltiسيستم 

  ل زير اين مفهوم را روشن مي كند .مثا» حد كافي كوچك باشد
  16-2مثال 

  توصيف شده با معادله ديفرانسيل مرتبه اول زير را در نظر بگيريد . LTIسيستم 

)2-136     (                                                                           )()(2
)(

txty
dt

tdy
  

)(*),(),()(پاسخ ايـن سيسـتم بـه     34-2شرط كمكي سكون ابتدايي است. شكل  ttrttr    و)(*)( trtr  را
به حد كافي بزرگ باشد، پاسخ بـه ايـن سـيگنالها تفـاوت قابـل ملاحظـه اي       نشان مي دهد اگر به ازاي چند مقدار 
كافي كوچك اين پاسخها از يكديگر قابل تميز نيستند، يعنـي تمـام ايـن سـيگنالها بـه يـك       به حد دارد. ولي به ازاي 

2)(شكل رفتار مي كنند. همچنين چنانچه ازشكل برمي آيد، شكل حدي تمام اين پاسخها دقيقاً  tue t  است. چون حـد

2)(جه مي گيريم كه ضربه واحدست، نتيتمام اين سيگنالها به ازاي  tue t . پاسخ ضربه اين سيستم است  
نشان مي دهـد . چنانچـه از شـكل برمـي آيـد در ايـن       به حد كافي كوچك بودن«نكته مهم شايان ذكر اين است كه 

)()(حالت براي اين كه پاسـخها از يكـديگر واز پاسـخ ضـربه      20 tueth t يسـتم غيـر قابـل تميـز باشـند ، بـه       ايـن س
 كوچكتري نياز داريم. پس گرچه»براي اين دو سيستم معني متفاوتي دارد ، ولـي مـي تـوان    » به حد كافي كوچك
الت ايـده آل پـالس كوتـاهي اسـت كـه      را به نحوي يافت كه براي هردوسيستم به حدكافي كوچك باشد.ضربه واحدح

  حد كافي كوچك است . عمرآن براي تمام سيستمها به
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بـه نحـوي كـه از لحـاظ پاسـخ      » به حد كـافي كوچـك  «: تغيير ضربه واحد به صورت پالس ايده آلي با عمر 34-2شكل 
) بـه ورودي  136-2علّي معادله ( LTIبتوان آن را لحظه اي در نظر گرفت: الف) پاسخ سيستم  LTIسيستم  t   بـا

؛ ب) پاسخ همان سيستم به  25/0و  1/0، 0025/0 tr    با همـان مقـادير   ؛ ج) پاسـخ بـه   trt  ؛ د)  *

پاسخ به    trtr  ؛ هـ) پاسخ ضربه *   tueth t2     25/0سيستم. توجه كنيد كـه بـه ازاي     تفـاوت قابـل
اين تفاوت ناچيز شده، تمام پاسخ به پاسـخ   ملاحظه اي بين پاسخ به اين سيگنال ها وجود دارد، ولي با كوچك شدن 

  ده در شكل (هـ) همگرا مي شوند.ش ضربه نشان داده

2  
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  تعريف ضربه واحد با كانولوشن5-2-

بـــــه حـــــد كـــــافي كوچـــــك باشـــــد ، ســـــيگنالهاي چنانچـــــه در مثـــــال پـــــيش ديـــــديم اگـــــر 
)(*)(),(),(),(*)( trtrttrtrt   همگي هنگام اعمال به يك سيستمLTI   .مانند ضربه واحد عمل مي كننـد

  مطلب در موردشان صادق است .  ديگري نيز وجود دارند كه همين  ددر واقع سيگنالهاي متعد
بـه آن تعريـف كـرد .     LTIمفهوم اين مطلب اين است كه مي توانيم ضربه واحد را برحسب چگونگي پاسخ سيسـتمهاي  

، ولـي  گرچه معمولاً براي تعريف يك تابع يا سيگنال مقادير آن به ازاي مقادير مختلف متغيرمستقل را معين مـي كننـد   
چه مقداري دارد ، بلكه در اين است كـه تحـت كانولوشـن     tاهميت اصلي ضربه واحد در اين نيست كه به ازاي هر مقدار 

چگونه رفتار مي كند . پس از ديدگاه تحليل سيستمهاي خطي مي توانيم ضربه واحد را سيگنالي تعريف كنيم كه وقتـي  
را سيگنالي تعريف مي كنـيم كـه بـه ازاي    t(دست مي دهد . يعني (به يك سيستم اعمال مي شود ، پاسخ ضربه را به 

  به دست مي دهد  tx)(هر 
)2-138        (                                                                                  )(*)()( ttxtx   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  به حد كافي كوچك به سيستمي كه به آن ورودي اعمال مي كنيم بستگي دارد؛ : يافتن 35- 2شكل 
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) بـه ورودي  137-2توصيف شـده بـا معادلـه (    LTIالف) پاسخ سيستم    t   25/0و  1/0، 00025/0بـا  (؛ ب
پاســخ هــا بــه  tr  ؛ ج) پاســخ هــا بــه   trt  ؛ د) پاســخ هــا بــه  *   trtr  ؛ هـــ) پاســخ ضــربه سيســتم  *

   tueth t2 نشان مي دهد كه براي مستقل شدن پاسـخ از شـكل    34-2. مقايسه اين پاسخ ها با پاسخ هاي شكل
  كوچكتري برگزينيم. پالس ورودي بايد

),()(از اين لحاظ، تمام سيگنالهايي چون  ttr   0وغيره كه به ازاي       پالسـهايي كوتـاه هسـتند در حـد شـبيه
  ارضا مي شود.)138-2بگذاريم، درحد معادله (t)(ضربه واحد عمل مي كنند، زيرا اگراين سيگنالها را به جاي 

) بـه دسـت آورد. بـراي    138-2تمام خواص مورد نياز ضربه واحد را مي توان از تعريف عملياتي بيـان شـده در معادلـه (   
)(1داشته باشيم  tمثال اگر به ازاي تمام مقادير  tx  آنگاه ،  

 







  ddtxtxtttxtx )()()()(*)()(*)()(1  

 t)(رست يك تعريف عملياتي هم ارز ولي كـاملاً متفـاوت را بـراي    پس سطح زير ضربه واحد برابريك است . گاهي بهت
)(را مي گيـريم ، آن را وارونـه مـي كنـيم تـا       tg)(به كار بريم. براي يافتن اين تعريف جديد سيگنال دلخواه  tg    بـه

  ) داريم  1382-2مي يابيم. با استفاده از معادله ( t)(دست آيد، و سپس كانولوشن آن را با 

 dtgttgtg )()()(*)()( 



  

  نتيجه مي دهد0tكه به ازاي 

)2-139          (                                                                        



  dgg )()()0(  

-2) را نتيجه مي دهد. از طرف ديگر معادلـه ( 139-2)، معادله (138-2بيان شده با معادله ( t)( پس تعريف عملياتي
را يـك زمـان    tرا يـك سـيگنال معـين و     tx)() را نتيجه مي دهد. براي پي بردن اين مطلب 138-2) هم معادله (139

  ثابت مي گيريم وتعريف مي كنيم .

)()(   txg  
  )به دست مي آوريم  139-2سپس با استفاده از معادله (

 







  dtxdggtx )()()()()0()(  

  ) هم تعريف عملياتي معادلي براي ضربه واحدست .139-2) است. پس معادله (138-2كه همان معادله (
انتگرال گيـري   تا از حاصلضرب در فاصله ضرب شود و tg)(يعني ضربه واحد سيگنالي است كه اگر سيگنال 

  را به دست دهد . g)0(شود، مقدار 
) 138-2بـه صـورت معادلـه (    t)(، و در نتيجه با كانولوشـن سـروكار داريـم، تعريـف      LTIچون عمدتاً با سيستمهاي 

) براي تعيين بعضي از خواص ديگر ضربه واحد مفيدست. مـثلاً سـيگنال   139-2ورد مراجعه ماست. ولي معادله (بيشتر م
)()( ttf   را در نظر بگيريد، كه در آن)(tf )داريم  139- 2يك سيگنال دلخواه است. طبق معادله(  

)2-140                             (                                                       )0()0()()()( gfdgf 
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)0()(از طرف ديگر، با در نظر گرفتن سيگنال  tf   مي بينيم كه  

)2-141        (                                                                     )0()0()()()0( gfdgf 



  

)0(),()()()در مي يابيم كه اگر دو سـيگنال  141-2)و(140-2معادله هاي ( با مقايسه ttftf در)(tg   ضـرب شـوند
انتگرالگيري شود، نتيجه يكساني بـه بـار مـي آورنـد . پـس از ايـن شـكل تعريـف         تاواز حاصلضرب در فاصله 

  گنالها نتيجه مي گيريم كه  عملياتي سي
)2-142        (                                                                           )()0()()( tfttf    

  )را ببينيد}76-1به روشي ديگر به دست آوريم {معادله (2-4-1اين همان خاصيتي است كه آن را در بخش 
  اي تكيندوبلت واحد وديگر سيگناله 2-5-3

ضربه واحد يكي از سيگنالهاي موسوم به توابع تكين است، تمام اين سيگنالها را مي توان به صـورت عمليـاتي، برحسـب    
در نظـر بگيريـد كـه خروجـي آن مشـتق ورودي اش باشـد،        LTIرفتارشان در عمل كانولوشن تعريف كرد. يك سيستم 

  يعني  

)2-143            (                                                                                     
dt

tdx
ty

)(
)(   

1)(پاسخ ضربه اين سيستم مشتق ضربه واحدست و دوبلت واحد  tu       خوانده مي شود. بـا توجـه بـه نمـايش كانولوشـني
  داريم   X(t)به ازاي هر سيگنال  LTIسيستمهاي 

)2-144      (                                                                              )(*)(
)(

1 tutx
dt

tdx
  

1)() نيـز تعريـف عمليـاتي    44-2به حساب مي آيد، معادله ( t)() كه تعريف عملياتي 138-2درست مثل معادله ( tu 
2)(است. به طور مشابه مي توانيم  tu مشتق دوم ،)(t را پاسخ ضربه يك سيستم ،LTI    بدانيم كـه مشـتق دوم ورودي

  را به دست مي دهد ، يعني  

)2-145                   (                                                                          )(*)(
)(

22

2

tutx
dt

txd
  

  )داريم144-2( طبق معادله

)2-146                              (                      )(*)(*)(*)()
)(

(
)(

1112

2

tutututx
dt

tdx

dt

d

dt

txd
  

  بنابراين  
)2-147                          (                                       )(*)()( 112 tututu   

ام  kاسـت ودر نتيجـه پاسـخ ضـربه سيسـتمي اسـت كـه مشـتق          t(ام ( k ، مشتق0kبا  tuk)(به طور عمومي، 
  مشتقگير ساخت، داريم   kورودي را به دست مي دهد. چون اين سيستم را مي توان با سري كردن 

)2-148   (                                               )(*....*)()( 11 tututuk   
نيز مانند ضربه واحد خواصي دارند كه، مي توان آنها را از تعريف عملياتي شـاان بـه دسـت آورد.     هريك از اين توابع ويژه
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)(1براي مثال اگر سيگنال ثابت  tx   را در نظر بگيريم ،درميابيم كه  

 







  dudtxututx

dt

tdx
)()()()(*)(

)(
0 111  

  
  
  
  
  
  

: مشتق 36- 2شكل   dttd /  پالس مستطيلي كوتاه t  34- 1شكل  

1),()(يعني مساحت زير دو بلت واحد صفرست. همچنين اگركانولوشن سيگنال  tgtu    را حساب كنيم ، به دست مي آوريم  

)(
)(

)(*)()()( /
11 tg

dt

tdg
tutgdutg 







  

  به دست مي دهد   t=0كه به ازاي 

)2-149(                                                                 



  dugg )()()0( 1

/  

1)(به نحوي مشابه مي توانيم ديگر خواص  tu  بعضي از ايـن   69-2و توابع ويژه مرتبه بالاتر را به دست آوريم، در مسئله
  خواص را در نظر مي گرفته ايم .

تعريف كرد. براي مثال چون دوبلت واحد مسـتق   اين توابع تكين رانيز مانند ضربه واحد مي توان برحسب پالسهاي كوتاه
ضربه واحدست، مي توانيم آن را در حالت ايده آل مشتق پالس كوتاهي با مساحت يك در نظر بگيريم. مثلا پالس كوتـاه  

)(t  0را در نظر بگيريد. اين پالس به ازاي  34-1شكل ند. پس انتظـار داريـم مشـتق    مانند ضربه عمل مي ك
dttdنشـان خـواهيم داد،     72-2به صورت دوبلت عمل كند. همانطور كه در مسئله  0آن را به ازاي  /)(   بـه
بـا مسـاحت    t=0است : يعنـي از ضـربه واحـدي در     36-2صورت شكل  بـا مسـاحت   tوضـربه واحـدي در  1/

   تشكيل شده است .1/

)2-150(                                             )}()({
1)(




 tt
dt

td


    

)(*)()(پس باتوجه به اين كه  oo ttxtttx  ) درمي يابيم كه  70-2{معادله{(  

)2-151(                      
dt

tdxtxtx

dt

td
tx

)()()()(
*)( 




  

) نشـان مـي دهـد كـه     144-2) و معادله (151-2شد . مقايسه معادله (دقيق ودقيقتر مي و 0كه تقريب به ازاي 
dttd /)(  0به ازاي . واقعاً به صورت دوبلت واحد عمل مي كند  

علاوه بر توابع ويژه اي كه مشتقهاي ضربه واحدند، مي تـوان تـوابعي تعريـف كـرد كـه انتگرالهـاي ضـربه واحـد باشـند.          
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  ديديم پاسخ ضربه انتگرالگير پله واحدست  13-2مانطور كه در مثال ه

 


t
dxty  )()(  

  بنابراين  

)2-152  (                                                     


t
dtu  )()(  

  به دست مي آيد   u(t)وتعريف عملياتي زير براي 

)2-153     (                                   dxtutx
t

 
 )()(*)(  

2)(به نحوي مشابه مي توان سيستمي تعريف كرد كه تركيب سري دو انتگرالگير باشد. پاسخ ضربه اين سيسـتم بـا    tu 
  نشان داده مي شود، كه كانولوشن پاسخ ضربه انتگرالگير با خودش است  

)2-154(                                                                               dutututu
t

   )()(*)()(2   

  برابريك است . داريم0tبرابرصفر وبه ازاي 0tبه ازاي tu)(چون 
)2-155     (                                                                                   )()(2 ttutu     

نشان داده اسـت. همچنـين مـي تـوانيم بـا اسـتفاده از       37-2اين سيگنال ، كه تابع شيب واحد ناميده مي شود، درشكل
2)() يك تعريف عملياتي براي رفتار 154-2) و (153-2معادله هاي ( tu . تحت عمل كانولوشن به دست آوريم  

)(*)(*)()(*)( 2 tututxtutx   

)2-156                      (                                 













t tt
ddxtudx  )()(*)(  

  را به صورت پاسخ ضربه تركيب سري چند انتگرالگير تعريف كنيم . u(t)همين قياس مي توانيم انتگرالهاي مرتبه بالاتر 

)2-157                     (                                    dutututu
t

kk )()(*....*)()( )1(     

),()(با tx)(نتيجه كانولوشن  34 tutu  انتگرالهاي مرتبه بالاتر......x(t)   )157-2است . توجه كنيد كه انتگـرال معادلـه (
  ) انجام شد ، وبه دست داد .155-2)را ببينيد. كاري كه در معادله (73-2را مي توان مستقيماً محاسبه كرد(مسئله 

)2-158(                                          )(
)1(

)(
1

tu
k

t
tu

k

k 




  

پس انتگرالهاي متوالي ضربه واحد ، برخلاف مشتقهاي آن ، توابعي هستند كه مي توان آنها را هم به ازاي مقاديرشان بـه  
  )}وهم با رفتار آنها تحت كانولوشن تعريف كرد .158-2هاي مختلف {معادلع ( tازاي 

  نمادهاي زير را به كار برد.tu)(وt)(ست براي گاهي بهتر
  
  
  

  : تابع شيب واحد37-2شكل                                             
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)2-159    (                                                                         )()( tut o  
)2-160  (                                            )()( 1 tutu   

پاسـخ ضـربه سيسـتم     tuo)(مشتقگيرسـت،   kپاسخ ضربه تركيب سري  0kبه ازاي  tuk)(با استفاده از اين نماد، 

انتگرالگير است . همچنني چون مشتقگير، سيسـتم   kپاسخ ضرب تركيب متوالي  0kبه ازاي  tuk)(هماني است، و 
  وارون انتگرالگيرست داريم  

)()(*)( 1 ttutu   
  ويا بانماد ديگر

)2-161        (                              )()(*)( 11 tututu o  
  داريم   rو k)مي بينيم كه به ازاي هرمقدار صحيح 161- 2()و157-2)، (148-2در حالت كلي ، باتوجه به معادلات (

)2-162           (                           )()(*)( tututu rkrk   
مشـتقگير ديگـر سـري شـده اسـت،       rمشتقگير سري است كه بـا   k) بيانگر 162-2هر دو مثبت باشند، معادله ( r,kاگر 

انتگرالگير ديگـر   rانتگرالگير سري داريم كه با  kنفي باشند. هر دو م r,k) ام ورودي است. اگر k+rوخروجي مشتق (

مشـتقگير   rانتگرالگيـر داريـم كـه بـه دنبـال آن       kمثبت باشد، تركيب سري  rمنفي و  kسري شده اند. همچنين اگر

0rkسري قرار دارد و سيستم كل به ازاي     معـادلrk      0انتگرالگيـر سـري وبـه ازايrk    معـادلk+r 

معادل سيستم هماني است. پس با تعريف توابع تيكن برحسـب رفتارشـان تحـت عمـل      k+r=0مشتقگيرست، و به ازاي 
تعبيرشان كنـيم . چـون درايـن كتـاب      LTIدر سيستمهاي  كانولوشن، مي توانيم با آنها به سادگي كارو برحسب اثرشان

چيز ديگر نمي جوييم ، تعريف عملياتي اين توابع ، به صـورت بيـان شـده در     LTIغير از اثر توابع تكين در سيستمهاي 
  اين بخش ، براي تمام مقاصدمان كافي است.
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  2پيوست 

  كه داراي رابطه رياضي مشخصي نيستند مفيد است. در اين روش براي دنباله هاي كوتاه و يا دنباله هايي توجه:
  عمليات كانولوشن ارائه نمي كند. اين روش اگرچه از نظر محاسباتي مناسب است اما درك صحيحي از نحوه توجه:

 جدول كانولوشن

س بـه راحتـي مـي    عمليات كانولوشن به طور قابل ملاحظه اي با بهره گيري از جدول، ساده شده است. البته به كمك تبديل لاپـلا 
  توان اكثر آنها را اثبات نمود.

  جدول انتگرال كانولوشن
       tftftftf 1221 **   tf2  tf1  شماره 

 Ttf    Tt    tf  1  

 tue t )1(
1 

   tu   tue t  2  

 tut   tu   tu  3  

  21
21

21

,)(
1




  tuee tt   tue t2   tue t1  4  

 tute t   tue t   tue t  5  

 tuet t2

2

1   tue t   tute t  6  

   



 








n

k
n

kn
t

n
tu

kn
tn

tue
n

0
11 !)(
!!   tue t   tut n  7  

 tut
nm
nm nm 1

!)1(
!! 


   tut n   tut m  8  

21
21

21

ReRe,)]()([
1




 ttette tt  tue t 2  tue t1  9  

 tuee tt 


 )(
1 21

21

   tue t 2  tue t 1 10  
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  همانند حالت پيوسته، جدولي كه حاوي جمع كانولوشن براي سيگنال هاي مختلف است، ارائه مي گردد.

  جدول جمع كانولوشن

       nfnfnfnf 1221 **   nf2   nf1  شماره  

 knf    nf   kn   1  

  1,
1

1 1










 

nu
n

   nu   nun  2  

 nun )1(    nu   nu  3  

  








 

nu
nn 11

   nun   nun  4  

    






















,)1(nunu nn   )1(  nun  nun  5  

  















,][
)( 2

nun nnn   nun   nun n  6  

    nunnn 11
6

1
   nun   nun  7  

   nuan n1   nun   nun  8  

   
 

  1,
1

11
2 











ni

nn

   nun   nun  9  

  

سيگنال  توجه:     1322  nnnx  4داراي طولxT   مي باشد، زيرا در خارج بـازه 1,2   سـيگنال
  صفر مي باشد.

در تعيين پاسخ با طول محدود به كمك كانولوشن مقادير اول و آخر دنباله پاسخ  توجه: ny     به راحتي به دسـت مـي آينـد. در
  مثال فوق:

            1115510,111011  hxyhxy  
  چند رابطه مفيد

               1,, 110    nnnudtutunnu t  

           
      1

!!

!1
,1* 1 




 knunu
nkn

k
nunxnxnunx

n

k  

       Zrktututu rkrk   ,*  
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0ttبراي تعيين مقدار پاسخ پله در زمان  توجه:    

     
0

0
t dhts  

شكل مقابل پاسخ ضربه سيستمي را نشان مي دهد آن گاه  1s :برابر است با  

  5.111
2

11
1 


s  

  
  

  38- 2شكل 

  به طور مشابه:

       


0
0* tt dhttuth  

     




0

0*
nn

k
khnnunh  

اگر مجموع مقادير سيگنال  نكته: nx  برابرxS  و مجموع مقادير سيگنال nh رابر بhS  باشد، مجموع مقادير ny  برابـر

hx SS   .خواهد بود  

اگر سطح زير  نمودار سيگنال  نكته: tx  برابرxS      و سـطح زيـر نمـودار سـيگنال th  برابـرhS       باشـد، سـطح زيـر نمـودار

 ty برابرhx SS   خواهد بود (منظور از سطح زير نمودار، همان انتگرال  تا .(است  

  برابر است با: Aباشد آن گاه مساحت زير منحني پاسخ  2Aو  1Aاگر مساحت زير منحني دو پالس به ترتيب  توجه:

21 AAA   

در مثال فوق در صورتي كه طول  توجه: th  ،2  گردد، آن گاه  1ty .خواهد شد  

با پاسخ ضربه  LTIدر يك سيستم  توجه:     
k kTtth  كه در آنT    دوره تناوب است آن گـاه پاسـخ ty 

  در حالت سكون اوليه برابر است با :

    


k
kTtxty  

كانولوشن متنوب دو سيگنال  توجه: tx و th :را با نماد زير نشان مي دهند  

         TT dthxthtxty )(*)(  

  پايداري در مقال فوق را مي توان به راحتي با بررسي ناحيه همگرايي به دست آورد. zبه كمك تبديل  توجه:

همواره پايدار خواهند بود مادامي كه هر كدام از مقادير پاسخ ضربه  FIRسيستم هاي  توجه: th .از نظر اندازه محدود باشد  
  گاهي اوقات يك ورودي كراندار مي تواند خروجي بي كران توليد كند نظير: توجه:
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00

0
*

nh

nh
nh

nh
nx  

كه در آن  nh*  خروجي مختلط nh  مي باشد. همان طور كه مشاهده مي كنيد، دنباله nx     داراي تغييـرات محـدود بـه
  برابر است با: 0nست با اين حال مقدار خروجي در يك ا

       
  s
kh

kh
khkxy

kk
 









2

0  

  شود، يك دنباله ورودي كراندار، يك دنباله خروجي بي كران توليد كرده است. sاگر 

در سيستم هاي عليّ، با توجه به رابطه  توجه:     nhnxny * اريم:د  

      


k
knhkxny  

سيستم عليّ است پس به ازاي   0,0  nnh :  

     000 hxy   

         01101 hxhxy   

             0211200 hxhxhxy   

                 031221303 hxhxhxhxy   

معمولاً تعيين  توجه: nhi به كمك معادله بالا با در دست داشتن  nh  دشوار است. اما به كمك تبديلz  يك روش سرراست
  براي محاسبه سيستم معكوس محيا است.

  خروجي براي يك ورودي داده شده به صورت يكتا مشخص نيست و شرايط كمكي مورد نياز مي باشد. :1توجه 
ازي معادله تفاضلي به صورت يك معادله بازگشتي پيش شرط كمكي متوالي خروجي، مقادير بعدي با مرتب س Nبه كمك  :2توجه 

  به دست مي آيند. nو مقادير قبلي با مرتب سازي معادله تفاضلي با رابطه بازگشتي پس رونده نسبت به  nرونده با 
  روش بازگشتي پاسخ كامل يك سيستم را مي دهد يعني هم پاسخ به ورودي و هم پاسخ به شرايط اوليه. :3توجه 
  ر حالت كلي در صورتي كه معادله مشخصه سيستم به صورت زير باشد:د توجه:

        nrr
r zzzzzzzzzP   ...211  

  آن گاه پاسخ ورودي صفر (همگن) سيستم به صورت زير است:

    n
mm

n
rr

n
rr

nr
rh zazazaznananaany  

 ...... 22111
12

321  

در صورتي كه  توجه: zP :داراي دو ريشه مختلط باشد، آن گاه  

    nCoszknyzzz
n

h
*
21  

k, .به كمك شرايط كمكي به دست مي آيند  
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  را مشخص نمي سازد. LTIمعادلات تفاضلي به طور يكتا پاسخ ضربه يك سيستم  توجه:

در معادله  توجه: a  0در صورتي كهN  باشد، در اين حالت پاسخ ny :به صورت زير است  

         Mnx
a

b
nx

a

b
nx

a

b
knx

a

b
ny m

M

k

k  
 00

1

0 0

0

0

...1  

  كه يك معادله غير بازگشتي ناميده مي شود، پاسخ ضربه آن برابر است با:

 





 


wo

Mn
a

b

nh
n

,0

0
0  

 معادلات ديفرانسيل خطي با ضرايب ثابت

  با ضرايب ثابت به صورت زير است: Nيك معادله ديفرانسيل خطي مرتبه 

(*)           
 


M

k
k

k

k

N

k
k

k

k dt

txd
b

dt

tyd
any

00
  

پاسخ  ty :داراي دو بخش است  

     tytyty hP   

كه در آن  tyh  هر جواب معادله (*) به ازاي  0tx  است يعني جواب معادله  

 
0

0
 


N

k
k

k

k dt

tyd
a  

شرط اوليه نياز دارد همانند حالت زمان گسسته ريشه هـاي   Nامند كه به جواب اين معادله را پاسخ طبيعي (همگن) سيستم مي ن
  معادله مشخصه را پيدا مي كنيم:

    snt
n

ts
N

k

ts
h

k
k ekekektysasP  


...0 2

2
0

1
1  

  ريشه هاي معادله مشخصه مي توانند ساده، مكرر و مختلط باشند و همانند حالت زمان گسسته پاسخ همگن تغيير مي كند.

  sNt
N

tststs
h ekekekekty  ...3

3
2

2
1

1  

  ها به كمك شرايط اوليه تعيين مي گردند. ikضرايب 

اگر پاسخ سيستم خطي به ورودي  نكته: tu  ، ,tg  گردد آن گاه پاسخ آن سيستم به تابع ضربه  t  برابر
  خواهد بود با:

 



,tg  

ممكـن اسـت يـك     LTIبه دست مي آيد امـا از اتصـال دو سيسـتم غيـر      LTIهميشه يك سيستم  LTIار اتصال دو سيستم  :نكته
  به دست آيد. LTIسيستم 

يك سيستم خطي كه پاسخ ضربه اش با  نكته: nhk  يا th   نشان داده مي شود اگر بتوان آن را به صـورت knh    يـا
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 th  نمايش داد، آن سيستمLTI :خواهد بود نظير  

     knuknnhS k  5:1  

     knuknnhS k  2
2 3:  

   
 








...,4,25

...,3,11
:3 kknu

kkn
nhS k  

2,STV  است زيراkn 3  را نمي توان به صورتkn    ،3نوشت. به طور  مشـابه,STV      اسـت زيـرا ضـوابط تـابعي از
kn  .نمي باشند  

  قابل پياده سازي اند. IIو  Iسيستم هاي زمان پيوسته هم به دو صورت روش مستقيم  توجه:

  چند نكته

  كانولوشن دو سيگنال زوج، سيگنالي زوج است.
  فرد، سيگنالي زوج است. كانولوشن دو سيگنال

  كانولوشن يك سيگنال زوج با يك سيگنال فرد، سيگنالي فرد است.
 و اين كه:

     





 

 
 2

2
*1

3

t
thdht

t  
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  سوالات طبقه بندي شده فصل دوم

شكل زير را در نظر بگيريد. پاسخ ضربه  LTI: اتصال سيستم هاي  1سوال  nh :سيستم كل با فرض  

       1
2

1

4

1
1

2

1
1  nnnnh  

       nunnhnh 132   

   24  nnh  
  باشد كدام است؟

1 (       21
2

1

2

1
 nunnnu  

2 (       3
2

5
2

2

1
 nunnun  

3 (       2
2

5
12

4

5
1

2

1
 nunnn  

4 (       3
2

5
2

2

1
1

2

1
1

2

1
 nununun  

: در سيستم نشان داده شده اگر  2سوال    tuetx t23   در آن صورت باشد ty با كدام گزينه برابر است؟  

1 (0  

2 ( tue t23   

3 ( tue Tt )(23   

4 (   Ttuaetue Ttt   )(22 2  

: ورودي يك سيستم علـّي بـه صـورت     3سوال    nunx
n









2

مـي باشـد. اگـر     1  10 y  ،  21 y  ،

  32 y  و  43 y   باشد، مقدار پاسخ ضربه درn = 3  يعني 3h كدام است؟  

1 (2    2 (
5

1  

3 (1    4 (
2

5  
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: اگر  4سوال      nunnh 1 كلي سيستم مقابل كدام است؟ باشد، پاسخ ضربه  

1 (   nu
n

nhtot 2

1
  

2 (   nu
n

nhtot 2

2
  

3 (   nu
nn

nhtot 2

)2()1( 
  

4 (   nu
n

n
nhtot 2

1




  

زير منحني سيگنال  سطح : 5سوال  t به صورت   
 dttA    تعريف مي شود. اگر ورودي خروجـي يـك

ستم خطي و تغييرناپذير با زمان سي     thtxty *  باشد كه tx  ،ورودي ty   خروجـي و th   پاسـخ

  كدام است؟ Aضربه آن است، سطح زير منحني سيگنال خروجي يعني 

1 (hxy AAA     2 (hxy AAA .  

3 (hxy AAA *    4 رابطه مشخصي بين (hxy AAA   وجود ندارد. ,,

: براي سيگنال گسسته در زمان  6سوال  nx  مطابق شكل، حاصل عبارت   nnx 2*31)3(  كدام است؟  

  




 






wo

kkn
k

n
x

nx k

,0

...,2,
  

1 ( n
4

1    2 ( n
2

1  

3 ( n    4 ( n2  

: اگر در شكل زير  7سوال  








...,2,10

01

n

n
ntx  باشد در آن صورت ty :برابر است با  

1 ()(th  

2 ()(tx  

3 ()(t  

4 ()(*)( thtx  
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  زير را در نظر بگيريد: LTI: سيستم  8سوال 

  
در صورتي كه  th1 به صورت شكل روبرو نمايش داده شود  

و نيز    thth 12   ،   23  tth  و   114  thth  
به ورودي  t=0باشد، خروجي سيستم در لحظه      2 tttx :برابر است با  

1 (0    2 (2  
3 (2,5    4 (3  

زمان گسسته به صورت  LTI: اگر پاسخ ضربه واحد يك سيستم  9سوال  nu
n









4

باشـد، خروجـي سيسـتم در    1

  :برابر است با 3حالت دائمي به ورودي پله به اندازه 

1 (
3

4    2 (
4

3  

3 (4    4 (3  

زمان گسسته به ضربه شيفت يافته   LTI: پاسخ يك سيستم  10سوال    1 nnx    به صورت زيـر اسـت. در
  مورد اين سيستم كدام گزينه صحيح است؟

        ليّ، حافظه دار و ناپايدار) ع1
  ) عليّ، بدون حافظه و پايدار2
  ) غيرعليّ، حافظه دار و ناپايدار3
  ) غيرعليّ، بدون حافظه و پايدار 4

به صورت نشان داده شده در شكل زيـر اسـت. در صـورتي كـه ورودي ايـن       LTIيك سيستم ضربه : پاسخ  11سوال 

سيستم        tSintututx  جي آن در لحظه باشد، خرو
2


t كدام مقدار خواهد بود؟  

1 (2  

2 (2  
3 (  
  ) صفر4
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: ورودي  12سوال  tx  و پاسخ ضربه th  يك سيستمLTI :به شكل زير است  

  
  چيست؟ t=1خروجي سيستم ماكزيمم مقدار را داراست و مقدار خروجي در  tبه ازاي چه مقدار از 

  2مقدار خروجي برابر است با  t=1خروجي ماكزيمم مقدار را دارد و به ازاي   t=1) به ازاي 1

  1-مقدار خروجي برابر است با  t=1خروجي ماكزيمم مقدار را دارد و به ازاي   t=-1) به ازاي 2

  1مقدار خروجي برابر است با  t=1خروجي ماكزيمم مقدار را دارد و به ازاي   t=1) به ازاي 3

  0,5-مقدار خروجي برابر است با  t=1خروجي ماكزيمم مقدار را دارد و به ازاي   t=-1) به ازاي 4

  : سيستم داده شده در شكل مقابل: 13سوال 

   ) تغييرپذير با زمان و پايدار است.1

  ييرپذير با زمان و ناپايدار است.) تغ2

  ) تغييرناپذير با زمان و پايدار است.3

  ) تغييرناپذير با زمان و ناپايدار است.4

: فرض كنيد ورودي  14سوال  tx  و پاسخ ضربه th  يك سيستمLTI       به صـورت زيـر باشـند. در صـورتي كـه

خروجي اين سيستم را  tyبناميم، كدام يك از گزينه هاي زير صحيح است؟  

1 (  
 5dtty  

2 (  
 3dtty  

3 (  
 5.2dtty  

4 (  
 6dtty  
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به را مطابق شكل زير در نظر بگيريد. پاسخ ضر LTI: اتصال متوالي سه سيستم عليّ  15سوال  nh2    برابر اسـت بـا

     22  nununh  و پاسخ ضربه كلي سيستم به صورت شكل زير است. مقدار 31h :برابر است با  

1 (  031 h  

2 (  131 h  

3 (  231 h  

4 (  331 h  
  
  

زمان گسسته با پاسخ ضربه  LTI: اگر به يك سيستم  16سوال  nhورودي ،  

     3
2

1
12

2

1














 nununx

nn

  

اعمال شود، پاسخ سيستم،  ny:عبارت خواهد بود با  

1 (       2
4

1
1

2

1
 nhnhnhny  

2 (       2412  nhnhnhny  

3 (       2
4

1
1

2

1
 nhnhnhny  

4 (       2412  nhnhnhny  

را با ورودي  LTI: يك سيستم زمان گسسته  17سوال  nx  و خروجي ny   در نظر بگيريد. مي دانيم پاسخ ضـربه

سيستم  nh  به ازايNn   1وn  صفر است. براي تعيين nh   دانستن كدام دسته زوج ورودي خروجـي

  هم لازم و هم كافي است؟

1 (   kxky k  2 (مقدار متوالي  Nبراي , kxو ky  2برايN  مقدار متواليk  

3 ( kxو ky  براي k  4هيچ كدام (  
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: ورودي  18سوال  tx  و خروجي ty  يك سيستمLTI مطابق شكل هاي زير است. پاسخ ضربه سيستم چيست؟  

1 ( 1tu  

2 ( 2tu  

3 (   21  tutu  

4 (   21  tt  

30يك سيگنال پريوديك با پريود  LTI: فرض كنيد پاسخ ضربه يك سيستم  19سوال  T   به صورت زير باشد، اگـر

سيگنال ورودي به سيستم برابر      11  tututx باشد، خروجي سيستم كدام يك از موارد زير است؟  

  

: پاسخ يك سيستم خطي تغييرناپذير با زمان گسسته بـا پاسـخ ضـربه     20سوال   ][
2

1
nunh

n







   بـه ورودي

  nnx 2  درn=0 كدام مورد خواهد بود؟  

) 2  ) نامحدود1
3

4  3 (1    4 (
3

2  

ورودي  LTI: در يك سيستم  21سوال  tx  و خروجي ty :به صورت زير مي باشد  

     


























t

tt

t

ty

t

t

t

tx

5.12

5.15.05.02

5.00

,

10

101

00

  

  پاسخ ضربه اين سيستم عبارت است از:

1 (   5.1 tuth    2 (   5.12  tuth  

3 (     5.0 tututh  4 (   5.02  tuth  
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خ يك سيستم زمان گسسته خطي بدون حافظه به ورودي پاس : 22سوال      121  nnnx  برابر است با

   121  nny  پاسخ اين سيستم به ورودي     2212  nnnx  كدام يك از جواب هاي زير

  مي تواند باشد؟

1 (   11  nny    2 (   12  nny  

3 (   222  nny    4 (   222  nny  

: ضابطه ورودي  23سوال  tx  و خروجي ty  يك سيستم به همراه شكل خروجي ty :آن به صورت زير است  

   
 








11

11

ttx

ttx
ty  

  زير مي تواند باشد؟ورودي سيستم به كدام يك از دو شكل 

  
) فقط 1 tx1  2 فقط ( tx2  3هيچ يك4    ) هر دو (  

دو سيستم با پاسخ ضربه هاي به ترتيب  2Sو  1S:  24سوال    tueth t1  و 
t

WtSin
th


2  مي باشـند .

  در اين صورت:

1 (1S  2معكوس ناپذير وS .معكوس پذير است  

2 (1S  2وS .هر دو معكوس پذيرند  

3 (1S  2معكوس پذير وS .معكوس ناپذير است  

4 (1S  2وS .هر دو معكوس ناپذيرند  
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10: سيستمي داراي پاسخ پله اي به صورت زير مي باشد. خروجي سيستم را در زمان  25سوال   t    طـوري بـه

دست آوريد كه به ورودي تابع    tutSin 25 .اعمال شده باشد  

  

1 (   tCosty 


 21
2

5  2 (   tSinty 


 21
2

5  

3 (   tCosty 


 21
2

5  4 (   tSinty 


 21
2

5  

مطابق شكل زير تشكيل شده است. اگر پاسخ پله هر طبقـه بـه    LTI: سيستم زمان گسسته اي از دو طبقه  26سوال 

صورت  ng پله سيستم چه خواهد بود؟ مطابق شكل زير باشد، پاسخ  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

: ضــابطه بــين ورودي   27ســوال  nx  و ny        خروجــي يــك سيســتم زمــان گسســته بــه صــورت

     22 nxnxny  مفروض است. پاسخ پله سيستم چيست؟  

1 ( n1    2 (1  

3 ( nunu [    4.هر سه جواب غلط است (  
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  پاسخنامه سوالات فصل دوم

1-3(  

              nhnhnhnhnhnhnh 324221 ,**   

              2,211* 41  nnhnunnunnh  

          12*1
2

1

4

1
1

2

1







  nunnnn  

           21
2

1
1

2

1

4

1
1

2

1
 nunununnn  

جمله آخر  3با جايگزيني  nh  با     nnnu  1
2

3
2

2

  داريم: 5

         2
2

5
12

4

5
1

2

1
 nunnnnh  

1با تغيير متغير  nn ) را مناسب ترين گزينه دانست.3مي توان گزينه (  
2-2(  

     
           tuetxty

txTtawtw

Ttawtwty t23 







  

3-4(  

     knhkxny
k





  

n < 0  ،سيستم عليّ است زيرا به ازاي   0nh .است  

        10000  hhxy  

           
2

3
101101  hhxhxy  

                220211202  hhxhxhxy  

                   
2

5
3031221303  hhxhxhxhxy  

4-3(  

         1**  nhnhnhnhnht  

                 11*1*  nunnunnunnhnhnhnh  

        nunnnunh 21
2

1
*   
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5-2(  

           










 dtdthxdthtxdttyAy *  

      



 ddtthx ][  

با تغيير متغير  tk :خواهيم داشت  

          hxy AAdkkhdxddkkhxA ..][    









  

6-3(  

          nnnnnx  *2*313  

7-1(  

            


k
tkTtttwttx ,,  

           ththtthtwty  **  
8-4(  

           ththtyththty 432211 *,*   
  با توجه به كانولوشن دو پالس هم عرض داريم:

                  2** 2121  tttytytxtytyty  

         22 1211  tytytytyty  

          3012020200 2211  yyyyy  
9-3(  

  ريم:با توجه به جمع كانولوشن دا

          4

4
1

1

)
4

1
(1

33*
4
1

1
















ynunununy

n
n

  

در حالت دايمي  n  به دست مي آيد. 4مقدار پاسخ  
10-3(  

n < 0  ،سيستم غير عليّ است زيرا به ازاي   0nh .است با حافظه هم هست  
11-1(  

      2
2

4

3

4

 





  





 dSinydthxty  
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12-2(  

            11111    



 dxhydtxhty  

برابر خواهد بود با   1tزيمم مقدار خروجي در بيشترين هم پوشاني صورت مي پذيرد كه با كمي دقت در شكلضمناً ماك

422max y.  
13-3(  

  سيستم تغييرناپذير با زمان است.

      dtTtxtxty t
    

          dtTtxtxtyttxtx t
   002012  

      tydTtxtxtt
2

0
00  

  

                 
  
Tt t

Tt

t tt dxdxdxdTxdxty
14 -4(  

  632   
 hxy AAdttyA  

15-3(  

   12  nnh  

           212* 222  nnnnhnhnh  

     nhnhnh 12 *  
  

        100.00,0 112  hhhhn  

            3101001,1 11212  hhhhhhn  

          3201222,2 1111  hhhhhn  

          23012233,3 1111  hhhhhh  
16-2(  

         3)
2
1

(312)
2
1

([  nununununx nn  

       2412  nnnnx  

       2412  nhnhnhny  
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17-4(  

طول  nh  برابرN  است. پس نياز بهN :معادله مستقيم داريم  

           






k

N

k
knxkhknxkhny

1

0
  

        




1

0
1...10

N

k
Nhhhkh  

مقدار  Nاز طرفي براي داشتن  ny   2طبق معادله (*) نيازمندN-1 دار مق nx        هسـتيم بنـابراين هـيچ كـدام از گزينـه هـا
  صحيح نمي باشد.

18-1(  
  با كمي دقت در منحني هاي ورودي و خروجي در مي يابيم:

       dxty t 1  

به ازاي    ttx  :داريم  

       11 1    
 tuduudxth tt  

  روش اول حل: )19-3

ود كانولوشن يك پري th  را با tx:محاسبه مي كنيم  

و استفاده از قضيه جمع آثار پاسخ كل  LTIبا بهره گيري از خواص سيستم هاي  ty.را به دست مي آوريم  

روش دوم حل: عرض پالس  tx ، th ،2  مي باشد. بنابراين عرض پالس ty 4  مي گردد. و چون پريود th  ،3   ،اسـت
  ) صحيح است.3پالس هاي مثلثي خروجي با هم تداخل مي كنند و لذا گزينه (

20-2(  

       
3

4

4
1

1

1
)

4

1
()

2

1
(200

0



 












 k

kk

k

k

k
kukhkxy  

21-4(  

       dxty t 5.02  

به ازاي    ttx :داريم  

       5.0225.02 5.0    
 tuduudth tt  

22-1(  

سيستم خطي و بدون حافظه است پس      nxnfny  :و لذا  

    11,00  ff  

             2221122  nfnfnxnfny  
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به علت نامشخص بودن  2f  پاسخ ny2  بـه ازاي  1بـا توجـه بـه گزينـه هـا، گزينـه (       جواب هاي بي شمار خواهد داشـت (

  02 f .مي تواند درست باشد  
23-3(  

ضابطه سيستم را بر روي  tx1 .اعمال مي كنيم  

ضابطه سيستم را بر روي  tx2 .اعمال مي كنيم  
24-3(  

  آن است كه: شرط وارون پذيري سيستم بر حسب پاسخ ضربه

     tthth 1*  

با پاسخ ضربه  1Sسيستم    tueth tمعكوس پذير است زيرا  

         ttthtueth i
t   ,  

         ttttuethth t
i   }{*)}({*  

  معكوس ناپذير است زيرا 2Sسيستم 

  )(






Wt

cSin
t

W

t

WtSin
th  

ر مضارب صحيحي از تابع فوق د
W

 .صفر مي باشد كه باعث معكوس ناپذير شدن سيستم مي گردد  

25-3(  
  پاسخ ضربه برابر است با:

   
dt

twd
th   

        10,* 0  tdttxtxthty t  

 tCostCosdttSin tt 





 21
2

5
)22(

2

5
25 00  

26-1(  

     1 ngngnh  
  پاسخ پله به كل سيستم:

     nhngngt *  

       }3212{*  nnnng  

     3212  ngngng  

مطاب شكل با ترسيم  ngt ) به دست مي آيد.1گزينه (  
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27-1(  

     22 nununs   
  همواره داريم: 0nبه ازاي 

(*)  

      10 22  nunsnu  
   n = 0به ازاي 

(**)  

      0110000  uusn  
  با توجه به (*) و (**) و چك گزينه ها داريم:

   nns 1  
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 فصل سوم

  نمايش سري فوريه سيگنالهاي متناوب 
  مقدمه -3

صورت گرفت، برنمـايش سـيگنالها بـه صـورت     2به صورت جمع كانولوشن كه در فصل  LTIنمايش وتحليل سيستمهاي 
تركيب خطي ضربه هاي جابه جا شده استوار بود. در اين فصل و دو فصل بعد روشهاي ديگـري بـراي نمـايش سـيگنالها     

ي يك مجموعـه  نقطه شروع كار، نمايش سيگنالها به صورت تركيب خط2پي مي ريزيم. همانند فصل  LTIوسيستمهاي 
سيگنال پايه اي است. براي اين نمايش جديد نمايي هاي مختلط را بـه كـار مـي بـريم. نمـايش حاصـل تبـديل فوريـه         
پيوسته در زمان يا گسسته درزمان خوانده مي شود. خواهيم ديد كه اين نمايش را مـي تـوان بـراي سـيگنالهاي متعـدد      

  ومفيدي به كار برد.
نقطه شروع كـار ،  2پي مي ريزيم . همانند فصل  LTIكار،نمايش سيگنالها وسيستمهاي  نقطه شروع 2سپس مانند فصل 

نمايش سيگنالها به صورت تركيب خطي سيگنال پايه اي است . براي اين نمايش جديد نمايي هـاي مخـتلط را بـه كـار     
  مي بريم. نمايش حاصل تبديل فوريه پيوسته در زمان يا گسسته در زمان خوانده مي شود .

  خواهيم ديد كه اين نمايش را مي توان براي سيگنالهاي متعدد ومفيدي به كار برد .  
بـه هـر ورودي    LTIعمل مي كنيم .يعني باتوجه به خاصيت جمع آثارمي توانيم پاسخ يك سيسـتم  2سپس مانند فصل 

اي اسـت . درفصـل   متشكل از تركيب خطي سيگنالهاي پايه، همان تركيب پاسخهاي سيستم به ايـن سـيگنالهاي پايـه    
اين پاسخها نمونه هاي جابجا شده پاسخ ضربه بودند كه به جمع يا انتگرال كانولوشن انجاميـد. چنانچـه در ايـن فصـل     2

به ورودي نمايي مختلط شكل ساده اي دارد، بنابراين نمـايش مناسـب ديگـر بـراي      LTIخواهيم ديد پاسخ يك سيستم 
  براي تحليل اين سيستمها ودرك خواصشان پيش پايمان مي گذارد. به دست مي آيد وراه ديگري LTIسيستمهاي 

دراين فصل توجه خود را به نمايش سيگنالهاي پيوسته وگسسته درزمان متناوب، موسوم به سري فوريـه ، معطـوف مـي    
ود اين تحليل را به نمايش تبديل فوريه دسـته وسـيعتر سـيگنالهاي نامتنـاوب داراي انـرژي محـد      5و4كنيم. درفصلهاي 

 LTIتعميم مي دهيم. اين دو نمايش ابزارهاي بسيار پرتوان ومهمي براي تحليل، طراحي، ودرك سيگنالها وسيسـتمهاي  
  دراختيارمان قرار مي دهند، بنابراين در اين فصل وفصلهاي بعد وقت زيادي صرف بررسي كاربردهاي روشهاي فوريه خواهيم كرد .

رائه مي كنيم تا ديدي نسبت به مفاهيم وموضـوعاتي كـه در بخشـهاي آتـي     دربخش بعد دورنماي تاريخي مختصري را ا
  اين فصل به تفصيل مورد بررسي قرارخواهيم دادكسب كنيم .

  دورنمايي تاريخي 3-1
پيدايش تحليل فوريه تاريخي طولاني دارد، و شخصيتهاي مختلف وبررسي هاي فيزيكـي بسـيار متفـاوتي در آن دخيـل     

يعني مجموع سينوسي ها وكسينوسي ها يا نمايي هـاي مخـتلط متنـاوب     -»جمعهاي مثلثاتي«ه ازبوده اند. ايده استفاد
  براي توصيف پديده هاي متناوب به زمان بابليها برمي گردد . –مرتبط ها رمونيكي

ارد اويلـر  بالئونه ـ1748آنها براي پيش بيني رخدادهاي نجومي اين ايده ها را به كار مي بردند. تاريخ نوين اين موضوع از 
اوليه اين تار رانشـان مـي دهـد. اگـر     » وجه هنجار«چند 1-3شروع مي شود. او حركت تارمرتعش را بررسي كرد . شكل 

),( xtf انحراف عمودي تار برحسب زمان (t  وفاصله در امتداد تـارx          باشـد، بـراي هـر زمـان وجـه هـاي هنجـار توابـع
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ن داد كه اگر آرايش تارمرتعش دريك لحظه از زمان تركيب خطي ايـن وجـه هـاي    سينوسي هماهنگ هستند. اويلر نشا

طبيعي باشد، آرايش آن در تمام لحظات بعدي نيز به همين صورت است . به علاوه اويلرنشـان داد كـه ضـرايب تركيـب     
م ايـن كـار همـان    خطي در هر زمان را مي توان از روي ضرايب تركيب خطي زمانهاي قبل به دست آورد . او بـراي انجـا  

محاسباتي را انجام داد كه ما در بخش بعد، براي به دست آوردن يكي از خـواص جمعهـاي مثلثـاتي ،انجـام مـي دهـيم       
مفيد ساخته است . به بيان روشنتر، خواهيم ديـد كـه اگـر     LTI،همان خاصيتي كه اين جمعها را در تحللي سيستمهاي 

ابع نمايي مختلط متناوب يا سينوسي بيان شود ، خروجي را نيز مـي  به صورت تركيب خطي تو LTIورودي يك سيستم 
  توان به همان شكل بيان كرد وضرايب خروجي رابه سروشي سرراست برحسب ضرايب ورودي به دست آورد .

خاصيتي كه در بالا ذكر كرديم فايده چنداني نخواهد داشت، مگراين كه بتوان توابع توابع زيـادي را بـه صـورت تركيـب     
دانيل برنـولي  1753ي توابع نمايي مختلط نشان داد. بحث برسر اين نكته در اواسط قرن هيجدهم بسيار داغ بود. در خط

برمبناي شواهد فيزيكي استدلال كرد كه تمام حركات فيزيكي تا را مي توان به صورت تركيب خطي وجه هـاي طبيعـي   
نظـر او پـذيرش عـام نيافـت. در واقـع خـود اويلـر هـم سـريهاي          بيان كرد ، ولي او اين كار را ازنظر رياضي دنبال نكرد و

ژوزف لويي لاگرانژ كاربردهاي سـريهاي مثلثـاتي را در بررسـي تـار مـرتعش شـديداً       1759مثلثاتي را كنار گذاشت و در 
شيب ناپيوسـته)  مورد انتقاد قرار داد . انتقاد او بر اعتقاد او داير بر غير ممكن بودن نمايش سيگنالهاي گوشه دار (يعني با

برحسب سريهاي مثلثاتي استوار بود . اگر تاررا بكشيم وسپس رها كنيم چنين حالتي پيش مـي آيـد . بـه همـين دليـل      
  لاگرانژ مي گفت سريهاي مثلثاتي كاربرد بسيار محدودي دارد .

  
  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

 

 

  

  ابت زماني نشان مي دهد).: وجه هاي هنجار تار مرتعش (خطوط پيوسته هر وجه را در يك لحظه ث1- 3شكل 
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. ار خـود را نـيم قـرن بعـد منتشـر كـرد      ) افك2-3در اين جو پر برخورد ونوميد كننده بود كه ژان باپتيست فوريه (شكل 
، در اوسر فرانسه متولد شد و زماني كه در جدالهاي مربوط به سريهاي مثلثاتي وارد شـد، يـك   1768مارس 21فوريه در 

شت. در نظر گرفتن شرايط آن دوران كارهاي فراوان او را مخصوصاً در مـورد سـري وتبـديل    زندگي تجربه را پشت سر دا
فوريه، برجسته تر مي كند. كشفهاي انقلابي او، گرچه در زمان حياتش به اندازه كافي مـورد تقـديرقرار نگرفـت، ولـي در     

  هندسي اهميت زيادي داشته ودارد .پيشبرد رياضيات اثر عمده اي داشت ودر حوزه بسيار وسيعي از كارهاي عملي وم

  
  : ژان باپتيست فوريه2- 3شكل 

فوريه علاوه بركارهاي رياضي ، زندگي سياسي فعالي هم داشت . طي سالهاي بعد از انقلاب فرانسه فعاليتهايش تقريبـاً او  
نـاپلئون بناپـارت، در   شاند ودو مورد مختلف تا پاي گيوتين هم پيش رفت. بعدها فوريه يكـي از همراهـان   كرا به سقوط 

توسـط  1802سفر به مصر شد (در اين صفر اطلاعاتي جمع آوري كرد كه مبناي رساله مصر شناسـي او شـد) ودر سـال    
ناپلئون به فرمانداري يك ناحيه فرانسه، واقع در گرنوبل ، منصوب شد. در آنجا بود كه ضـمن انجـام وظـايف مربـوط بـه      

ثلثاتي را پي ريزي كرد. محرك فوريه در اين كار ، پديـده انتشـار ونفـوذ حـرارت     فرمانداري، مطالب مربوط به سريهاي م
بود . اين كار به خودي خود قدم مهمي بود زيرا اكثر پژوهشهاي قبلي فيزيكي رياضي تنها به مكانيـك سـماوي وتعقلـي    

رتبط هـارمونيكي در  كار خود را كامل كرد، او دريافـت كـه سـريهاي سينوسـي م ـ     1807مربوط مي شد. فوريه در سال 
نمايش توزيع دما در يك جسم مفيدست. او همچنين ادعا كرد كه هر سيگنال متناوبي را مي توان با اين سريها نمـايش  
داد. گرچه كارفوريه دراين موضوع شايان توجه بود ، ولي بسياري از مطالب پشتيبان ان توسط ديگران كشـف شـده بـود    

قيق نبوده، شرايطي دقيقي كه تحت ان مي توان يك سيگنال متنـاوب را بـا سـري    همچنين استدلالهاي رياضي فوريه د
  توسط پ.ل. ديريكله بيان شد .1829فوريه بيان كرد، در

بنابراين فوريه ، واقعاً راجع به نظريه رياضي سري فوريه كاري نكرده است. اما اوايـن بيـنش روشـن را داشـت كـه تـوان       
ند ،كارها وادعاهاي او محرك بيشـتر كارهـاي بعـدي بـر روي سـري فوريـه بـود. عـلاوه         بالقوه نمايش بااين سريها را ببي

نه بـه   -براينها، فوريه در اين نوع نمايش، گام بسيار بزرگي نسبت به پشتيبان خود برداشت، او سيگنالهاي غير متناوب را
  غير هماهنگ نمايش داد . بلكه با انتگرال وزن دار سينوسيهاي –صورت حاصل جمع وزن دار سينوسيهاي همانگ

  .است LTIانتگرال يا تبديل فوريه هم مثل سري فوريه يكي ازقويترين ابزارهاي تحليل سيستمهاي 
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به آكادمي ارائه داد سه نفـر ازآنهـا ،   1807ر رياضيدان ودانشمند معروف مأمور بررسي مقاله هايي شدند كه فوريه دراچه

سال قبل خـود  50نتشار مقاله بودند، ولي چهارمين نفر ، ژ.ل لاگرانژ ، در عقيده س.ف .لاكروا ، گ .مونژ ولاپلاس موافق ا
، راجع به رد سريهاي مثلثاتي سرسخت ماند . به خاطر اعتراضات سخت لاگرانژ ، مقاله فوريه هرگـز چـاپ نشـد . فوريـه     

ار خود را به صـورت كتـاب نظريـه    پس از چند بار تلاش براي قبولاندن مقاله به انستيتو دو فرانس ، ويراست ديگري ازك
  سال بعد از ارائه مقاله فوريه به انستيتو چاپ شد .15، 1822تحليلي گرما منتشركرد . اين كتاب درسال 

  
 

 

 

: كشتي با جمع سه موج كه هر يك تناوب مكاني متفاوتي دارند، روبرو شده است. در جايي كه اين سه موج همديگر 3- 3شكل 
جبلندي توليد مي شود. وقتي دريا طولفاني است ممكن است موج بسيار بلندي كه با خط چين نشان داده را تقويت مي كنند مو

شده است  توليد شود. مكاني كه موج ها هم را تقويت مي كنند توسط فاز نسبي مولفه هاي جمع شونده تعيين مي شود (از 
در مجله  P. Brittonنوشته  ”Nightmare Are All Too Real to Deepwater Sailors“در مقاله  P. Mionشكلي رسم شده توسط 

Smithsonian  شمارهfeb. 1978, pp.64-65.(  

فوريه در اواخر عمر تاحدي به معروفيتي كـه شايسـته ان بـود دسـت يافـت ، ولـي مهمتـرين سـتايش ازاو، اسـتفاده از          
گيري، توپولـوژي مجموعـه هـاي نقطـه اي،     كارهايش در رشته هاي مختلف رياضي، علوم ومهندسي است. نظريه انتگرال

وبسط به توابع ويژه تنها چند نمونه ازمباحث رياضي ريشه گرفته از كارهاي فوريه هستند. همچنين غير ارتعاش وپخـش  
گرما، مسائل بيشماري درعلوم ومهندسي هستند كه سيگنالهاي سينوسي ودر نتيجه سري وتبديل فوريـه، نقـش عمـده    

كند . بريا مثال در توصيف رفتار متناوب آب وهواي زمين ، سـيگنالهاي سينوسـي بـه طـور طبيعـي       اي در آنها ايفا مي
ولتاژ وجريان سينوسي توليد مي كنند ، وچنان كه خواهيم ديد تحليل فوريـه ابـزاري بـراي     ACظاهر مي شوند . منابع 

امـواج اقيـانوس هـم از    3-3طبـق شـكل   ، مثل مدار ، به اين وروديها هستند . همچنـين   LTIبررسي پاسخ سيستمهاي 
تركيب خطي امواج سينوسي با تناوب مكاني ، يا طول موج هاي مختلف تشكيل شده اند . سيگنالهايي كه ايسـتگاههاي  
راديو وتلويزيون پخش مي كنند هم ماهيت سينوسي دارند . يك نگاه سريع به كتابهاي مربوط به تحليل فوريه ، گسـتره  

  نالهاي سينوسي وكاربردهايي را كه تحليل فوريه ابزار قوي آنها هستند، نشان مي دهد .كاربردهاي شامل سيگ
گرچه بسياري از كاربردهاي بيان شده دربالا، همينطور كارهاي خود فوريه ومعاصـران او در مسـائل فيزيـك رياضـي بـه      

ها وسيستمهاي گسسته درزمان ريشـه  پديده هاي پيوسته در زمان مربوط است ، ولي ابزارهاي تحليل فوريه براي سيگنال
. روشـهاي گسسـته در زمـان مخصوصـاً در     سيعي از كاربردها استفاده مي شـود هاي تاريخي خود را دارد ودر مجموعه و

. فرمولهاي پردازش مجموعه اطلاعات عددي براي يافتن تقريبهـايي از انتگـرال،   ه تحليل عددي اهميت بنيادي دارندحوز
دهم وخود نيوتن برمي گردد . همچنين پيش بيني حركت كرات سـماوي، باداشـتن يـك رشـته     مشتق وغيره به قرن هف

، توسـط دانشـمندان   19و18مجزا از مشاهدات مربوط به آن كرات ، انگيزه تحقيق در مورد سريهاي هـارمونيكي درقـرن   
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بـرروي سـيگنالهاي و   ورياضيدانهاي برجسـته اي چـون گـوش بـود، وزمينـه اي را فـراهم كـرد كـه در ان اكثـر كارهـا           
  سيستمهاي گسسته درزمان انجام مي شد .

خوانده مي شود ، معرفي شد . ايـن الگـوريتم كـه     FFT، كه اكنون تبديل فوريه سريع يا الگوريتمي1960در اوسط دهه 
د توسط كولي وتوكي ، به طور مستقل ازهم ، كشف شد تاريخي غني دارد ومي توان ريشه آن رادفترچه گوس دنبال كـر 

براي پياده سازي به صـورت ديجيتـالي بسـيار مناسـب اسـت       FFT. آنچه كشف نوين آن را با اهميت كرد ، اين بود كه 
  وزمان لازم براي محاسبه تبديلها راچند مرتبه تواني كوچك مي كند.

يـه گسسـته در   ، بـه كمـك سـري وتبـديل فور    كه قبلاً غير عملي تلقي مي شدند ،ن ابزار بسياري از ايده هاي جالببا اي
  زمان عملي شدند وگسترش روشهاي تحليل سيگنال وسيستم گسسته در زمان شتاب گرفت .

ثمره اين تاريخ طولاني ، چهارچوبي منسجم وقوي بـراي تحليـل سـيگنالها وسيسـتمهاي پيوسـته و گسسـته در زمـان        
بزارهاي اساسـي ايـن چهـارچوب را پـي     وفهرستي متنوع از كاربردهاي بالفعل وبالقوه است . در اين فصل وفصلهاي بعد ا

  مي ريزيم وچند كاربرد مهم آن را بررسي مي كنيم .

  پيوسته در زمان نمايي هاي مختلط  LTIپاسخ سيستمهاي 3-2

نمايش سيگنالها به صـورت تركيـب خطـي سـيگنالهاي پايـه       LTIگفتيم در بررسي سيستمهاي 0-3چنان كه دربخش 
  يه بايد دو خاصيت زير را داشته باشند :بسيار مفيدست . اين سيگنالهاي پا

  بايد بتوان سيگنالهاي مفيد متعددي را براساس اين سيگنالهاي پايه اي ساخت .
به هرسيگنال پايه بايد ساختاري آنچنان ساده داشته باشد كه بتوان پاسخ سيستم را به هـر سـيگنال    LTIپاسخ سيستم 

  پايه به آساني نمايش داد .ساخته شده به صورت تركيب خطي اين سيگنالهاي 
اساساً اهميت تحليل فوريه از اين حقيقت سرچشمه مي گيرد كه سيگنالهاي نمايي مختلط گسسته و پيوسـته در زمـان   

ات را دارنـد.  مختلط، ايـن خصوصـي   z,sگسسته در زمان به ازاي  nzپيوسته در زمان و  ste، يعني سيگنالهاي به شكل 
دربخشهاي بعدي اين فصل ودو فصل بعد ، خاصيت اول را به تفصيل بررسي مـي كنـيم. درايـن بخـش خاصـيت دوم را      

  فراهم شود . LTIبررسي مي كنيم تا انگيزه اي براي كاربرد سري وانتگرال فوريه در تحليل سيستمهاي 
يقت ريشه دارد كـه پاسـخ سيسـتم بـه ورودي نمـايي      دراين حق LTIاهميت توابع نمايي مختلط در مطالعه سيستمهاي 

  مختلط ، همان تابع نمايي مختلط تنها با يك تغير دامنه است ، يعني  

)3-1                           (                                                                          stst eSHe )(   پيوسته در زمان :  

)3-2                              (                                                                       nn ZZHz )(  گسسته در زمان:  
اسـت. سـيگنالي كـه پاسـخ      Zيـا   Sدرحالت كلي تابعي از متغير مخـتلط   H(Z)يا  H(S)كه در آن ضريب مختلط دامنه 

صلضرب يك ثابت (احتمالاً مختلط) در ورودي است، تابع ويژه آن سيستم، و ضريب دامنه مقدار ويـژه  سيستم به آن، حا
  آن سيستم ناميده مي شود .

پيوسـته در   LTIهسـتند، يـك سيسـتم     LTIبراي اين كه نشان دهيم توابع نمايي مختلط واقعاً توابع ويـژه سيسـتمهاي  
رامـي تـوان بـا اسـتفاده از انتگـرال       x(t)روجـي سيسـتم بـه ازاي ورودي    در نظر مي گيريم . خ h(t)زمان با پاسخ ضربه 
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stetxكانولوشن به دست آورد ، يعني به ازاي  )(  داريم  

)3-3   (                                                           
dehdtxhty

ts )(
)()()()(







    
)( tse رابه صورتstst ee  مي نويسيم وباتوجه به اين كهste  را مي توان از انتگرال بيرون آورد ، به دست مي آوريم  

)3-4        (                                                                                dehety sst 




 )()(  

  به صورت زيرست ste)همگراست، پاسخ به 4-3له (بافرض اين كه انتگرال سمت راست معاد

)3-5           (                                                                                  steSHty )()(   
  ضربه سيستم عبارت است از   كه رابطه آن با پاسخ است Sثابت مختلطي وابسته به SH)(كه درآن 

)3-6        (                                                                                  




  dehSH st)()(  

 H(S)، ثابـت   Sاست. براي هـر مقـدار مشـخص     LTIبنابراين نشان  داديم كه تابع نمايي مختلط تابع ويژه سيستمهاي 

  است .steظر با تابع ويژه مقدار ويژه متنا
گسسـته در   LTIبه شيوه اي كاملاً مشابه مي توانيم نشان دهيم كه رشته هاي نمايي مخـتلط توابـع ويـژه سيسـتمهاي     

  و ورودي زير در نظر بگيريد .nh}{با پاسخ ضربه  LTIزمان هستند. يك سيستم 

)3-7              (                                                                                                    nznx }{  
  يك عدد مختلط است. پس خروجي سيستم را مي توان به كمك جمع كانولوشن به صورت زير تعيين كرد zكه درآن 







k

knxkhny }{}{}{  

)3-8    (                                                                                           








 
k k

knkn zkhzzkh }{}{   

)باشـد، بـافرض همگـرا بـودن     7-3يك نمايي مختلط به صورت معادلـه (  x{n}اين عبارت نشان مي دهد كه اگر ورودي 
 zي مختلط در ثابتي دانست كـه بـه مقـدار    )، مي توان خروجي را حاصلضرب همان نماي8-3جمع سمت راست معادله (

  بستگي دارد. يعني  

)3-9              (                                                        nzzHny )(}{   
  كه در آن

)3-10  (                                                                                                     





k

kzkhzH }{)(  

گسسـته در زمـان هسـتند ثابـت      LTIپس همانند حالت پيوسته در زمان، نمايي هاي مختلط توابـع ويـژه سيسـتمهاي    

H(Z)  به ازاي هرمقدارZ مقدار ويژه تابع ،nZ. است  
نشـان مـي دهـيم . فـرض      LTIيل سيستمهاي بايك مثال فايده تجزيه سيگنالهاي عمومي برحسب توابع ويژه را در تحل

  تركيب خطي سه تابع نمايي مختلط باشد ؛ يعني   t(xكنيد (
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)3-11    (                                                                    tststs eaeaeatx 32)( 321    
  باتوجه به خاصيت توابع ويژه پاسخ سيستم به هريك از اين جمله چنين است  

tsts seSHasea )( 111   
tsts eSHaea 2)(2 222   

tsts eSHaea 3)(3 333   
  طبق خاصيت جمع آثار پاسخ سيستم به حاصل جمع برابر حاصل جمع پاسخهاست ، يعني  

)3-12  (                                                                     tststs eSHaeSHaseSHaty 3)(2)()()( 332211   
)وخاصيت جمع آثار نشان مي دهند كه نمايش سـيگنالها بـه صـورت    5-3يوسته درزمان، معادله (به طوركلي، درحالت پ

  مي انجامد . LTIتركيب خطي نمايي هاي مختلط به بيان مناسبي براي پاسخ يك سيستم 
  گرپيوسته درزمان به صورت تركيب خطي نمايي هاي مختلط بيان شده باشد، يعني ا LTIدر واقع اگرورودي يك سيستم 

)3-13   (                                     
k

skt
k eatx )(  

  آنگاه خروجي عبارت است از  

)3-14    (                                                                                  ts
k

kk

kesHaty )()(   

ه در زمان به صورت تركيب خطي نمايي هـاي مخـتلط بيـان    گسست LTIبه نحوي دقيقاً مشابه، اگر ورودي يك سيستم 
  شده باشد ، يعني اگر

)3-15       (                                                
k

n
kk zanx }{  

به صـورت تركيـب خطـي نمـايي      LTIبه بيان ديگر، در هر دو حالت گسسته وپيوسته در زمان، اگر ورودي يك سيستم 
بيان شده باشد، خروجي را نيز مي توان به صورت تركيبي خطي از همان سيگنالهاي نمـايي مخـتلط بيـان     هاي مختلط

)(ورودي و مقـدار ويـژه سيسـتم، يعنـي      kaكرد. ضـرايب ايـن نمـايش خروجـي از ضـرب ضـريب متنـاظر         KSH  يـا

)( KZHه متناظر باتوابع ويژtske  ياn
kz   به دست مي آيد. اين دقيقاً همان چيزي است كه اويلر براي ريسمان مـرتعش

كشف كرد، وفوريه وديگران را به بررسي امكان نمايش سيگنالها به صورت تركيب خطـي نمـايي هـاي مخـتلط ترغيـب      
الهاي متناوب، ابتدا درحالت پيوسـته درزمـان سـپس درحالـت گسسـته      كرد. درچند بخش بعد اين مسئله را براي سيگن

به تعميم اين نمايشها براي سيگنالهاي غير متناوب مي پردازيم. گرچه تحليـل  5و4درزمان بررسي مي كنيم. در فصلهاي 
، sي خـالص  فوريه توجه مارا به شكلهاي خاصي از اين متغيرها جلب مي كند.درحالت پيوسته درزمان به مقـادير موهـوم  

jsيعني    مي پردازيم و بنابراين تنها نمايي هاي مختلطي به شكلtje        رادر نظر مـي گيـريم. بـه نحـوي مشـابه

jwezعلاقمنديم كه اندازه اي برابريك دارند، يعني  zدرحالت گسسته در زمان تنها به مقاديري از    تنهـا نمـايي   پس

njeهاي مختلطي به شكل  . را مدنظر داريم  
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  1-3مثال 

آن  y(t)وخروجـي   x(t)در نظـر بگيريـد كـه ورودي     Lti) يك سيسـتم  6-3) و (5-3به عنوان مثالي از كاربرد معادلات (
  باجابجايي زماني زير به هم مرتبط باشند .

)3-17              (                                                                                                      )3()(  txty  

tjetxاگر ورودي اين سيستم سيگنال نمايي مختلط  2)(  ) داريم17-3باشد، باتوجه به معادله(  

)3-18                  (                                                                                        tjjtj eeety 26)3(2)(    

tje)است، وهمچنين انتظار را هم داشتيم، زيرا 5-3) به صورت معادله (18-3معادله ( تـابع ويـژه اسـت . مقـدار ويـژه       2

)2(6متناظر  jejH  ) پاسـخ  17-3) براي اين سيستم كار ساده اي است. طبق معادلـه ( 6-3است. محاسبه معادله (
)()3(ضربه اين سيستم   tth  ) به دست مي آوريم .6-3است. با جايگذاري در معادله (  






  sst edeSH 3)3()(   

sejHپس  3)2( .  
)()7cos()4cos()،سـيگنال ورودي 12-3)و(11-3عنوان مثـالي ديگرازمعـادلات(  به tttx      را در نظـر بگيريـد. صـد

  عبارت است از  ty)() خروجي 17-3البته، باتوجه به معادله (
)3-19        (                                                                        ))3(7cos())3(4cos()(  tttx  

را به كمك رابطـه اويلـر بسـط     x(t)همين جواب را به دست مي دهد ، ابتدا  )نيز12-3براي اين كه نشان دهيم معادله (
  مي دهيم :

)3-20(                                                                    tjtjtjtj eeeetx 7744

2

1

2

1

2

1

2

1
)(       

  ) به دست مي آوريم  12-3) و(11-3از معادلات (

tjjtjjtjjtjj eeeeeeeety 721721412412

2

1

2

1

2

1

2

1
)(    

  يا

)3(7)3(7)3(4)3(4

2

1

2

1

2

1

2

1
)(   tjtjtjtj eeeety  

))3(7cos())3(4cos(  tt  

tje(مثلاً  tx)(در اين مثال ساده ضرب هر مولفه نمايي متناوب  4

2

) باعث مـي  12jeدر مقدار ويژه متناظراش ( مثلاً  1

) را بـه صـورت ذهنـي    19-3معادله ( y(t)يم واحد زماني جابجا شود. واضح است كه در اين حالت مي توان3شود ورودي 
) استفاده كنـيم. ولـي چنانچـه خـواهيم ديـد خاصـيت عمـومي در        12-3) و (11-3بنويسيم تا لازم نباشد از معادلات (

پيچيـده تـر را ممكـن مـي كنـد وهـم اسـاس نمـايش          LTI) هم محاسبه پاسخ سيستمهاي 12-3) و (11-3معادلات (
  ه فركانس رافراهم مي سازد .در حوز LTIوتحليل سيستمهاي 
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  نمايش سري فوريه سيگنالهاي متناوب پيوسته در زمان3-3
  تركيب خطي توابع نمايي مختلط مرتبط هارمونيكي 3-2-1

  داشته باشيم T، سيگنالي متناوب است كه به ازاي يك مثبت غير صفر1طبق تعريف ارائه شده در فصل 
)()(                                                                                     T)           به ازاي تمام مقادير 3-12( Ttxtx   

TO) را ارضامي كند ، ومقدار 21-3است كه معادله ( Tكوچكترين مقدار غير صفر  x(t)دوره تناوب پايه  /2   نيـز
  فركانس پايه ناميده مي شود .

  دو سيگنال متناوب هم تعريف كرديم، سيگنال سينوسي1 درفصل
)3-22      (                                      ttx ocos)(   

  ونمايي مختلط متناوب
)3-23    (                                                                                          tj oetx )(  
oqودوره تناوب پايه oر دوي اين سيگنالها با فركانس پايه ه  /2     ) 3منسوب انـد. متنـاظر باسـيگنال معادلـه-

  ) يك مجموعه نمايي مختلط مرتبط هارمونيك وجود دارد  22
)3-24      (                                                            ,....2,1,0)/2()(   kTeetp Tjktjk

k
o   

متناوب اند . (البتـه بـه ازاي    Iاست . بنابراين همه آنها با دوره تناوب  oفركانس پايه هريك از اين سيگنالها مضربي از 
2k  دوره تناوب پايه)(tk كسري ازT ي مختلط هماهنگ به صورت زير  است )پس يك تركيب خطي توابع نما  

)3-25   (                                                              









k k

tTjk
k

tjk
k eaeatx o )/2()(   

) يك جمله ثابت اسـت هـر دو جملـه متنـاظر بـا      25-3معادله ( 0Kاست. جمله  Tنيز تابعي متناوب، بادوره تناوب 
1,1  kk  داراي فركانس پايهo          .هستند ومولفه هـاي پايـه، يامولفـه هـاي هماهنـگ اول ناميـده مـي شـوند

2,2دوجمله   kk  برابر فركـانس مولفـه پايـه) متنـاوب انـد      2با نصف دوره تناوب مولفه پايه (يابه طور معادل با
NkNkبه طور كلي مولفه هاي  ومولفه هاي هماهنگ دوم ناميده مي شوند.    نام دارند . N–هماهنگ ,

)،نمايش سري فوريه خوانده مي شود قبل از پرداختن بـه خـوص   25-3نمايش يك سيگنال متناوب ، به صورت معادله (
  اين نمايش ، يك مثال مي زنيم .

  2-3مثال 
  ) بيان شده باشد .25-3در نظر بگيريد كه به صورت معادله (2، با فركانس پايه x(t)يك سيگنال متناوب 

)3-26    (                                           





3

3

2)(
k

tjk
k eatx   

  ودرآن  

4

1
11  aa             1oa  

3

1
33  aa             

2

1
22  aa  

  ) را به شكل زير درآوريم  26-3باجمع كردن مولفه هاي هم فركانس مي توانيم معادله (
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)3-27    (                                  )(

2

1
)(

4

1
1)( 4422 tjtjtjtj eeeetx     

)(
3

1 66 tjtj ee    

  را به صورت زير نوشت   x(t)همچنين به كمك رابطه اويلر مي توان 

)3-28(                                                                  ttttx  6cos
3

2
4cos2cos

2

1
1)(   

  تركيب اين مولفه ها ساخته مي شود.چگونه از  x(t)نشان داده ايم كه سيگنال 4-3درشكل 
  )نمونه اي از شكل ديگر سري فوريه توابع حققي متناوب است فرض كنيد  28-3معادله (

)(txحقيقي است ومي تو) نوشت .چون 25-3ان آن را به صورت معادله ()()( * txtx   داريم  







k

tjk
k

oeatx *)(  

  به دست مي آوريم k–قرار دهيم  kاگر در جمع به جاي 

tejk

k

okatx  




*

)(  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

 

 

  
: ساختن سيگنال 4-3شكل  tx ) از سيگنال هاي سينوسي مرتبط هارمونيكي ) به صورت تركيبي خطي2-3معادله  

kaak) نشان مي دهد كه 25-3مقايسه اين معادله ومعادله (    يا به طور معادل*

)3-29    (                                                                                           kaak *  

kkها حقيقي اند وداريم kaچنين وضعيتي داريم، در واقع 2-3در مثال توجه كنيد كه  aa *  



     WWW.SANJESH.IR  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
 

»172« 

  ) را به صورت زير تغيير مي دهيم .25-3براي به دست آوردن شكلهاي ديگر سري فوريه، ابتدا ترتيب جملات معادله (

}{)(
1

tjk

k
k

tjk
ko

oo eaeaatx  



   

*با گذاشتن 
ka به جايka) به دست مي آوريم  29-3،برطبق معادله(  







1

* }{)(
k

tjk
k

tjk
ko

oo eaeaatx   

  چون دو جمله داخل كروشه مزدوج مختلط يكديگرند مي توان آنها را به شكل زير بيان كرد  

)3-30(                             tjk
k

k
o

oeaatx 





1

Re1)(  

  ا را به شكل قطبي زير بنويسيم  هkaاگر 
kj

Kk eAa   
  ) به صورت زير درمي آيد  30-3معادله (

}{Re2)( )(

1

kotjk
K

k
o eAatx  




  

  يعني  

)3-31(                    





1

}cos(2)(
k

koKo tkAatx   

بـه صـورت   ka) شكل متداول سري فوريه براي توابع متناوب حقيقي پيوسته در زمان اسـت . بـا نوشـتن    31-3معادله (
  قائم زير

KKk jCBa   
KKكه درآن  BC ) بـه  30-3معادلـه ( kaحقيقي اند ، مي توان سري فوريه را به شكل ديگـري نوشـت . بـه ازاي ايـن      ,

  صورت زير در مي آيد .

)3-32        (                                                                     
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k

oKoKo tkCtkBatx   

KKkها حقيقي اند ، يعني kaتمام 2-3درمثال  BAa ) بـه همـان شـكل    32-3) و(31-3وبنابراين هر دو نمايش(
  ) درمي آيند .28- 3معادله(

) ، از نظـر رياضـي بـا    25-3سب توابع نمايي مختلط ،به صورت معادله (پس بريا توابع متناوب حقيقي ، سري فوريه برح
) هم ارزست . گرچه دو معادله اخير، شكل متـداول  32-3) و(31-3هريك ازدو شكل مثلثاتي بيان شده در معادله هاي (

اين شـكل را بـه    مناسبترست و تقريباً به طور انحصاري سري فوريه اند ، ولي شكل نمايي مختلط معادله براي مقاصد ما
  كار مي بريم .

) يكي ازخواص متعدد سري فوريه را نشان مـي دهـد . ايـن خـواص برايكسـب بيـنش و همچنـين بـراي         29-3معادله (
به جمع آوري مهمترين آنهامي پردازيم. اثبـات بعضـي از آنهـا بـه مسـايل انتهـاي        8-3محاسبه بسيار مفيدند ودربخش 
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  ر خواص را در مقوله وسيعتر تبديل فوريه مورد بحث قرار مي دهيم .اكث3-4فصل واگذارشده است. دربخش 

  يافتن نمايش سري فوريه سيگنالهاي متناوب پيوسته در زمان3-3-2

)نمـايش داد، بايـد روشـي بـراي     25-3فرض اين كه بتوان سيگنال متناوب مفروضي را به سري به صورت سري فوريـه ( 
tjn) در 25-3ت . با ضرب دو طرف معادله (داشkaتعيين ضرايب  oe    به دست مي آوريم  

)3-33               (                        
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tjn ooo eeaetx )(  

OTتا  0از دو طرف معادله در فاصله   /2  انتگرال مي گيريم  

  




 
T

O
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o
k

tjntjk
k

tjn dteeadtetx ooo )(  

T  دوره تناوب پايهx(t)       است ، بنابراين انتگرالگيري روي يك دوره تناوب انجام مي شـود . بـاعرض كـردن جـاي جمـع
  وانتگرال به دست مي آوريم  

)3-34    (                                            
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  لر بازنويسي مي كنيم  محاسبه انتگرال داخل كروشه كاري سر راست است . اين انتگرال را به كمك رابطه اوي

)3-35            (                                                  T T
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T

O oo
tnkj tdtnkjtdtnkdte o
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)( )sin()cos(   

nkبه ازاي   جمله هاي ،tnktnk oo  )cos(,)sin(    توابع سينوسي با دوره تناوب پايـهnkT /   .هسـتند

) كه مضرب صحيحي از دوره تناوب اين سيگنالهاست انتگرال مـي  T)، روي فاصله اي (به طول35-3بنابراين در معادله (
گيريم. چون انتگرال را مي توان با مساحت زير منحني اين توابع در فاصله مورد نظر برابر دانست، هر دو انتگـرال سـمت   

nk) به ازاي 35-3راست معادله (  صفرند . به ازايk=n     ) برابريـك  35-3، عبارت زير انتگـرال سـمت چـپ معادلـه (
  است   Tاست بنابراين حاصل انتگرال برابر

  پس داريم  
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O

tnkj
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  است . سرانجام به دست مي آوريم  nTa) برابر 34-3ودر نتيجه ، طرف راست معادله (

)3-36  (                                                                            
T tjn

n dtetx
T

a o

0
)(

1   

) تنها نكته اي كـه در مـورد   35-3كه معادله اي براي محاسبه ضرائب است . به علاوه توجه كنيد كه درمحاسبه معادله (
-ازدورهصـحيحي ربمض ـگيـريم؛اين فاصـله  مـي انتگـرال Tفاصله انتگرالگيري گفتيم اين بود كـه در فاصـله اي بـه طـول     

tnktnkتناوبهاي oo  )cos(,)sin(      است . بنابراين اگر انتگرالگيري روي هر فاصـله بـه طـولT   رابـاTF  نشـان
  دهيم ، داريم  
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  ودر نتيجه  

)3-37         (                                                                                                        
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نمايش سري فوريه داشته باشد {يعنـي بتـوان آن را بـه صـورت تركيـب خطـي توابـع نمـايي          x(t)به طور خلاصه ، اگر 
  )باشد .37-3) نشان داد}، ضرايب سري بايد مطابق معادله (25-3مختلط هماهنگ، مطابق معادله (

  معادله اي كه سري فوريه سيگنالهاي پيوسته در زمان متناوب را تعريف مي كنند عبارت اند از  پس دو 

)3-38(                                                                                         
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)3-39(                                                                             
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) را معادلـه  38-3. معادلـه ( Tنوشته ايـم وهـم برحسـب زمـان تنـاوب پايـه      oاين عبارتها را هم برحسب فركانس پايه 
) را معادله تجزيه مي نامند. ضرايب 39-3تركيب ومعادله( kaريه يا ضـرايب طيفـي   ضرايب سري فوx(t)    ناميـده مـي

  را نشان مي دهند . x(t)شوند. اين ضرايب مختلط سهم هر هماهنگ مولفه اصلي در طيف 
  ) به دست مي آيد .يعني  39-3در معادله ( k=oاست وبا گذاشتن  x(t)يا مولفه ثابت  dcمقدار oaضريب 

)3-40        (                                                                                                               
To dttx

T
a )(

1  

) 39-3) و(38-3دريك دوره تناوب است . هم اويلر وهم لاگرانژ ، در اواسط قرن هجدهم بـا معـادلات (   x(t)كه ميانگين 
ه گستره وسيعي از توابع را مي توان بـه ايـن صـورت نشـان داد، موضـوع را رهـا       آشنا بودند. ولي بدون توجه به اينكه چ

  فوريه مي زنيم .طلب چند مثال در مورد نمايش سري كردند. قبل از پرداختن به اين م
  

  3-3مثال 

  سيگنال زير را در نظر بگيريد.
ttx osin)(   

)است. ولـي  39-3. يك راه تعيين ضرائب سري فوريه يان سيگنال به كاربردن معادله(استoفركانس پايه اين سيگنال 
در مورد اين سيگنال ساده بسط سيگنال سينوسي به صـورت تركيـب خطـي نمـايي هـاي مخـتلط و تشـخيص نظـري         

  كنيم   را به صورت زير بيانtosinضرائب سري فوريه ساده تر است.دقيقتر اين كه مي توانيم 
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  ) نشان مي دهد كه  38-3مقايسه طرف راست اين معادله ومعادله (

j
a
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2

1
,

2

1
11    

  1k0kaيا- 1
  

  4-3مثال 

  فرض كنيد  







 

4
2coscos2sin1)(

 ttttx ooo  

  را برحسب نمايي هاي مختلط بسط مي دهيم . t(x(3-3م مانند مثال است. بازهoكه داراي فركانس پايه 
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1
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1
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  با جمع جملات مشابه به دست مي آوريم  
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  بنابراين ضرايب سري فوريه اين مثال عبارت اند از
1oa  

j
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a
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1
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1
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  را به صورت نمودار ميله اي نشان مي دهد .kaدامنه وفاز 5-3شكل 
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

 4-3: نمودار دامنه و فاز ضرايب فوريه سيگنال مثال 5- 3شكل 

  5-3مثال 

  وره تناوب به صورت زير تعريف مي شود  ، دريك د6-3موج چهار گوش شكل 

)3-41             (                                                       
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وفركــانس پايــه  Tدرايـن كتــاب بــا ايــن ســيگنال بــه كــرات روبــرو خــواهيم شــد. ايــن ســيگنال بــا دوره تنــاوب پايــه  
TO /2 ست .متناوب ا  
  
  
 

  

  : موج چهارگوش متناوب6- 3شكل 

بهترسـت فاصـله    t=0حـول   x(t)) را به كار مي بريم. به خاطر تقارن 39-3معادله ( x(t)براي تعيين ضرائب سري فوريه 
/2/2انتگرالگيري را  TtT   برگزينيم، البته هر فاصله اي به طولT       نيز بـراي ايـن كـار مجازسـت ونتيجـه اي

) ابتـدا بـه ازاي   41-3ي به دست مي دهد. با استفاده از اين فاصله، وگذاشتن اين حـدود انتگرالگيـري در معادلـه (   واحد
K=0   به دست مي آوريم  

)3-42    (             1
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To T

T
dt

T
a  

 x(t)=1كسـري از دوره تنـاوب كـه در ان    است ، كه در اين حالت برابرست بـا   x(t)مقدار متوسط oaقبلاً هم گفتيم كه 
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  به دست مي آوريم.0kبراي 
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  كه مي توان آن را به شكل زير نوشت  
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1sinباتوجه به اين كه جمله داخل كروشه  Tk o است ، ضرائبka  را مي توان به صورت زير نوشت  
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كه در ان از  2TO. استفاده كرده ايم  
  
  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

 

 

  
: الـف)   Tثابـت و چنـد مقـدار     1Tسري فوريه مـوج چهـارگوش متنـاوب بـه ازاي      akT: نمودارهاي ضرايب 7-3شكل 

14TT   (18؛ بTT  (116؛ جTT     ضرايب نمونه هاي همفاصـله پـوش .   /2 1TSin   بـين   هسـتند، فاصـله
  كم مي شود. Tاست كه با افزايش  T/2نمونه ها 

 T1نمودار ميله اي ضرائب سري فوريه اين مثال را نشان مي دهد. در اين شكل ضرائب بـه ازاي يـك مقـدار     7-3شكل 
ي اند، بنابراين مـي تـوان آنهـا را روي يـك     رسم شده اند. براي اين مثال خاص ضرائب فوريه حقيق Tمعين وچند مقدار 

نمودار ترسيم كرد. البته در حالت كلي ضرائب فوريه مختلط اند، بنابراين براي نشان داد نشان دو نمـودار،براي بخشـهاي   
),(14حقيق وموهومي، يادامنه وفاز لازم است. به ازاي  TTtx      ونصـف  1يك موج چهار گوش اسـت كـه نصـف تنـاوب
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2/1است . در اين حالت 0اوب تن  TO) 44-3وطبق معادله(  

)3-45             (                                                                                                      0,
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  همچنين

)3-46(                      
2

1
oa  

)sin/2(همچنين 0kaهاي زوج وغير صفر  k) نشان مي دهد كه به ازاي 45-3معادله ( k   بـه ازاي مقـاديرفردk  ،
  مي شود . بنابراين  -1+ و1متناوباً 


1

11  aa  

3
1

33  aa  

5
1

55  aa  

  فوريه همگرايي سري3-4

ناپيوسـته   x(t)اعتراضشان را برمي انگيخـت، زيـرا    5-3اعتراضي نداشتند ، ولي مثال 4-3و3-3اويلر ولااگرانژ به مثالهاي 
است، ولي تمام مولفه هاي هارمونيكي آن پيوسته اند . ولي فوريه همين مثال را در نظر گرفت ومدعي شـد كـه نمـايش    

ادعا كرد كه هرسيگنال متناوبي را مي توان با سري فوريـه نمـايش داد، كـه     سري فوريه آن معتبرست. در حقيقت فوريه
  موج چهار گوش وبقيه سيگنالهاي مطرح دراين كتاب ومهم از لحاظ عملي هم از آن جمله اند .

بـا   x(t)براي درك مثال موج چهارگوش وبه طور كلي اعتبار نمايش سري فوريه، ابتدا به مسئله تقريب سيگنال متنـاوب  
  تركيب خطي تعدادمحدودي سيگنال نمايي مختلط هماهنگ ، يعني سري محدودي به شكل زير ، مي پردازيم  

)3-47           (                                                                                                          
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)(teN  را خطاي تقريب بگيريد ، يعني  

)3-48  (                                                                                   
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براي تعيين ميزان خوب بودن هر تقريب، بايد معياري براي اندازه گيري خطاي تقريب داشته باشيم .معياري كـه مـا بـه    
  ي بريم انرژي خطا دريك دوره تناوب است ، يعني  كار م

)3-49         (                                                                                                           
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tjk
k dtetx
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1  

عبارتي اسـت كـه بـراي تعيـين ضـرايب      ) همان 50-3) نشان مي دهد كه معادله (39-3) و(50-3مقايسه معادله هاي (
نمايش سري فوريه داشته باشد، بهترين تقريب براي نمـايش تـابع بـا تعـداد      x(t)سري فوريه به كارمي رود. بنابراين اگر 

،  Nام آن حـذف شـده باشـد. بـا افـزايش       Nمحدودي تابع نمايي مختلط، سري فوريه اي است كه جملات بعد ازجمله 
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را بـا سـري فوريـه نمـايش داد .      X(T)كمتر مي شود. در حقيقت اگر بتوان NEقبلي افزوده و  جمله ديگري به جملات

  برابرصفرست.Nبه ازاي NEحد 
تـوانيم بـراي هـر    نمايش سري فوريه دارد. البتـه مـي    x(t)حال به اين مسئله مي رسيم كه چه موقعي سيگنال متناوب 

-3) را به كار بريم ومجموعه اي از ضرائب فوريه بيابيم. ولـي در بعضـي مـوارد انتگـرال معادلـه (     39-3سيگنالي معادله (
ها ممكن است بينهايت شود. ولي حتي اگر تمام ضرائب به دسـت آمـده از معادلـه    ka) واگراست، يعني مقدار بعضي 39

) سـري نامحـدود حاصـل بـه     38-3باشند، باز ممكن است با گذاشتن اين ضـرائب در معادلـه تركيـب (   ) محدود 3-39(
  همگرا نشود . x(t)سيگنال 

خوشبختانه براي دسته هاي وسيعي از سيگنالهاي متناوب مشكل همگرايي وجود ندارد . مثلاً تمام سـيگنالهاي متنـاوب   
به صـفر ميـل كنـد ايـن مسـئله در مـورد       NEانرژي Nازاي  پيوسته نمايش سري فوريه دارند ، به نحوي كه به

 بسياري از سيگنالهاي ناپيوسته هم صادق است . چون سيگنالهاي ناپيوسته مثل سـيگنال چهـارگوش مثـال قبـل را در    
بررسي كنيم. براي تضـمين داشـتن نمـايش    ، بجاست كه مسئله همگرائي را به تفصيل بخشهايمان بسيار به كار مي بريم

سري فوريه ، تابع متناوب مي تواند دو دسته شرط نسبتاً مختلف را ارضا مي كند . در بحث راجع بـه ايـن شـرايط نمـي     
  كوشيم استدالهاي دقيق رياضي ارائه كنيم ؛ بررسيهاي دقيقتر را مي توان در اكثر كتابهاي مربوط به تحليل فوريه پيدا كرد.

دسته از سيگنالهاي متناوب كه مي توان آنها را باسري فوريه نمايش داد ، سيگنالهايي اند كه دريـك تنـاوب انـرژي    يك 
  محدودي دارند ؛ يعني سيگنالهايي كه برايشان  

)3-51       (                                                                                                                          dttx
T

2
)(  

  ) تضمين مي شود .  39-3محاسبه شده از معادله (kaبابرآورده شدن اين شرط ، محدود بودن ضرائب 

Nkبا است كه با استفاده از اين ضرائب ، tx)(تقريب txN)(همچنين فرض كنيد كه  : به دست امده است ،  

)3-52(                                                                                                                         



N

NK

otjk
kN eatx )(  

) تعريف مـي شـود ، بـه ازاي    49-3تقريب ، كه به صورت معادله (خطاي NEدر اين صورت تضمين مي شود كه انرژي 
N  (يعني با افزودن تعداد جملات بيشتر ) به صفر مي گرايد . يعين اگر توصيف كنيم  

)3-53(                                                                                                                 





k

otjk
k eatxte )()(  

  آنگاه  

)3-54 (                                                                                                                                    
T

dtte 0)(
2  

 x(t)) چنـين برنمـي آيدكـه سـيگنال     54-3يـد، از معادلـه (  همان طور كه دريكي از مثالهاي آخر اين بخش خـواهيم د 
  ونمايش سري فوريه آن

)3-55    (                                                                                                                                  


k

otjk
k ea   
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  رابرند ؛ بلكه تنها حاكي از آن است كه انرژي سيگنال تفاضل انها صفرست.ب tبه ازاي تمام مقادير 
داراي انرژي محدود دريك دوره تناوب همگرايي مفيدي است. در ايـن صـورت معادلـه     x(t)همگرايي تضمين شده براي 

سـيگنال  ونمايش سري فوريه آن صفرست. چـون سيسـتمهاي فيزيكـي بـه انـرژي       x(t)) مي گويد انرژي تفاضل 3-54(
ونمايش سري فوريه اش غير قابل تشخيص اند . چون اكثر سيگنالهاي متنـاوبي كـه    x(t)پاسخ مي دهند، از اين ديدگاه 

در نظر مي گيريم، در يك دوره تناوب انرژي محدودي دارند، مي توان آنها را به صورت سـري فوريـه نمـايش داد . ولـي     
و اساساً تمام سـيگنالهايي كـه در نظـر خـواهيم گرفـت ايـن شـرايط را        شرايط ديگري توسط پ.ل . دير يكله بيان شده 

برابرنـد، مگـر در    tونمايش سري فوريه آن به ازاي تمام مقـادير   x(t)برآورده مي كنند. اين شرايط تصمين مي كنند كه 
متوسـط سـيگنال دو    ) به مقدار55-3ناپيوسته است . در اين نقاط سري نامحدود معادله ( x(t)نقاط مجزايي كه در آنها 

  طرف ناپيوستگي مي گرايد .  
  شرايط دير يكله چنين اند :

  روي هر دوره تناوب مطلقاً انتگرالپذير باشد ، يعني   x(t). 1شرط 

)3-56  (                                                                                                                                 
T

dttx )(  

  ها را تضمين مي كند ، زيراkaاين شرط نيز مثل شرط محدود بودن انرژي ، محدود بودن 

dttx
T

dtetx
T

a
TT

otjk
k    )(

1
)(

1   

  پس اگر  

 
T

dttx )(  

  ka                                                                                                               آنگاه

  سيگنال زير شرط اول ديريكله را نقض مي كند  

10 t    و
t

tx
1

)(   

  (الف)داده شده است .8-3متناوب است ودر شكل 1اين سيگنال با دوره تناوب -
بايد در هر فاصله زماني محدودي كراندار باشد ؛ يعنـي سـيگنال بايـد در هـر دوره تنـاوب       x(t). تعداد تغييرات  2شرط 

را بـرآورده مـي كنـد ولـي     1تعداد محدودي ماكزيمم ومي نيمم داشته باشد . تابع زير نمونه اي از توابعي است كه شرط 
  شرط دوم رانه  

)3-57       (                                                                                                           10),
2

sin()(  t
t

tx   

  (ب) نشان داده شده است .8-3اين تابع در شكل 
  متناوب است ) داريم  1براي اين تابع ( كه با دوره تناوب 

1)(
1

0
dttx  

  نيمم دارد .ولي اين تابع در هر دوره تناوب بينهايت ماكزيمم ومي 
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. در هر فاصله محدود زماني بايد تعداد ناپيوستگيها محدود باشد. همچنـين مقـدار هـر ناپيوسـتگي بايـد محـدود       3طرش

(ج) نشـان داده شـده اسـت . ايـن سـيگنال بـا دوره       8-3را نقض مي كند درشكل 3باشد . يك نمونه از توابعي كه شرط 
است كه هر كدام نصف طول ونصف ارتفاع قطعـه قبلـي را دارد.پـس     از تعداد نامحدودي قطعه تشكيل شده T=8تناوب 

 3است. ولي تعداد ناپيوستگيها در هر دوره تناوب بينهايـت اسـت وشـرط    8مساحت زير يك تناوب تابع مطمئناً كمتر از 
  نقض مي شود .

  
  
  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
يگنال : سيگنال هايي كه شرايط ديريكله را نقض مي كنند: الف) س8-3شكل   ttx /1  10در  t   با دوره تنـاوب

) كـه شـرط دوم ديريكلـه را    57-3معادلـه ( (اين سيگنال شرط اول ديريكله را نقض مي كند)؛ ب) سـيگنال متنـاوب    1
80كه شرط سوم ديريكله را نقـض مـي كنـد (در      8نقض مي كند؛ ج) سيگنال متناوبي با دوره تناوب   t    هـر گـاه

نصـف مـي شـود، مقـدار      8از  tفاصله  tx       40هـم نصـف مـي شـود؛ يعنـي در  t ؛  1tx  64، در  tt  ،

 
2

1
tx  74، در  t  ، 

4

1
tx 5.74؛ در  t  ، 

8

1
tx .(و به همين ترتيب  

برمي آيد سيگنالهايي كه شرايط ديريكله رابرآورده نمي كننـد طبيعتـاً نـاخوش انـد     8-3همان طور كه از مثالهاي شكل 
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همـي در بقيـه ايـن كتـاب نـدارد. بـراي       ودر عمل با آنها روبرو نمي شويم. بنابراين مسئله همگرايي سري فوريه نقـش م 
همگرا وبـا سـيگنال اصـلي برابرسـت. بـراي سـيگنالهاي        Tسيگنالهاي متناوب پيوسته، نمايش سري فوريه در هر مقدار 

متناوب داراي تعداد محدودي ناپيوستگي، سري فوريه در تمام نقاط ، جز نقاط مجزاي ناپيوستگي، برابر سـيگنال اصـلي   
يوستگي به مقدار ميانگين دو طرف ناپيوستگي ميل مي كند. در ايـن حالـت تفـاوت سـيگنال اصـلي      است، ودر نقاط ناپ

ونمايش سري فوريه آن انرژي ندارد ومي توان از لحاظ عملي دو سيگنال را معـادل گرفـت. در حقيقـت چـون سـيگنال      
هر فاصله اي يكسان است. به همـين   ونمايش آن تنها در نقاط ناپيوستگي باهم متفاوت اند، انتگرال هر دو سيگنال روي

يسكان انـد. بـراي درك بيشـتر     LTIخاطر سيگنال تحت كانولوشن يكسان عمل مي كنند واز لحاظ تحليل سيستمهاي 
  چگوني همگرايي سري فوريه يك سيگنال داراي ناپيوستگي ، به مثال موج چهارگوش برمي گرديم.

ي يك تحليگر هماهنگ سـاخت ؛ وسـيله اي كـه بـراي هـر سـيگنال       آلبرت مايكلسون ، فيزيكدان امريكاي1898درسال 
حساب مي كرد . مايكلسون دستگاه خود را بـا سـيگنالهاي    N=80) را تا 52-3، تقريب سري فوريه معادله (x(t)متناوب 

  بود. x(t)بسيار شبيه txN)(بسياري آزمايش كرد وچنان كه انتظارميرفت 
هارگوش را امتحان كرد نتيجه مهم ، ودرنظر او بسيار عجيبي ، حاصل شـد . مايكلسـون بـه رفتـاري     ولي وقتي او موج چ

كه مشاهده كرده بود علاقمند شد و فكر كرد دستگاه اومعيوب است . او در اين مـورد بـه جوزيـا گيـبس نامـه نوشـت ،       
  منتشر كرد.1899گيبس مسئله را مورد تحقيق قرار داد وتفسير خود را در 

)4( x(t)) نشان داده شده است. در اين شكل براي يك موج متقـارن  9-3اهده مايكلسون درشكل (مش 1TT و)(txN 
رسم شده است. در هر مورد حاصل جمع جزئي بر روي موج چهار گوش اصلي قرار گرفتـه اسـت .    Nبه ازاي چند مقدار 

  بايد برابر ميانگين ناپيوستگي باشد .txN)(، حد Nرا برآورده مي كند ، به ازاي  چون موج چهار گوش شرايط ديريكله

دقيقاً از ميانگين ناپيوستگي مي گـذرد . از   N  ،)(txNشكل نشان مي دهد كه واقعاً چنين است، زيرا به ازاي هر مقدار 
1ttمثلاً  tر مقدار اين گذشته براي ه    تضمين كرده ايم كه  

)()( 11 txtxN N   
  )، بايد صفر باشد .54- 3)و(53- 3بنابراين سطح زير مجذور خطاي نمايش سري فوريه موج چهار گوش ، چهارگوش معادلات (

ت سري در مجـاورت ناپيوسـتگي تمـوج    در اين مثال ، اثر جالبي كه مايكلسون ديد اين بود كه حاصل جمع جزئي جملا
كم نمي شود. گيبس نشان داد كه مسئله واقعاً بـه همـين صـورت اسـت. اگـر       Nدارد، ودامنه اين تموج ظاهراً باافزايش 

مي رسد (يعنـي فراجهشـي برابـر    09/1چقدر بزرگ باشد، قله تموج به  Nارتفاع ناپيوستگي يك باشد، صرف نظر ازاينكه 
  ي وجود دارد) در تعبير اين مسئله بايد دقت كرد .% ارتفاع ناپيوستگ9

1tt، مـثلاً   tهمان طور كه قبلاً گفتيم بـراي هـر مقـدار ثابـت              حاصـل جمـع جزئـي بـه مقـدار واقعـي سـيگنال ودر
تگي نزديكتـر باشـد بـراي رسـاندن     به ناپيوس1tناپيوستگيها به ميانگين دو طرف ناپيوستگي ميل مي كند و ولي هر چه 

، تمـوج حاصـل جمـع جزئـي بـه سـمت        Nرا بزرگتر برگزيد. بنابراين بـا افـزايش    Nاختلاف به زير يك حد معين، بايد 
  ، دامنه اوج تموج ثابت مي ماند. Nناپيوستگي رانده مي شود، ولي به ازاي هر مقدار محدود 

سـيگنالهاي   txN)(ايـن پديـده ايـن اسـت كـه تقريـب سـري فوريـه         اين اثر را پديده گيبس مي نامند. مفهوم ضمني 



  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
WWW.SANJESH.IR      »183«    

   
ناپيوسته درحالت كلي تموج فركانس بالا ونزديك ناپيوستگي فراجهش دارد. اگربخواهيم اين تقريب را در عمـل بـه كـار    

اي تقريـب صفرسـت وسـري    آنقدر بزرگ باشد كه انرژي كل اين تموج ناچيز باشد. البته در حد انرژي خط ـ Nبريم بايد 
  فوريه سيگنالهاي ناپيوسته، مثل موج چهار گوش، همگرا هستند.

  خواص سري فوريه پيوسته در زمان3-5

چنانچه قبلاً گفتيم نمايش سري فوريه خواص مهمي دارد كه براي دستيابي به بينش مفهـومي نسـبت بـه ايـن نمـايش      
  سري فوريه بسياري از سيگنالها را كاهش دهند .مفيدند ، ومي توانند پيچيدگي هاي محاسباتي يافتن 

خلاصه شده اند، وبعضي از آنها در مسائل انتهـاي فصـل مـورد بررسـي قـرار گرفتـه انـد و در        1-3اين خواص در جدول 
، كه در آن تبديل فوريه را پي مي ريزيم ، خواهيم ديد كه اكثر اين خواص را مي توان از خـواص متنـاظر تبـديل    4فصل

وسته در زمان استنتاج كرد. به همين خاطر در اينجا خود را به بحث در مورد چند خاصيت محـدود مـي كنـيم    فوريه پي
  وچگونگي اثبات، تعبير و كاربردشان را نشان مي دهيم.

  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
ــده گيــبس.  9-3شــكل  ــه مــوج مســتطيلي: نمايشــي از پدي ر اينجــا تقريــب ســري محــدود  د : همگرايــي ســري فوري
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N

Nk

tkj
kN eatx   نشان داده ايم. Nرا به ازاي چند مقدار  0

، كـاربرد يـك نمـاد اختصـاري بـراي نشـان دادن رابطـه بـين         1-3طي بحث زير در مورد خواص برگزيده اي از جـدول  
س و فركـان  Tرا يك سـيگنال متنـاوب بـا دوره تنـاوب      x(t)سيگنال متناوب و ضرائب سري فوريه آن را مفيد مي يابيم. 

نشان دهيم، مي توانيم نماد زيـر را بـراي نشـان دادن     akرا با  x(t)فرض كنيد. اگر ضرائب سري فوريه  پايه 

 رابطه بين سيگنال و ضرائب سري فوريه به كار بريم.

  
  خطي بودن -3-5-1

x(t)  وy(t)  را دو سيگنال متناوب با دوره تناوبT باشـد.   و  ان بـه ترتيـب  فرض كنيد كه ضرائب سري فوريه ش

  يعني

  

 
زمان تناوب يكساني دارند، به سادگي مي توان نتيجه گرفت كـه هـر تركيـب خطـي ايـن دو سـيگنال        y(t)و  x(t)چون 

تـوان  را مـي   y(t) ،z(t)=Ax(t)+By(t)و x(t)تركيب خطي، ckمتناوب است. به علاوه ضرائب سري فوريه Tنيزبادوره تناوب
  به دست آورد، يعني y(t)و  x(t)با همان تركيب خطي ضرائب سري فوريه 

)3-58(                                           

) صورت مي گيرد. همچنين توجه كنيد كه خاصيت خطي بـودن  39-3اثبات اين رابطه به سادگي و با توسل به معادله (
  تعميم داد. Tعداد سيگنال داراي دوره تناوب را مي توان به تركيب خطي هر ت

  جابجايي زماني -3-5-2

سـيگنال   آن تغيير نمي كند. ضـرائب سـري فوريـه     Tجابجا مي شود، زمان تناوب  x(t)وقتي يك سيگنال متناوب 

y(t) = x (t - t0) را مي توان به صورت زير يافت  

)3-59(                                                                                 

 است، به دست مي آوريم Tهمان  و توجه به اين كه حدود انتگرال نسبت به متغير جديد  با تغيير متغير 

(60-3)  

 

  ي اگراست. يعن x(t)ام سري فوريه kضريب  كه در آن 
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  آنگاه

 
يك نتيجه اين خاصيت اين است كه اگر يك سيگنال متناوب جابجا شود، انـدازه ضـرائب سـري فوريـه آن تغييـر نمـي       

  .كنند. يعني 

  وارونگي زماني -3-5-3

-)y(t)=xيـه  اگر سيگنال متناوب وارونگي زماني پيدا كند، زمان تناوب آن تغيير نمي كند. براي تعيين ضرائب سري فور

t) ) را بررسي مي كنيم.38-3اثر وارونگي زماني بر معادله تركيب (  

)3-61(            

)3-62                (            

را دارد، كه ضرائب سري فوريـه   x(-t)مي بينيم كه سمت راست اين معادله همان شكل معادله تركيب سري فوريه براي 
bk  عبارت اند ازآن  

)3-63(             bk a-k 

  يعني اگر

  
  آنگاه

 
به عبارت ديگر وارونگي زماني كي سگينال پيوسته در زمان به وارونگي رشته ضرائب سري فوريـه آن منجـر مـي شـود.     

فوريـه   زوج باشـد، ضـرائب سـري    x(t)يعني اگر  x(-t)=x(t)يكي از نتايج جالب خاصيت وارونگي زماني اين است كه اگر 
ضرائب سري فوريـه آن نيـز فردنـد،     x(-t)=-x(t)فرد باشد. يعني  x(t). به نحوي مشابه اگر  ak=a-kآن نيز زوج اند، يعني 

  .ak =a-kيعني 

  تغيير مقياس زماني -3-5-4

و  Tبـا دوره تنـاوب    x(t)تغييرمقياس زماني عملي است كه در حالت كلي زمان تناوب سيگنال را تغيير مـي دهـد. اگـر    

و فركـانس پايـه    /Tحقيق مثبت، با دوره تناوب  a، به ازاي x(at)متناوب باشد، آنگاه  فركانس پايه 

عمل مـي كنـد. بـه سـادگي      x(t)متناوب است. چون عمل تغيير مقياس زماني روي تمام مولفه هاي هارمونيكي  

نمـايش سـري فوريـه اي بـه شـكل       x(t)وريه هارمونيكها تغيير نمي كنند. يعني اگـر  مي توان نتيجه گرفت كه ضرائب ف

)x) داشته باشد، آنگاه نمايش سري فوريه 38-3معادله ( t) به صورت زيرست  
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تاكيد مي كنيم كه گرچه ضرائب سري فوريه تغيير نمي كنند، ولي به خاطر تغيير فركانس پايـه، نمـايش سـري فوريـه     

  غيير مي كند.ت

  ضرب -3-5-5

  متناوب اند و   Tبا دوره تناوب  y(t)و  x(t)فرض كنيد 

  

 
را بر حسب ضرائب سـري   hkمتناوب است، مي توانيم ضرائب سري فوريه  Tنيز با دوره تناوب  y(t) x(t) چون حاصلضرب

  بيان كنيمو نتيجه عبارت است از y(t)و  x(t)فوريه 

)3-64(           

ام kو توجه به اين نكته است كـه مولفـه هارمونيـك     y(t)و  x(t)يك راه يافتن اين رابطه ضرب كردن ضرائب سري فوريه 

) 64-3را ببينيد) توجه كنيد كه جمع طرف راسـت معادلـه (   64-3است (مسئله  مجموع جملاتي به صورت 

  تعبير كرد. y(t)و  x(t)هاي نشان دهنده ضرائب سري فوريه را مي توان به عنوان كانولوشن گسسته در زمان رشته 

  مزدوج گيري و تقارن مزدوج  3-5-6

باعث مي شود كـه ضـرائب سـري فوريـه مـزدوج و وارونـه شـوند يعنـي اگـر آنگـاه            x(t)گرفتن مزدوج سيگنال متناوب 

        aktx FS  

)3-65(                                                                          ** katx FS   
  ثابت كرد.   kبه جاي  k–) و گذاشتن 38-3اين نتيجه را مي توان به سادگي با گرفتن مزدوج مختلط دو طرف معادله (

يعني  –حقيقي  x(r)به ازاي    txtx *  طبـق معادلـه    مي توان نتيجه جالبي از اين خاصيت گرفت. در اين حالـت
  ) ضرائب سري فوريه تقارن مزدوج دارند، يعني  3-65(

)3-66(                                                                                  *akka   
بخـش موهـومي   ) است. اين به نوبه خود تقارنهاي مختلفي بـراي انـدازه فـاز، بخـش حقيقـي، و      29-3كه همان معادله (

 aoحقيقـي باشـد،     x(t)درج شده انـد) بـراي نمونـه اگـر      1-3ضرائب سري فوريه نتيجه مي دهد (كه همگي در جدول 
  )  66-3حقيقي است و طبق معادله (

kaak   

kaakداريم  3-5-3حقيقي و زوج باشد، طبق بخش  x(t)همچنين اگر   نشان مي دهـد  66-3( همچنين معادله (
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kaakكه  *  پس*

kk aa   يعني اگرx(t)   حقيقي و زوج باشد ضرائب سري فوريه نيز حقيقي و زوج اند به نحـوي
 x(t)حقيقي و فرد باشد، ضرائب سري فويه آن موهومي خالص و فردنـد پـس اگـر     x(t)مشابه مي توان نشان داد كه اگر 

  بيشتر شكافته شده اند.   42-3اين خواص  و ديگر خواص تقارن سري فوريه در مسئله  0oaي و فرد باشد، حقيق

  رابطه پارسوال براي سيگنال متناوب پيوسته در زمان  3-5-7

  ارت است از  نشان داده شده است كه براي سيگنالهاي متناوب پيوسته در زمان رابطه پارسوال عب 46-3در مسئله 

)3-67(                 





k

kT
adttx

T
221

  

  دوره تناوب سيگنال است.   Tو  x(t)ضرائب سري فوريه  akكه در آن 
) توان متوسط (يعني انرژي بر واحد زمان) يـك دوره تنـاوب سـيگنال متنـاوب     67-3توجه كنيد كه طرف چپ معادله (

x(t)   است همچنين  

)3-68  (            
T

kT k
jk

k adta
T

ea
T

t
o

2211 
  

2پس 

ka  توان متوسط مولفه هارمونيكk  امx(t)      است. پس رابطه پارسوال مي گويد توان متوسـط كـار يـك سـيگنال

  ط تمام هارمونيكهاي آن برابرست.  متناوب با مجموع توان متوس
  خلاصه سري فوريه پيوسته در زمان  3-5-8

  خلاصه شده است.   1-3مان در جدول خواص مهم سري فوريه پيوسته در ز
  مثالها  3-5-9

تعيين ضرائب سري فوريه سيگنالها به كار روند ايـن امـر را   وانند براي غلبه بر مشكلات جبري خواص سري فوريه، مي ت
در سه مثال زير روشن مي كنيم مثال آخر نشان مي دهد كه چطور مي تـوان خـواص يـك سـيگنال را بـراي مشـخص       

  سيگنال به كار برد.  كردن جزييات 

    6-3مثال 

را مسـتقيماً از معادلـه    g(t)را در نظر بگيريد مي توانيم نمايش سـري فوريـه    4با دوره تناوب  10-3شكل  g(t)سيگنال 
را بـه كـار مـي     5-3مثال  x(t)با موجب چهار گوش متناوب متقارن  g(t)) به دست آوريم به جاي اين كار رابطه 3-39(

  داريم   T1=1و  T=4آن مثال مي بينيم كه به ازاي  بريم با توجه به

)3-69  (                 
2

1
1  txtg  
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  6- 3: سيگنال متناوب مثال 10- 3كل ش

باشـد، ضـرائب    akبه صورت  x(t)نشان مي دهد كه اگر ضرائب سري فوريه سيگنال  1-3خاصيت جابجايي زماني جدول 
x(t-1)   .به صورت زيرست  

)3-70  (              
2/jke

kk ab   
  ) عبارت اند از  69-3يعني جمله ؟؟؟ طرف راست معادله ( g(t)سيگنال  dcضرائب سري فوريه آفست 

)3-71  (           

















0,
2

1

0,0

k

k

ck  

  را به صورت زير مي بابيم.   g(t)ضرائب سري فوريه  1-3يا اعمال خاصيت خطي بودن جدول 

               



















0,
2

1

0,

0

2/

ka

ka

c

jke
k

k



  

  ) به دست مي آوريم.  46-3) و (45-3را با توجه به معادلات ( akحال 

)3-72  (           

 





















0,0

0,
2/sin 2/

k

ke
k

k

d

jk

k
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  7-3مثال 

2/0و فركانس پايه  T=4داراي دوره تناوب  11-3شكل  x(t)موج مثلثي       است مشتق ايـن سـيگنالg(t)   مثـال
نشان مي دهيم و با توجه بـه خاصـيت مشـتقگيري منـدرج در      ekرا با  x(t)و  dkرا با  g(t)سري فوريه است ضرائب  3-6

  داريم.   1-3جدول 

)3-73  (                kk ejkd 2/  

  
  7- 3: موج مثلثي مثال 11- 3شكل 

  نشان مي دهد كه   )73-3را معادله ( eoبيان كنيم بجز  dkرا بر حسب  ekبه كمك اين معادله مي توانيم 

)3-74  (        
 
  0,

2/sin22 2/   ke
kj

k

jk

d
e jkk

k





  

Eo  را مي توان با يافتن مساحت زيرx(t)   .در يك دوره تناوب و تقسيم نتيجه بر دوره تناوب به دست آورد  

2

1
oe  

  8-3مثال 

ن سيگنال و نمايش آن برحسـب  مي خواهيم برخي خواص نمايش سري فوريه يك قطار ضربه متناوب را بررسي كنيم اي
را مـي تـوان    Tباز مي كند قطار ضربه داراي دوره تنـاوب   7نماييهاي مختلط نقش مهمي در مبحث نمونه برداري فصل 

  به صورت زير بيان كرد.  

)3-75(                 





k

kTttx   

) را بـه كـار   39-3معادلـه (  akري فوريـه  (الف) نشان داده شده است براي تعيين ضرائب س ـ 12-3اين سيگنال در شكل 

مي بريم و فاصله انتگرالگيري را 
22

T
t

T
      بر مي گزينيم تا ضربه ها در دو مرز فاصله قـرار نگيرنـد در ايـن فاصـله

x(t)  برابر t   ،است بنابراين  

)3-76  (         
 

2/

2/

/2 11 T

T

Ttjk
k T

dtet
T

a   

 

) همـين انتظـار را   kر تمام ضرائب سري فوريه قطار ضربه مشابهند ضرائب حقيقي و زوج انـد (نسـبت بـه    به عبارت ديگ
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هر سيگنال حقيقي و زوج (مثل قطـار ضـربه) بايـد ضـرائب سـري فوريـه حقيقـي و زوج         1-3داشتيم زيرا طبق جدول 
  داشته باشد.  

(ب) نشـان داده شـده اسـت.     1-3د، اين موج در شـكل  دار 6-3شكل  g(t)قطار ضربه رابطه سر راستي نيز با موج چهار 
را تفاضـل دو قطـار ضـربه جابجـا شـده فـرض        q(t)را نشان مي دهد مي توانيم  q(t)يعني  g(t)(ج) مشتق  12-3شكل 

  كنيم يعني  

)3-77  (                11 TtxTtxtq   

  
  چهارگوش (ب) متناوب؛ ج) مشتق موج: الف) قطار ضربه؛ ب) موج چهارگوش 12- 3شكل 

را بدون توسل به معادلـه تجزيـه بـه دسـت      (gtو  q(t)حال با توجه به خواص سري فوريه مي توانيم ضرائب سري فوريه 
را برحسـب ضـرائب سـري      q(t)سري فوريـه   bkآوريم ابتدا با توجه به خاصيتهاي جابجايي زماني و خطي بودن ضرائب 

  مي نويسيم يعني   x(t)سيگنال  akفوريه 

k
jk

k
Tjk

k aTeaeb oo
1

1    



  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
WWW.SANJESH.IR      »191«    

   
Toكه در آن  /2  ) به دست مي آوريم.  76-3با استفاده از معادله (  

   
t

Tjkj
ee

T
b oTjkTjk

k
oo 1sin21

11
   

  بنويسيم.   1-3است مي توانيم به كمك خاصيت مشتقگيري جدول  g(t)مشتق  q(t)سرانجام چون 

)3-78  (               kok Tjkb   
  هستند پس   G(t)ضرائب سري فوريه  ckكه 

)3-79  (        
   

0,
sinsin2 11  k

k

Tk

Tjk

Tkj

jk

b
c o

o

o

o

k
k 





  

كه در آن از  2To ) 0) به ازاي  79-3استفاده كرده اين توجه كنيد كه معادلهk   معتبرست زيرا نمي تـوان بـه
,0ازاي  kco) دست آورد. ولي چون ) به 78-3را از معادلهco  مقدار متوسطg(t)    در يك دوره تناوب است مـي تـوانيم

  (ب) بنويسيم :   12-3با نگاهي به شكل 

)3-80  (               
T

T
co

12
  

بـه عنـوان ضـرائب سـري      5-3) هستند كـه در مثـال   44-3) و (42-3) به ترتيب معادلات (79-3) و (80-3معادلات (
  آمدند.   فوريه به دست

  انتخاب شده است.   1-3مثال زير براي نشان دادن كاربرد بسياري از خواص مندرج در جدول 

  9-3مثال 

  داده شده است.   x(t)اطلاعات زير در مورئ سيگنال 
x(t)   .يك سيگنال حقيقي است  

x(t)   دوره تناوبT=4  متناوب، و ضرائب سري فوريه آنak   .است 

1,0براي   kak 

kسيگنال داراي ضرائب فوريه 
jk

k aeb 
 2/   .فرد است 

  
4

2

2

1

4

1
dttx 

 x(t) , 3بجز يك ضريب علامت ؟؟؟ كافي است، طبـق اطـلاع    x(t)نشان مي دهيم كه اين اطلاعات براي تعيين سيگنال 
2/4/2برابر  x(t)چون فركانس پايه  a-1و  a1 , aoحداكثر سه ضريب فوريه غير صفر دارد   o   : است، داريم  

  2/
1

2/
1

 jj
o eaeaatx 

  

حقيقي اسـت و   a0نتيجه بگيريم كه  1-3) مي توانيم با توجه به خاصيت تقارن جدول 1حقيقي است (اطلاع  x(t)چون 
*11  aa   در نتيجه  

)3-81(                                                               }{2 2/
1

2/
1

2/
1

tj
o

tjtj
o eaRaeaeaatx  
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-3را مي يابيم با توجه به خاصيت وارونگي زماني جـدول   4داده شده در اطلاع  bkحال سيگنال متناظر با ضرائب فوريه 
ام  kمتناظرست. همچنين خاصيت جابجايي زمان نشان مي دهد كه ضرب ضـريب   x(-t)با سيگنال  a-kمي بينيم كه  1

ojktjدر  ee  2/  معادل جابجايي سيگنال به اندازه يك واحد زماني به راست است (يعني قرار گرفتنt-1    بـه جـايt (
-)xحقيقي اسـت ،   x(t)بايد فرد باشد چون  4تعلق دارند كه طبق اطلاع  x((-t-1))=x(-t+1)به سيگنال  bkپس ضرائب 

t+1)  يه ضرائب سري فور 1-3نيز حقيقي است. مطابق جدولx(-t+1)    .بايد مرهومي خالص و فـرد باشـندb0=0  وb1=-

b-1  بـراي   5. چون جابجايي و وارونگي زماني توان متوسط سيگنال را تغيير نمي دهد اطلاع(x-t+1)     نيـز صـادق اسـت
  يعني  

)3-82  (                
4

2

2

1

4

1
dttx  

  يريم كه  اكنون مي توانيم رابطه پار سوال را به كار برده نتيجه بگ

)3-83  (              
2

12

1

2

1  bb  

در اين رابطه به دست مي آوريم  b1=-b-1با گذاشتن 
2

1
1 b  چونb1  .موهومي خالص استb1  2بايد  /J  يا–j/2   .باشد  

اين شرط بـه   a0=0 4ق اطلاع طب b0=0انتقال داد اول اين كه چون  a1و  a0به  b1و  b0حال اين اطلاعات را مي توان از 

11چنين مينمايد كه  k=1ازاي
2/

11 jbjbeba j  



  پس اگر فرض كنيمb1=j/2  آنگاه ،

2

1
1 a   و بنـابراين

ــه ( ــق معادلـ ــم 81-3طبـ ) داريـ   2/cos ttx   ــيم ــرض كنـ ــر فـ ــاه b1=-j/2اگـ ، آنگـ
2

1
1 a  ــابراين وبنـ

   2/cos ttx .  

  نمايش سري فوريه سيگنالهاي متناوس گسسته در زمان  3-6

در اين بخش نمايش سري فوريه سيگنالهاي متناوب گسسته در زمان را در نظر مي گيريم گر چـه ايـن مباحـث بسـيار     
سـيگنال   هستند ولي تفاوتهاي مهمي نيز وجود دارد مخصوصاً ايـن كـه نمـايش سـري فوريـه      3-3شبيه مباحث بخش 

متناوب گسسته در زمان يك سري متناهي است حال آنكه نمايش سري فوريه سيگنال گسسته در زمـان متنـاوب يـك    
وان شـد در ايـن   عن ـ 4-3سري نامتناهي است بنابراين ديگر مباحث رياضي مربوط به همگرايـي ماننـد آنچـه در بخـش     

  حالت مورد ندارد.  
   تركيب خطي نماييهاي مختلط هماهنگ 3-6-1

  متناوب است كه   Nبه شرطي با دوره متناوب  x[n]سيگنال گسسته در زمان  1طبق تعريف فصل 
)3-84  (               x[n]=x[n+N] 

No) را ارضا مي كنـد، و  84-3است كه معادله ( Nزمان تناوب پايه كوچكترين عدد صحيح مثبت  /2    فركـانس

ايي مخـتلط  پايه ناميده مي شود براي مثال نم ـ nNje /2    بـا دوره تنـاوبN        متنـاوب اسـت بـه عـلاوه مجموعـه تمـام
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    عبارت اند از   Nسيگنالهاي نمايي مختلط گسسته در زمان داراي دوره تناوب 

)3-85  (        
  ,....2,1,0,][ /2  keen nNjknjk

k
o   

  براين هماهنگ اند.  است بنا N/2فركانس پايه تمام اين سيگنالها مضربي 
) وجـود دارد ايـن   85-3سـيگنال متمـايز در مجموعـه بيـان شـده در معادلـه (       Nگفتيم تنها  3-3-1چنانچه در بخش 

تفـاوت دارنـد    2حقيقت از اينجا ناشي شده است كه نماييهاي گسسته در زمان مختلطي كه فركانسشان با مضربي از 
][],[][][يكسان هستند يعني  11 nnnn NoN      و به طور كلي  

)3-86  (              ][][ nn rNkk    
افزوده شود، دنباله مشابهي به وجود مي آيد در حالـت پيوسـته در زمـان وضـعيت      Nمضرب صحيحي از  kيعني اگر به 

متفاوتي داشتيم زيرا در اين حالت سيگنالهاي  tk همگي متفاوت اند.  24-3معادله ( تعريف شده در (  
) نمـايش دهـيم ايـن    85-3معادلـه (  nk][حال مي خواهيم دنباله هاي متناوب را به صورت تركيب خطي دنباله هاي 

  نمايش به شكل زيرست.  

)3-87  (       
   

k k

nNjk
k

njk
k

k
kk eaeananx o /2][][   

جملـه محاسـبه    N) تنها بايد روي 87-3متمايزند جمع معادله ( kمقدار متوالي  Nاي تنها به از nk][چون دنباله هاي 
عدد صحيح مختلف متوالي به خود مي گيرد كه مي تواند از هر عـدد شـروع    Nتنها  k  ،kشود بنابراين در جمع بر روي 

  نشان مي دهيم يعني   <k=<Nشود اين مطلب را با نشان دادن حدود جمع به صورت 

)3-88(          
   

  


Nk Nk Nk

nNjk
k

njk
kkk eaeananx o /2][][   

) در جمـع  86-3را به خود بگيرد در هر حالت طبق معادلـه (  N+2,000،4،3يا  N-1,000 , 1,0مي تواند مقادير  kمثلاً 
) را سـري فوريـه   88-3) وجود دارد دقيقاً همان نمايي هاي مختلط ظاهر مي شوند معادلـه ( 88-3سمت راست معادله (

  را ضرايب سري فوريه مي نامند.   akگسسته در زمان و 

  تعيين نمايش سري فوريه سيگنال متناوب  3-6-2

داده شده است مـي خـواهيم ببينـيم آيـا بـراي ايـن رشـته         Nبا دوره تناوب  x[n]حالص فرض كنيد يك رشته متناوب 
اين مسئله را مـي تـوان   آن چيستند  ak) وجود دارد يا نه و اگر وجود دارد مقدار ضرايب 88-3نمايشي به شكل معادله (

مقـدار   N) را بـه ازاي  88-3عادلـه ( مبه صورت يافتن جوابهاي يك مجموعه معادله خطي مطرح كـرد در حقيقـت اگـر    
  متوالي حساب كنيم به دست مي آوريم  

)3-89(                   
k

kax ]0[  





Nk

Nkj
keax /2]1[ 
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Nk

NNkj
keaNx /12]1[ 

  

معادلـه   N) را نشان مي دهد توان نشان داد كه اين akمجهول (ضرايب  Nمعادله خطي بر حسب  N) 89-3پس معادله (
مثـالي   32-3يافـت. در مسـئله    x[n]را بر حسب مقادير  akمستقل خطي اند بنابراين مي توان آنها را حل كرد و ضرائب 

) به دسـت مـي آينـد ولـي بـا گامهـايي       89-3ه (معادل Nرا مطرح مي كنيم كه در آن ضرائب سري فوريه صريحاً با حل 
  به دست آورد.   x[n]بر حسب مقادير رشته  akمشابه حالت پيوسته در زمان مي توان عبارت بسته اي براي ضرائب 

  اثبات خواهيم كرد.   54-3اساس اين رابطه ، معادله زيرست، كه آن را در مسئله 

)3-90  (          
 

 





 


Nn

nNjk

NNkN

e

,0

,...2,,0,
/2

  

) مي گويد جمع مقادير يك رشته نمايي مختلط روي يك دوره تناوب صفرست، مگـر ايـن كـه آن نمـايي     90-3( معادله
  مختلط عددي ثابت باشد.  

) را در نظـر بگيريـد دو طـرف را در    88-3حال نمايش سري فوريه معادله ( nNjre /2     ضـرب مـي كنـيم وN   مقـدار
  آوريم.   متوالي آن را جمه كرده به دست مي

)3-91  (        
      

  

 
Nk Nn Nk

nNrkjk
k

nNjr eaenx /2/2][   

  با تعويض جاي جمعهاي طرف راست به دست مي آوريم.  

)3-92(      
      

  

 
Nn Nk Nn

nNrkjk
k

nNjr eaenx /2/2][ 
  

صـفر يـا مضـرب     k-r) برابر صفرست مگـر ايـن كـه    92-3) جمع داخلي طرف راست معادله (90-3طبق اتحاد معادله (
) 92-3جمعهاي داخل و بيرون را روي يك فاصله انتخاب كنـيم جمـع معادلـه (    k-rباشد پس اگر مقادير  Nصحيحي از 

rkو به ازاي  Nبرابر  k=rبه ازاي   ) به صورت 92-3برابر صفر مي شود پس طرف راست معادله (Nar   است و داريم  

)3-93  (           
 





Nn

nNjr
r ena

N
a /2][

1 
  

اي يافتن ضرائب سري فوريه به دست مي آوريم و زوج سري فوريه گسسته در زمان بـه  به اين ترتيب عبارت بسته اي بر
  صورت زيرست.  

)3-94  (          
  

 


Nk Nk

nNjk
k

njk
k eaeanx o /2][ 

  

)3-95  (          
 

 
Nn Nn

nNjknjk
k enx

N
enx

N
a o /2][

1
][

1   

 

 ـ29-3) و (28-3اين معادلات براي سيگنالهاي متناوب گسسته در زمـان همـان نقشـي را دارنـد كـه معـادلات (       راي ) ب

 در غير اين صورت
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  ) معادله تجزيه است.  95-3) معادله تركيب و معادله (94-3سيگنالهاي متناوب پيوسته در زمان دارند معادله (

دنبالـه   Nرا بـه مجمـوع    x[n]مي نامند اين ضـرايب   x[n]را غالباً ضرايب طيفي  akضرائب سري فوريه گسسته در زمان 
  نمايي مختلط هماهنگ تجزيه مي كنند.  

  بگيريم داريم   N-1تا  0را از  K) اگر 88-3ادله (با توجه به مع

)3-96  (         ][...][][][ 1111 nanananx NNoo    
  بگيريم خواهيم داشت.   Nتا  1را از  kهمچنين اگر 

)3-97  (       ][...][][][ 2211 nanananx NN   
][][) 86-3طبق معادله ( nn No   ) د كه ) نشان مي دهن97-3) و (96-3و مقايسه معادله هايNo aa    به نحـوي

) را بـه كـار بـريم، مـي تـوانيم نتيجـه       86-3عدد صحيح متوالي ديگر بگيـريم و معادلـه (   Nرا روي  kمشابه اگر گستره 
  بگيريم كه  

)3-98  (              Nkk aa   
تكرار مي شوند اين مسـئله را حتمـاً    Nدوره تناوب  با akدر نظر بگيريم مقادير  kمقدار متوالي براي  Nيعني اگر بيش از 

وجود دارد نمايش سـري   Nتابع نمايي مختلط متمايز داراي دوره تناوب  Nبايد با دقت تعبير كرد در حقيقت چون تنها 
را بـراي تعريـف سـري فوريـه بـه       kمقدار متوالي  Nجله اي است پس اگر  Nفوريه گسسته در زمان يك سري متناهي 

ضريب فوريه بـه دسـت مـي آوريـم. ولـي گـاهي اوقـات          N) دقيقاً 95-3) معين كنيم از معادله (94-3عادله (صورت م
مقـدار متـوالي دلخـواه بگيـريم. بـه       N) را جمعي بـر روي  94-3را شناور بگذاريم و معادله ( kمقدار متوالي  Nبهترست 

تعريف شده است ولي براي نمايش سـري   kايز مقادير را رشته اي در نظر بگيريم كه به ازاي تم akهمين خاطر بهترست 
-3معادلـه ( [تكرار مي شـود   Nبا دوره تناوب  ak , kعضو متوالي آن به كار مي رود به علاوه چون با تغيير  Nفوريه تنها 

86([ ak ] ) ه را در مثال زير روشن مي كنيم.  نيز بايد چنين باشد. اين ديدگا ]) 98-3معادله  
  10-3مثال 

  نال زير را در نظر بگيريد.  سيگ
)3-99  (               nnx osin][   

كه همتاي گسسته در زمان سيگنال   ttx osin  است.  3-3مثالx[n]   تنها در صورتي متناوب است كـهo /2 
oعدد صحيح با نسبت دو عدد صحيح باشد براي حالتي كه    است يعني   Nبرابر عدد صحيح  2/

No

 2
  

X[n]  با دوره تناوب پايهN     متناوب است و نتيجه اي كاملاً مشابه حالت پيوسته در زمان به دست مي آيد بـا بسـط ايـن
  سيگنال به صورت دو نمايي مختلط به دست مي آوريم.  

)3-100  (                  nNjnNj e
j

e
j

nx /2/2

2

1

2

1
][    
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  ) نتيجه مي گيريم.  94-3) و (100-3از مقايسه معادله هاي (

)3-101  (           j
a

j
a

2

1
,

2

1
11    

تكـرار مـي شـوند پـس      Nبقيه ضرايب در فاصله جمعبندي صفرند. همانطور كه قبلاً گفتيم اين ضرايب بـا دوره تنـاوب   
aN+1  نيز برابرjaN 2/1,1  برابرj2/1 ضرايب سري فوريه ايـن مثـال را بـه ازاي     13-3است شكلN=5    نشـان مـي

) تنها يك دوره تناوب به كـار  94-3دهد تكرار ضرايب به صورت متناوب هم مشخص شده است البته در معادله تركيب (
  مي رود.  

  

: ضرايب فوريه 13- 3شكل    nSinnx 5/2  

oگيريم كه اكنون حالتي را در نظر مي    نسبت به دو عدد صحيح است، يعني   2/

N

M
o

 2
  

  

ضرايب فوريه : 14- 3شكل    nSinnx 5/23   

را بـه صـورت مجمـوع     x[n]است بار ديگر  Nبرابر  x[n]عامل مشترك نداشته باشند، دوره تناوب پايه سيگنال  N,Mاگر 
  سط مي دهيم.  دو نمايي مختلط ب

   nNjmnNjM e
j

e
j

nx /2/2

2

1

2

1
][    

با تأمل در اين عبارت مي توان نتيجه گرفت كـه     jaja MM 2/1,2/1       14-3و بقيـه ضـرايب صـفرند. شـكل 
نشان مي دهد در اين شكل متناوب بودن ضرايب هم نشان داده شده اسـت.   M=3  ،N=5ضرايب سري فوريه را به ازاي 

كه برابر  N=5  ،a2=a-3مثلاً به ازاي  j2/1   تنهـا دو ضـريب غيـر     5است ولي دقت كنيد كه در هر تناوبي به طـول
  تنها از دو جمله تشكيل مي شود.   صف وجود دارد بنابراين معادله تركيب
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  11-3مثال 

  سيگنال زير را در نظر بگيريد.  







 













 n

N
n

N
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N
nx

 4
cos

2
cos3

2
sin1][  

مي توان آن را مستقيماً بر حسب توابع نمـايي مخـتلط بسـط     10-3ناوب است و مثال مت  Nاين سيگنال با دوره تناوب 
  داد و به دست آورد.  

       

   2//42//4
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  با جمع جملات مشابه به دست مي آوريم.  
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  پس ضرايب سري فوريه اين مثال عبارت اند از  
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بـاز هـم ضـرايب سـري فوريـه        ak=0) داريـم  94-3واقع در فاصله جمع بنـدي معادلـه ترتيـب (    kمقادير  به ازاي بقيه

,1تكرارمي شوندمثلاNًباتناوب
2

1

2

3
,

2

1
132   NN ajajNa  (الف) بخشهاي حقيقي و موهـومي   15-3شكل
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  (ب) دامنه و فاز ضرايب را نشان مي دهد.   15-3و شكل  N=10اين ضرايب به ازاي 
  

  
  ؛ ب) دامنه و فاز اين ضرايب11- 3: الف) بخش هاي حقيقي و موهومي ضرايب سري فوريه مثال 15- 3شكل 

kaakداريم  kبه ازاي تمام مقادير  11-3توجه كنيد كه در مثال  *  اين رابطه به ازاي هرx[n]   حقيقي برقرار اسـت
هاي پيوسته در زمان متناوب بيان شد و با همان نتيجـه  براي سيگنال 3-3اين خاصيت شبيه خاصيتي است كه در بخش 

كه مانند حالت پيوسته در زمان سري فوريه رشته هاي متناوب حقيقي دو شكل مختلـف دارنـد ايـن دو شـكل همتـاي      
مورد بررسي قرار مي گيرند شكل نمـايي سـري    52-2) هستند و در مسئله 32-3) و (31-3گسسته در زمان معادلات (

  ) براي مقاصد ما مناسبتر ند و منحصراً اين شكل را به كار مي بريم.  95- 3) و (94- 3ورت بيان شده با معادلات (فوريه به ص

  12-3مثال 

را در نظر مي گيريم مـي تـوانيم سـري فوريـه ايـن       16-3در اين مثال موج چهار گوش متناوب گسسته در زمان شكل 
11ن در ) محاسبه كنيم چو95-3سيگنال را به كمك معادله ( NnN     بهترسـت داريـمx[n]=1    بهترسـت فاصـله
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11) را به نحوي در نظر بگريم كه شامل  95-3جمعبندي معادله ( NnN   ) 95-3باشد براي اين منظـور معادلـه (

  را به صورت زير مي نويسيم.  

)3-102  (           
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  ) به صورت زير در مي آيد.  102-3معادله ( m=n+N1تغيير متغير مي بينيم كه با 
)3-103  (  
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جمله اول يك سري هندسي است بنـابراين مـي تـوان آن را بـه كمـك نتيجـه        (2N+1)) مجموع 103-3جمع معادله (
  حساب كرد با اين كار به دست مي آوريم .   54-1مسئله 
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  : موج چهارگوش متناوب گسسته در زمان16- 3شكل 

  
  نشان مي دهند.   N=10،20،40براي  2N1+1=5را به ازاي  ak(الف) (ب) و (ج) به ترتيب ضرائب  17-3شكلهاي 

  

512به ازاي  kaN؛ 12- 3: ضرايب سري فوريه موج چهارگوش متناوب مثال 17- 3شكل  1 N  (براي: الفN = 10 (؛ ب
N = 20 (؛ جN = 40.  

م كـه بـا   يموج چهارگوش متقارن را در نظـر گـرفتيم و ديـد    4-3در بحث همگرايي سري فوريه پيوسته در زمان بخش 
 ـ 52-3ميل تعداد جملات به بينهايـت جمـع متنـاهي معادلـه (     ه مـوج چهـارگوش مـي گرايـد بخصـوص در      ) چگونـه ب

) 9-3ناپيوستگيها پديده گيبس را مشاهده كرديم. هر چه تعداد جملات زيادتر ميشد تموج حاصل جمع محدود (شـكل  
فشرده تر مي شد ولي ماكزيمم دامنه تموج ثابت ميماند در اينجا هم جمع جزئي موج چهار گـوش گسسـته در زمـان را    

  سيگنال   18-3را فرد فرض مي كنيم شكل  Nولت دوره تناوب در نظر مي گيريم براي سه

)3-106  (         
 




M

Mk

nNjk
keanx /2][ˆ 

  

 

برابرست يعنـي   x[n]اين جمع جزيي دقيقاً با  M=4نشان مي دهد به ازاي  Mو چند مقدار  N=9را به ازاي  16-3مثال 
است و نه پديده گيبس دليل اين امر اين اسـت كـه   بر خلاف حالت پيوسته در زمان در اينجا نه مسئله همگرايي مطرح 

با تعداد محدودي پارامتر ، يعني مقادير دنبالـه در يـك دوره تنـاوب كـاملاً مشـخص مـي شـود         x[n]هر دنباله متناوب 
ضـريب فوريـه تبـديل     Nپارامتر معادل ديگر يعني مقادير  Nپارامتر را به  N) تنها اين 95-3معادله تجزيه سري فوريه (

) به ما نشان مي دهد كه چگونه مي توان مقادير دنباله اصلي را به صـورت يـك سـري    94-3كند؛ و معادله تركيب ( مي
جمله را داريـم و بـا    Nدقيقاً مجموع  M=(N-1)/2) قرار دهيم 106-3فرد باشد و در معادله ( Nمتناهي نوشت پس اگر 
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توجه به معادله تركيب خواهيم داشت    nxnx   به طور مشابه اگرN   زوج باشد و فرض كنيم  

)3-107  (             



M

Mk

nNjk
keanx

1

/2ˆ 
  

  
و  N = 99به ازاي  16- 3) براي موج چهارگوش شكل 107- 3) و (106- 3: جمع هاي جزيي معادلات (18- 3شكل 

512 1 N (؛ الفM = 1 (؛ بM = 2 (؛ جM = 3 (؛ دM = 4.  
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ˆ][][) داريم 94-3جمله دارد و باز طبق معادله ( Nاين جمع  M=N/2به ازاي  nxnx   
بر عكس سيگنال متناوب پيوسته در زمان در هر دوره تناوب مقادير پيوسته اي به خـود مـي يگـرد و بـراي نمـايش آن      

را نمـي دهـد و    x(t)دير دقيق ) مقا52-3بينهايت ضريب فوريه لازم است در نتيجه هيچكدام از جمعهاي جزيي معادله (
 4-3وقتي جمع را با ميل تعداد جملات به بي نهايت حساب مي كنيم مسائلي چـون همگرايـي مطـرح شـده در بخـش      

  بروز مي كند.  

  خواص سري فوريه گسسته در زمان  3-7

بـه سـادگي مـي     بين خواص سري فوريه گسسته در زمان و پيوسته در زمان شباهتهاي زيادي وجود دارد اين مطلـب را 
كه خواص سري فوريه گسسته در زمان در آن منـدرج اسـت، و جـدول همتـاي پيوسـته در       2-3توان با مقايسه جدول 
  مشاهده كرد.   1-3زمان آن يعني جدول 

اشتقاق بسياري از اين خواص بسيار شبيه همتاهاي پيوسته در زمان شـان اسـت، و بعضـي از ايـن اشـتقاقها در مسـائل       
  منظور شده است.  هاي فصل انت

خواهيم ديد كه اكثـر ايـن خـواص را مـي تـوان از خـواص        5در مسائل انتهاي فصل منظور شده است همچنين در فصل
متناظر تبديل فوريه پيوسته در زمان استنتاج كرد پس در ايـن بخـش تنهـا بـه كـاربرد ايـن خـواص و بحـث در مـورد          

ردازيم همچنين بـا مثالهـايي نشـان خـواهيم داد كـه ايـن خـواص        تفاوتهايي مهم نسبت به حالت پيوسته در زمان مي پ
چگونه مي توانند در اكتساب بينش عميقتر ياريمان كنند و پيچيدگي هاي محاسباتي ضرائب سري فوريه بعضـي رشـته   

  ها را كاهش دهند.  
گنال و ضـرائب سـري   همانند حالت پيوسته در زمان غالباً به كار گيري يك نماد اختصاري براي نمايش رابطـه يـك سـي   

  ضرائب سري فوريه آن باشند مي نويسيم.   ak , Nيك سيگنال متناوب با دوره تناوب  x[n]فوريه اش مناسب است اگر 

k
FS anx ][  

  ضرب  3-7-1

خاصيت ضرب نمايش سري فوريه نمونه اي از خواصي است كه تفاوت حالتهاي پيوسته و گسسته در زمان را آشكار مـي  
يـك سـيگنال متنـاوب بـا دوره      Tحاصل ضرب دو سيگنال پيوسته در زمـان داراي تنـاوب    2-3ند. با توجه به جدول ك

است كه ضرائب سري فوريه اش از كانولوشن رشته ضرائب دو سيگنال ضرب شده در هم بـه دسـت مـي آيـد      Tمتناوب 
  در حالت گسسته در زمان فرض كنيد.  

k
FS anx ][  

k
FS bny ][  
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نشان داده مي شود بـا   57-3نيز چنانچه در مسئله  x[n] y[n]هستند حاصلضرب  Nو هر دو سيگنال داراي دوره تناوب 

  متناوب است و ضرائب سري فوريه آن عبارت اند از   Nدوره تناوب 

)3-108  (              



Nl

lklk
FS badnynx  

نمونـه متـوالي تغييـر مـي كنـد       Nست ولي متغير جمعبندي تنهـا دو فاصـله   ) شبيه تعريف كانولوشن ا108-3معادله (
محاسـبه كـرد. مـا ايـن عمـل را       lمقدار متوالي  Nنشان خواهيم داد جمع را مي توان روي هر  57-3چنانچه در مسئله 

جمع بنـدي   كانولوشن متناوب دو رشته متناوب ضرائب فوريه مي ناميم شكل معمولي جمع كانولوشن (كه در آن متغير
  نولوشن نامتناوب خوانده مي شود.  تغيير مي كند) براي تفاوت داشتن با اين حالت كا تا  از 

  تفاضل اول  3-7-2

– x[n]گونه گسسته در زمان خاصيت مشتقگيري سري فوريه پيوسته در زمان عمل تفاضـل اول اسـت كـه بـه صـورت      

x[n-1]  تعريف مي شود اگرx[n]  با دوره تناوبN  متناوب باشدx[n]-x[n-1]   نيز چنين است زيرا تركيب خطـيx[n]  و
  متناوب است همچنين اگر   Nهميشه با دوره تناوب  Nيك سيگنال متناوب ديگر داراي دوره تناوب 

k
FS anx ][  

  ورت زير نوشترا مي توان به ص x[n]ضرائب سري فوريه تفاضل اول 

)3-109  (               k
NjkFS aenxnx /211   

بـه دسـت آورد يـك كـاربرد      2-3كه به سادگي مي توان آن را با اعمال خواص جابجايي زمـاني و خطـي بـودن جـدول     
معمول اين خاصيت وضعيتهايي است كه در آنها محاسبه سري فوريه تفاضل اول ساده تر از يافتن سري فوريه سـيگنال  

  را ببينيد)   31-3ت (مسئله صلي اسا
  رابطه پارسوال براي سيگنالهاي متناوب گسسته در زمان  3-7-3

  نشان خواهيم داد كه رابطه پارسوال براي سيگنالهاي متناوب گسسته در زمان عبارت است از   57-3در مسئله 

)3-110  (            
 


Nn Nk

kanx
N

221
  

را نشان مي دهد هماننـد حالـت پيوسـته در زمـان،      Nداراي دوره تناوب  x[n]ضرائب سري فوريه سيگنال  akكه در آن 

2اسـت   x[n]سمت چپ رابطه پارسـوال تـوان متوسـط يـك دوره تنـاوب سـيگنال متنـاوب        

ka     تـوان متوسـط مولفـه

مـوع توانهـاي متوسـط    است پس رابطه پارسوال مي گويد توان متوسط يك سيگنال متناوب بـا مج  x[n]ام  kهارمونيك 
مولفه هـارمونيكي مجـزا وجـود دارد و     Nموجود در تمام هارمونيكهاي آن برابرست البته در حالت گسسته در زمان تنها 

 kمقـدار متـوالي    N) را مي تـوان روي هـر   110-3متناوب است جمع طرف راست معادله ( Nبا دوره تناوب  x[n]چون 
  حساب كرد.  
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  مثال  3-7-4

بخش با چند مثال نشان مي دهيم كه چگونه خواص سري فوريه گسسته در زمان را مي توان براي مشـخص   در اين زير
را مـي تـوان بـراي سـاده      2-3كردن سيگنال و محاسبه ضرائب سري فوريه آن به كار برد. خواص ذكر شـده در جـدول   

نال داده شده را بر حسب سـيگنالهايي بيـان   كردن محاسبه سري فوريه سيگنالها به كار برد به اين منظور بايد ابتدا سيگ
 2-3كرد كه ضرائب سري فوريه شان را مي دانيم يا محاسبه سري فوريه شان ساده تر اسـت سـپس بـه كمـك جـدول      
 13-3ضرائب فوريه سيگنال داده شده را بر حسب ضرائب سري فوريه آن سيگنالها به دست مي آوريم اين كار در مثـال  

 15-3به تعيين يك سيگنال به كمـك مشخصـات داده شـده آن اختصـاص دارد در مثـال       14-3انجام شده است مثال 
  نولوشن متناوب نشان داده مي شود.كاربرد خاصيت كا

  13-3مثال 

(الف) را در نظر مي گيريم زمان تناوب پايه اين سـيگنال   19-3شكل  x[n]سري فوريه سيگنال  akمسئله يافتن ضرائب 
 x2[n]ثابـت   dc(ب) و رشـته   19-3شـكل   x1[n]را مي توان مجموع سـيگنال چهـارگوش    x[n]است مي بينيم كهع  5

نشان دهيم خاصـيت   ckرا با  x2[n]و ضراب سري فويه  bkرا با  x1[n](ج) فرض كرد اگر ضرائب سري فوريه  19-3شكل 
  به ما مي گويد.   2-3خطي بودن جدول 

)3-111  (               kkk cba   
  به صورت زيرست.   x1[n]مربوط به  bk) ضرائب N1=5و  N1=1ا (ب 12-3با توجه به مثال 

)3-112  (        
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  است و مي توان آن را با ضريب صفرم سري فوريه اش نمايش داد   dcتنها يك مقدار  x2[n]رشته 

)3-113  (             



4

0
2 1

5

1

n
o nxc  
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: الف) رشته متناوب 19- 3شكل  nx  و نمايش آن به صورت مجموع؛ ب) يك موج چهارگوش  13- 3مثال nx1  و ج) يك
رشته  dcnx2.  

صـفرند ،   x2[n]بقيه ضرايب  ck=1داريم  5چون ضرائب سري فوريه گسسته در زمان متناوب اند به ازاي مضارب صحيح 
  ) به دست مي آوريم.  111-3در معادله ( ck, bkدارد اكنون با گذاشتن  dcتنها مولفه  x2[n]زيرا 

)3-114  (        
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  14-3مثال 

  داده شده است.   x[n]اطلاعات زير در مورد رشته 
x[n]  متناوب است.   6با دوره تناوب  

  


5

0
2

n
nx 

    


7

2
11

n

n nx 

 مي نيمم انرژي را داراست.   x[n]گنالهايي كه سه شرط بالا را دارند در ميان تمام سي

نتيجـه مـي گيـريم     2نشان مي دهيم با توجه به اطلاع  akرا با  x[n]مي پردازيم ضرائب سري فوريه  x[n]حال به تعيين 

3

1
oa  چون    njnjn ee 36/21     نشان مي دهد كه  3اطلاع

6

1
3 a  3با توجه به رابطه پارسوال (جدول-

  عبارت است از   x[n]) توان متوسط 2

)3-115  (             



5

0

2

k
kaP  

  بر مي گزينيم.   Pمعلوم اند براي مي نيمم شدن  a3و  a0مي شود و چون  Pغير صفر باعث افزايش  akچون هر 
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  پس  
)3-116  (           05421  aaaa  

  تصوير شده است. 20-3كه در شكل 

  

: رشته 20- 3شكل  nx  14- 3سازگار با شرايط بيان شده در مثال 

  15-3مثال 

در يان مثال يك رشته متناوب را كه عبارت جبري ضرائب سري فوريه اش معلوم است تعيين و رسم مي كنـيم در ايـن   
) را به كار مي گيـريم همـانطور كـه    2-3فوريه گسسته در زمان (مندرج در جدول كار خاصيت كانولوشن متناوب سري 
  متناوب باشند سيگنال   Nبا دوره تناوب  y[n] , x[n]اثبات مي شود،  58-3در جدول مشخص شده و در مسئله 

     



Nr

rnyrxnw  

محاسبه كرد بـه عـلاوه ضـرائب     rتوالي دلخواه مقدار م Nمتناوب است جمع را مي توان به ازاي هر  Nنيز با دوره تناوب 
  هستند.   y[n] , x[n]به ترتيب ضرائب سري فوريه  bk , akكه  Nak , bkعبارت اند از  w[n]سري فوريه 

  داراي ضرائب سري فوريه زير ست.   7با دوره تناوب  x[n]حال فرض كنيد كه مي دانيم سيگنال 

)3-117  (            
 
 7/sin7

7/3sin
2

2

k

k
ck 


  

27مي بينيم كه  kk dc   كهdk  ضرائب سري فوريه موج چهارگوشx[n]   بـه ازاي   12-3مثـالN1=1   وN=7    اسـت بـا
  توجه به خاصيت كانولوشن متناوب داريم.  

)3-118  (                  
 


7

3

3r r

rnxrxrnxrxnw  

33در تساوي آخر جمع را روي فاصله   r ش ضرب و جمع براي محاسـبه ايـن كانولوشـن نيـز قابـل      بسته ايم رو
اعمال است تنها بايد جمع روي فاصله محدود انجام شود در واقع اگر سيگنال  nx̂      را به صـورتي تعريـف كنـيم كـه در

33  r  برابرx[r] ) صورت زير تبديل كرد.  ) را به 118-3و در بقيه جاها صفر باشد مي توان معادله  

          







3

3

ˆ
r r

rnxrxrnxrxnw  
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كانولوشن غير متناوب رشته هاي  w[n]يعني  nx̂  وx[n]   .است  

(الف) تا (ج) به ترتيب رشته هاي  21-3شكلهاي      rxrxrnx ,ˆ,  را نشان مي دهندw[n] ن با توجـه بـه   را مي توا
  .  اين شكلها حساب كرد

بينــيم كــه مــي               301;211;122,033  wwwwww  چــونw[t]  ــا دوره تنــاوب  7ب
  رسم كنيم.   21-3متناوب است مي توانيم آن را به صورت شكل 

  

: الف) موج چهارگوش 21- 3شكل  rx  ؛ رشته 15-3مثال rx̂  33كه در  r  با rx  برابر و در بقيه جاها صفر
است؛ ج) رشته  rnx  ؛ د) رشته nw  كه با كانولوشن متناوب nx  و خودش با كانولوشن غير متناوب nx̂  و

 nx .برابر است  
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  LTIسيستمهاي  سري فوريه و 3-8
طب چند بخش اخير ديديم كه چگونه مي توان نمايش سري فوريه هر سيگنال گسسته در زمان و تقريبـاً هـر سـيگنال    

بـه تركيـب    LTIديـديم كـه پاسـخ سيسـتمهاي      2-3پبوسته در زمان داراي اهميت عملي را يافت همچنين در بخـش  
بـه ازاي ورودي   LTIپيوسـته در زمـان سيسـتمهاي    خطي نماييهـاي مخـتلط شـكل نسـبت سـاده اي دارد در حالـت       

  stetx   خروجي    stesHty ) 6-3را توليد مي كنند و طبق معادله  (  

)3-119  (              




 dtehsH s  

  است.   LTIپاسخ ضربه سيستم  h(t)كه 
را توليد مـي كننـد و    y[n]=H(z)znخروجي  x[n]=znرودي گسسته در زمان به ازاي و LTIبه نحوي مشابه سيستمهاي 

  )  10-3طبق  معادله (

)3-120  (              





k

kzkhzH  

  است.   LTIكه پاسخ ضربه سيستم 
S  وz  در حالت كلي مختلط اند وH(s)  وH(z)       را تابع سيستم مي نامند در اين فصـل و فصـل بعـد بـراي سيسـتمهاي

لت خاص پيوسته در زمان حا jH را در نظر مي گيريم يعنيjs  در نتيجهest  به شكلtje    است ايـن ورودي
jsاست تابع سيستم داراي يك نمايي مختلط با فركانس   يعني jH  به عنوان تابعي از   پاسـخ فركانسـي

  سيستم ناميده مي شود و عبارت است از :  

)3-121  (              




 dtethjH tj  

را بررسي مـي   1zحالت خاص  5به نحوي مشابه براي سيگنالها و سيستمهاي گسسته در زمان در اين فصل و فصل 
jezاين حالت  كنيم در  وnzبه شكلnje   است تابع سيستمH(z)  به ازايnjez    پاسخ فركاني سيستم ناميـده

  مي شود و عبارت است از  

)3-122  (              





n

njj enheH   

njeلط به سيگنال نمايي مخت LTIپاسخ     (در حالت پيوسته در زمان) يا (در حالت گسسته در زمان) را به سادگي مـي
مي تـوانيم پاسـخ    LTIتوان بر حسب پاسخ فركانسي سيستم بيان كرد به علاوه به خاطر خاصيت جمع آثار سيستمهاي 

خـواهيم ديـد كـه چگونـه مـي       5و  4صلهاي به تركيب خطي نمايي هاي مختلط را به سادگي بيابيم در ف LTIسيستم 
به سيگنالهاي نامتناوب بـه كـار بـريم در     LTIتوانيم اين ايده ها را به همراه تبديل فوريه براي تحليل پاسخ سيستمهاي 

  م.  بقيه اين فصل ابتدا نگاهي به اين مجموعه مهم مفاهيم مي اندازيم و به تعبير آنها در مقوله سيگنالهاي متناوب مي پردازي
  را سيگنال متناوبي با نمايش سري فوريه زير فرض كنيد. x(t)ابتدا حالت پيوسته در زمان را در نظر گرفته 

)3-123  (             





k

tjk
k

oeatx 
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اعمال مي كنيم چون هر يك از نمـايي هـاي مخـتلط     h(t)داراي پاسخ ضربه  LTIاين سيگنال را به ورودي يك سيستم 

ok) به ازاي 13-3تابع ويژه اي از سيستم هستند با استفاده از معادله ( )123-3معادله ( jks   
  خروجي زير را به دست مي آوريم.  

)3-124  (             





k

jkj
k

oo eeHaty 
  

اشـد  ب x(t)مجموعـه ضـرائب سـري فوريـه ورودي      {ak}متناوب است به علاوه اگـر   x(t)با همان فركانس پايه  y(t)پس 
به صورت  y(t)مجموعه ضرائب خروجي  }{ ok jkHa   است يعني اثر سيستمLTI   تغيير ضرائب سري فوريه با ضـرب

  متناظر با فركانس هر مولفه است.  هر كدام در پاسخ فركانسي 

  16-3مثال 

  با پاسخ ضربه زير است.   LTIورودي يك سيستم  2-3مثال  x(t)فرض كنيد سيگنال متناوب 

   tueth t  

  ابتدا پاسخ فركانسي را به دست مي آوريم.   y(t)براي محاسبه ضرائب سري فوريه خروجي 
)3-125  (  
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deejH
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1
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1

 

) و با توجه به اين كه در اين مثال 125-3) و (124-3با استفاده از معادلات ( 2o   به دست مي آوريم  

)3-126  (               



3

3

2

k

tjk
kebty   
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داريم  2jkHab kk    پس  
bo=1 
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)3-127  (  
است. بررسي معـادلات   h(t) , x(t)بايد يك سيگنال حقيقي باشد، زيرا كانولوشن دو سيگنال حقيقي  y(t)توجه كنيد كه 

kk) و مشاهده اين كه 3-127( bb *  تأييدي بر اين مطلب است پسy(t)   ) و 31-3را مي توان به يكـي از دو شـكل (
  ) نوشت يعني  3-32(

)3-128  (            



3

1

2cos21
k

kk ktDty   

  يا  

)3-129  (             



3

1

2sin2cos21
k

kk ktFktEty   

  كه در آن  

)3-130  (      3,2,1 kjFEeDb kk
kj

kk
  

  ) به دست آورد براي مثال  127-3ادله (اين ضرايب را مي توان مستقيماً از مع

 


2tan,
414

1 1
11211




 bbD   

   211211 412
}{,

414

1
}{




 



 bJmFbRE  

) بين ضـرائب سـري فوريـه ورودي و خروجـي     124-3) و (123-3در حالت گسسته در زمان رابطه اي مشابه معادلات (
  ه زير باشد.  سيگنال متناوبي با نمايش سري فوري x[n]وجود دارد دقيقتر اين كه اگر  LTIسيستم 

   



Nk

nNjk
keanx /2
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ــه يــك سيســتم   ــه عنــوان ورودي ب ــه (  h[n]داراي پاســخ ضــربه  LTIو آن را ب ــا 16-3اعمــال كنــيم، طبقــه معادل ) ب

 Njk
k ez /2   خروجي عبارت است از  

)3-131  (             



Nk

nNjkNkj
k eeHany /2/2   

ام سـري   kحاصلضـرب ضـريب    y[n]ام سـري فوريـه    kاست و ضريب   متناوب x[n]نيز با همان دوره تناوب  y[n]پس 

در فركانس مولفه مربوط يعني  LTIفوريه ورودي و پاسخ فركانسي سيستم  NkjeH /2   .است  
  17-3مثال 

با پاسخ ضربه  LTIيك سيستم    nuanha n   و ورودي زير در نظر بگيريد.  11,

)3-132  (              







N

n
nx

2
cos  

  را به شكل سري فوريه زير نوشت   x[n]مي توان  10-3طبق مثال 

     nNjnNj eenx /2/2

2

1

2

1    

  )  122-3و طبق معادله (

)3-133  (             









 
00 n

nj

n

njnj eeeH    

  حساب كرد نتيجه عبارت است از   54-1اين سري هندسي را مي توان به كمك نتيجه مسئله 

)3-134  (              


 j
j

e
eH 


1

1
  

  ) سري فوريه خروجي را به دست مي آوريم.  131-3حال به كمك معادله (

)3-135 (    

         

   nNj
Nj

nNj
Nj

nNjNjNjNj

e
e

e
e

eeHeeHny

/2
/2

/2
/2

/2/2/2/2
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1
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2
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  با نوشتن  




j
Nj

er
e


  /21

1
 

  ) به شكل زير ساده مي شود.  135-3معادله (

)3-136  (              





  

n
N

rny
2

cos  

  N=4مثلاً به ازاي 
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  و در نتيجه  

   





 


  


1

2
tan

2
cos

1

1 n
ny  

ــراي معنــي داشــتن عبارتهــايي ماننــد معــادلات (   ــذكر مــي دهــيم كــه ب ) پاســخهاي فركانســي 131-3) و (124-3ت

    jHeH j  5و  4) بايــد خــوش تعريــف و متنــاهي باشــند چنانچــه در فصــلهاي 122-3) و (121-3معــادلات ( ,

با پاسخ ضـربه   16-3مثال  LTIديد براي سيستمهاي پايدار چنين وضعيتي داريم مثلاً سيستم  خواهيم   tueth t 
ــه (  ــدار اســت و پاســخ فركانســي خــوش تعريــف معادل ــا پاســخ ضــربه  LTI) را دارد. ولــي يــك سيســتم 125-3پاي ب

   tueth t  به ازاي تمام مقـادير  121-3كه انتگرال معادله (ناپايدارست. و به سادگي مي توان ديد (   .واگراسـت

با پاسخ ضربه  17-3مثال  LTIبه نحوي مشابه سيستم    nunh n  1به ازاي    پايدارست و پاسـخ ضـربه بيـان

  اگراست.  ) و133-3سيستم ناپايدارست و جمع معادله (  1) را دارد ولي به ازاي134-3شده در معادله (

  فيلتر كردن  3-9

در كاربردهاي گوناگون تمايل دايم دامنه نسبي مولفه هاي فركانسي يك سيگنال را تغيير دهيم و حتي برخي از آنهـا را  
ير ناپـذير بـا زمـاني كـه شـكل طيـف را       كاملاً حذف كنيم اين فرايند فيلتر كردن ناميده مي شود سيستمهاي خطي تغي

تغيير مي دهند فيلترهاي شكلدهي فركانسي ناميده مي شوند سيستمهايي كه براي عبـور تقريبـاً بـدن اعوجـاج بعضـي      
فركانسها و تضعيف شديد يا حذف بعضي ديگر طراحي مي شوند فيلترهاي فركانس گزين نـام دارنـد چنانچـه معـادلات     

همان ضـرائب سـري فوريـه ورودي     LTIي دهند ضرائب سري فوريه خروجي يك سيستم ) نشان م131-3) و (3-124(
 LTIهستند كه در پاسخ فركانسي سيستم ضرب شده اند پس عمل فيلتر كردن را مي توان با استفاده از سيسـتم هـاي   

دسـته كاربردهـاي   داراي پاسخ فركانسي مورد نظر انجام داد و روشهاي حوزه فركانسـي ابزارهـاي ايـده ال بررسـي ايـن      
  حث فيلتر را از نظر مي گذرانيم.  بسيار مهم اند در اين بخش و بخش بعد به كمك چند مثال مب

  فيلترهاي شكلدهي فركانسي  3-9-1

يكي از كاربردهايي كه در آنها از فيلترهاي شكلدهي فركانسي استفاده مي شود سيستمهاي شنيداري است مثلاً در ايـن  
تعبيه مي شوند تا شنونده بتواند به كمك آنها مقدار نسـبي انـرژي فركـانس پـايين      LTIتمهاي سيستم ها معمولاً سيس

(بم) و انرژي فركانس بالا (زير) را تغيير دهد اين فيلترها سيستمهاي ، هستند كه پاسخ فركانسي شـان را مـي تـوان بـا     
كننده فيلتر موسوم به متعادل كننده قـرار  معمولاً در پيش تقويت  hi-fiدكمه تون كنترل كرد. همچنين در سيستمهاي 

داده مي شود تا مشخصات پاسخ فركانسي بلند گو جبران شود اين فيلترهاي متوالي شده روي هـم رفتـه مـدار متعـادل     
) سه طبقه مدارهاي متعادل كننده يم دسته بلند گوي خاص را نشان مـي دهـد در   22-3كننده ناميده مي شود شكل (

ســخ فركانســي هــر طبقــه روي نمــودار لگــاريتمي لگــاريتمي رســم شــده اســت انــدازه بــا واحــد  ايــن شــكل انــدازه پا
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 jH10log20  رسم شده است كه دسيبل ياdB      ناميده مي شود محـور فركـانس بـر حسـبHz   يعنـي) 2/ (

نمايش لگاريتمي اندازه پاسـخ فركانسـي   خواهيم گفت  3-2-6روي مقياس لگاريتمي مدرج شده است چنانچه در بخش 
  به اين صورت كاملاً متداول و مفيد است.  

روي همر فته براي جبران پاسخ فركانسـي بلنـدگو و اتـاقي كـه در آن قـرار دارنـد        22-3مدارهاي متعادل كننده شكل 
توالي شده اند و چـون هـر   طراحي مي شوتد تا شنونده بتواند پاسخ فركانسي كل را تنظيم كند در واقع چون سه طبقه م

tjKeسيستم يك ورودي نمايي مختلط         را با ضرب در پاسخ فركانسي خود تغيير مي دهـد پاسـخ فركانسـي كـل سـه
الف و ب بـا هـم    22-3طبقه متوالي شده حاصلضرب سه پاسخ فركانسي است دو فيلتر اول نشان داده شده در شكلهاي 

تشكيل مي دهند زيرا شنونده رفتار فركانسي اين دو فيلتر را مي تواند تغيير دهد فيلتر سوم كـه  طبقه كنترل سيستم را 
(ح) نشان داده شده است طبقه متعادل كننده است و پاسخ فركانسي ثابـت مشـخص شـده در شـكل را      22-3در شكل 

كنترل مـي شـود تـا يكـي از دو     (الف) يك فيلتر پايين گذرست كه توسط يك كليد دو وضعيتي  22-3دارد فيلتر شكل 
پاسخ نشان داده شده را ايجاد كند فيلتر دوم طبقه كنترل دو كليد لغزان پيوسـته دارد بـه نحـوي كـه پاسـخ فركانسـي       

  (ب) تغيير كند.   22-3بتواند به طور پيوسته در محدوده مشخص شده در شكل 
مشتق ورودي اسـت يعنـي     كه خروجي شان تقريباًدسته ديگر فيلترهاي شكلدهي فركانسي پركاربرد فيلترهايي هستند 

    dttdxty /  اگرx(t) به صورت  tjetx     باشـد خروجـي  tjejty         اسـت كـه نشـان مـي دهـد پاسـخ
  فركانسي عبارت است از  

)3-137(                   jjH   
نشـان داده شـده اسـت. چـون      23-3ر مشتقگير در شكل مشخصات پاسخ فركانسي يك فيلت jH    در حالـت كلـي

مختلط است در اين مثال خاص پاسخ فركانسي را با دو منحني     jHjH ,     نشان داده ايـم شـكل ايـن پاسـخ

tjeورودي نمايي مختلط  فركانسي نشان مي دهد كه هرچه        بزرگتر باشد بيشتر تقويـت مـي شـود پـس فيلترهـاي
  مشتقگير براي بهبود تغييرات سريع يا پرشهاي سيگنال مفيدند.  

يكي از كابردهايي كه در آنها فيلترهاي مشتقگير بسيار به كار مي روند بهبود لبه ها در پردازش تصويرسـت يـك عكـس    
دو بعدي پيوسته در زمان  سياه و سفيد را مي توان سيگنال 21, ttx  دانست كه در آنt2,t1    به ترتيب مختصـات افقـي

و قائم هستند و  21, ttx   .روشني عكس در آن نقطه را نشان مي دهد  
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قياس : اندازه هاي پاسخ فركانسي مدارهاي متعادل كننده براي يك دسته بلندگوي خاص كه با م22- 3شكل 

 jH10log20  نشان داده شده است. الف) فيلتر پايين گذر؛ ب) حدهاي بالا و پايين پاسخ فركانسي؛ ج) پاسخ
  فركانسي ثابت طبقه متعادل كننده.

) نشـان  70-3اگر تصوير را در جهتهاي افقي و قائم تكرار كنيم و مي توانيم آن را با يكس ري فوريـه دو بعـدي (مسـئله    

1122كه مجموعي از حاصلضرب توابع نمايي مختلط  دهيم , tjtj ee     است كه با فركانسهاي احتمالاً مختلـف در دوراسـتا
نوسان مي كنند تغييرات كند روشنايي در هر راستا نشاندهنده هارمونيكهاي پايين در آن راستاسـت لبـه اي قـائم را در    

ايي است چون روشنهايي در امتداد لبه ثابت است يا به تدريج تغييـر مـي   نظر بگيريد كه نشان دهنده تغيير سريع روشن
كند محتواي فركانسي اين لبه در امتداد قائم در فركانسهاي پايين قرار دارد بر عكس چون روشـنايي در عـرض لبـه بـه     

اثـر يـك فيلتـر     24-3شدت تغيير مي كند محتواي فركانسي آن در امتداد افقـي در فركانسـهاي بـالا قـرار دارد شـكل      
(ب) نتيجـه پـردازش آن   24-3(الف) دو عكس اصلي و شكل  24-3مشتقگير دو بعدي بر عصوير را نشان مي دهد شكل 

تصاوير را نشان مي دهد چون مشتق در لبه هاي تصوير بزرگتر از نواحي داراي تغيير كند روشنايي است اثـر ايـن فيلتـر    
  نماياندن لبه هاست.  
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  اسخ فركانسي كه خروجي آن مشتق ورودي اش است.: مشخصات پ23- 3شكل 

  
  : اثر فيلتر بر مشتقگير: الف) عكس هاي اصلي؛ ب) نتيجه پردازش عكس ها با فيلتر مشتق گير24- 3شكل 

گسسته در زمان نيز كاربرد وسيعي يافته اند بسياري از اين فيلترها سستمهاي گسسته در زمان ساخته شـده   LTIفيلتر 
ي ديجيتال همه منظوره يا خاص هستند كه براي پردازش سيگنالهاي پيوسته در زمان به كـار مـي رونـد    با پردازشگر ها

با تفصيل بيشتر دنبال مي كنيم. تحليل اطلاعات رشته اي مانند داده هـاي آمـاري و اقتصـادي     7اين مطلب را در فصل 
مي شود. معمولاً تغييـرات بلنـد مـدت (كـه فركـانس      با فيلترهاي گسسته در زمان انجام  مثل ميانگين بازار سهام معمولاً

پاييني دارند) و تغييرات كوتاه مدت (كه فركانس بالايي دارند) پديده هايي متمايزند و بهترست اين مولفه ها جـدا جـدا   
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  به كمك فيلترهاي گسسته در زمان انجام مي شود.   تحليل شوند تغيير ضريب اين مولفه ها معمولاً
در نظر بگيريد كه ميـانگين دو نقطـه اي ورودي    LTIاي ساده از فيلترهاي گسسته در زمان يك سيستم به عنوان نمونه 

  را حساب مي كند.  

)3-138  (                  1
2

1
 nxnxny  

براي اين سيستم       1
2

1
 nnnh  ) پاسخ فركانسي به صورت زير ست.  132-3و با توجه به معادله (  

)3-139  (               2/cos1
2

1 2/  jjj eeeh    

()الف) اندازه  25-3شكل  jeH  (ب)  25-3و شكل jeH      گفتـيم   3-3-1را نشان مي دهـد چنانچـه در بخـش
4,2,0...,فركانسهاي پايين نماييهاي مخـتلط گسسـته در زمـان در حـوالي           ر و فركانسـهاي بـالاي آنهـا د

,3...,حوالي     قرار دارد علت اين امر اين است كه  njnj ee  2  بنابراين در حالت گسسته در زمـان 
هـر پاسـخ    بايد در نظر گرفته شود تا تمـام فركانسـهاي مجـزا پوشـيده شـود بنـابراين       2تنها روي فاصله اي به طول 

) 122-3متناوب باشـد ايـن امـر را مـي تـوان بـا توجـه بـه معادلـه (         2فركانسي گسسته در زماني بايد با دوره تناوب 
  مستقيماً مشاهده كرد.  

  

  

گسسته در زمان  LTIب) فاز پاسخ فركانسي سيستم  و : الف) اندازه25- 3شكل       1
2

1
 nxnxny  
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(الـف) نشـان مـي دهـد كـه       25-3) شكل 139-3) و (138-3لتر خاص تعريف شده در معادلات (براي في jeH  در

از كوچك مـي شـود، يعنـي فركانسـهاي بـالاتر بيشـتر        به سمت  بزرگ است و با رفتن 0فركانسهاي حول 

اگر ورودي اين سيسـتم ثابـت باشـد يعنـي يـك نمـايي مخـتلط بـا فركـانس            فركانسهاي پايين تضعيف مي شوند مثلاً

صفر  KKenx nj  0   باشد خروجي عبارت است از 

       nxKKeeHny nojj  0  

ولي اگر ورودي سيگنال فركانس بالاي    nj KKenx 1   از  باشد، خروجي عبارت است  

    0 njj KeeHny   

پس اين سيستم مقادير ثابت سيگنال را از تغييـرات فركـانس بـالا جـدا مـي كنـد و در نتيجـه نمونـه اي از فيلترهـاي          
  زير بخش بعد به آن مي پردازيم.   فركانسي گزين است، مبحثي كه در

  فيلترهاي فركانس گزين  3-9-2

ا هستند كه برا گزينش دقيق يا تقريبي چند باند فركانسي و حذف بانـدهاي  فيلترهاي فركانس گزين دسته اي از فيلتره
ديگر به كار مي روند اين فيلترها كاربردهاي زيادي دارند مثلاً اگر در ضبط صدا نويز در بانـدي بـالاتر از بانـد فركانسـي     

ديگـر از كاربردهـاي مهـم     موسيقي يا صداي ضبط شده باشد مي توان آن را با فيلترهاي فركانس گزين حذف كرد يكي
به تفصيل خواهيم گفت كه اساس سيستم مدولاسـيون دامنـه اي    8اين فيلترها در سيستمهاي مخابراتي است در فصل 

(AM)   انتقال اطلاعات چند منبع به طور همزمان با قرار دادن اطلاعات هر منبع در يك باند فركانسي مخصوص و مجـزا
نده به كمك فيلترهاي فركانس گزين مي باشد. فيلترهاي فركانس گزين بـراي جـدا   و جداسازي باندهاي مختلف در گير

) براي تنظـيم كيفيـت صـدا از بخشـهاي     22-3كردن كانالها و فيلترهاي شكلدهي فركانسي (مانند متعادل كننده شكل 
  عمده هر دستگاه راديو و تلويزيون است.  

لي مباحث مربـوط بـه آن اطلاعـاتي را مطـرح كـرده كـه بـراي        گرچه فركانس گزيني تنها مسئله مهم كاربردي نيست و
توصيف مشخصات فيلترهاي فركانس گزيني پذيرش عام يافته است مثلاً طبيعت فركانسـهايي كـه يـك فيلتـر فركـانس      

گو گزين بايد عبور دهد بسته به كاربرد مورد نظر بسيار متفاوت است ولي تنها چند نوع فيلتر پر كاربرد داراي اسامي بـاز 
را  0كننده كارشان وجود دارد مثلاً فيلتر پايين گذر فيلتري است كه فركانسهاي پايين يعني فركانسـهاي حـول  

مي گذراند وفركانسهاي بالا را تضعيف ياحذف مي كند فيتر بالا گذر فيلتري است كه فركانسهاي بالا را عبور مي دهـد و  
مي كند. و فيلتر ميانگذر فيلتري است كه يك باند فركانسي را گذارنده فركانسهاي بـالاتر و  فركانسهاي پايين را تضعيف 

پايين تر را تضعيف مي كند و فيلتر ميانگذر فيلتري است كه يك باند فركانسي را گذارنده فركانسهاي بالاتر و پـايين تـر   
  بين باندهاي عبور و باندهاي حذف هستند.   آن باند را تضعيف مي كند در هر مورد فركانسهاي قطع فركانسهاي مرز

در تعريف و معيار كيفيت فيلترهاي فركانس گين سوالهاي زيادي وجود دارد فيلتر در عبور فركاسنهاي باند عبور چقـدر  
كار آمدست. در تضعيف فركانسهاي باند قطع چطور ؟ گذر از باند عبور به باند قطع يعني فركانسـهاي عـاري از اعوجـاج    

كانسهاي داراي تضعيف شديد با چه شيبي صورت مي گيرد؟ براي پاسخ به اين سوالها بايد مشخصات فيلتـر واقعـي   به فر
را با فيلتر داراي رفتار ايده ال مقايسه كنيم. فيلتر فركانس گزين ايده ال فيلتـري اسـت كـه نمـايي هـاي مخـتلط يـك        
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حـذف مـي كنـد بـاري مثـال فيلتـر        لهاي ديگر ار كاملاًمجموعه فركانسي را بدون هيچ اعوجاجي عبور مي دهد و سيگنا

tjeاست كه نمايي هاي مخـتلط   LTIيك سيستم  cپايين گذر ايده ال داراي فركانس قطع     بـاcc    را
نسي فيلتر پـايين گـذر ايـده ال پيوسـته در زمـان      مي گذارند و تمام فركانسهاي ديگر ار حذف مي كند يعني پاسخ فركا

  عبارت است از  

)3-140  (          














C

c

jeH






,0

,1

 

  نشان داده شده است.   26-3كه در شكل 

  
  : پاسخ فركانسي يك فيلتر پايين گذر ايده آل26- 3شكل 

ان مـي دهـد كـه فركـانس قطـع آن      (الف) پاسخ فركانسي يك فيلتر بالا گذر ايده ال پيوسته در زمان را نش 27-3شكل 

C  1(ب) فيلتر ميانگذر ايده ال پيوسته در زماني، با فركانس قطع پايين  27-3است و شكلc   و فركانس قطع بـالاي

2c  0را نشان مي دهد توجه كنيد كه تمام اين فيلترها نسبت به    متقارن اند بنابراين براي فيلترهاي بـالا گـذر و

tjeميانگذر ظاهراً دو باند عبور وجود دارد اين نتيجه استفاده از سيگنال نمايي مختلط      به جاي سـيگنالهاي سينوسـي

tsin اســتtcos  وtjte tj  sincos   وtjte tj  sincos      كــه هــر كــدام از ســيگنالهاي
بـه صـورت متقـارن     27-3و  26-3سينوسي هم فركانس تشكيل شده اند بنابراين فيلترهـاي ايـده ال را مطـابق شـكل     

  تصوير مي كنيم.  
خ فركانسي اين فيلترهـا  به نحوي مشابه مي توانيم فيلترهاي فركانس گزين ايده ال گسسته در زمان را تعريف كنيم پاس

(ب) فيلتر بـالا گـذر ايـده     28-3(الف) فيلتر پايين گذر ايده ال شكل  28-3نشان داده شده است شكل  28-3در شكل 
(ج) فيلتر ميانگذر ايده ال را نشان مي دهند به اين مطلب كه در بخش پيش بيان كرديم توجـه كنيـد    28-3ال و شكل 

يوسته در زمان از ايـن جهـت متفـاوت انـد كـه پاسـخ فركانسـي        كه فيلترهاي گسسته در زمان و پ jeH   فيلترهـاي
و فركانسهاي بـالا   متناوب باشد، و فركانسهاي پايين در حوالي مضارب زوج  2گسسته در زمان بايد با دوره تناوب 

  قرار دارند.   در حوالي مضارب فرد 
در مورد متعددي فيلترهاي ايده ال را براي توصيف آرايشهاي ايده ال سيستمهاي كاربردي مختلف مفيد مي يابيم البتـه  
اين فيلترها قابل ساخت نيستند و باي تقريبي از آنها را ساخت، حتي اگر اين فيلترهاي ايده ال قابل سـاخت باشـند بـاز    

  عضي كاربردها ممكن است ويژگيهاي نامطلوب داشته باشند به نحوي كه فيلتر غير ايده ال در واقع مرجح باشد.  هم براي ب
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فيلتر مباحثي بسيار مفصل از طراحي تا ساخت دارد، هر چند نمـي خـواهيم وارد مباحـث عميـق مربـوط بـه روشـهاي        

لترهاي پيوسته و گسسته در زمان خواهيم ديـد و در  طراحي شويم ولي در بقيه اين فصل و فصلهاي ديگر مثالهايي از في
  مورد مفاهيم و روشهاي بنيادين اين مقوله مهم مهندسي آشنا خواهيم شد.  

  
  : الف) پاسخ فركانسي يك فيلتر بالاگذر ايده آل؛ ب) پاسخ فركانسي يك فيلتر ميان گذر ايده آل27- 3شكل 

  
  ه در زمان: الف) پايين گذر؛ ب) بالا گذر؛ ج) ميان گذر: فيلترهاي فركانس گزين ايده آل گسست28- 3شكل 

  

  نمونه هايي ازفيلترهاي پيوسته درزمان توصيف شده بامعادلات ديفرانسيل 3-10

توصيف شده با معـادلات ديفرانسـيل خطـي داراي     LTIدر بسياري از كاربردها فركانس گزيني با استفاده از سيستمهاي 
امر دلايل متعددي دارد براي مثال بسياري از سيستمهاي فيزيكي كه عملشان را مـي  ضرائب ثابت صورت مي پذيرد اين 
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سيسـتم تعليـق    6توان براساس فيلتر كردن تعبير كرد، با معادلات ديفرانسيل يا تفاضلي توصـيف مـي شـوند در فصـل     
اي فركانس بـالاي ناشـي   خودرو را به عنوان نمونه خوبي از اين سيستمها بررسي مي كنيم اين سيستم براي حذف تكانه

از حركت بر جاده هاي ناهموار و كارهاي ديگر طراحي مي شود دليل دوم استفاده از فيلترهاي توصيف شده با معـادلات  
ديفرانسيل و تفاضلي اين است كه مي توان آنها را با استفاده از سخت افزارهاي آنالوگ يا ديجيتال ساخت. به علاوه ايـن  

ع و پر انعطافي براي طراحي در اختيارمان قرار مي دهند، مثلاً امكان سـاخت فيلترهـاي نزديـك    سيستمها امكانهاي وسي
به ايده ال ياداراي مشخصات دلخواه ديگر را ميسر مي سازند در اين بخش و بخش بعد چند مثال در نظر مي گيريم كـه  

دلات ديفرانسـيل و تفاضـلي را نشـان مـي     ساخت فيلترهاي فركانسي گزين پيوسته و گسسته در زمان با استفاده از معـا 
يژگيهـاي مفيـد   مثالهاي ديگري از اين از اين فيلرها خواهيم ديد و درك بيشـتري نسـبت بـه و    6و  4دهند در فصلهاي 

  آنها كسب مي كنيم.  

  ساده  RCيك فيلتر پايين گذر  32-10-1

فاده مي شود. يكي از سـاده تـرين ايـن مـدارها،     براي ساختن فيلترهاي پيوسته در زمان از مدارهاي الكتريكي بسيار است
است كه منبع ولتاژ  29-3مرتبه اول شكل  RCمدار  ts       ورودي آن به حساب مي آيد ايـن مـدار را مـي تـوان بـراي

  عمل فيلتر پايين گذر يا بالا گذر به كار برد، بسته به اين كه سيگنال خروجي را از كجا بگيريم.  
نيد ولتاژ روي خازن فرض ك ts        را به عنوان خروجي برگزينيم در ايـن حالـت ولتـاژ خروجـي و ولتـاژ ورودي توسـط

  معادله ديفرانسيل خطي ضرائب ثابت زير به هم مربوط مي شوند.  

)3-141  (                 tt
dt

td
RC sc 

  

اسـت بـراي تعيـين پاسـخ فركانسـي       LTIابتـدايي   ) به فرض سكون141-3سيستم توصيف شده در معادله ( jH 

توجه كنيد كه طبق تعريف اگر ورودي   tj
s et     .باشد ولتاژ خروجي به صورت زيرست  

    tj
s ejHt    

  ) به دست مي آوريم.  141-3با گذاشتن اين عبارتها در معادله (

)3-142  (              tjtjtj eejHejH
dt

d
RC     

  يا  

)3-143  (              tjtjtj eejHejHRCj     
  كه نتيجه مي دهد.  
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  مرتبه اول RC: فيلتر 29- 3شكل 

  

)3-144  (              tjtj e
RCj

ejH 







1

1  

  يا  

)3-145  (              



RCj

jH



1

1  

اندازه و فاز پاسخ فركانسي  jH  نشان داده شده است توجه كنيـد كـه بـراي فركانسـهاي      30-3در شكل اين مثال

نزديك   0,1  jH  و براي  (منفي يا مثبت) هاي بزرگ jH      بسيار كوچـك مـي شـود و در واقـع بـا

(با خروجي  RCاين فيلتر ساده  به طور پيوسته كاهش مي يابد پس افزايش  tvc   .يك فيلتر پايين گذر غير ايده ال است  

بستانهاي موجود در طراحي فيلتر به اختصار رفتار اين مدار در حـوزه زمـان را بررسـي مـي      –براي از نظر گذراندن بده 
  ز  ) عبارت است ا141-3كنيم پاسخ ضربه سيستم توصيف شده با معادله (

)3-146  (                tue
RC

th RCt /1   

  و پاسخ پله عبارت است از  

)3-147  (                  tuets RCt /1   

بسـتان اساسـي را    –يك بـده   31-3و  30-3) نشان داده شده اند مقايسه شكلهايRC( با  31-3كه هر دو شكل 
(الـف) نشـان مـي     30-3لترمان تنها فركانسهاي بسيار پايين را عبور دهد. شـكل  نشان مي دهد فرض كنيد بخواهيم في

بزرگ باشد، تا فركانسهاي بالاتر از فركانسهاي مورد نظـر بـه    RCكوچك يا به عبارتي  RC/1دهد كه به اين منظور بايد 
ه خيلـي ديـر بـه    پاسـخ پل ـ  RC(ب) نشان مي دهد كه در صورت بزرگ بـودن   31-3حد كافي تضعيف شوند ولي شكل 

مقدار نهايي خود مي رسد يعني سيستم به ورودي پله اي كند پاسخ مي دهد برعكس اگر بخواهيم پاسخ پله سـريعتري  
كوچك مي خواهيم كه به نوبه خود فركانش قطع بالايي بـه دسـت مـي دهـد ايـن بـده بسـتان بـين          RCداشته باشيم 

 6زيـاد پـيش مـي آيـد و در فصـل       LTIل سيستمها و فيلترهاي رفتارهاي خوزه فركانس و حوزه زمان در طراحي تحلي
  بيشتر به آن خواهيم پرداخت.  
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 29- 3شكل  RC: الف) اندازه و ب) فاز پاسخ فركانسي مدار 30- 3شكل 

  ساده  TCيك فيلتر ساده بالا گذر  3-10-2

گيـريم در ايـن حالـت معادلـه      در نظـر مـي   RCبه عنوان انتخابي ديگر ولتاژ روي مقاومت را به عنـوان خروجـي مـدار    
  ديفرانسيل بيان كننده رابطه ورودي وخروجي عبارت است از:  

)3-148  (                                        
dt

td
RCt

dt

td
RC s

r
r 

  

پاسخ فركانسي  jG    اين سيستم را مي توان دقيقاً همانند حالت قبل به دست آوريـم. بـه ازاي  tj
c etv    داريـم

    tj
r ejGtv  ) و كمي عمليات جبري به دست مي آوريم.  148-3و با گذاشتن اينها در معادله (  

)3-149  (             
RCj

RCj
jG







1
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با  RCربه يك فيلتر پايين گذر ؛ ب) پاسخ ضRCمرتبه اول با  RC: الف) پاسخ ضربه يك فيلتر پايين گذر 31- 3شكل 
RC  

نشان داده شده است با توجه به اين شكل مـي بينـيم كـه ايـن سيسـتم       32-3اندازه و فاز اين پاسخ فركانسي در شكل 

مـي گذارنـد،    حداقل تضعيف RC/1يعني فركانسهاي  فركانسهاي پايين را تضعيف مي كند و فركانسهاي بالاتر،

  پس اين سيستم به صورت يك فيلتر بالا گذر عمل مي كند.  
  

  
  29-3شكل  RC: الف) اندازه و ب) فاز پاسخ فركانسي مدار 32- 3شكل 
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  RCبا  مرتبه اولگذر  بالافيلتر  پلهپاسخ : 33- 3شكل 

نسي فيلتر بالا گذر و هم مشخصات پاسخ زمـاني آن را كنتـرل   همانند فيلتر بالا گذر، پارامترهاي اين مدار هم پاسخ فركا
مي بينـيم كـه    29-3مي كند. براي مثال پاسخ پله اين فيلتر را در نظر بگيريد. با توجه به شكل      tvtvtv csr  

پس به ازاي      tutvtv sc , ) رت است از  ) است در نتيجه پله فيلتر بالا گذر عبا147-3مطابق معادله  

)3-150  (                tuetv RCt
r

/  
 0پاسخ كندتر مي شود يعني پاسخ پله ديرتـر بـه مقـدار نهـايي      RCنشان داده شده است با افزايش  33-3كه در شكل 

) بر پاسخ فركانسي هـم اثـر مـي     RC/1(يا به عبارتي كاهش  RCمي بينيم كه افزايش  32-3مي رسد با توجه به شكل 
  ارد يعني فركانس قطع را كوچكتر مي كند.  گذ

ساده مي تواند بسته به انتخاب متغيـر خروجـي تقريبـي از فيلتـر بـالا       RCدو مثال اين بخش نشان دادند كه يك مقدار 
نيز خواهيم ديد كه يك سيستم مكانيكي ساده متشكل از جرم و ضربه گير نيـز   71-3گذر يا پايين گذر باشد در مسئله 

يك فيلتر بالا گذر يا پايين گذر توصيف شده با معادله ديفرانسيل مرتبه اول باشد اين نمونه هـاي الكتريكـي و   مي تواند 
مكانيكي به خاطر سادگيشان گذر سريعي از باند عبور به باند قطع ندارند. در واقع اين فيلترهـا تنهـا يـك پـارامتر دارنـد      

فركانسي و هم انرژي (خازن و القاگر در مـدارهاي الكتريكـي و فنـر و     ) كه هم پاسخRC(در مورد مدار الكتريكي پارامتر 
ضربه گير در فيلترهاي مكانيكي) فيلترهايي به دست مي آيند كه با معادلات ديفرانسيل مرتبه بـالا توصـيف مـي شـوند     

بسـتان   –ارنـد و بـده   اين فيلترها از لحاظ مشخصات انعطاف پذيرترند و مثلاً گذر سريعتري از باند عبور به بانـد قطـع د  
  بين پاسخهاي زماني و فركانسي شان را بيشتر مي توان كنترل كرد.  

  فيلترهاي گسسته در زمان توصيف شده با معادلات تفاضلي  3-11

فيلترهاي گسسته در زمان توصيف شده با معادلات تفاضلي نيـز چـون هماتاهـاي پيوسـته در زمانشـان اهميـت عملـي        
رها به خاطر امكان ساختنشان با سخت افزارهاي همه منظور يا خاص در عمل بسيار بـه كـار مـي    فراواني دارند اين فيلت

روند همانند همه مقولات تحليل سيگنالها و سيستمها در بررسي فيلترهاي گسسته در زمان توصـيف شـده بـا معـادلات     
گسسـته در زمـان    LTI. سيسـتمهاي  تفاضلي نيز شباهتها و تفاوتهاي مهمي با حالت پيوسته در زمان مشاهده مي كنيم

يـا غيـر بازگشـتي و بـا پاسـخ ضـربه        (IIR)توصيف شده با معادلات تفاضلي ميتوانند بازگشتي و با پاسخ ضربه نامحدود 
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باشند نوع اول همتاي مستقيم سيستمهاي پيوسته در زمان توصيف شده بـا معـادلات ديفرانسـيل اسـت      (FIR)محدود 

ديجيتال اهميت عملـي بـه سـزايي دارد ايـن دو دسـته مزايـا و معايـب خاصـي از لحـاظ          ولي دومي نيز در سيستمهاي 
سهولت ساخت مرتبه فيلتر يا پيچيدگي لازم براي دستيابي به مشخصات فيلتر دارند در اين بخش خود را به چند مثـال  

ي بيشتري پي مي ريزيم كـه  ابزارها 6و  5ساده از فيلترهاي بازگشتي و غير بازگشتي منحصر مي كنيم ولي در فصلهاي 
  تم را برايمان آسانتر مي سازند.  تحليل و درك خواص اين سيس

  فيلترهاي گسسته در زمان بازگشتي مرتبه اول  3-11-1

  توصيف شده با معادله تفاضلي زير ست .   LTIسيستم  10-3همتاي گسسته در زمان فيلترهاي مرتبه اول بخش 
)3-151(                    nxnayny  1  

ــه ازاي     ــيم كــه ب ــودن ســيگنالهاي نمــايي مخــتلط مــي دان ــابع ويــژه ب ــه خاصــيت ت ــا توجــه ب ب  njenx   داريــم

    njj eeHny   كه jeH) به دست مي آوريم.  151-3پاسخ فركانسي سيستم است با جايگذاري در معادله (  

)3-152  (               njnjjnjj eeeaHeeH  
1  

  يا  

)3-153  (               njnjjj eeeHae  1  
  بنابراين  

)3-154  (  

اندازه و فاز  jeH  (الف) به ازاي  34-3در شكلa=0/6  (ب) بـه ازاي   34-4و در شكلa=-0/6      رسـم شـده انـد مـي
يـك فيلتـر پـايين گـذر عمـل مـي كنـد كـه در         ) همچـون  151-3معادلـه تفاضـلي (   aبينيم كه به ازاي مقادير مثبت 

تضعيفي كم دارد ولي با نزديك شدن به  0فركانسهاي نزديك     تضعيف بيشتر و بيشتر مي شود بـه ازايa 
منفي سيستم يك فيلتر بالا گذرست كه فركاسنهاي نزديك   ند و فركانسهاي پـايين را تضـعيف مـي    را مي گذار

تقريبـي از   a<0>1-سيستم تقريبي از يك فيلتر پايين گذر و به ازاي هـر مقـدار    a<1>0كند. در واقع به ازاي هر مقدار 

  باشد باند عبور وسيعترست.   بزرگترaاندازه باند عبور را تعيين مي كند ؛ هر چه  aيك فيلتر بالا گذرست و 

بستاني بين مشخصات حـوزه فركانسـي و حـوزه زمـان وجـود دارد پاسـخ ضـربه         –مانند مثالهاي پيوسته در زمان ، بده 
  ) عبارت است از  151-3سيستم توصيف شده با معادله (

)3-155  (                 nuanh n  
پاسخ پله      nhnuns *  است از  عبارت  

)3-156(                nu
a

a
ns

n







1

1 1

  

سرعت رسيدن پاسخهاي ضربه و پله به مقادير نهايي شان را تعيين مي كنـد، هـر    aاين دو عبارت نشان مي دهند كه 

م درست مانند حالـت پيوسـته در زمـان مـي     كوچتر باشد پاسخ سريعترست و فيلتري يا باند عبور كوچكتر داري aچه 
توان با استفاده از معادلات تفاضلي مرتبه بالاتر فيلتري تيزتر به دست آورد و انعطاف بيشـتري در تـوازن بـين قيـدهاي     
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  حوزه زمان و حوزه فركانس فراهم آورد.  
ناپايدارسـت، و   1aازاي ) بـه 151-3) سيستم توصيف شده اب معاده (155-3سرانجام توجه كنيد كه طبق معادله (

گفتيم روشهاي مبتني بر تحليـل فوريـه و تحليـل حـوزه      به وروديهاي نمايي مختلط پاسخ كراندار نمي دهد چنانچه قبلاً
-3فركانس به سيستمهايي منحصرند كه به نمايي هاي مختلط پاسخ كراندار مي دهند، پس در مثالهايي مانند معادلـه ( 

  خود را به سيستمهاي پايدار منحصر مي كنيم.  ) 151
  فيلترهاي گسسته در زمان غير بازگشتي  3-11-2

  به صورت زيرست   FIRشكل كلي معادله تفاضلي غير بازگشتي 

)3-157  (                



M

Nk
k knxbny  

هستند ايـن   bkضرائب وزني است و  x[n+N]تا  x[n-M]، از  x[n]مقدار  (N+M+1)متوسط وزندار  y [n]يعني خروجي 
  گونه سيستمها را مي توان براي انجام فيلترهاي مختلف از جمله فركانسهاي گزيني به كاربرد.  

  a = -0,6؛ ب) a = 0,6): الف) 151-3: پاسخ فركانسي فيلتر گسسته در زمان بازگشتي مرتبه اول معادله (34-3شكل 
 noمـثلاً   nبـه ازاي هـر    y[n]سط گير متحـرك اسـت كـه در آن خروجـي     يك نمونه پركاربرد از اين فيلتر ها فيلتر متو

است با اين متوسـط گيـري موضـعي مولفـه هـاي فركـانس بـالاي ورودي در         noدر حوالي  x[n]متوسط مقادير ورودي 
يك فيلتر متوسط گيـر متحـرك    9-3متوسط گيري هموار مي شوند ولي تغييرات كم فركانس باقي مي مانند در بخش 

  معرفي شد يك نمونه ديگر فيلتر متوسط گير متحرك سه نقطه اي زيرست   ])138-3معادله ([قطه اي دو ن

)3-158  (                  11
3

1
 nxnxnxny  

  متوسط سه مقدار متوالي ورودي است در اين حالت   y[n]يعني خروجي 

                       11
3

1
 nnnnh   

  ركانسي عبارت است از :  ) پاسخ ف122-3بنابراين طبق معادله (

)3-159  (              cos21
3

1
1

3

1
  jjj eeeH  

اندازه  35-3شكل  jeH          را نشان مي دهد مي بينيم كه اين فيلتـر مشخصـه هـاي كلـي يـك فيلتـر پـايين گـذر را
  ه باند قطع ندارد.  داراست . گرچه اين فيلتر نيز مانند فيلتر بازگشتي مرتبه اول گذر سريعي از باند عبور ب

) پارامتري ندارد كه بتوان با تغيير آن فركانس قطع مـوثر فيلتـر   158-3فيلتر متوسط گير متحرك سه نقطه اي معادله (
نقطه مجاور را در نظـر   N+M+1را كنترل كرد به عنوان تعميمي از اين فيلتر متوسط گير متحرك ، متوسط گيري روي 

  ير را به كار مي بريم.  مي گيريم يعني معادله تفاضلي ز

)3-160  (              






M

Nk

knx
MN

ny
1

1  

پاسخ ضربه يك پالس مستطيلي است     MnNMNnh  پاسـخ   h[n]=0)و در خـارج ايـن فاصـله     1/1,
  فركانس فيلتر عبارت است از  
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)3-161  (             








M

Nk

kjj e
MN

eh 

1

1  

  حساب كرد و به دست آورد.   12-3ي مشابه مثال ) را مي توان با محاسبات161-3جمع معادله (

)3-162(              
 2/sin

2/1sin

1

1 2/


 


  NM

e
MN

eh MNjj  

انـدازه   36-3، يعني پنجره متوسط گيري مـي تـوانيم فركـانس قطـع را تغييـر دهـيم، شـكل         N+M+1با تنظيم اندازه 

 jeH  را به ازايN+M+1=65 , N+M+1=33   .نشان مي دهد  

  
  : اندازه  پاسخ فركانسي يك فيلتر متوسط گير متحرك سه نقطه اي35- 3شكل 

  
  ؛ N= M=16) : الف) 162- 3: اندازه پاسخ فركانسي فيلتر پايين گذر متوسط گير معادله (36- 3شكل 

 

  N= M = 32ب) 
ادله تفاضلي زيـر را  فيلترهاي غير بازگشتي بالا گذر نيز وجود دارند براي نشان دادن اين موضوع باز هم با مثالي ساده مع
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  در نظر بگيريد.  

)3-163  (                  
2

1


nxnx
ny  

احتمـالاً   y[n]نزديك صفرست براي سـيگنالهاي داراي تغييـرات شـديد     y[n]ثابت مقدار   براي سيگنالهاي ورودي تقريباً
ر را انجام مـي دهـد مولفـه هـاي     ) عمل يك فيلتر بالا گذ163-3مقدار بزرگي دارد پس سيستم توصيف شده با معادله (

كم تغيير فركانس پايين تضعيف مي كند و مولفه هاي فركانس بالاي داراي تغييرات سريع را با تضـعيف كـم عبـور مـي     
ــتم           ــن سيس ــراي اي ــيم ب ــي كن ــتم را بررس ــي سيس ــخ فركانس ــد پاس ــب باي ــن مطل ــر اي ــدن دقيقت ــراي دي ــد ب ده

      1
2

1
 nnnh  نتيجه مي دهد.  122-3دله (پس اعمال مستقيم معا (  

)3-164(              2/sin1
2

1 2/  jjj jeeeH    

اندازه  37-3شكل  jeH   را نشان مي دهد و مي بينيم كه تقريب ساده اي از فيلتر بالا گذر، با گذري  
ومي تـر مـي تـوانيم فيلترهـاي     تدريجي از باند قطع به باند عبور وجود دارد با در نظر گرفتن فيلترهاي غير بازگشتي عم

  پايين گذر بالا گذر، و فركانس گزين ديگري با گذرهاي تيزتر به دست آوريم.  
) در 157-3طول محدودي دارنـد (يعنـي بـا توجـه بـه معادلـه (       FIRتوجه كنيد كه چون پاسخ ضربه تمام سيستمهاي 

  MnNbnh n  مطلقاً جمع پذيرسـت. پـس تمـام ايـن فيلترهـا       bn) به ازاي هر مقدار h[n]=0در بقيه جاها  ,
 x[n]به مقادير آينـده   y[n]سيستم غير علي مي شود زيرا  N>0) داشته باشيم 157-3پايدارند همچنين اگر در معادله (

بستگي پيدا مي كند در بعضي كاربردها مثلاً كاربردهايي كه سيگنالهاي ضبط شده پردازش مي شـوند علـي بـودن قيـد     
به كار بريم ولي در كاربردهايي كه سيگنالها بـه طـور همزمـان پـردازش مـي       N>0يست و مي توانيم فيلتري با لازمي ن

  0Nشوند علي بودن ضروري است و در آنها بايد داشته باشيم 
  خلاصه   3-12

و ايـن نمـايش را بـراي بررسـي     در اين فصل نمايش سري فوريه سيگنالهاي پيوسته و گسسته در زمان را پـي ريختـيم   
انگيـزه اصـلي    2-3مختصر يكي از مهمترين تحليهاي سيگنال و سيستم، يعنـي فيلتـر كـردن ، بكـار بـرديم در بخـش       

هستند همچنـين در   LTIاستفاده از سري فوريه را بيان كرديم اين كه سيگنالهاي نمايي مختلط توابع ويژه سيستمهاي 
سيگنال متناوب داراي اهميت عملي را مي توان بـا يـك سـري فوريـه نمـايش داد،       ديديم كه هر 7-3تا  3-3بخشهاي 

يعني با جمع وزندار نمايي هاي مختلط هماهنگ كه دوره تناوبي همانند سيگنال اصلي دارند همچنين ديديم كه سـري  
  س مي شود.  فوريه خواص مهمي دارد كه نشان مي دهد چگونه ويژگيهاي سيگنال در ضرائب سري فوريه آن منعك

يكي از مهمترين خواص سري فوريه نتيجه مستقيم خاصيت تابع ويژه بودن نماييهاي مختلط است مشخصاً اين كه اگـر  
متناوب باشد خروجي نيز با همان دوره تناوب متناوب است و هر ضريب سري فوريـه خروجـي    LTIورودي يك سيستم 

ودي به دست مي آيد مقـدار ايـن ضـريب تـابعي از فركـانس      از ضرب يك عدد مختلط در ضريب متناظر سري فوريه ور
مولفه متناظرست. اين تابع فركانس، مشخصه سيستم ، است و پاسخ فركانسي سيستم ناميده مي شود با بررسـي پاسـخ   
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فركانسي به مفهوم فيلتر كردن سيگنالها با سيستمهاي ،ة رهنمون شديم مفهومي كـه كابردهـاي متعـددي دارد و چنـد     

ها را توصيف كرديم يك دسته مهـم از كاربردهـا فيلترهـاي فركـانس گـزين هسـتند سيسـتمهايي كـه بانـدهاي          تاي آن
فركانسي مشخصي را مي گذارند و باندهاي ديگري را حذف يا به شدت تضعيف مـي كننـد مفهـوم فيلترهـاي فركـانس      

شده با معـادلات ديفرانسـيل و تفاضـلي     گزين ايده ال را معرفي كرديم و نمونه هايي از فيلترهاي فركانس گزين توصيف
  به دست داديم.  

هدف اين فصل شروع پي ريزي ابزارهاي تحليل فوريه و نشان دادن كاربردهاي عملي اين ابزار بود در فصل هـاي بعـدي   
اين برنامه را ادامه مي دهيم و نمايش فوريه سيگنالهاي متنـاوب پيوسـته و گسسـته در زمـان را بـه دسـت مـي آوريـم         

  چنين نگاهي عميقتر به مبحث فيلتر مي اندازيم و ديگر كاربردهاي مهم روشهاي فوريه را نيز بررسي مي كنيم.  هم



     WWW.SANJESH.IR  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
 

»230« 

  3پيوست 

در نظر گرفته شده است كه مي تواند بين  Tتا  0توجه: در انتگرال هاي فوق حدود انتگرال  Tcc , .تغيير نمايد  

همان مقدار متوسط سيگنال  0Aتوجه: مقدار ثابت  tx       در يك دوره تناوب اسـت بـه همـين دليـل آن را مولفـهdc   سـيگنال

 tx .مي نامند  
  چند رابطه مفيد

 T dttnCostSin 000  











T nm
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dttSinntSinm

2

0
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T nm
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dttCosntCosm
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 م موج (فرد هماهنگ)سيگنال با تقارن ني

سيگنال  tx  با دوره تناوبT  .را در نظر بگيريد tx :به شرطي تقارن نيم موج دارد كه به بيان ديگر  

  )
2

(
T

txtx   

  )
2

(
T

txtx   

نيم تناوب مجاور آن است. سري فوريه سيگنال هاي داراي تقـارن  يعني مقدار سيگنال در هر نيم تناوب مساوي مقدار سيگنال در 
  هاي زوج داريم:kنيم موج تنها داراي هارمونيك هاي فرد است يعني براي 

0ka  
 سري فوريه مثلثاتي فشرده

معادله  tx :مي تواند به صورت زير بيان شود  

   





1
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n
knn T

tnCosCCtx  

)(tan,, 122
00

n

n
nnnn A

B
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  ام مي باشند.nبه ترتيب دامنه و فاز هارمونيك  nو  nCدر روابط فوق، 
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 سري فوريه نمايي

نمـايي   از آنجا كه هر تابع سينوسي مي تواند به صورت جملات نمايي بيان شود، سري فوريه مثلثاتي مي تواند به صـورت جمـلات  
  را مي توان با سري فوريه نمايي به صورت زير بيان نمود: Tبيان شود. به طور خلاصه، سيگنال متناوب با دوره تناوب 
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k dtetx

T
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  عموماً مختلط هستند. naضرايب 
  ير آورده شده است:خلاصه روابط سري فوريه در جدول ز

  سري فوريه تعيين ضريب  تبديل فرمول ها

000 aCA   
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nnn adCjBA 2   
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k dtetx
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k

tjk
keatx 0  

  

توجه: با جابجايي زماني سيگنال  tx  مقدارdc 0ريب آن (ضa.تغيير نمي كند (  

توجه: اگر سيگنال متناوب  tx :در يك سري فوريه نمايي به صورت زير بيان شود  

  






k

tjk
keatx 0  

مي توان نشان داد كه سري فوريه نمايي براي    Ttxtx ˆ .به صورت زير مي باشد  

  tjk

kk
eatx 0ˆˆ 




  

Tkaaaa kkkk 0ˆ,ˆ   
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  توجه: سيگنال هاي زوج داراي ضرايب سري فوريه فرد مي باشند.

    kk aatxtx    

توجه: فرض كنيد  tx  سيگنالي با دوره تناوبT   و ضرايب سري فوريـهka     باشـد، اگـر دوره تنـاوب tx  راmT   در نظـر

  بناميم آن گاه: kbبگيريم و ضرايب سري فوريه آن را در حالت 

mkk ab /  
  دو رابطه مفيد

  )(
2

1
0 MkMk

FS aatMCostx    

  )(
2

1
0 MkMk

FS aatMSintx    

توجه: براي سيگنال  tx ايب سري فوريه ضرka  در نظر بگيريد آن گاه ضرايب سري فوريـه   2و تناوب   txety tj 4 
  را به دست آوريد.

  Mk
FST

jM
atxe 




2

  




 4
2,4

2
MT

T
M  

2توجه: 

ka  توان متوسط مولفه هارمونيكk ام tx   است و رابطه پارسوال مي گويد توان متوسط كل يك سيگنال متناوب بـا

  تمام هارمونيك هاي آن برابر است.مجموع توان متوسط 
 جدول خواص سري فوريه

با فرض اين كه دو سيگنال متناوب  tx  و ty   داراي دوره تناوبT  و
T




2
باشـند، آن گـاه خلاصـه اي از خـواص      0

  فوريه برابر است با:سري 



  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
WWW.SANJESH.IR      »233«    

   
  جدول خواص سري سيگنال هاي زمان پيوسته

  سيگنال متناوب ضرايب سري فوريه  خاصيت
kk  خطي بودن BbAa     tyBtxA   

00tjk  جابجايي زماني
kea   0ttx   

Mka  ابجايي فركانسيج    ZMtxe tjM  ,0  
*  مزدوج گيري

ka  tx*  
ka   وارونگي زماني tx   

ka   تغيير مقياس زماني  aTaatx /,0,   
kkbTa   نولوشن متناوبكا    T dtyx  

  ضرب





l
klba 1     tytx  

kajk  مشتق گيري 0  
dt

tdx  

  انتگرال گيري
ka

jk
)

1
(

0
    

t adttx 0, 0  

  تقارن سيگنال حقيقي
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   txtx *  

*Re}{ تقارن سيگنال حقيقي و زوج
kkk aaa       txtxtx  *  

*Im}{ تقارن سيگنال حقيقي و فرد
kkk ajaa       txtxtx  *  

Re}{Im}{ تجزيه زوج و فرد سيگنال حقيقي kkk ajaa       txtxtx e 0  
  توان سيگنال (رابطه پارسوال)



k
kx aP

2    Tx dttx
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P
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توجه: سيگنال  tu  يك ناپيوستگي به صورت پرش درt=0  دارد و تركيب اين چنين سيگنالي با يك نماييtje   .غير ممكن است  
 الس مربعي متقارنسيگنال پ
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  3-38شكل 

nهمان طور كه در شكل مشاهده مي گردد، به ازاي  


2

  داريم:
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  پر اهميت به همراه طيف دامنه آنها در جدول زير به نمايش گذاشته شده است. تبديل فوريه تعدادي از سيگنال هاي

  
منحني  jwX     jwXtxF }{  tx   منحني tx  
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  همچنين خلاصه اي از تبديل فوريه سيگنال هاي پر اهميت در جدول زير به نمايش گذاشته شده است:
 jX   tx    

1
0a

a j



   tue at  

1  

1
0a

a j



   tueat   

2  

2 2

2
0

a
a

a 



  tae  

3  

1

!
0

( )n

n
a

a  



   tuet atn   

4  

1   t  5  

)(2   1  6  

)(2 0  tje 0  7  

)()( 00   tCos 0  
8  

)()( 00  jj  tSin 0  9  

1
( )

jw
     tu  

10  

2

jw
   tngS  

11  

0 0 2 2

0

( ) ( )
2 2

j  
     

 
   


   tutCos 0  

12  

0 0 2 2

0

( ) ( )
2 2

j

j j

  
     

 
   


   tutSin 0  

13  

0

2 2

0( )a j


  

   tutSine at
0

  
14  

2 2

0( )

a j

a j


 


 
   tutCose at

0
  

15  

2 2 ( )
Sin

Sin c
 


 

  ( ) ( )
2 2

t t
rect

 
  

16  

( ) ( )
2 2

rect
 
 

  ( )
Sin t t

Sin c
t

  
  

  
17  

2 ( )Sin c





  )(

t

A  
18  

( )A



  2 ( )
2 2

t
Sin c

 
 

  
19  

 
T

nn


  


2

, 000    
n nTt  

20  

2/222  e  22/2 te  
21  



  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
WWW.SANJESH.IR      »237«    

   
 خواص تبديل فوريه

در صورتي كه     jXtx F  و    jXty F   دو زوج تبديل فوريه باشند، آن گاه برخي خواص تبـديل
  فوريه عبارتند از:

  خطي بودن

        jByjAXtBytAx F  
  خاصيت دوگاني

اين خاصيت بيان مي كند كه اگر     jXtx F اه:باشد آن گ  

    jxtX F 2  
  اصل دوگاني نتايج گسترده اي در بردارد و ديد بسيار ارزشمندي را در تجزيه و تحليل سيگنال ها به ما مي دهد.

  مثال: با استفاده از خاصيت دوگاني نشان دهيد كه:
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  مي دانيم: ت اول:حالحل) 
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  خاصيت دوگاني بيان مي دارد كه:
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  داريم: 2بنابراين با تغييري ناچيز در اثر ضريب 









 )(2)
2

( Ft
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  ه است:خاصيت دوگاني (تقارن) زوج فوريه در شكل زير آمد
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 39-3شكل 

  مي دانيم: حالت دوم:
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  با اعمال خاصيت دوگاني:
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  مي دانيم: حالت سوم:
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  40-3شكل 

  به طور مشابه مي توان نشان داد:
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  ngSj
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  يادآوري چند رابطه

            



t dxdtuxtutx *  

            



 t dxdtuxtutx *  

 





)()(*)(
ttt  

  ، استفاده از اين روش يافتن تبديل فوريه مفيد است.توجه: براي توابعي كه از خطوط مستقيم تشكيل شده اند

 جدول خواص تبديل فوريه

با فرض اينكه دو سيگنال  tx  و ty  داراي دوره تبديل فوريه jX  و jY    باشند. آن گاه خلاصه اي از تبـديل
  برابر است با:فوريه 
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  جدول خواص تبديل فوريه زمان پيوسته

  سيگنال متناوب ضرايب سري فوريه  خاصيت

  خطي بودن    jYBjXA     tyBtxA   
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  انتگرال گيري فركانسي  
 dX     tx

ju

tx



)0(  

*)(  مزدوج گيري  jX   tx*  

  تقارن سيگنال حقيقي

   
   

   
   

Re{ } Re{ }

Im{ } Im{

X j X j

X j X j

X j X j

X j X j

 

 

 

 

 

  

 

   









     txtx *  

  تجزيه سيگنال حقيقي      }{Im}Re{  jXjjXjX      txtxtx e 0  

  سيگنال متناوب  


k
k ka 02  







k

tkj
k ea 0  

  تبديل هيلبرت    jXngSj   
t

tx

1

*  

  (رابطه پارسوال)انرژي سيگنال   


 
 djxE x

2

2
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 dttxEx
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كه ورودي سيستم داراي تبديل فوريه است، استفاده از تبديل فوريه در تعيين پاسـخ روشـي   توجه: به علت ورودي غير عليّ و اين 
  مناسب است.

  يك فيلتر پايين گذر با يك فيلتر بالاگذر، يك فيلتر ميان گذر را نتيجه مي دهد. سريتوجه: تركيب 
  ذر را نتيجه مي دهد.يك فيلتر پايين گذر با يك فيلتر بالاگذر، يك فيلتر ميان نگ موازيتوجه: تركيب 
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  سوالات طبقه بندي شده فصل سوم

: اگر سيگنال  1سوال  tx     مطـابق شـكل زيـر باشـد و X      تبـديل فوريـه آن باشـد، مقـادير  X  و

    
 deX j به ترتيب چقدر است؟  

1 ( ,2  

2 ( 2,0  

3 ( ,2  

4 ( 2,0   

: سيستمي از سه طبقه متوالي مطابق شكل زير تشكيل شده است. در اين شكل  2سوال  fH   تابع تبديل طبقـه

  ؟وسط مي باشد. كدام گزينه در مورد اين سيستم درست مي باشد

  

1 (LTI .2    نيست (LTI  است با تبديل fH 2  

3 (LTI  است با تبديل







2
f

H  4 (LTI  است با تابع تبديل fH  

: سيگنال  3سوال  tx  با دوره تناوبST 10   2داراي ضرايب سري فوريه)
2

(
k

cSinak   .مي باشـد tx 

  كدام است؟

1(            2(  
  
3(            4(  
  

  : پاسخ فركانسي يك سيستم زمان پيوسته در شكل زير داده شده است. پاسخ پله فيلتر كدام است؟ 4سوال 

  

1 (  )
3

(
2




t
cSintx   2 (  )

2
3

(
2 t

cSintx


  

3 (  )3(
3
2

tcSintx


  4 (  )3(
2

tcSintx
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  : منحني هاي اندازه و فاز پاسخ فركانسي يك فيلتر داده شده است.  5سوال 

اگر    





 




k
kttx

4
آن گاه خروجي   ty كدام است؟  

1 ()
3

4(
832 







tCos  

2 ()
3

2
8(

832 






tCos  

3 ()
3

16(
8

)
3

8(
16 










tCostCos  

4 ()
3

8(
1632 







tCos  

ــوال  ــيگنال   6س ــر س : اگ tx   ــد و ــكل باش ــابق ش مط X     ــورت ــد، در آن ص ــه آن باش ــديل فوري تب

    00  XX چقدر است؟  

1 (10  2 (11  

3 (12  4 (13  

را با پاسخ فركانسي  LTI: سيستم  7سوال  jH :در نظر بگيريد  

  


 


 4
)(

Sin
dtethjH tj  

اگر ورودي اين سيستم سيگنال متناوب  tx  با پريودT=8  به صورت زير باشد، ضرايب سري فوريه خروجي ky 

  كدام خواهد بود؟

 








841

401

t

t
tx  

1 (kyk  ,0    2 (












0
16

00

k
jk

k

yk  

3 (









oddisk
jk

evenisk

yk 16

0

  4 (







oddisk

evenisk
jkyk

0

16
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: اگر رابطه زير بين تبديل هاي فوريه  8سوال  tx  و خروجي ty   در يك سيستم زمان پيوسته برقرار باشد، در

  آن صورت سيستم جزو كدام دسته است؟

     



 

d

jdX
jjXejY j 2  

  ) خطي، تغييرناپذير با زمان، علي2ّ  تغييرناپذير با زمان، غير عليّ ) خطي،1

  ) غيرخطي، تغييرناپذير با زمان، علي4ّ  ي، تغييرپذير با زمان، غير عليّ) خط3

: براي سيگنال  9سوال  tx   نشان داده شده در شكل زير، مقدار عبـارت   


 
 de

Sin
jXa j 2

2

2 

   برابر است با:

1 (1,3648  2 (0,3647  

3 (  4 (0,8647  

: سيگنال  10سوال    ttx  با مشخصات فركانسي شكل زير مي شـود. در ايـن صـورت     LTIوارد سيستم  2

  برابر است با: t=2مقدار خروجي در لحظه 

1 (4            

2 (

4  

3 (4  

4 (

2  

: براي سيگنال  11سوال  tx  با تبديل فوريه jX  خاصيت ،  0  
 deX j  است. كدام يك از

  باشد؟سيگنال هاي داده شده ميتواند جزو اين دسته از سيگنال ها 

1 (2

)1( 2t

e  2 (2

)1( 2t

e  3 (2

2t

te  4 (2

)1( 2

)1(



t

et  

را با پاسخ ضربه  LTI: يك سيستم  12سوال  
t

tSin
th





در نظر بگيريد. چنانچه ورودي اين سيستم يـك   5.1

  شد و به صورت:با ثانيه 2سيگنال متناوب با دوره تناوب 

 








211

101

ttSin

ttSint
tx  
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  باشد، ضرايب سري فوريه خروجي آن كدام يك از گزينه هاي زير است؟

1 (


  2

11
,

4

3
210 j

aa  .و بقيه ضرايب صفرند  

2 (


  2

11
,

2

1
210 j

aa  .و بقيه ضرايب صفرند  

3 (
2

1

2

11
,

4

3
210 jj

aa 


   .و بقيه ضرايب صفرند  

4 (





  kjk
aa

k

k 2
)1(1

,
2
1

220   

: فرض كنيد تبديل فوريه  13سوال  tx  را با jX  و تبديل فوريه tg   با تبديل فوريـه jG   نمـايش

دهيم. چنانچه رابطه بين  txو tg ت به صور     


1

3

t

t dgtx      باشد، كدام يـك از گزينـه هـاي زيـر

 اپراتور كانولوشن است). *درست است؟ (

1 (  







 22
*])()0()(

1
[ je

Sin
GjG

j
jX  

2 (  




 22
)( je

Sin
jGjX  

3 (  







 22
*])()0()(

1
[ je

Sin
GjG

j
jX  

4 (  




 22
)( je

Sin
jGjX  
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  را در نظر بگيريد:توصيف شده با معادله ديفرانسيل زير  LTI: سيستم  14سوال 

x
dt

dx
y

dt

dy

dt

yd
234

2

2

  

پاسخ اين سيستم به ورودي    tuetx t :عبارتند از  

1 (   tueteety ttt ]
2

1

2

1

2

1
[ 3   

2 (   tueteety ttt ]
2
1

2
1

[
2
1 3   

3 (   tueteety ttt ]
2
1

2
1

[
2
1 3   

4 (   tueteety ttt ]
2

1

2

1
[ 3   

   مقابل باشد: عليّ به صورت و LTI: فرض كنيد پاسخ فركانسي يك سيستم  15سوال 

در صورتي كه تبديل فوريه ورودي اين سيستم  



j

jX
2

1  

باشد و خروجي سيستم را  ty بناميم، كدام يك از گزينه هاي زير نادرست است؟  

1 (   tuety t24     2 (4)0( * y  

3 (  0y    4 (     ttuety t   24 2  

: در صورتي كه  16سوال  tx     0به صورت شكل نشان داده شده در زير باشد، مقـدار تبـديل فوريـه آن در 

  چقدر است؟

1 (0  2 (0,5  

3 (4  4 (8  

: فرض كنيد  17سوال     tCostxty  ريه و تبديل فو ty  به صورت     22  uujY 

  چگونه بايد باشد؟

1 ( 
t
tSin

tx


   2 ( 
t

tSin
tx




2  

3 ( 
t

tSin
tx




2
   4 ( 

t
tSin

tx



22  
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ديگر وصل شـده انـد. بـه ورودي     : فرض كنيد دو سيستم مجهول مطابق شكل زير به صورت متوالي به يك 18سوال 

سيستم سيگنال    tcSintx   .را اعمال مي كنيم   tcSinty 2  و   tcSintz   مي شود. كدام

  باشند؟ LTIمي توانند  Bو  Aيك از دو سيستم 

  
  ) هيچكدام4    ) هر دوB  3) فقط A  2) فقط 1

به صورت  LTIستم : چنانچه خروجي يك سي 19سوال      


5

5

t

t dxty :باشد، تبديل فوريه آن برابر است با  

1 (    









  5
10 5 cSinejXjY j  

2 (    











105

1
cSinjXjY  

3 (    










5

10 cSinjXjY  

4 (    










 

105
1 5 cSinejXjY j  

را با پاسـخ ضـربه    LTI: يك سيستم  20سوال  
t

tSin
th





 4

3

ريـد. ورودي ايـن سيسـتم پنجـره     در نظـر بگي  

مستطيلي متناوب زير است. خروجي  ty  چگونه خواهد بود؟  

1 (  tCosty
4

32

2

1 


  

2 (  tkj

k
e

k

kSin
ty 4

3
4

3









  

3 (  tkj

k
e

k

kSin
ty 22










  

4 (  tCosty
2

2
2
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: سيگنال پيوسته  21سوال  txا با تبديل فوريه ر jX  در نظر بگيريد كه اندازه و فاز jX  مطابق زير مي

  ك از عبارات زير صحيح است؟يباشد. كدام 

1 ( tx  حقيقي بوده و 



 2

12
dttX  

2 ( tx  زوج بوده و 



 2

12
dttX  

3 ( tx  زوج بوده و  
 dttX

2  

4 ( tx  حقيقي بوده و  
 dttX

2  

: فرض كنيد  22سوال  tx  ورودي و ty   خروجي سيستم بوده و jX   .تبديل فوريه ورودي سيستم اسـت

  كدام يك از دو سيستم زير تغييرناپذير با زمان مي باشند؟

:  1سيستم      30  tXxty  

:  2سيستم      30  txXty  
  2) فقط سيستم 2    1) فقط سيستم 1

  ) هيچ از دو سيستم4    ) هر دو سيستم3

: اگر  23سوال  tx  و ty   هر دو توابعي حقيقي و غير منفي (يعنـي  0tx  و  0ty   و از نـوع انـرژي (

)(باشند در اين صورت كدام يك از دو نامساوي زير لزوماً صحيح خواهد بود؟ (در اين نامساوي هـا   fX  و)( fY 

تبديل فوريه هاي  tx  و ty .(هستند  

      



 dffXdffYfX

22 )1  

         






 dffYdffXdffYfX

222

2
1

2
1 )2  

  )2) فقط (2    )1) فقط (1

 ) هيچ كدام4    ) هر دو3
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در صــورتي كــه تبــديل فوريــه ســيگنال  : 24ســوال  tx  يعنــي X  داراي مشخصــات  X  و

    4,2
0

 



 XdX باشد، كدام گزينه براي tx مناسب است؟  

  
  شان داده شده در شكل زير چقدر است؟ن tx)(در سري فوريه سيگنال متناوب  2Sو  1S:  25سوال 

  

1 (
2

5
,

)3(

1
023 


 aa  2 (

2

5
,

)3(

2
023 


 aa  

3 (
4

5
,

)3(

1
023 


 aa  4 (

4

5
,

)3(

2
023 


 aa  

: مطلوب است تعيين تابع سيستمي كه داراي پاسخ ايمپالس  26سوال      tuetth t2 باشد؟  

1 ( 
2

1





j

j
jH    2 ( 

1

2





j

j
jH  

3 ( 
4

2





j

j
jH    4 ( 

2

4





j

j
jH  

يك تابع زماني ولتاژ داراي تابع فوريه به فرم  : 27سوال  



j

jF
4

مي باشد، انرژي شامل اين شكل موج 8

  ولتاژ، اعمال شده به مقاومت يك اهمي را به دست آوريد؟

  ژول 16) 4  ژول 8) 3  ژول 12) 2  ژول 4) 1
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: در سيستم زير، فيلتر پايين گذر ايده آل داراي تـابع سيسـتمي    28سوال    100100,1jH 

مي باشد. اگـر:       tCosetut t 601.0
1 102    و     ttCost ,10210 6

2 

  باشد، تبديل فوريه ولتاژ خروجي را بيابيد؟

1 ( 
02.0

5
0 


j

jV  

2 ( 
01.0

5
0 


j

jV  

3 ( 
01.0

10
0 


j

jV  

4 ( 
02.0

10
0 


j

jV  

0)(: يك سيستم متشكل از سه طبقه مطابق شكل زيـر را در نظـر بگيريـد. در ايـن شـكل       29سوال  fH   پاسـخ

)(فركانسي طبقه وسط مي باشد. در مورد پاسخ فركانسي سيستم كل  fH كدام گزينه صحيح است؟  

  
  ) سيستم كل غير خطي است و لذا براي آن پاسخ فركانسي تعريف نمي گردد.1

2 ( fHfH  *
0)(  

  ) سيستم كل تغييرپذير با زمان است و لذا براي آن پاسخ فركانسي تعريف نمي گردد.3

4 ( fHfH  0)(  

شكل زير سيگنال ها به صورت : فرض كنيد كه در  30سوال    
 t

tSin
tx




2   و     tcSintxtx 2
31  

  باشد؟ LTIمي تواند در يك سيستم  (b)و  (a)مي باشند. كدام يك از اين دو سيستم 

  
  ) هر دو سيستم2   (b)) فقط سيستم 1

  ) هيچ كدام4    (a)) فقط سيستم 3
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: اگر تبديل فوريه سيگنال مختلط  31سوال  tx  برابر با fx   باشد، تبديل فوريه سـيگنال   tXty  * 

  چه خواهد بود؟

1 ( fX    2 ( fX *  

2 ( fX     4 ( fX *  
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  پاسخنامه سوالات فصل سوم

1-4(  
  تقارن زوج دارد. t = 2سيگنال حقيقي فوق حول 

   txtx 1  

        2021
2 jXjXejX  

          00212
2

1
  


 





 dejXxdejXtx jtj  

2-3(  

  





 







 







 


222

1

22

1
12

j
Y

j
H

j
YjY  

    





 







 

 jX
j

HjX
j

H
2

2
22

1  

3-1(  

سيگنال  tx  با طول محدود را به سيگنال متناوب tx̂  10با دوره تناوب T   و فركانس اصـلي تبـديل مـي    20
  نماييم.

   2,1,ˆ 00Tatx k
FS  

  با بهره گيري از تبديل فوريه سيگنال متناوب داريم:

     













 kk
k k

k
cSinkajX )2(

2
222 2  

 












k
kcSin )2(

4
2 2  

  بنابراين

  










4

ˆ 2cSinjX  

  با توجه به جدول تبديل فوريه سيگنال ها داريم:

 tcSinF 22}
4

{ 21 
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jXtutx
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 3,
3
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3

2

j
jjXjHjY  

  با توجه به شكل تبديل فوريه خروجي:

 































3
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3
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Fwety
tjtj

  

  پس از ساده سازي خواهيم داشت:

 
t

tSinj
ty






 2

3

3

4
2

  

5-4(  

تبديل فوريه سيگنال متناوب  tx :را به دست مي آوريم  

  8,
44 0 


 





 





Tkttx

k
  

         









 kk
kjXk

T
jX 8

2
00  

در محدوده فيلتر  jH 8,0مولفه هاي  .عبور مي نمايند  

  00,8)0(0  HH  

 
3

8,2)8(8


 jHjH  

           81681664 33 





jj
eejXjHjY  

  بنابراين پاسخ برابر است با:

  tj
j

tj
j

eeeety 8383 8832 
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3

8
1632

tCos  

6-2(  

مقدار  0jX همان سطح زير منحني tx:مي باشد  

     
 110 dttxX  

7-1(  
  يابيم با توجه به سيگنال متناوب ورودي در مي

4
8 0


T  

لذا ضرايب سري فوريه ورودي در مضرب صحيح 
4

 0قرار مي گيرند. از طرفي برايk ،0kSin مي باشد پس  

  kjkH
Sin

jH 





 





 ,0
4

4  

4البته 
4 0







 

k
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 فصل چهارم

  تبديل فوريه پيوسته در زمان 
  مقدمه   4-0

يب خطي نمايي هاي مختلط را پي ريختيم. همچنين ديـديم كـه   نمايش سيگنال هاي متناوب به صورت ترك 3در فصل 

  بر سيگنال ها به كار رود. چگونه اين نمايش مي تواند براي توصيف اثر سيستم هاي 
در اين فصل و فصل بعد اين مفاهيم را به نحوي تعميم مي دهيم كه بـه سـيگنال هـاي نامتنـاوب قابـل اعمـال باشـند.        

اهيم ديد دستة بزرگي از سيگنال ها، شامل تمام سـيگنال هـاي داراي انـرژي محـدود را مـي تـوان بـه        همانطور كه خو
صورت يك تركيب خطي از نمايي هاي مختلط نمايش داد. در سيگنال هاي متناوب نمايي هاي مختلطي كه بـه عنـوان   

ايـت فركـانس بـي نهايـت نزديـك هـم       پاية نمايش به كار مي رفتند هماهنگ بودند؛ براي سيگنال هاي نامتناوب بي نه
وجود دارد و نمايش تركيب خطي براساس اين نمايي ها شكل انتگرال به خود مي گيرد. طيـف ضـرايب ايـن نمـايش را     

  تبديل فوريه مي نامند، و انتگرال سازندة سيگنال به صورت تركيب خطي نمايي هاي مختلط عكس تبديل فوريه ناميده مي شود.
براي سيگنال هاي نامتناوب پيوسته در زمان يكي از مهم ترين آثـار فوريـه اسـت، و روش كـار مـا       پي ريزي اين نمايش

براي دستيابي به تبديل فوريه بسيار شبيه روش اوست. فوريه چنين استدلال كرد كـه مـي تـوان سـيگنال نامتنـاوب را      
يش سـرس فوريـة يـك سـيگنال متنـاوب،      سيگنال متناوبي با دورة تناوب بي نهايت فرض كرد. دقيق تر اين كه در نمـا 

هرچه دورة تناوب بزرگتر شود، فركانس پايه كوچك تر مي شود و مؤلفـه هـاي هـارمونيكي از لحـاظ فركانسـي بـه هـم        
نزديك تر مي شوند. با بي نهايت شدن دورل تناوب مؤلفه هاي فركانسي حالت پيوسته به خود مي گيرند و جمـع سـري   

  شود. فوريه به انتگرال تبديل مي
در بخش بعد نمايش تبديل فورية سيگنال هاي پيوسته در زمان نامتناوب را پي مي ريزيم و در بخـش هـاي پـس از آن    
بر اين پايه خواص مهم تبديل فوريه را بررسي كرده، بناي روش هاي حوزة فركانس را براي سيگنال ها و سيسـتم هـاي   

  وند را براي سيگنال هاي گسسته در زمان دنبال مي كنيم.همين ر 5پيوسته در زمان استوار مي كنيم. در فصل 
  نمايش سيگنال هاي نامتناوب: 4-1

  تبديل فورية پيوسته در زمان
  پي ريزي نمايش تبديل فوريه براي سيگنال هاي پيوسته در زمان 4-1-1

چهار گـوش متنـاوب   براي كسب بينش نسبت به طبيعت نمايش تبديل فوريه، كار را با بررسي نمايش سري فورية موج 
  مي آغازيم. در يك دورة تناوب   5-3پيوسته در زمان مثال 

  

  تكرار مي شود. با دورة تناوب  1-4كه مطابق شكل 
  اين موج چهارگوش عبارتند از   ديديم ضرائب سري فوريه  5-3همانطور كه در مثال 

  )]44 -3[معادلة (                 )   4-1(



  ابررسي سيستم ها و سيگنال ه
WWW.SANJESH.IR      »263«    

   
نشـان   ثابت و چنـد مقـدار    نمودار ميله اي ضرائب اين سري را به ازاي  7-3. شكل  كه در آن 

  مي دهد.
  ) آن است كه نمونه هاي تابع پوش را در نظر بگيريم، يعني1-4راه ديگر بيان معادلة (

)4-2  (                 

را نشان مي دهد، و ضرايب سـري   ) پوش را يك متغير پيوسته فرض كنيم، تابع ( بنابراين اگر 

اسـت.   مسـتقل از   ثابـت، پـوش    فوريه نمونه هاي متساوي الفاصلة اين پوش هسـتند. همچنـين بـه ازاي    

 ـاده ايم. ولي اين بار مطابق معادنشان د 2-4ضرائب سري فوريه موج چهارگوش متناوب را مجدداً در شكل  ) بـه  2-4( هل

. با توجه به اين شكل مي بينيم كه با افزايش دورة تنـاوب، يـا بـه طـور معـادل كـاهش        صورت نمونه هاي پوش 

بـه انـدازه كـافي بـزرگ شـود، مـوج        كمتر و كمتر مي شـود. اگـر    ، فاصلة نمونه ها فركانس پايه 

چهارگوش متناوب به يك پالس مستطيلي مي گرايد (آنچه در حوزه زمان باقي مي ماند سيگنال نامتنـاوبي، متنـاظر بـا    

بسيار كم فاصـله اي از پـوش    ، نمونه هاي يك دوره تناوب موج مستطيلي است). ضرايب سري فوريه، ضرب شده در 

 به تابع پوش مي گرايد. مي شوند و (همان طور كه به زودي خواهيم ديد) مجموعه ضرايب سري فوريه به ازاي 

  

  
  : موج چهار شكل متناوب پيوسته در زمان.1- 4شكل 
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14TTمختلف: الف)  Tثابت و چند  1Tو پوش آنها با  1-4: ضرايب سري فوريه چهارگوش متناوب در شكل 2- 4شكل   (؛ ب

18TT   (116؛ جTT .  

اين مثال ايدة اصلي پشتيبان نمايش فورية سيگنال هاي نامتناوب را نشان مي دهـد. در حقيقـت سـيگنال نامتنـاوب را     
م كه زمان تناوب آن به دلخواه زياد مـي شـود، و سـپس رفتـار حـدي نمـايش سـري        حد يك سيگنال متناوب مي گيري

داراي عمـر محـدود را نظـر بگيريـد. يعنـي بـه ازاي        فورية اين سيگنال را بررسي مي كنيم. سـيگنال نامتنـاوب   

ن سيگنالي را نشان مي دهد. از روي ايـن  (الف) چني 3-4. شكل  ، داريم ،  عددي مثل 

يك دوره تنـاوب آن   (ب) ساخت ، كه  3-4را مطابق شكل  سيگنال نامتناوب مي توان سيگنال متناوب 

،  ازاي  مـي شـود، و بـه    روي فاصـلة بزرگتـري شـبيه     را بزرگتـر بگيـريم،    است. هرچـه  

  برابرست. با  به ازاي هر مقدار محدود  

: الف) سيگنال نامتناوب 3-4شكل  tx  ؛ ب) سيگنال متناوب tx~  كه بر اساس tx~   يـك دوره   سـاخته شـده و در
  اوب با آن برابر است.تن

) بـراي  39-3) و (38-3را بررسـي مـي كنـيم. بـا بازنويسـي معـادلات (       حال اثر اين كار بر نمايش سري فوريه 

  ) داريم39-3براي انتگرال ( آساني مراجعه ، و انتخاب فاصلة 
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)4-3  (                           

)4-4(                    

، و همچنين چون در خارج ايـن فاصـله    داريم  . چون در  كه در آن 

  ) را مي توان به صورت زير نوشت4-4، معادلة ( 

   

  را به شكل زير تعريف مي كنيم پوش 

)4-5  (                

  داريم پس براي ضرايب 

)4-6  (                             

  بيان كرد ،  را مي توان برحسب ) 3-4) و (6-4با تركيب معادلات (

  

   و يا چون 

)4-7  (             

مـي شـود. از ايـن گذشـته بـه ازاي       ) در حد نمايشي از 7-4مي گرايد و معادلة ( ،  به ازاي

) بـه انتگـرال تبـديل مـي شـود. بـا در نظـر گـرفتن تعبيـر          7-4، و طرف راست معادلة ( داريم  

مسئله را نشـان داد. هـر جملـة جمـع سـمت راسـت        مي توان درستي اين 4-4) به صورت شكل 7-4ترسيمي معادلة (

ثابـت فـرض مـي شـود). بـه ازاي       اسـت (  و عـرض   معادله، سطح مستطيلي به ارتفاع 

داريـم   برابر است. بنابراين با توجه به اينكـه بـه ازاي    ، اين مقدار با انتگرال  

  ) به اين شكل در مي آيند5-4) و (7-4، معادلات ( 

)4-8  (               

  و

)4-9  (               
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  )7-4: تعبير ترسيمي معادله (4- 4شكل 

و معادلـة   گرال فوريـة  را تبديل فوريه يا انت ) زوج تبديل فوريه نام دارند، تابع 9-4) و (8-4دو معادلة 

) براي سيگنال هاي نامتنـاوب، همـان نقـش معادلـة     8-4) را معادلة عكس تبديل فوريه مي نامند. معادله تركيب (4-8(
) براي سيگنال هاي متناوب را دارد، زيرا هر دو يك سيگنال را به صـورت تركيـب خطـي توابـع نمـايي مخـتلط       3-38(

) به دست مـي  39-3است كه از معادلة ( رد سيگنال هاي متناوب دامنة اين توابع نمايي نمايش مي دهند. در مو

قـرار دارنـد. بـراي سـيگنال      آيد و در مجموعة گسستة فركانس هاي هماهنـگ  

طبق معادلـة تركيـب    آن ها،» دامنة«هاي نامتناوب اين نمايي هاي مختلط در گسترة فركانسي پيوسته اي قرار دارند و 

است. به قياس اصطلاحات به كار برده شده در مورد ضرائب سري فورية سـيگنال   ) برابر 4-8(

مي نامند، زيرا اطلاعـات لازم بـراي توصـيف بـه      را طيف  سيگنال نامتناوب  متناوب، تبديل 

  اقع انتگرال) از سيگنال هاي سينوسي داراي فركانس هاي مختلف را در اختيارمان مي گذارد.عنوان تركيبي خطي (در و

سـيگنال متنـاوب    ، مـي بينـيم كـه ضـرائب      399-3) بـا معادلـة (  9-4بنا به روش اشتقاق فوق، يا مقايسة معادلة (

 بيـان كـرد. فـرض كنيـد      يـك تنـاوب    را مي توان بر حسي نمونه هاي هم فاصلة تبديل فوريـة  

را سيگنال داراي عمر محدودي فرض كنيـد   است.  و ضرائب سري فورية  سيگنال متناوبي با دورة تناوب 

و در بقيـه جاهـا    –دلخـواه   بـا   مـثلاً در   –در يك دورة تناوب با آن برابـر اسـت    كه 

) را تنهـا روي يـك تنـاوب دلخـواه محاسـبه      39-3، انتگرال معادلة ( صفرست. چون براي محاسبة ضرائب فورية 
  مي كنيم، مي توانيم بنويسيم

  

  نوشت صفرست، مي توان در خارج گسترة  چون 
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  ) نشان مي دهد كه9-4مقايسه با معادلة (

)4-10  (                

بـا نمونـه هـاي تبـديل      ) مي گويد كه ضـرائب فوريـة   10-4است. معادلة ( تبديل فورية  كه 

بيشـتر بررسـي    37-4ت را، كه در عمل زياد به كار مـي رود، در مسـئله   متناي اند. اين خاصي فورية يك تناوب 
  مي كنيم.

  همگرايي تبديل فوريه 4-1-2
) 8-4عمري دلخواه، اما محدود دارد، ولي معـادلات (  گرچه در مبحث مربوط به يافتن تبديل فوريه فرض كرديم 

مر نامحدود هم معتبرند. از روشي كه در به دسـت آوردن تبـديل   ) براي دسته بسيار وسيعي از سيگنال هاي با ع9-4و (
فوريه به كار برديم چنين برمي آيد كه براي همگرايي تبديل فوريه بايد شرايطي مشابه شـرايط همگرايـي سـري فوريـه     

مدتـه و  ) بـه دسـت آ  9-4از معادلـة (  برقرار باشد؛ مي توان نشان داد كه واقعيت همين اسـت. فـرض كنيـد    

  ) به دست مي آيد. يعني  8-4در طرف راست معادلة ( سيگنالي است كه با گذاشتن 

  

 نمـايش معتبـري از    ) تحت چه شرايطي معتبرسـت [يعنـي چـه موقـع     8-4مي خواهيم بدانيم معادلة (

  محدود باشد، داريم   است]. اگر انرژي 

)4-11  (                

كـه خطـاي    ) همگراسـت] ، وبـراي   9-4تضمين مي شود [يعني معادلة ( به اين ترتيب كراندار بودن 

  ] داريماست[يعني  و  بين 

)4-12  (                

) سيگنال هاي متناوب هستند. بنابراين مثـل  54-3) و (51-3) همتاهاي نامتناوب معادلات (12-4) و (11-4معادلات (

، مـي تواننـد    و نمايش فورية آن، يعني  انرژي محدودي داشته باشد،  سيگنال هاي متناوب، اگر 
  وت داشته باشند، ولي تفاضل آن ها انرژي ندارد.در بعضي از نقاط با هم تفا

هـا ،  را براي تمام  و  درست همانند سيگنال هاي متناوب، شرايط ديگري وجود دارند كه مساوي بودن 

دو طـرف ناپيوسـتگي    ط برابر مقدار متوس ـ جز نقاط ناپيوستگي، تضمين مي كنند، در نقاط ناپيوستگي 
  است. اين شرايط، كه باز هم شرايط ديريكله ناميده مي شوند، چنين اند:

 بايد مطلقاً انتگرال پذير باشد؛ يعني   

)4-13  (               

 محدود باشد. در هر فاصلة محدود بايد تعداد ماكزيمم و مينيمم هاي 
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 محدود باشد. به علاوه مقدار هريك از ناپيوستگي ها هم بايد محدود باشد. در هر فاصله محدود بايد تعداد ناپيوستگي هاي 

  بنابراين سيگنال هاي مطلقاً انتگرال پذيري كه پيوسته اند يا تعداد ناپيوستگي هايشان محدودست، تبديل فوريه دارند.
ده شده براي تبديل فوريه داشتن سيگنال كافي است، ولي در بخـش بعـد خـواهيم ديـد كـه      گرچه دو مجموعه شرط دا

سيگنال هاي متناوب هم، كه در فاصلة نامحدود، نه مجذورشان انتگرال پذيرسـت و نـه مطلقـاً انتگـرال پذيرنـد، تبـديل       
اين كار اين است كـه مـي تـوان سـري     فوريه دارند، البته به شرطي كه در تبديل فوريه تابع ضربه را مجاز بدانيم. مزيت 

فوريه و تبديل فوريه را در يك چارچوب ادغام كرد، و در فصل هاي آتي خواهيم ديد كه اين چه مناسبي اسـت. قبـل از   
  به بررسي اين مطلب بپردازيم، چند مثال از تبديل فوريه را بررسي مي كنيم. 2-4اين كه در بخش 

  وسته در زمانمثال هايي از تبديل فورية پي 4-1-3

    1-4مثال 

  سيگنال زير را در نظر بگيريد  

  
  )9-4با توجه به معادلة (

  

  يعني

  

  ، اندازه و فازش را به دست مي آوريم   چون اين تبديل فورية خاص مختلط است، براي رسم آن برحسب 

  

  رسم شده اند.   5-4كل دامنه و فاز در ش

، در ايـن صـورت    به شرطي مطلقاً انتگرال پذيرست كه  مختلط باشد،  توجه كنيد كه اگر 

  همان شكل بالا را دارد، يعني 

  

    2-4مثال 

  سيگنال زير را در نظر بگيريد
  

  رسم شده است . تبديل فورية سيگنال عبارت است از   6-4ل در شكل اين سيگنا
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  رسم شده است. 7-4حقيقي است و در شكل  در اين حالت 

  

: تبديل فوريه سيگنال 5- 4شكل    tuetxa at   1-4مثال  0,

: سيگنال 6- 4شكل   taetx  2- 4ال مث  

  رسم شده است. 6-4كه در شكل  2- 4: تبديل فوريه سيگنال مثال 7- 4شكل 
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  3-4مثال 

  حال بياييد تبديل فورية ضربة واحد را به دست آوريم

)4-14  (                   

  ) به دست مي دهد9-4جايگزيني در معادلة (

)4-15  (              

  د از مؤلفه هايي هم اندازه در تمام فركانس ها تشكيل شده است.يعني تبديل فورية ضربة واح

    4-4مثال 

  سيگنال پالس مستطيلي زير را در نظر بگيريد

)4-16  (                

) مي توانيم تبديل فورية ايـن سـيگنال را بـه دسـت     9-4( ه(الف) نشان داده شده است. با اعمال معادل 8-4كه در شكل 
  آوريم  

)4-17  (              

  (ب) نشان داده شده است. 8-4اين تبديل در شكل 
) را مي توان شكل حدي مـوج چهـارگوش متنـاوب، بـا     16-4همانطور كه در ابتداي اين بخش گفتيم، سيگنال معادلة (

نال ماننـد رفتـار   دوره تناوب خيلي بزرگ، دانست. بنابراين بايد انتظار مي داشتيم كـه رفتـار معادلـة تركيـب ايـن سـيگ      
(براي موج چهارگوش متناوب) باشد. عكس تبديل فوريه طيف سيگنال پـالس مسـتطيلي را    5-3مشاهده شده در مثال 

  در نظر بگيرد

  
و ب) تبديل فوريه اش 4- 4: الف) سيگنال پالس مستطيلي مثال 8- 4شكل 
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  انتگرال پذيرست، داريم چون مربع 

  

، البتـه بـه جـز در نقـاط      شرايط ديريكله را ارضا مي كند، مـي دانـيم كـه     همچنين چون 

در دو طرف ناپيوستگي، مـي گرايـد. همگرايـي     ، ميانگين  به  ، كه در آن ها  ناپيوستگي 

براي موج مسـتطيلي متنـاوب    9-3با پديدة گيبس همراه است، درست به همان صورتي كه در شكل به  

) ، انتگـرال زيـر را در فاصـلة فركانسـي محـدودي در      47-3نشان داده شد. به قياس تقريب سري فوريه متناهي معادلة (
  نظر بگيريد

  

مي گرايـد. بـه عـلاوه ايـن سـيگنال       فوق در تمام نقاط، به جز ناپيوستگي ها، به  سيگنال به ازاي 

كم نمي شود، بلكه به سمت ناپيوستگي فشرده شـده، انـرژي    نزديك ناپيوستگي ها تموج دارد و تموج آن با افزايش 
  آن به سمت صفر مي رود.

  5-4مثال 

  به صورت زير است ال فرض كنيد تبديل فوريه سيگن

)4-18  (               

  ) به دست آورد8-4را مي توان به كمك معادلة تركيب ( (الف) نشان داده شده است.  9-4اين تبديل در شكل 

)4-19  (             

 

 

 

 

 

 

 

   (ب) رسم شده است. 9- 4اين سيگنال در شكل 
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  و ب) سيگنال زماني متناظر آن 5-4: الف) تبديل فوريه مثال 5-4: زوج تبديل فوريه مثال 9-4شكل 
) رابطـه جـالبي را آشـكار    19-4) و (18-4) با معـادلات ( 17-4) و (16-4، يا معادلات ( 9-4و  8-4مقايسة شكل هاي 

ك پـالس مسـتطيلي تشـكيل    و ي ـ مي كند. در هر دو حالت زوج تبديل فوريه، از تابعي به شكل 

يك پالس است. رابطـة خاصـي كـه      5-4پالس است، ولي در مثال  سيگنال  4-4مي شود. در مثال 

به تفصيل در مـوردش صـحبت    6-3-4در اينجا ديديم نتيجة مستقيم خاصيت همزادي تبديل فوريه است، كه در بخش 
  خواهيم كرد.

  
  ينك: تابع س10- 4شكل 

نقـش بسـيار    ) ظاهر شده اند، در تحليل فوريه و بررسـي سيسـتم هـاي    19-4) و (17-4توابعي كه در معادلات (
  مهمي دارند و به نام تابع سينك معروف اند. يك شكل پر كاربرد اين تابع به صورت زير است:

)4-20  (                 

) را مي توان بر حسب تـابع سـينك بيـان    19-4) و (17-4هر دو سيگنال معادلات (رسم شده است.  10-4كه در شكل 
  كرد

  

  

مي توانيم نسبت به يكي ديگر از خواص تبديل فوريه ديدي به دسـت آوريـم.    9-4به عنوان آخرين نكته با بررسي شكل 

ترسيم كرده ايم. با توجه به اين شـكل مـي بينـيم     ختلف بار ديگر اين شكل را به ازاي چند مقدار م 11-4در شكل 

، بلندتر شده و پهناي برگـة   ، در  پهن تر مي شود، حال آنكه قلة اصلي  ،  كه با افزايش 

ــع در   ــي بخــش واق ــو  اصــلي آن (يعن ــي ش ــر م ــه ازاي ســيگنال) كمت ــد، ب ،  د. در ح

به ضربة واحد مـي گرايـد.    ) ، به ازاي 19-4معادلة ( ،  3-4، و با توجه به مثال  

هـم   8-4مثالي از رابطة معكوس حوزه هاي زمان و فركانس اسـت، كـه در شـكل     11-4رفتار نشان داده شده در شكل 

باريـك   پهن تـر شـود،    پهن تر شود،  بزرگتر و  مونه اي از آن را ديد. هرچه مي توان ن
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  ، طي بحث مبحث خاصيت تغيير مقياس تبديل فوريه، دليل اين امر را خواهيم گفت. 5-3-4تر مي شود. در بخش 

  تبديل فورية سيگنال هاي متناوب 4-2

بخش قبل نمايش تبديل فوريه را معرفي كرديم و چند مثال زديم. در آن بخش توجهمان به سيگنال هاي نامتنـاوب  در 
بود، ولي براي سيگنال هاي متناوب نيز مي توان نمايش تبديل فوريـه بـه دسـت آورد، بـه ايـن ترتيـب سـيگنال هـاي         

در واقع چنانچه خواهيم ديد مـي تـوانيم تبـديل فوريـه      نامتناوب و متناوب را مي توان در مقوله اي واحد در نظر گرفت.
يك سيگنال متناوب را مستقيماً از نمايش سري فورية آن به دست آوريـم. تبـديل حاصـل يـك قطـار ضـربه در حـوزة        

  فركانس است، و مساحت ضربه ها با ضرائب سري فوريه متناسب است. اين نمايش را بسيار مفيد خواهيم يافت.

  
  Wبه ازاي چند مقدار مختلف  9- 4ج تبديل فوريه شكل : زو11- 4شكل 
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ر د آن ضـربه اي بـه مسـاحت     را در نظر مـي گيـريم كـه تبـديل فوريـة       براي آمادگي سيگنال 

  است؛ يعني 

)4-21  (                

) را به كار بـرده، بـه دسـت    8-4ريه را دارد، رابطة برعكس دتبديل فورية معادلة (براي تعيين سيگنالي كه اين تبديل فو
  مي آوريم

 

 

  تركيبي خطي از ضربه هاي هم فاصله از لحاظ فركانس باشند، يعني به طور كلي اگر 

)4-22  (            

  ) به دست مي دهد8-4معادلة (

)4-23  (               

) همان سري فوريه سيگنال متناوب است. پس تبديل فورية يك سيگنال متناوب با ضـرائب  23-4مي بينيم كه معادلة (

را مي توان يك قطار ضربه دانست، اين ضربه ها در فركانس هاي مـرتبط هـارمونيكي قـرار دارنـد و      سري فورية 

  ام سري فوريه است. ضريب  است، كه  برابر  در هارمونيك  مساحت ضربة واقع

    6-4مثال 

  را در نظر بگيريد. ضرايب سري فوريه اين سيگنال به صورت زير   1-4بار ديگر موج چهارگوش شكل 

  

  و تبديل فورية آن عبارت است از

  

  
  : تبديل فوريه يك موج چهارگوش متناوب متقارن12- 4شكل 
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و بـه   (الف) تنها در ضريب  7-3رسم شده است. اين شكل و شكل  به ازاي  12-4اين تبديل در شكل 

  كار بردن ضربه به جاي نمودار ميله اي تفاوت دارند.

    7-4مثال 

  دسيگنال زير را در نظر بگيري

  

  ضرايب سري فوريه اين سيگنال عبارت اند از

  

   

  (الف) است. به نحوي مشابه براي   13-4پس تبديل فوريه اين سيگنال مطابق شكل 

  

  ضرايب سري فوريه عبارت اند از  

  

                          

(ب) است. اين دو تبديل در تحليل سيستم هاي مدولاسـيون سينوسـي (فصـل     13-4تبديل فورية آن مطابق شكل كه 
  ) اهميت بسياري دارند.8

: تبديل فوريه الف) 13-4شكل   tSintx 0  (؛ ب  tCostx 0  

    8-4مثال 

  ) بسيار به كار مي آيد7برداري (فصل قطار ضربه سيگنالي است كه در تحليل سيستم هاي نمونه 

  

 8-3(الف) رسم شده است. ضرائب سري فورية اين سيگنال را در مثـال   14-4متناوب، و در شكل  كه با دوره تناوب 
  حساب كرديم و به دست آورديم

  

-4معادلـة  (  هستند. با گذاشتن اين مقـدار بـه جـاي     يعني تمام ضرائب سري فورية قطار ضربه مقدار ثابت 

  ) را به دست مي آوريم22
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 ، يك رشـته ضـربه در حـوزة فركـانس بـا دورة تنـاوب        بنابراين تبديل فورية يك قطار ضربه با دورة تناوب 

اده شده است. در اينجا نيز باز رابطة حوزة زمان و حوزه فركانس را مي تـوان ديـد.   (ب) نشان د 14-4است، كه در شكل 
هرچه فاصلة ضربه ها در زمان (يعني دوره تناوب) بيشتر باشد، فاصلة بين ضربه هـا در حـوزة فركـانس (فركـانس پايـه)      

  كوچكتر مي شود.

  
  : الف) ضربه متناوب، ب) تبديل فوريه آن14- 4شكل 

  ل فورية پيوسته در زمانخواص تبدي 4-3

 1-4در اين بخش و دو بخش بعد تعدادي از خواص تبديل فوريه را بيان مي كنيم. فهرست كامل اين خواص در جـدول  
درج شده است. اين خواص همانند خواص نمايش سري فورية سيگنال هاي متناوب، بينش زيادي نسبت بـه   6-4بخش 

ة زمان و حوزة فركانس سيگنال بـه مـا مـي دهـد. عـلاوه بـر آن، بـه كمـك         تبديل فوريه و رابطة بين توصيف هاي حوز
بسياري از اين خواص مي توان پيچيدگي محاسبة تبديل فوريه و عكس تبديل را كاهش داد. از اين گذشـته چنـان كـه    

ك ايـن  در بخش قبل گفتيم بين تبديل فوريه و سريه فورية سيگنال هاي متناوب رابطة نزديكـي وجـود دارد و بـه كم ـ   
براي سري فوريـه بـه    3رابطه مي توانيم خواصي را كه براي تبديل فوريه پي مي ريزيم، به خواص متناظري كه در فصل 

  را ببينيد.) 1-3و جدول  5-3دست آورديم پيوند بزنيم. (بخش 
است براي بيـان رابطـة    طي اين بحث، غالباً از توابع زماني و تبديل فوريل آن ها صحبت به ميان مي آوريم، بنابراين بهتر

 و تبـديل فوريـة آن    بين يك سيگنال و تبديل فورية آن يك نماد ساده به كار بريم. به ياد داريد كـه  

  با دو معادلة تركيب و تجزية زير به هم مربوط مي شوند

  )]8-4[معادلة (               ) 4-24(

  و

  )]9-4[معادلة (         )  4-9(
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نمايش مي دهيم. همچنـين زوج تبـديل    را با  و  را با نماد  گاهي 

  را با علامت زير نشان مي دهيم و  فورية 

  

  داريم 1-4پس با توجه به مثال 

  

  و  

  

  و

  

  
  خطي بودن 4-3-1

  اگر

  

  و

  

  آنگاه

)4-26  (            

صورت مـي گيـرد. خاصـيت خطـي      ) به 25-4) مستقيماً با اعمال معادلة (26-4اثبات معادلة (

  دلخواهي تابع تعميم داد. بودن را مي توان به راحتي به تركيب خطي تعداد
  جابه جايي زماني 4-3-2

  اگر

  

  آنگاه  

)4-27  (               
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  ) را در نظر بگيريد24-4براي اثبات اين خاصيت، معادلة (

  

  اين معادله به دست مي آوريم به جاي  با گذاشتن 

  

  

  است، نتيجه مي گيريم تركيب  معادلهبا توجه به اين كه اين همان 

  

يكي از نتايج خاصيت جابجايي زماني اين است كه با جابجا شدن سيگنال، دامنة تبديل فوريـة آن تغييـر نمـي كنـد؛ بـا      

  به صورت قطبي داريم بيان 

  

  پس

  

، تـابعي   بنابراين اثر جابجايي زماني يك سيگنال بر تبديل فورية آن، يك جابجايي فازست؛ اين جابجـايي فـاز،   

  است. خطي از 
  9-4مثال 

شـكل   ل براي نشان دادن فايدة خواص خطي بودن و جابجايي زماني تبديل فوريه، محاسبة تبديل فورية سـيگنا 

  (الف) را در نظر مي گيريم. 4-15

  را به صورت تركيب خطي زير بيان مي كنيم ابندا 

  

(ب) و (ج) هسـتند. حـال    15-4پالس هاي مستطيلي نشان داده شده در شكل هاي  و  سيگنال هاي 

  به دست مي آوريم 4-4 با استفاده از نتيجة مثال

  

  سرانجام كاربرد خواص خطي بودن و جابجايي زماني به دست مي دهند
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: تجزيه يك سيگنال به تركيب خطي دو سيگنال مشابه: الف) سيگنال 15- 4شكل  tx  ؛ ب) و ج) دو سيگنال به كار 9-4مثال
رفته براي نمايش  tx 

  مزدوج گيري و تقارن مزدوج 4-3-3

  خاصيت تقارن مي گويد كه اگر

  

  آنگاه

)4-28  (                

  ) نتيجه مي شود:25-4اين خاصيت از محاسبة مزدوج مختلط معادلة (

  

  

  به دست مي آوريم به جاي  با گذاشتن 

)4-29  (           

  به دست مي آيد. به جاي  ) با گذاشتن 30-4و معادلة (

  داريم ، براي  1-4با توجه به مثال 

  

          و 

  را به شكل قائم زير بنويسيم ) ، اگر 30-4به عنوان يكي از نتايج معادلة (
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  حقيقي داريم به ازاي 

  

  و

  

يعني بخش حقيقي تبديل فوريه تابع زوجي از فركانس و بخش موهومي آن تابع فردي از فركانس اسـت. همچنـين اگـر    

  را به شكل قطبي زير بنويسيم 

  

اسـت. بنـابراين    تابع فـردي از   و  تابع زوجي از  ) نتيجه مي شود كه 30-4از معادلة (

هنگام محاسبه يا نمايش تبديل فورية يك تابع زماني حقيقي، تنها كافي است قسمت هاي حقيقي و موهومي يـا دامنـه   
، به ازاي فركانس هاي مثبت محاسبه يا نمايش داده شود، زيرا با استفاده از روابط بالا مي تـوان مقـادير مربـوط    و فاز آن

  به فركانس هاي منفي را مستقيماً به دست آورد.

زوج  نيز هـم حقيقـي و هـم    حقيقي و زوج باشد، آنگاه  ) اين است كه اگر 30-4نتيجة ديگر معادلة (

  است. براي پي بردن به اين مطلب مي نويسيم

  

  به دست مي آوريم و با تغيير متغير 

  

  ، داريم   چون 

  

  

؛  ) نشان مي دهد كـه  30-4تابعي زوج است. تركيب اين نتيجه و معادلة ( پس 

نشـان مـي دهـد. بـا      اين خاصيت را براي سيگنال حقيقي و زوج  2-4حقيقي است]. مثال  [يعني 

 ،  حقيقـي و فـرد باشـد، يعنـي      روشي مشابه مي توان نشان داد كه اگـر  

  موهومي خالص و فرد است.

و  را مي توان بـه صـورت مجمـوع تـابع زوج      گفتيم كه هر تايع حقيقي  1در فصل 

  نوشت، يعني تابع فرد 
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  طبق خاصيت خطي بودن تبديل فوريه

  

حقيقـي   . پـس اگـر   موهومي خالص اسـت  حقيقي خالص و  با توجه به بحث فوق 

  باشد، نتيجه مي گيريم

  

  

  

  مثال زير يكي از كاربردهاي اين خواص تقارن را نشان مي دهد.
    10-4مثال 

ديم. در نظـر  انجام دا 2-4را، كه در مثال  به ازاي  باز هم محاسبة تبديل فورية سيگنال 
  مي گيريم. اين بار براي ساده شدن محاسبه از خواص تقارن تبديل فوريه استفاده مي كنيم.

  داريم 1-4با توجه به مثال 

  

تصوير آينـه اي ايـن مقـادير را     ،  و در  داريم  توجه كنيد كه در 

  ي  دارد. يعن

  

  

  

  حقيقي است، با توجه به خواص تقارن تبديل فوريه به دست مي آوريم چون 

  

  

  است. 2-4كه همان جواب به دست آمده در مثال 
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  مشتق گيري و انتگرال گيري 4-3-4

است. با مشتق گيري از دو طرف معادلة تركيـب تبـديل فوريـه     ي با تبديل فورية سيگنال فرض كنيد 

  ) ، به دست مي آوريم4-24(

  

  بنابراين

)4-31  (                

تبـديل نـي كنـد.     اين خاصيت مهمي است، زيرا عمل مشتق گيري در حوزه زمان را در حوزة فركانس به ضرب در 

توصـيف شـده بـا معـادلات ديفرانسـيل       ، در بحث كاربرد تبديل فوريه در تحليـل سيسـتم هـاي     7-4در بخش 
  خواهيم ديد كه اين خاصيت بسيار مفيد است.

گيـري زمـاني   در حوزة فركانس است، شايد فكر شود كه انتگرال  چون مشتق گيري در حوزه زمان معادل ضرب در 

  است. درست است، ولي اين تنها يك روي سكه است. رابطة دقيق چنين است در حوزة فركانس تقسيم بر 

)4-32  (           

  حاصل از انتگرال گيري است.   ) بازتاب مقدار ميانگين يا 32-4جملة ضربة سمت راست معادلة (
  ) را طي دو مثال زير نشان مي دهيم.32-4) و (31-4كاربرد معادلات (

  11-4مثال 

) و رابطـة  32-4را بيابيم، به اين منظـور از معادلـة (   پله واحد  مي خواهيم تبديل فورية 

  زير استفاده مي كنيم

  

  توجه كنيد كه

  

  ست مي آوريمبا گرفتن تبديل فورية دو طرف به د

  

، نتيجـه مـي    به كار برده شـده اسـت. چـون     1-4كه در آن خاصيت انتگرال گيري مندرج در جدول 

  گيريم كه

)4-33  (                
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  ي  ) مي توان تبديل فورية ضربه را بازيافت . يعن31-4توجه كنيد كه با اعمال خاصيت مشتق گيري معادلة (

  

    در رابطة آخر از اين حقيقت سود جسته ايم كه 

  12-4مثال 

(الف) را بيابيم. به جـاي اعمـال مسـتقيم     16-4شكل  سيگنال  فرض كنيد مي خواهيم تبديل فورية 

  سيگنال زير را در نظر مي گيريم انتگرال فوريه به 

  

  

: الف) سيگنال 16- 4شكل  tx  كه تبديل فوريه آن بايد محاسبه شود؛ ب) نمايش مشتق tx به صورت مجموع دو مولفه  

ة هـر  مجموع دو ضربه و يك پالس مستطيلي اسـت. تبـديل فوري ـ   (ب) نشان مي دهد  16-4همانطور كه شكل 

  به دست آورد 2-4يك از اين سيگنال ها را مي توان از جدول 

  

  . به كمك خاصيت انتگرال گيري به دست مي آوريم توجه كنيد كه 

  

  سازگارست. موهومي خالص و فردست، كه با حقيقي و فرد بودن  عبارت 

  ير مقياس زماني و فركانسيتغي 4-3-5

  اگر

  

  آنگاه

)4-34 (            
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  يك ثابت حقيقي است. اين خاصيت را مي توان به طور مستقيم از تعريف تبديل فوريه به دست آورد. داريم كه در آن 

  

  به دست مي آوريم با تغيير متغير 

  

، بـه   ، تغيير مقياس زماني خطـي بـا ضـريب     متناظرست. بنابراين، صرف نظر از ضريب  34-4كه با معادلة (

در معادلـه   مي انجامد، و برعكس. همچنين با قـراردادن   يك تغيير مقياس فركانسي خطي با ضريب 

  دست مي آوريم) به 4-34(

)4-35  (               

  يعني وارونه شدن زماني يك سيگنال به وارونه شدن تبديل فورية آن مي انجامد.
) اثر پخش سريع صداي ضبط شده بر محتواي فركانسي آن اسـت. اگـر سـرعت پخـش     34-4يك مثال متداول معادلة (

) طيف فركانسـي بـازتر مـي    در حوزه زمان است (يعني  بيشتر از سرعت ضبط باشد، كه متناظر با فشرده شدن
شود (اثر حسي اين كار بالا بودن فركانس هاي پخش شده است). برعكس، اگر سـرعت ضـبط بيشـتر از سـرعت پخـش      

) صداي پخش شده فركانس هاي پايين تري دارد. مثلاً اگر صداي ضبط شدة يك زنـگ كوچـك   باشد (
  ت آهسته پخش شود، صداي پر طنين يك ناقوس شنيده مي شود.با سرع

خاصيت تغيير مقياس نمونة ديگري از رابطة معكوس زمان فركانس است كه تا به حال چند بار به آن برخورده ايم. مـثلاً  
) 11-4(شـكل   5-4ديديم افزايش دوره تناوب سيگنال سينوسي، با كاهش فركانس آن همراه است. همچنين در مثـال  

  ديديم كه اگر تبديل زير را در نظر بگيريم

  

به يك ضربه ميل مي كنـد.   باريك تر و بلندتر مي شود و در حد  ، عكس تبديل  با افزايش 

وب، با فاصـله زمـاني بـين    هم ديديم كه فاصلة فركانسي بين ضربه هاي تبديل فوريه يك رشته ضربة متنا 8-4در مثال 
  ضربه ها نسبت عكس دارد.

رابطة معكوس حوزة زمان و حوزة فركانس در مقوله هاي مختلف سيگنال ها و سيستم ها اهميت فراوانـي دارد، فيلتـر و   
ا طراحي فيلتر از اين مقولات است، و در بقية اين كتاب نيز با موارد متعددي از نتايج اين رابطـه روبـرو مـي شـويم. شـم     

ممكن است در مطالعة موضوعات علمي و مهندسي متفاوتي به نتايج ضـمني ايـن خاصـيت برخـورد كنيـد. اصـل عـدم        
  مثال ديگري را خواهيم ديد. 49-4قطعيت نمونه اي از اين مواردست؛ در مسئله 
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  همزادي 4-3-6

ي تقارن مشـاهده كـرد، معـادلات    ) مي توان نوع25-4) و (24-4با مقايسة روابط تبديل و عكس تبديل فوريه معادلات (
شبيه اند، ولي كاملاً يكسان نيستند. اين تقارن ، به خاصيتي از تبديل فوريه موسوم بـه همزاهـدي منجـر مـي شـود. در      

را ديديم، به ايـن خاصـيت اشـاره كـرديم. در      5-4و  4-4هنگامي كه رابطة بين زوج تبديل فوريه مثال هاي  5-4مثال 
  ورية زير را به دست آورديممثال اول زوج تبديل ف

 	

  
  )37- 4) و (36- 4: رابطه بين زوج هاي تبديل فوريه معادلات (17- 4شكل 

  
  و در مثال دوم زوج زير را  

)4-37  (         

  تصوير شده است. 17-4اين دو زوج تبديل فوريه و رابطة بينشان در شكل 
-4مي توان به هر تبديل فوريه اي تعميم داد. در واقع به خاطر تقارن بـين معـادلات (  تقارن موجود بين اين دو مثال را 

) براي هر زوج تبديلي يك زوج همزاد وجود دارد كه در آن جاي متغيرهاي زمان و فركـانس عـوض شـده    25-4) و (24
  اند. بهترين راه نشان دادن اين رابطه استفاده از مثال است.
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  13-4مثال 

  سيگنال زير را در نظر بگيريد دي در يافتن تبديل فورية كاربرد همزا

  

شـكلي ماننـد    يك زوج تبديل فوريه به دست آورديـم، كـه در آن تبـديل فوريـه، بـه عنـوان تـابعي از         2-4در مثال 

  زير فرض مي كنيم با تبديل فورية داشت. يك سيگنال  سيگنال 

  

    2-4و با توجه به مثال 

  

  معادلة تركيب اين زوج تبديل فوريه عبارت است از

  

  به دست مي آوريم به جاي  و گذاشتن  با ضرب اين معادله در 

  

  مي بينيم كه و  غيرهاي حال با تعويض نام مت

)4-38  (             

  است، پس نتيجه ميي گيريم كه ) معادلة تجزية تبديل فورية 38-4سمت راست معادلة (

  

گر مشخصـات حـوزة زمـان يـك     خاصيت همزادي را مي توان براي تعيين خواص ديگري براي تبديل فوريه به كار برد. ا
تابع با خاصيتي در حوزة فركانس متناظر باشد، وجود همين مشخصه در يك تـابع فركانسـي بـا خاصـيت همـزاد حـوزة       

 ديـديم كـه مشـتق گيـري زمـاني در حـوزة فركـانس بـا ضـرب در           4-3-4زمان متناظرست. براي مثال در بخش 

در حوزة زمان بـه نحـوي بـا مشـتق گيـري در       وان انتظار داشت كه ضرب در متناظرست. با توجه به بحث فوق مي ت

-3-4حوزة فركانس متناظر باشد. براي تعيين شكل دقيق اين خاصيت همزاد مي توان دقيقاً راه به كار رفتـه در بخـش   

  مي آوريم مشتق بگيريم به دست ) نسبت 25-4را پيمود. اگر از معادله تجزية ( 4

)4-39(             
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  بنابراين

)4-40(                 

  ) را به شكل زير به دست آورد32-4) و (27-4به همين ترتيب مي توان خواص همزاد معادلات (

)4-41(              

  و

)4-42(            

  رابطه پارسوال 4-3-7

  يك زوج تبديل فوريه باشند، آنگاه و  اگر 

)4-34  (           

  اين عبارت، كه رابطة پارسوال خوانده مي شود، از كاربرد مستقيم تبديل فوريه نتيجه مي شود. دقيق تر اين كه  

  

  

  با عوض كردن جاي انتگرال ها داريم

  

  است؛ پس جمله داخل كروشه، تبديل فورية 

  

است. بنا به رابطة پارسوال اين انرژي كل را مي تـوان هـم    ) انرژي كل سيگنال 34-4كميت سمت چپ معادلة (

م با محاسـبة انـرژي در واحـد    و انتگرال گيري روي كل فاصلة زماني، و هبا محاسبة انرژي در واحد زمان 

ــه همــين خــاطر    فركــانس  ــه دســت آورد. ب و انتگــرال گيــري روي كــل فاصــلة فركانســي، ب

) را ببينيد) توجـه كنيـد كـه رابطـة پارسـوال بـراي       45-4را غالباً طيف چگالي انرژي مي نامند. (مسئله  

) است، كه مـي گويـد   67-3پارسوال براي سيگنال هاي متناوب (معادلة  سيگنال هاي داراي انرژي محدود همتاي رابطة
  توان متوسط هر مؤلفه نيز مربع دامنة آن هارمونيك است.

رابطة پارسوال و ديگر خواص تبديل فوريه را مي توان براي استنتاج مشخصات حوزة زمان يك سيگنال از تبـديل فوريـة   
  را نشان مي دهد.آن به كار برد. مثال زير نمونه اي ساده 
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  14-4مثال 

  عبارت هاي حوزة زمان زير را حساب كنيم: 18-4مي خواهيم براي هريك از تبديل فوريه هاي شكل 

  

  

  
  14- 4: تبديل فوريه مثال 18- 4شكل 

  يعني در حوزه فركانس مي توانيم رابطة پارسوال را به كار بريم. براي محاسبة 

)4-44    (              

  است. 1و براي شكل (ب) برابر  (الف) براي  18-4كه براي شكل 

  در حوزة فركانس ابتدا خاصيت مشتق گيري را به كار برده، به دست مي آوريم براي محاسبة 

  

  توجه كنيد كه

)4-45  (              

  پس نتيجه مي گيريم:

)4-46  (                

  است. (ب) برابر  18-4(الف) صفر و براي شكل  18-4كه براي شكل 
تبديل فوريه علاوه بر خواص ذكر شده، خواص متعدد ديگـري نيـز دارد. در دو بخـش بعـد دو خاصـيت را در نظـر مـي        

مـورد بحـث قـرار مـي      4-4نقش محوري دارند. اولين خاصيت، كه در بخـش   گيريم كه در مطالعة سيستم هاي 
گيرد، خاصيت كانولوشن نام دارد كه در كاربردهاي متعددي از سيگنال ها و سيستم ها از جمله فيلتـر كـردن خاصـيتي    

 7بـرداري فصـل   است، خاصيت ضرب نام دارد، و اساس مباحث نمونه  5-4اساسي است. خاصيت دوم كه موضوع بخش 
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  خواص تبديل فوريه را خلاصه مي كنيم. 6-4را تشكيل مي دهد. در بخش  8و مدولاسيون دامنة فصل 

  خاصيت كانولوشن 4-4

يعني به صورت تركيب خطي نمـايي   -ديديم كه اگر يك سيگنال متناوب را به صورت سري فوريه بيان كنيم 3در فصل 

به اين ورودي را نيز مـي تـوان بـه صـورت      پاسخ يك سيستم  –) 38-3هاي مختلط هماهنگ به صورت معادلة (

هستند، ضرائب سـري فوريـة خروجـي را     سري فوريه بيان كرد. چون نمايي هاي مختلط توابع ويژه سيستم هاي 
تناظر با هـر مؤلفـه،   مي توان به صورت حاصلضرب ضرائب ورودي در پاسخ فركانسي سيستم، محاسبه شده در فركانس م

  به دست آورد.
در اين بخش اين نتيجه را به سيگنال هاي نامتناوب تعميم مي دهيم. ابتدا اين خاصيت را به روشي نسبتاً غير رياضـي و  

به دست مي آوريم، سپس اثبات دقيق را با شـروع از انتگـرال كانولوشـن،     3براساس بينش شهودي كسب شده در فصل 
  ي كنيم.به اختصار ارائه م

به صورت تركيب خطي نمايي هاي مخـتلط را بـه خـاطر آوريـد. بـا       تعبير معادلة تركيب تبديل فوريه، به عنوان 

  را به صورت حد يك جمع بيان مي كنيم، يعني   ) ، 7-4رجوع به معادلة (

)4-47    (      

، بـه تـابع نمـايي مخـتلط      د، پاسخ يك سيستم خطي با پاسخ ضـربة  بيان ش 8-3و  2-3چنانچه در بخش هاي 

  است، كه در آن    برابر  

)4-48  (             

تشـخيص مـي    ) را به عنوان تبديل فوريه پاسخ ضربة سيستم121-3تعريف شده در معادلة ( پاسخ فركانسي 

 ) ضريب مخـتلط متنـاظر بـا تـابع ويـژة      دهيم. به عبارت ديگر تبديل فورية پاسخ ضربه (در 

  )] داريم124-3است. با توجه به اصل جمع آثار [معادله (

   

  عبارت است از ) ، پاسخ سيستم خطي به 47-4پس طبق معادلة (

)4-49      (            

  

  به صورت زير به هم مربوط مي شوند و تبديل فوريه اش  چون 

)4-50  (              
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  ) تشخيص دهيم و بنويسيم49-4را در معادلة ( مي توانيم 

)4-51  (                

  ن اثبات دقيق تر، رابطة كانولوشن را در نظر بگيريدبه عنوا

)4-52  (           

  را پيدا كنيم كه عبارت است از مي خواهيم 

)4-53  (        

  وريمبستگي ندارد، به دست مي آ به  با عوض كردن جاي انتگرال ها و با توجه به اينكه 

)4-54(          

است. گذاشتن اين مقـدار   ) جملة داخلي كروشه برابر 27-4طبق خاصيت جابه جايي زماني معادلة (
  ) به دست مي دهد54-4در معادلة (

)4-55   (        

  است، پس مقدار انتگرال برابر 

  

  يعني

)4-56(                    

) اهميت حياتي در تحليل سيگنال و سيسـتم دارد. ايـن معادلـه مـي گويـد تبـديل فوريـه كانولوشـن دو         56-4معادلة (

، تبـديل فوريـة پاسـخ ضـربه، همـان پاسـخ        سيگنال را به حاصلضرب تبديل فورية آن ها تبديل مـي كنـد.   

را دربـر   ) است و تغيير دامنة مختلط تبديل فوريل ورودي در هـر فركـانس   121-3لة (فركانسي تعريف شده در معاد

، تـا مؤلفـه    دارد. مثلاً در فيلترهاي فركانس گزين مي خواهمي در يك گسترة فركانسي داشته باشيم 

م بگذرد؛ و در گسـتره هـاي فركانسـي ديگـر     هاي فركانسي موجود در اين باند با تغييري اندك يا بدون تضعيف از سيس

  تا مؤلفه هاي فركانسي اين گستره حذف يا به شدت تضعيف شوند. داشته باشيم 

بازي مي كند، همانطور كه عكس تبـديل فوريـة    نقش مهمي در تحليل سيتسم هاي  پاسخ فركانسي 

را به طور كامل مشخص مـي كنـد،    يك سيستم  دارد. اول اين كه چون  آن، يعني پاسخ ضربه، نقش مهم

 را مـي تـوان بـر حسـب      نيز بايد همينطور باشد. به علاوه بسياري از خواص سيستم هاي  

كانولوشن پاسـخ ضـربة دو سيسـتم     سري دو سيستم  ديديم كه پاسخ ضربة اتصال 3-2تعبير كرد. مثلاً در بخش 
) مي توان اين خاصيت را بـر  56-4( معادلهاست، و پاسخ ضربة كامل به ترتيب اتصال سيستم ها بستگي ندارد. به كمك 

لوشـن  سـري كانو  نشان مي دهد كه چون پاسخ ضـربة دو سيسـتم    19-4حسب پاسخ فركانسي بيان كرد. شكل 
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پاسخ ضربه هاست، خاصيت كانولوشن مي گويد پاسخ فركانسي كل، حاصلضرب پاسـخ فركانسـي دو سيسـتم اسـت. بـا      

  توجه به اين مطلب واضح است كه پاسخ فركانسي كل به ترتيب اتصال سيستم ها بستگي ندارد.
ود، و در نتيجـه پاسـخ   گفتيم همگرايي تبديل فوريه تنها در شـرايط خاصـي تضـمين مـي ش ـ     2-1-4چنانچه در بخش 

تعريف كرد. ولي اگر يـك سيسـتم پايـدار باشـد، همـانطور كـه در        فركانسي را نمي توان براي تمام سيستم هاي 
  ديديم، پاسخ ضربة آن مطلقاً انتگرال پذيرست؛ يعني 49-2و مسئله  7-3-2بخش 

)4-57(                

  
  را نشان مي دهد كه با پاسخ فركانسي اش مشخص شده است. LTIهم ارز. هر جعبه يك سيستم  LTI: سه سيستم 19- 4شكل 

را تضمين مي كنـد.   ) يكي از سه شرط ديريكله است، كه برآورده شدن آن ها وجود تبديل فورية 57-4معادلة (

چنان كه تمام سيسگنال هاي داراي اهميـت واقعـي و    دو شرط ديگر را برآورده مي كند، بنابراين با فرض اينكه 

  دارد. پايدار پاسخ فركانسي  عملي چنين اند، مي بينيم كه هر سيستم 

، خود را به سيستم هايي محدود مـي كنـيم كـه پاسـخ      هنگام به كار بردن تحليل فوريه در بررسي سيستم هاي 
بديل فوريه دارد. براي استفاده از تكنيك هاي تبديل در بررسي سيستم هاي ناپايداري كه پاسخ فركانسـي  ضربة آن ها ت

محدود ندارند، تعميم تبديل فوريه پيوسته در زمان، به صورت تبديل لاپلاس را در نظر خواهيم گرفت. ايـن بحـث را تـا    
  ي عملي زيادي را كه با تبديل فوريه قابل تحليل اند، بيان مي كنيم.به تأخير مي اندازيم و تا ان موقع رمسائل و كاربردها 9فصل 

  چند مثال 4-4-1

  براي نشان دادن خاصيت كانولوشن و كاربردهاي آن چند مثال در نظر مي گيريم.

  15-4مثال 

  و پيوسته در زمان با پاسخ ضربة زير در نظر بگيريد سيستمي 

)4-58  (              
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  ، عبارت است از پاسخ فركانسي اين سيستم، يعني تبديل فورية 

)4-59  (               

  ، تبديل فوريه خروجي اين سيستم به صورت زير استبا تبديل فوريه  بنابراين به ازاي هر ورودي 

)4-60  (          

نيـز سازگارسـت. در واقـع سيسـتمي كـه پاسـخ ضـربة آن         2-3-4بـا خاصـيت جابـه جـايي زمـاني بخـش       اين نتيجـه  

  تأخير مي دهد، يعني است ورودي را به اندازة  

  

هم به طـور   و 2-3-4) را نتيجه مي دهد. هم از بحث بخش 60-4) نيز معادلة (27-4خاصيت جابه جايي زماني معادلة (
) چنين برمي آيد كه پاسخ فركانسي سيستمي كه تنها تأخير زمـاني دارد. دامنـه اش در تمـام    59-4( معادلهمستقيم از 

  است. تابعي خطي از  و مشخصه فازش،   فركانس ها يك است 

  16-4مثال 

و ورودي اش  كـه خروجـي    ظر بگيريد، يعني يـك سيسـتم   به عنوان دومين مثال يك مشتق گير را در ن

  به صورت زير به هم مرتبط باشند 

  

  داريم 4-3-4طبق خاصيت مشتق گيري بخش 

)4-61  (              

  سي مشتق گير به صورت زيرست) مي توان نتيجه گرفت كه پاسخ فركان56-4بنابراين از معادله (

)4-62  (                

  17-4مثال 

  كه از معادلة زير تبعيت كند حال يك انتگرال گير را در نظر بگيريد، يعني يك سيستم 

  

) پاسـخ فركانسـي ايـن    33-4ادلة (و مع 11-4است، بنابراين با توجه به مثال  پاسخ ضربة اين سيستم پلة واحد 

  سيستم به صورت زيرست

  

  ) داريم56-4پس با استفاده از معادله (
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  ) سازگارست.32-4كه با خاصيت انتگرال گيري معادلة (

    18-4مثال 

است كه يك گسترة فركانسـي مطلـوب را    تم گفتيم فيلتر فركانس گزين يك سيس 2-9-3همانطور كه در بخش 
-3مي گذارند و فركانس هاي خارج ان گستره را به شدت تضعيف مي كند. براي مثال فيلتر پايين گذر ايـده آل بخـش   

  نشان داده شده و عبارت است از 20-4را در نظر بگيريد، پاسخ فركانسي اين فيلتر در شكل  9-2

)4-63(               

اكنون كه نمايش تبديل فوريه را در اختيار داريم مي دانيم كه پاسخ ضربة اين فيلتر ايده آل عكس تبديل فورية معادلـة  
  داريم 5-4) است. با استفاده از نتيجة مثال 4-63(

)4-64  (                

  نشان داده شده است. 21-4كه در شكل 

  
  ي فيلتر پايين گذر ايده آل: پاسخ فركانس20- 4شكل 

  
  : پاسخ ضربه فيلتر پايين گذر ايده آل21- 4شكل 
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مي توان بررسي بعضي نكات موجود در طراحي فيلتر را هم در حوزة زمان و هم در حوزة فركـانس   18-4با نظر به مثال 
لـي پاسـخ ضـربه اش    شروع كرد. گرچه فيلتر پايين گذر ايده آل از لحاظ فركانس گزيني بـي نقـص عمـل مـي كنـد، و     

صفر نيست. بنابراين فيلتر پايين گذر ايـده آل علّـي نيسـت،     در  مشخصات نامطلوبي دارد. اول اين كه 

خـواهيم ديـد،    6بنابراين در كاربردهايي كه سيستم ها بايد علّي باشند، قابل استفاده نيست. به علاوه، چنانچه در فصـل  
كه قيد علّي بودن وجود ندارد، ساختن تقريب دقيقي از آن مشكل است، و فيلترهاي غير ايده آلـي كـه    حتي در مواردي

-7-6ساختنشان ساده ترست ترجيح داده مي شوند. همچنين در بعضي كاربردها (مانند سيستم تعليق خودروي بخـش  
چنـين كاربردهـايي مشخصـات حـوزة زمـان      ) رفتار نوساني پاسخ ضربة فيلتر پايين گذر مي تواند نامطلوب باشـد. در  1

بسـتاني بـين مشخصـات حـوزل فركـانس ماننـد        -فيلتر پايين گذر ايده آل، مي تواند غيرقابل قبول باشد. پس بايد بـده 
  فركانس گزيني ايده آل، و مشخصات حوزة زمان مراعات شود.

  داراي پاسخ ضربة زير را در نظر بگيريد مثلاً سيستم 

)4-65  (                

  پاسخ فركانسي اين سيستم عبارت است از

)4-66  (                  

-3سـادة بخـش    ) نشان مي دهد كه اين سيستم را مي توان به صـورت مـدار   66-4) و (145-4مقايسة معادلات (
نشان داده شده اسـت. گرچـه ايـن سيسـتم      22-4ل ساخت. پاسخ ضربه و اندازة پاسخ فركانسي اين سيستم در شك 10

قدرت فركانس گزيني فيلتر پايين گذر را ندارد، ولي علّي است و پاسخ ضربة آن به طور يكنوا، يعني بدون نوسـان، ميـرا   
مي شود. اين فيلتر و فيلترهاي پيچيده تر متناظر با معادلات ديفرانسـيل مرتبـه بـالاتر معمـولاً بـه خـاطر علّـي بـودن،         
سهولت ساخت و انعطاف پذيري شان در بده بستان هاي بين ملاحظاتي چون فركـانس گزينـي و رفتـار نوسـاني حـوزة      

  به تفصيل بررسي مي كنيم. 6زمان، بر فيلترهاي ايده آل ترجيح داده مي شوند. بسياري از اين مطالب را در فصل 

، بسيار به كار مـي آيـد. ايـن     سخ سيستم هاي خاصيت كانولوشن در محاسبة انتگرال كانولوشن، يعني محاسبة پا
  مطلب در مثال زير نشان داده شده است.
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 ) ؛ ب) اندازه پاسخ فركانسي سيستم65-4معادله ( LTI: الف) پاسخ ضربه سيستم 22- 4شكل 

    19-4مثال 

  با پاسخ ضربة زير   پاسخ سيستم 

  
  بيابيدبه ورودي زير را 

  

تبـديل فوريـة    1-4مسئله را به حوزة فركانس مي بريم، با توجـه بـه مثـال     به جاي محاسبة 

  عبارت اند از و  

  

  و

  

  پس

)4-67  (                

را  را بيابيم. ساده ترين روش اين كار اين است كه  د عكس تبديل باي براي يافتن خروجي 

به صورت كسرهاي جزيي بسط دهيم. چنان كه خواهيم ديد اين بسط در محاسبة عكس تبديل فوريه بسـيار مفيدسـت   

بـه كسـرهاي    ، بسـط   و روش كلي انجام آن در پيوست تشريح شده است. براي اين مثال، با فرض 
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  جزيي به شكل زيرست

)4-68  (                

-4برابر قرار دادن طرف هـاي راسـت معـادلات (    و  ثابت هايي اند كه بايد تعيين شوند. يك روش يافتن  و   

) و حل معدلات حاصل است. در پيوسـت روش عمـومي   ) (رف در () ، ضرب دو ط68-4) و (67

تر و مؤثرتري براي محاسبة ضرائب بسط به كسرهاي جزيي بيان شده است. از هر روشي اسـتفاده كنـيم بـه دسـت مـي      
  آوريم

  

  بنابراين

)4-69  (              

) را مي توان با كمي تأمل يافت. با استفاده از خاصيت خطـي بـودن   69-4از دو جمله معادله ( عكس تبديل فوريه هريك
  داريم 1-3-4بخش 

  

  ) به شكل زير درمي آيد67-4درست نيست. در اين حالت معادلة ( ) به ازاي 69-4بسط معادلة (

  

  با توجه به اين كه

  

  ) استفاده كرد. پس40-4مي توان از همزاد خاصيت مشتق گيري، معادلة (

  

  

  و در نتيجه

  

    20-4مثال 

به عنوان مثالي ديگر از كاربرد خاصيت كانولوشن مسئلة تعيين پاسخ يك فيلتر پايين گذر به سيگنال ورودي سـينك را  
  در نظر بگيريد. داريم
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  فيلتر پايين گذر ايده آل نيز پاسخ ضربه اي به همين شكل دارد

  

پس خروجي فيلتر كانولوشن دو تابع سينك است، و ناشن خواهيم داد كه آن هم يك تابع سـينك اسـت. روش مناسـب    
  دستيابي به اين نتيجه توجه به اين نكته است كه

  

  كه در آن

  

  و  

  

  پس

  

  عبارت است از برابرست. عكس تبديل فورية  و  با عدد كوچك تر   

  

  برابرست. يا  ، خروجي با  كوچك تر باشد يا  يعني بسته به اين كه 

  خاصيت ضرب 4-5

طبق خاصيت كانولوشن، كانولوشن در حوزه زمان با ضرب در حوزه فركانس متناظرست. به خاطر همـزادي حـوزه هـاي    
زمان و فركانس بايد انتظار داشت، خاصيت همزاد نيز صادق باشد (يعني ضرب در حـوزه زمـان بـا كانولوشـن در حـوزة      

  قيق تر اين كه بايد داشته باشيمفركانس باشد) . د

 )4-70(         

و خاصـيت كانولوشـن، يـا بـا اسـتفادة       6-3-4اين مطلب را مي توان با استفاده از رابطة همزادي بيـان شـده در بخـش    
  مستقيم از رابطة تبديل فوريه، به شيوه اي مشابه اثبات خاصيت كانولوشن اثبات كرد.

نالي ديگر را مي توان استفاده از يكي براي تغير مقياس يا مدوله كردن دامنة ديگري بـه كـار   ضرب يك سيگنال در سيگ
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) را نيـز بـه همـين دليـل     70-4( معادلـه برد، و به همين خاطر ضرب دو سيگنال را غالباً مدولاسيون دامنه مـي نامنـد.   
چنـد كـاربرد بسـيار مهـم دارد. بـراي      خواهيم ديد كه اين خاصـيت   8و  7خاصيت مدولاسيون مي نامند. در فصل هاي 

  ) و معرفي كاربردهاي مورد بحث در فصل هاي بعد، چند مثال در نظر مي گيريم.70-4روشن تر كردن معادله (
  21-4مثال 

  (الف) است. همچنين سيگنال زير را در نظر بگيريد 23-4شكل  سيگنالي با طيف  فرض كنيد 

  

  بنابراين

  

-4با استفاده از معادلـة (  (ب) نشان داده شده است. طيف  23-4در شكل  طيف 

  ) به شكل زيرست70

  

)4-71 (       

دو قسـمت غيـر صـفر     تـا  (ج) رسم شده است. در اين شكل فرض كرده ايم،  23-4كه طيف آن در شكل 

  است. از مجموع دو گونة جابجا شده و تغيير مقياس يافتة  روي هم نيفتند. پس طيف  

  

: الف) تبديل فوريه سيگنال 21- 4: استفاده از خاصيت ضرب در مثال 23- 4شكل  tS  ؛ ب) تبديل فوريه  tCostp 0  ؛
ج) تبديل فوريه      tptstr   
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، پس از ضـرب سـيگنال در يـك     نشان مي دهند كه اطلاعات موجود در سيگنال  23-4) و شكل 71-4معادلة (

سيگنال سينوسي از بين نمي رود. بلكه تنها به فركانس بـالاتري منتقـل مـي شـود. ايـن مسـئله اسـاس سيسـتم هـاي          

 از سيگنال مدوله شـدة   دولاسيون دامنة سينوسي را نشان مي دهد. در مثال بعد روش بازيابي سيگنال م

  را به اختصار بررسي مي كنيم.

  22-4مثال 

  را در نظر گرفته، فرض كنيد 21-4به دست آمده در مثال   

  

  رسم شده اند. 24-4در شكل  كه باز هم 

و سـيگنال ديگـري    مجموع  (ج) و خطي بودن تبديل فوريه، مي توان ديد كه  24-4با توجه به شكل 

را بـه عنـوان ورودي بـه     ) غير صفرست. حال سـيگنال  است كه طيف آن در فركانس هاي بالا (حول 

، در فركـانس هـاي پـايين (بـه عنـوان مثـال        اعمال مي كنيم كـه پاسـخ فركانسـي آن     تم يك سيس

ــالا     ــاي بـ ــانس هـ ــت و در فركـ ــتم     ثابـ ــن سيسـ ــي ايـ ــف خروجـ ــت. طيـ صفرسـ

اسـت.   قيـاس يافتـة   ، مشابه تغييـر م  است، كه به دليل اين انتخاب خاص  

، در بررسي مباني مدولاسيون دامنـه ايـن ايـده هـا را      7است. در فصل  پس خروجي صورت تغيير مقياس يافته 

  تعميم مي دهيم.
  
  
  
 

 

 

 

 

  

: الف) 22- 4: طيف سيگنال هاي مثال 24- 4شكل  jR  (؛ ب jP  (؛ ج jG  
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    23-4مثال 

  يك مثال ديگر از كاربرد خاصيت ضرب تبديل فوريه، در يافتن تبديل فورية سيگنال زير بروز مي كند

  

  حاصلضرب دو تابع سينك است كليد كار تشخيص اين نكته است كه 

  

  فوريه به دست مي آوريمبا اعمال خاصيت ضرب تبديل 

  

با توجه به اين كه تبديل فورية هر تابع سينك يك پـالس مسـتطيلي اسـت، مـي تـوانيم بـا كانولوشـن دو پـالس تـابع          

  را بيابيم. 25-4شكل  

  
 

 

 

  

: تبديل فوريه 25- 4شكل  tx  23-4مثال  

  
 ن گذر با استفاده از مدولاسيون دامنه با حامل نمايي مختلط: تحقق فيلترميا26- 4شكل 

  فيلتر فركانس گزين با فركانس مركزي متغير 4-5-1

به تفصيل بررسي خواهد شد، يكي از مهمتـرين كاربردهـاي    8برمي آيد، و در فصل  22-4و  21-4چنانچه از مثال هاي 
كاربرد مهم ديگر ساختن فيلتر ميانگذر فركانس گـزين   خاصيت ضرب مدولاسيون دامنه در سيستم هاي مخابراتي است.

با فركانس مركزي تنظيم پذيري است كه بتوان آن را با يك دكمة چرخـان سـاده تنظـيم كـرد. در فيلترهـاي ميانگـذر       
ساخته شده با عناصري چون مقاومت، آب امپ، و خازن، فركانس مركـزي بـه مقـدار چنـد عنصـر بسـتگي دارد و بـراي        

ايد همة آن ها را به طور همزمان و به نحو مناسب تغيير داد. اين كـار از سـاختن فيلتـري بـا مشخصـة ثابـت       تغيير آن ب
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مشكل تر و پرزخمت تر است. راه ديگر تغيير مشخصة فيلتر، استفاده از يـك فيلتـر فركـانس گـزين و جابـه جـا كـردن        

  ست.مناسب طيف سيگنال، با استفاده از اصول مدولاسيون دامنة سينوسي ا

 در سـيگنال نمـايي مخـتلط     را در نظر بگيرد. در اينجا سيگنال ورودي  26 -براي مثال سيستم شكل  

را نشـان مـي دهـد. از خاصـيت      طيف سـيگنال هـاي    27-4ضرب مي شود. شكل 

  عبارت است از ضرب يا جابه جايي فركانسي نتيجه مي گيريم كه تبديل فورية 

  

 )برابرست و فركانس هـاي حـول    جابجا شده به سمت راست (به اندازة  يا  پس 

ــف  ــة         طيـ ــديل فوريـ ــين تبـ ــود. همچنـ ــي شـ ــل مـ ــذر منتقـ ــايين گـ ــر پـ ــور فيلتـ ــد عبـ ــه بانـ بـ

  ست ازعبارت ا 

  

 27-4به سمت چپ جابجـا شـده باشـد. شـكل      است كه به اندازة  همان  پس تبديل فورية 

و پهنـاي بانـد    معادل يك فيلتر ميانگـذر ايـده آل بـا فركـانس مركـزي       26-4نشان مي دهد كه سيستم شكل 

  نوسان ساز نمايي، فركانس مركزي فيلتر ميانگذر تغيير مي كند. ) مي باشد. با تغيير فركانس 28- 4تر شكل (فيل 

همگي مختلط اند. اگر تنهـا   حقيقي باشد، سيگنال هاي  اگر  26-4در سيستم شكل 

بانـدهاي   30-4بوده، فيلتر ميانگذر معادل شـكل   29-4مطابق شكل را نگه داريم، طيف حاصل  قسمت حقيقي 

را مي گذراند. تحت شرايط خاصي براي تحقق اين سيستم مي توان به جاي مدولاسـيون   و  فركانسي حول 

  صاص دارد.به اين بررسي اخت 46-4با سيگنال نمايي مختلط از مدولاسيون سينوسي استفاده كرد. مسئله 
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  26- 4: طيف سيگنال هاي سيستم شكل 27- 4شكل 

  
  
  
  
  

  26- 4: فيلتر ميان گذر معادل سيستم شكل 28- 4شكل 

  

  
})({: طيف 29- 4شكل  tf  26-2مربوط به شكل  
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  خواص تبديل فوريه 1-4جدول 

  تبديل فوريه  سيگنال نامتناوب  خاصيت  بخش

        
      

    خطي بودن  3-1- 4

    جابجايي زماني  3-2- 4

    جابجايي فركانسي  3-6- 4

    مزدوج گيري  3-5- 4

    واروني زمان  3-5- 4

تغيير مقياس زماني و   3-5- 4
   فركانسي

    كانولوشن  4- 4

    ضرب  5- 4

   مشتق گيري زماني  3-4- 4

  انتگرال گيري  3-4- 4
 

   مشتق گيري فركانسي  3-6- 4

تقارن مزدوج سيگنال   3-3- 4
 حقيقي   هاي حقيقي

حقيقي و زوج حقيقي و  تقارن سيگنال هاي  3-3- 4
 زوج

 حقيقي و زوج 

د حقيقي وحقيقي و فر  تقارن سيگنال هاي  3-3- 4
 فرد

 موهومي خالص و فرد 

حقيقي،  تجزيه زوج  فرد  3-3- 4
  

حقيقي،  سيگنال هاي حقيقي  
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})({: فيلتر ميان گذر معادل براي 30- 4شكل  tf  29- 4شكل 

  جدول هاي خواص فوريه و زوج هاي تبديل فوريه 4-6

در بخش هاي قبل و بعضي خواص مهم تبديل فوريه را در نظر گرفتيم، و بعضي ديگر را در مسـائل آخـر فصـل در نظـر     
مورد بحـث قـرار    خلاصه شده اند. در اين جدول بخشي كه هر خاصيت در آن 1-4خواهيم گرفت. اين خواص در جدول 

  گرفته نيز درج شده است.
فهرستي از زوج هاي تبديل فوريه مهم تدارك ديده ايم. هنگام بـه كـار بـردن تحليـل فوريـه در مطالعـه        2-4در جدول 

سيگنال ها و سيستم ها مكرراً با اين زوج ها مواجه خواهيم شد. تمام زوج هاي تبديل فوريه جدول، بـه جـز آخـري، در    
در نظر گرفته شـده اسـت. بعضـي     40-4ش هاي پيش مورد استفاده قرار گرفته اند، زوج آخري در مسئلة مثال هاي بخ

  متناوب اند، و ضرائب سري فورية آن ها نيز در جدول داده شده است. 2-4از سيگنال هاي جدول 

  سيستم هاي توصيف شده با معادلات ديفرانسيل خطي با ضرائب ثابت 4-7

آن هـايي هسـتند كـه ورودي و خروجـي شـان       ا گفته ايم يك دستة مهم از سيستم هاي همانطور كه در چند ج
  معادلة ديفرانسيلي به شكل زير را ارضا مي كنند

)4-72             (                                

ا بررسي مي كنيم. در اين بحـث فـرض مـي كنـيم     ر در اين بخش مسئلة يافتن پاسخ فركانسي اين سيستم هاي 
  سيستم پايدارست، بنابراين پاسخ فركانسي آن وجود دارد.

) دو روش نزديك به هـم  72-4براي يافتن پاسخ فركانسي يك سيستم توصيف شده با معادلة ديفرانسيلي شبيه معادلة (

هسـتند، ايـن    وابع ويژة سيسـتم هـاي   وجود دارد. روش اول بر اين اساس است كه سيگنال هاي نمايي مختلط ت
براي تحليل چند فيلتر سادة غير ايده آل به كار بسـتيم. مشخصـاً ديـديك كـه بـه ازاي ورودي       10-3روش را در بخش 

است. با گذاشتن اين ها در معادلة ديفرانسيل  ، خروجي به صورت  

را بيابيم. در اين بخش روش ديگـري بـراي رسـيده بـه ايـن       ري لازم مي توانيم ) و انجام عمليات جب4-72(

  ) ، استفاده مي كنيم.31-4( معادلهجواب را دنبال مي كنيم، در اين روش از خاصيت مشتق گيري تبديل فوريه، 

  خاصيت كانولوشن مي دانيم كه ) توصيف شده باشد. از72-4در نظر بگيريد كه با معادلة ( يك سيستم 
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  زوج هاي اساسي تبديل فوريه 2-4جدول 

  ضرايب سري فوريه  تبديل فوريه  سيگنال
  (در صورت متناوب بودن)

     

    
 

    
 

     
 

  
اين نمايش سري فوريه به ازاي هر   

 دلخواهي صادق است 

  موج مربعي متناوب

 و    
 

  
 

  
 

 

  
___ 

 
 ___  

 1   
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  و

)4-73   (                                                         

و پاسـخ   ، خروجي  به ترتيب تبديل فوريه ورودي  و  ،  در معادلة فوق 

  ) تبديل فوريه مي گيريم72-4هستند. حال از دو طرف معادلة ( ضريب 

)4-74(            

  داريم) ، 26-4( معادلهبا توجه به خصيت خطي بودن، 

)4-75(            

  )  31-4( معادلهو با توجه به خاصيت مشتق گيري، 

  

  يا

  

  ) داريم73-4بنابراين طبق معادلة (

)4-76  (                                                                              

) اسـت.  يك تابع گوياست، يعني نسـبت دو چنـد جملـه اي بـر حسـب (      هد كه اين معادله نشان مي د

) ، و ضرايب چند جمله اي مخرج همـان ضـرايب   72-4ضرايب چند جمله اي صورت همان ضرايب طرف راست معادله (

) را مي توان بـا  72-4صيف شده با معادلة (تو ) هستند. بنابراين پاسخ فركانسي سيستم 72-4( معادلهطرف چپ 
  ) به دست آورد.72-4تأمل در معادلة (

  24-4مثال 

  پايداري با معادلة ديفرانسيل زير توصيف شده است سيستم 
)4-77(                

  ) پاسخ فركانسي عبارت است از76-4با توجه به معادلة ( كه در آن 
)4-78(                                        

اسـت. پـس پاسـخ     ) تبديل فورية 78-4مي بينيم كه معادلة ( 1-4در مقايسة اين نتيجه با نتيجة مثال 

  ضربة سيستم عبارت است از
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  25-4مثال 

  سيل زير را در نظر بگيريدپايدار مشخص شده با معادلة ديفران سيستم 

  

  ) ، پاسخ فركانسي اين سيستم عبارت است از76-4با توجه به معادلة (

)4-79  (                                  

ان عكس تبديل فوريه بگيريم. براي اين منظـور مـي تـو    براي به دست آوردن پاسخ ضربة اين سيستم بايد از 

بـه كـار بـرده شـد و در پيوسـت الـف بـه تفصـيل          19-4را به كسرهاي جزئي بسط داد. اين روش در مثال  

) بـا تمـام   79-4را ببينيد. در اين مثال محاسبات بسـط بـه كسـرهاي جزيـي معادلـة (      1 -بررسي شده است (مثال الف
) را به حاصلضرب جملاتي با مرتبـة كمتـر   79-4معادلة (جزئيات بيان شده است). به عنوان گام اول مخرج طرف راست 

  تجزيه مي كنيم

)4-80  (                                  

  سپس روش بسط به كسرهاي جزيي را به كار برده، به دست مي آوريم

  

  ه صورت زيرستيافت، نتيجه ب 24-4عكس تبديل فوريه هر جمله را مي توان با توجه به مثال 

  

براي يافتن عكس تبديل فوريه به كار رفت، به طور كلي بـراي عبـاراتي مفيدسـت كـه نسـبت       25-4روشي كه در مثال 

) پاسـخ فركانسـي سيسـتم توصـيف شـده بـا معادلـة        76-4باشند. ابتدا از معادلـة (  چند جمله هايي بر حسب 

فركانسـي را بـه مجمـوع جملاتـي      هت را مي يابيم، سپس با بسط به كسرهاي جزيـي پاي ـ ديفرانسيل خطي با ضرائب ثاب

،  تبديل مي كنيم كه عكس تبديل فورية هريك را مي توانيم با كمي تأمل بـه دسـت آوريـم. بـه عـلاوه اگـر       

باشـــد،  يعنـــي تبـــديل فوريـــة ورودي چنـــين سيســـتمي هـــم نســـبت چنـــد جملـــه اي هـــايي برحســـب  

نيز همين طورست. در اين صورت با همين روش مي توان معادلـه ديفرانسـيل را    

  را پيدا كرد. در مثال بعد اين نكته را نشان مي دهيم. حل كردف يعني پاسخ 

  26-4مثال 

  را با ورودي زير در نظر بگيريد 25-4سيستم مثال 
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  ) داريم80-4از معادلة (با استفاده 

)4-81   (                                     

  

  چنان كه در پيوست گفته شده، در اين حالت بسط به كسرهاي جزيي شكل زير را به خود مي گيرد

)4-82(               

بسـط داده شـده    پيوست، ايـن   2ابت هايي هستند كه بايد تعيين شوند. در مثال الف ث و  ،  

  است. مقادير به دست آمده عبارت اند از

  

  پس

)4-83    (                          

نوشـت. جمـلات اول و سـوم شـبيه      ) را مي توان با كمي تأمـل 83-4در اينجا هم عكس تبديل فوريه هر جملة معادلة (
-4، يا شـبيه مثـال    2-4جملات به كار رفته در دو مثال قبل هستند، ولي عكس تبديل جمله دوم را مي توان از جدول 

به دست آورد. عكس تبديل فوريـة   ) ، 40-4با به كرا بردن همزاد خاصيت مشتق گيري، معادلة ( 19

  ست) به صورت زير83-4( معادله

  

توصيف شـده بـا    مثال هاي بالا نشان مي دهند كه چگونه روش هاي تحليل فوريه مسائل مربوط به سيستم هاي 
معادلات ديفرانسيل را به معادلات جبري سر راستي تبديل مي كنند. اين نكتة مهم در چند مسئلة انتهاي فصـل دنبـال   

توصيف شـده   ساختار جبري تبديل هاي گويايي را كه در بررسي سيستم هاي  )6خواهد شد. همچنين (در فصل 
با معادلات ديفرانسيل با آن ها روبرو مي شويم، كار تحليل خواص حوزة زمان را ساده مي كنند و به كمـك آن هـا مـي    

  ترده اي كسب كرد.توان نسبت به مشخصات حوزة زمان و حوزة فركانس اين دستة مهم سيستم ها بينش گس

  خلاصه 4-8

در اين فصل نمايش تبديل فورية سيگنال هاي پيوسته در زمـان را پـي ريختـيم و بسـياري از خـواص آن را كـه باعـث        
ثمربخشي اين تبديل شده است بررسي كرديم. در حقيقت با نظر به سـيگنال هـاي نامتنـاوب بـه عنـوان حـد سـيگنال        

ران زياد مي شود، نمايش تبديل فورية سيگنال هـاي نامتنـاوب را از نمـايش سـري     متناوبي كه دورة تناوبش به طور بيك
فورية سيگنال هاي متناوب به دست آورديم. سيگنال هاي متناوب را نيز با ضربه هاي واقـع در فركـانس هـارمونيكي آن    

  بود.سيگنال با تبديل فوريه نمايش داديم، مساحت هر ضربه با ضريب سري فورية متناظرش برابر 
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تبديل فوريه خواص مهم تنوعي دارد. اين خواص بازتـاب مشخصـات مختلـف سـيگنال در تبـديل فوريـه را نشـان مـي         
دهندف در اين فصل بسياري از اين خواص را بررسي و اثبات كرديم. از ميان آن ها دو خاصيت در مطالعة سيگنال هـا و  

كه نتيجة مستقيم خاصـيت تـابع ويـژه بـودن نمـايي هـاي        سيستم ها اهميتي ويژه دارند. اولي خاصيت كانولوشن است

با پاسخ فركانسي مي انجامد. اين توصيف نقشي بنيادي در رهيافـت پاسـخ    مختلط مي باشد و به توصيف سيستم 

وم تبـديل  دارد، رهيافتي كه آن را در فصل هاي آتي پي خواهيم گرفت. خاصيت د فركانسي تحليل سيستم هاي 
فوريه كه از لحاظ كاربردي بسيار مهم است، خاصيت ضرب است كه اساس تحليل حوزة فركـانس سيسـتم هـاي نمونـه     

  بررسي خواهيم كرد. 8و  7برداري و مدولاسيون را تشكيل مي دهد. اين سيستم ها را در فصل هاي 

توصـيف شـده بـا معـادلات      ي همچنين ديديم كه ابزارهاي تحليل فوريـه مخصوصـاً بـراي بررسـي سيسـتم هـا      
ديفرانسيل خطي با ضرائب ثابت مناسب اند. ديديم كه پاسخ فركانسي چنين سيستم هـايي را مـي تـوان بـه طـور نظـر       
يافت و با روش بسط به كسرهاي جزيي پاسخ ضربة آن ها را حساب كرد. در فصل هاي بعـد خـواهيم ديـد كـه سـاختار      

ي اين سيستم ها به ما بينش وسيعي در مورد مشخصات حوزة زمان و حـوزة فركـانس ايـن    جبري مناسب پاسخ فركانس
  سيستم ها مي دهد.

  زمان رتبديل فوريه گسسته د

  مقدمه 4-0

تبديل فورية پيوسته در زمان را معرفي كرديم و خواص متعـددي بـراي آن برشـمرديم كـه آن را بـه ابـزاري        4در فصل 
وصيات سيگنال و سيستم مبدل مي كرد. در اين فصل كار پي ريـزي ابزارهـاي تحليـل    ارزشمند در تحليل و تفهيم خص

  فوريه را با معرفي و بررسي تبديل فورية گسسته در زمان دنبال مي كنيم.
باهت ها و خطوط يكسان تحليل سيگنال هاي پيوسته و گسسته در زمان را ديـديم. البتـه    3در بحث سري فورية فصل 

ديديم كه نمايش سري فورية يك سيگنال متنـاوب گسسـته در    6-3ز وجود داشت. مثلاً  در بخش تفاوت هاي مهمي ني
زمان يك سري متناهي است. حال آنكه براي نمايش سيگنال متناوب پيوسته در زمان سري هاي نامتناهي بـه كـار مـي    

مان نيـز تفـاوت هـايي ايـن چنـين      آيند. در اين فصل خواهيم ديد كه بين تبديل فوريه گسسته در زمان و پيوسته در ز
  وجود دارد.

 4در اين فصل از شباهت هاي تحليل فورية پيوسته در زمان و گسسته در زمان بهره مي گيريم و راهبردي شـبيه فصـل   
ق تر اين كه با تعميم نمايش سري فورية سيگنال هاي متنـاوب شـروع كردهـف نمـايش تبـديل      را به كار مي بريم. دقي

فورية سيگنال هاي نامتناوب را به دست مي آوريم، سپس خـواص و مشخصـات تبـديل فوريـه گسسـته در زمـان را بـه        
ه را تقويت مـي كنـيم و   بيان مي كنيم. با اين كار هم دركمان از مفاهيم اساسي تحليل فوري 4روشي موازي روش فصل 

  هم تفاوت ها را به نحوي بارزتر آشكار مي سازيم تا تمايز مشاخصات را عميق تر بفهميم.
  نمايش سيگنال هاي نامتناوب: تبديل فورية گسسته در زمان 4-1
  پي ريزي تبديل فورية گسسته در زمان 4-1-1
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ريه موج چهارگوش متنـاوب را مـي تـوان نمونـه     ] ديديم كه ضرايب سري فو2-4) و شكل 2-4[معادلة ( 1-4در بخش 
دهاي يك تابع پوش تصور كرد؛ با افزايش دورة تناوب، اين فاصلة نمونه هـا كمتـر مـي شـود. ايـن مسـئله راهـي بـراي         

را سـاختيم كـه در يـك دوره     پيش پايمان گذاشـت. ابتـدا سـيگنال متنـاوب      نمايش سيگنال نامتناوب 

مـي شـد و    در فاصـلة بزرگتـري شـبيه     برابر بود. با ميل اين دورة تناوب به بي نهايـت ،   وب تنا

ميل مي كرد، در اين بخش براي پـي ريـزي نمـايش فوريـة سـيگنال       تبديل فورية  نمايش سري فورية 

  مان، روش مشابهي را دنبال مي كنيم.هاي نامتناوب گسسته در ز

يافـت كـه در    و  را در نظر بگيريد. يعني مي توان دو عدد صحيح  سيگنال نامتناوب داراي عمر محدود 

. (الف) چنين سيگنالي را نشان مـي دهـد   1-4شكل  داشته باشيم  خارج فاصلة 

(ب) در يـك دوره   1-4را به نحوي ساخت كه مطابق شـكل   از اين سيگنال نامتناوب مي توان سيگنال متناوب 

مـي   در فاصله بزرگتري مانند  را بزرگتر انتخاب كنيم،  باشد. هرچه دورة تناوب  تناوب برابر 

  . محدود داريم  ، به ازاي هر  حد شود. در 

  ) داريم95-3) و (94-3را در نظر مي گيريم. با توجه به معادلات ( حال نمايش سري فوريه 

)4-1  (      

)4-2  (      

، بهترسـت فاصـلة جمـع بنـدي      ريم دا چون در تناوب مشتمل بر فاصلة 

  بگذاريم.   را به جاي  ) را اين دوره تناوب بگيريم. در اين صورت مي توانيم در جمع 2-4معادلة (
  بنابراين  

)4-3    (    

  
  
  
  
 

 

 

 

 

  

: الف) سيگنال با عمر محدود 1- 4شكل  nx ؛ ب) سيگنال متناوب nx~  كه در يك تناوب با nx .برابر است  
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 در خارج فاصـلة   ) اين مطلب را به كار بسته ايم كه 3-5در نوشتن تساوي دوم معادلة (

  صفرست. تابع زير را تعريف مي كنيم

)4-4  (                

  متناسب اند، يعني با نمونه هاي  مي بينيم كه ضرائب 

)4-5  (                   

) نتيجـه مـي   2-4) و (1-4فاصلة نمونه هاي فركانسي را نشان مي دهد. تركيب معادلات ( كه در آن 

  دهد

)4-6   (             

) را مي توان به صورت زيـر بازنويسـي   6-4، معادلة ( ، يا به طور معادل  چون 

  كرد

)4-7           (                                  

) به انتگرال تبديل مي شـود.  7-4معادلة ( كم مي شود و در  مقدار  ) ، با افزايش 7-4مانند معادلة (

بـا   ) 4-4ريد. با توجه به معادلة (يرا در نظر بگ 2-4شكل  براي روشن تر شدن مطلب 

هم متناوب اسـت.   نيز همين طور. بنابراين حاصل ضرب  متناب و است و  دورة تناوب 

اسـت. پـس    و ارتفاع  مستطيلي با عرض  ت) ، مساح7-4هر جملة معادله (مطابق شكل 

فاصـله متـوالي بـه عـرض      جمع فوق به انتگرال تبديل مـي شـود. همچنـين چـون جمـع روي       به ازاي 

داريـم   اسـت. بنـابراين در    بسته مـي شـود، كـل فاصـلة انتگـرال گيـري هميشـه         

  ) به صورت زير در مي آيد7-4، و معادلة ( 

  

  
  
  
 

 

 

  

  )7-5: تعبير ترسيمي معادله (2- 4شكل 



     WWW.SANJESH.IR  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
 

»312« 

خـواهي بـه   متناوب است، فاصلة انتگرال گيري را مي تـوان هـر فاصـلة دل    با دورة تناوب  چون 

  برگزيد. اكنون زوج معادلة زير را داريم طول 

)4-8  (             

)4-9  (               

تبـديل فوريـه    ) هسـتند. تـابع   9-4) و (8-4) همتاهاي گسسته در زمان معادلات (9-4) و (8-4معادلات (
) معادلـة  9-4) معادلـة تركيـب و معادلـة (   8-4زوج تبديل فوريه نـام دارنـد. معادلـة (    گسسته در زمان و دو معادلة فوق

تجزيه است. روش به دست آوردن اين معادلات نشان مي دهد كه چگونه مي توان يك دنبالة نامتناوب را تركيب خطـي  

تركيـب خطـي دنبالـه هـاي نمـايي      را به صـورت   دنباله هاي نمايي مختلط دانست. در حقيقت معادلة تركيب ، 
مخــتلط نشــان مــي دهــدف دنبالــه هــايي كــه فاصــلة فركــانس هايشــان بــي نهايــت كوچــك و دامنــه هايشــان برابــر    

مي نامند،  را مانند حالت پيوسته در زمان طيف  است. به همين دليل  

  از نمايي هاي مختلط با فركانس هاي مختلف را دربر دارد. زيرا اطلاعات مربوط به چگونگي تركيب 
همچنين توجه كنيد كه رهيافت يالا همانند حالت پيوسته در زمان رابطة مهمي را بين سـري و تبـديل فوريـة گسسـته     

را مي توان نمونه هاي هـم فاصـلة    سيگنال متناوب  در زمان نشان مي دهد. اين رابطه اين است كه ضرائب 

برابرسـت و در بقيـة جاهـا     دانسـت، سـيگنالي كـه در يـك تنـاوب بـا        تبديل فورية سيگنال نامتنـاوب  
بيشتر بـه آن   41-4صفرست. اين مطلب در پردازش هاي واقعي سيگنال ها و تحليل فوريه بسيار مهم است و در مسئلة 

  اخت.خواهيم پرد
همانطور كه اشتقاق بالا نشان مي دهد تبديل فورية گسسته در زمان شباهت هاي بسياري با تبـديل فوريـة پيوسـته در    

و محـدود بـودن فاصـلة     زمان دارد. تفاوت هاي عمدة اين دو تبديل متناوب بودن تبديل گسسته در زمـان  
وت ناشي از واقعيتي است كه تاكنون چندين بار آن را بيان كـرده ايـم:   انتگرال گيري در معادلة تركيب است. اين دو تفا

است، بـا هـم يكسـان     سيگنال هاي نمايي مختلط گسسته در زماني كه تفاوت فركانس هايشان مضرب صحيحي از 
بودن ضـرايب فوريـه   ديديم كه نتيجة اين گزاره براي سيگنال هاي گسسته در زمان متناوب، متناوب  6-3اند. در بخش 

(بـا دوره   و متناهي بودن نمايش سري فوريه است. نتيجة مشابه براي سيگنال هاي نامتناوب، متناوب بودن 

و  را نيز ديـديم:   به عنوان تابعي از  يك نتيجة ديگر متناوب بودن  3-3-1) . در بخش تناوب 

سيگنال يكساني به دست مي دهند. پس سيگنال هاي داراي فركانس هاي نزديك به ايـن مقـادير، و ديگـر     

، سيگنال هاي فركانس پايين محسوب مي شوند. به نحوي مشابه، فركانس هاي بـالا در حالـت گسسـته     مضارب زوج 

(الف) ، با تبـديل فوريـة    3-4شكل  هستند. بنابراين سيگنال  رد در زمان، فركانس هاي نزديك به مضارب ف

(ج) ، با تبديل فوريـه نشـان داده شـده     3-4شكل  (ب) خيلي كندتر از سيگنال  3-4نشان داده شده در شكل 
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  (د) ، تغيير مي كند. 3-4در شكل 

  سته در زمانمثال هايي از تبديل فورية گس 4-1-2

  براي روشن تر كردن تبديل فورية گسسته در زمان چند مثال در نظر مي گيريم.
  
  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

  

: الف) سيگنال گسسته در زمان 3- 4شكل  nx1 ؛ ب) تبديل فوريه nx1 توجه كنيد كه ، jeX1  در حوالي
,...4,2,0   متمركز است؛ ج) سيگنال گسسته در زمان nx2 توجه كنيد كه ، jeX در حوالي  2

,...3,  متمركز است 

    1-4مثال 

  سيگنال زير را در نظر بگيريد

  
  در اين حالت  

  

  

(ب) رسم شده اسـت.   4-5در شكل  (الف) و به ازاي  4-5در شكل  به ازاي   دامنه و فاز

  متناوب اند. دقيت كنيد كه همة اين توابع با دورة تناوب 
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    2-4مثال 

  فرض كنيد

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

  0aو ب) براي  0a: الف) براي 1- 4ريه مثال : اندازه وفاز تبديل فو4- 4شكل 

(الف) رسم شده است. تبيل فورية آن را مي توان به كمـك معادلـة    5-4در شكل  اين سيگنال به ازاي 
  ) به صورت زير به دست آورد4-9(

  

  

  به دست مي آوريم   تغيير متغير  در جمع دوم، با
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  هر دو جمع سري هاي هندسي نامتناهي اند و مي توانيم آن ها را به شكل بسته حساب كرده، به دست آوريم

  

  

  ، نشان داده شده است. (ب)، باز هم به ازاي  5-5حقيقي است، ودر شكل  در اين حالت 
  
  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

 

 

  

: الف) سيگنال 5- 4شكل   nanx   10(و ب) تبديل فوريه آن  2- 4مثال(  a.  

    3-4مثال 

  پالس مستطيلي زير را در نظر بگيريد  

)4-10  (            

  نشان داده شده است. در اين حالت داريم (الف) به ازاي  6-4كه در شكل 

)4-11  (               

  به كار رفت، مي توان نوشت 12-3) مثال 104-3با محاسباتي شبيه آنچه در يافتن معادلة (

)4-12  (             
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) همتـاي گسسـته در زمـان    12-4له (رسم شده است. تابع معاد (ب) به ازاي  6-4اين تبديل فوريه در شكل 

را ببنيد). مهم ترين تفـاوت   4-4تابع سينك است كه در تبديل فورية پالس مستطيلي پيوسته در زمان ظاهر شد (مثال 

  متناوب است. ) مثل تمام تبديل هاي فوريه گسسته در زمان، با دوره تناوب 12-4اين دو تابع اين است كه تابع (
  
  
  
  
  
  
  
  
 

 

 

  

21به ازاي  3-4: الف) پالس مستطيلي مثال 6- 4شكل  N و ب) تبديل فوريه آن 

  مسائل همگرايي تبديل فورية گسسته در زمان 4-1-3

دلخواه، ولي با طـول محـدود لـود،     گرچه استدلال ما در به دست آوردن تبديل فورية گسسته در زمان براساس 
) براي دستة وسيعي از سيگنال هاي داراي طول نامحدود نيز معتبرند (مانند سـيگنال هـاي   9-4) و (8-4دلات (ولي معا

) را در نظـر بگيـريم.   9-4) . ولي در اين حالت بايد باز مسئلة همگرايي جمـع نامتنـاهي معادلـة (   2-4و  1-4مثال هاي 

جمع تضـمين شـود، همتاهـاي شـرايط همگرايـي تبـديل فوريـة         بايد داشته باشد تا همگرايي اين شرايطي كه 

  مطلقاً جمع پذير باشد، يعني ) همگراست اگر 9-4پيوسته در زمان است. جمع معادلة (

)4-13  (                 

  يا انرژي سيگنال محدود باشد، يعني

)4-14  (                 

) مسئلة همگرايي وجود ندارد، زيرا انتگرال اين معادله روي فاصله اي محدود محاسـبه مـي   8-5(در مورد معادلة تركيب 
) است كه جمعي متنـاهي اسـت. اگـر    94-3شود. اين وضعيت بسيار شبيه معادلة تركيب سري فورية گسسته در زمان (

تقريـب   س هاي واقـع در فاصـلة   را با انتگرالي از نمايي هاي مختلط، با فركان سيگنال نامتناوب 
  بزنيم، يعني  
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)4-15(              

نشـان مـي دهـد، انتظـار      18-3. يعني همـانطور كـه شـكل     خواهيم داشت  به ازاي 
يم. مثـال زيـر گويـاي ايـن     نداريم در محاسبل معادلة تركيب تبديل فورية گسسته در زمان پديدة گيبس را مشاهده كن

  مطلب است.
    4-4مثال 

  يك ضربة واحدست، يعني فرض كنيد 

  
  ) را به راحتي حساب كرد، و به دست آورد9-4در اين صورت مي توان معادله تجزية (

  
نمايشـي دارد كـه تمـام فركـانس هـا در آن       به بياني ديگر، درست مثال حالت پيوسته در زمان، تبديل فويه ضربة واحد

  ) براي اين مثال به دست مي آوريم15-4سهمي يكسان دارند. با به كار بردن معادله (

)4-16(               

نس نوسـانات  فركـا  رسم شده است. مي تـوان ديـد كـه بـا افـزايش       به ازاي چند مقدار   7-4در شكل 

 تقريب نيز زياد مي شود، كه مشابه حالت پيوسته در زمان است. ولي برخلاف حالت پيوسـته در زمـان، بـا افـزايش     

  كاملاً از بين مي روند. كم مي شود و در حالت  دامنة اين نوسانات نسبت به 

  تبديل فورية سيگنال هاي متناوب 4-2

ثل حالت پيوسته در زمان مي توان سيگنال هاي متناوب گسسته در زمـان را در چـارچوب تبـديل فوريـة گسسـته در      م
زمان گنجاند، به اين منظور بايد تبديل فورية سيگنال هاي متناوب را قطار ضربه اي در حوزة فركـانس در نظـر گرفـت.    

  يدبراي به دست آوردن اين نمايشف سيگنال زير را در نظر بگير

  

است. بنابراين احتمـالاً در حالـت    يك ضربه در  در حالت پيوسته در زمان ديديم كه تبديل فوريه 

) چنين انتظاري داشت. ولي تبديل فورية گسسته در زمـان تـابعي   17-4گسسته در زمان هم بايد براي سيگنال معادلة (

،  ) بايـد ضـبه هـايي در    17-4معادلـة (  اسـت. بنـابراين تبـديل فوريـة      ، با دوره تنـاوب   متناوب از 

  قطار ضربة زيرست و غيره باشد. در واقع تبديل فورية  

)4-18  (             

براي امتحان درستي اين عبارت، عكس تبديل فوريه را به دست مـي آوريـم. بـا     نشان داده شده است. 8-4كه در شكل 
  ) به دست مي آوريم8-4) در معادلة تركيب (18-4گذاشتن معادلة (
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: الف)  Wفاصله فركانسي بااستفاده از نمايي هاي مختلط واقع در  16- 4: تقريب ضربه واحد به دست آمده در معادله 7- 4شكل 
4/W (8/3؛ بW  (2؛ ج/W (4/3؛ دW  (8/7؛ هـW   ( ؛ وW  توجه كنيد كه به ازاي .

W  ،   nnx ˆ.  

  
  
 

 

 

: تبديل فوريه 8- 4شكل   njenx 0  
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يقاًيك ضربه وجود دارد. بنابراين اگر فاصله انتگرال گيري طـوري باشـد   ق، دتوجه كنيد كه در هر فاصله اي به طول 

  را شامل شود، خواهيم داشت كه ضربة واقع در 

  

  و سري فورية زير را در نظر بگيريد ، با دورة تناوب  حال سيگنال متناوب 

)4-19  (      

  در اين حالت تبديل فوريه عبارت است از

)4-20                            (           

  را مي توان مستقيماً از روي ضرائب فوريه اش به دست آورد.پس تبديل فورية يك سيگنال متناوب 

) تركيبـي خطـي از سـيگنال هـايي بـه      19-4معادلـة (  ) توجه كنيد كه 20-4براي نشان دادن درستي معادلة (

) 18-5دلـة ( بايد تركيبي خطي از تبديل هايي به صـورت معا  ) هستند، پس تبديل فورية 17-4صورت معادلة (

  برمي گزينيم، پس ) را 19-4باشد. فرض كنيد فاصلة جمع معادلة (

)4-21(             

  

ــس  ــة (      پـ ــيگنال معادلـ ــد سـ ــايي ماننـ ــيگنال هـ ــي سـ ــب خطـ ــاي   18-4تركيـ ــانس هـ ــا فركـ ) ، بـ

وير شـده  تص ـ 9-4است. تبديل فورية حاصـل در شـكل    

 ) است، قطاري بـا  18-4يك قطار ضربة متناوب، به صورت معادلة ( است. سيگنال ثابت 

 بـا دورة تنـاوب    به يـاد داريـم كـه ضـرائب سـري فوريـه        4. از فصل  و متشكل از ضربه هايي با اندازه 

) را 21-4(ب) تبـديل فوريـة جملـة دوم معادلـة (     9-5. شكل  متناوب اند، پس 

، و با توجه به ايـن   ) را به كرا برده ايم، ولي اين بار براي 18-5نشان مي دهد، كه در آن باز معادلة (

(ج) جملة آخر را نشان مي دهـد. توجـه    9-4. به نحوي مشابه، شكل  كه 

را قطار ضربه اي تعبير كرد كه در مضارب صـحيح فركـانس    مي توان  كه به خاطر متناوب بودن كنيد 

) نيـز  20-4اسـت؛ معادلـه (   برابـر   قرار دارد، و مساحت هر ضربة واحـد در   پاية 

  دقيقاً همين را مي گويد.
  5-4مثال 

  نال متناوب زير را در نظر بگيريدسيگ

)4-22(            
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  ) مي توانيم بنويسيم  18-4با توجه به معادلة (

)4-23(          

  يعني

)4-24    (        

  تكرار مي شود. با دورة تناوب  10-4مطابق شكل  
  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

)؛ ب) 12- 4: تبديل فوريه يك سيگنال متناوب گسسته در زمان: الف) تبديل فوريه جمله اول سمت راست معادله (9- 4شكل 
) ؛ و) تبديل فوريه 21- 4) ؛ ج) تبديل فوريه جمله آخر معادله (21- 4تبديل فوريه جمله دوم معادله ( nx ) 21-4معادله.(  

  
  
  
 

 

  

فوريه گسسته در زمان : تبديل 10- 4شكل   nCosnx 0  
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    6-4مثال 

  ، رشتة زيرست 8-4همتاي گسسته در زمان قطار ضربة مثال 

)4-25   (            

) بـه دسـت   95-3(الف) نشان داده شده است. ضرائب سري فورية اين سيگنال را مي توان از معادلة ( 11-4كه در شكل 
  آورد

  

  براي جمع به دست مي آوريم با انتخاب فاصلة 

)4-26  (                

  را به صورت زير بنويسيم ) مي توانيم تبديل فورية 20-4) و (26-4به كمك معادلات (

)4-27               (                     

  داده شده است.(ب) نشان  11-4كه در شكل 
  
  
  
  
 

 

 

 

  

 : الف) قطار ضربه گسسته در زمان؛ ب) تبديل فوريه آن11- 4شكل 

  خواص تبديل فوريه گسسته در زمان 5-3

تبديل فورية گسسته در زمان هم مثال تبديل فورية پيوسته در زمان خواصي دارد كه دانستن شان بينش ما نسـبت بـه   
تن پيچيدگي هاي محاسـبة تبـديل و عكـس آن مفيدسـت. در ايـن بخـش و دو       تبديل را بيشتر مي كند و غالباً در كاس

خلاصه فشرده اي از آن ها را ارائه مي كنيم. با مقايسة اين جـدول   1-4بخش بعد اين خواص را بررسي كرده، در جدول 
بـه دسـت    تصوير روشني از شباهت ها و تفاوت هاي بين خواص تبديل فوريه پيوسته و گسسـته در زمـان   1-4و جدول 

مي آوريم. اگر روش به دست آوردن خاصيت و تعبير آن مانند حالت پيوسته در زمان باشد، تنها به بيان خاصـيت اكتفـا   
، عمدة توجه خود را به تبديل فوريه معطوف مي كنيم. همچنـين بـه خـاطر رابطـة نزديـك       6-4مي كنيم. مانند بخش 
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-3توان مستقيماً به سري فوريه سرايت داد. اين خواص را در جـدول  سري و تبديل فوريه، بسياري از اين خواص را مي 
به اختصار مورد بحـث قـرار داديـم. در مباحـث زيـر بهترسـت بـراي نشـان دادن زوج          7-3خلاصه كرديم و در بخش  2

  به كار بريم. يعني 3-4سيگنال و تبديل فوريه نمادهايي مشابه بخش 

  

  

  
  متناوب بودن تبديل فوريه گسسته در زمان 4-3-1

  است. يعني   با دوره تناوب  گفتيم، تبديل فوريه هميشه تابعي متناوب از  1-4همانطور كه در بخش 

)4-28(             

  اوب نيست.تبديل فورية پيوسته در زمان چنين خاصيتي ندارد و در حالت كلي متن
  خطي بودن تبديل فوريه 4-3-2

  اگر  

  

  

  آنگاه

)4-29           (                               

  
  جابجايي زماني و فركانسي 4-3-3

  اگر

  
  آنگاه

)4-30                           (                                                       

  و

)4-31                           (                                                               

) به دسـت آورد؛ بـراي بـه دسـت آوردن     9-4در معادلة تجزية ( ) را مي توان با گذاشتن 30-4معادلة (

  ) قرار مي دهيم.8-4را در معادلة تركيب (  )31-4مطالعة (
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خواص تناوب و جابجايي فركانسي تبديل فورية گسسته در زمان، رتبطة ويژه اي بين فيلترهـاي ايـده آل پـايين گـذر و     

  بالاگذر گسسته در زمان به دست مي دهد. اين مطلب در مثال زير تشريح شده است.

    7-4مثال 

را نشان مـي دهـد. شـكل     يك فيلتر پايين گذر با فركانس قطع  اسخ فركانسي (الف) پ 12-4شكل 

اسـت.   جابجا شده بـه انـدازة    را نشان مي دهد كه پاسخ فركانسي  (ب)  4-12

(ب) يـك فيلتـر    12-4) قرار دارند، فيلتـر شـكل   و مضارب فرد ( چون فركانس هاي بالاي گسسته در زمان نزديك 

  است. يعني بالا گذر با فركانس قطع 

)4-32  (             

تبـديل   بيان خواهيم كرد، پاسخ فركانسي يك سيسـتم   4-4) نشان مي دهد، و در بخش 122-3چنانچه معادلة (
  پاسخ ضربة آن سيستم است.   فورية

  
  
  
  
  
  
  
 

  

؛ ب) پاسخ فركانسي يك فيلتر بالاگذر كه با جابجايي فركانسي پاسخ : الف) پاسخ فركانسي يك فيلتر پايين گذر12- 4شكل 
  به دست آمده است. فركانسي الف) به اندازه 

باشند، معادلـة   12-4رهاي پايين گذر و بالا گذر شكل به ترتيب پاسخ ضربه هاي فيلت پس اگر 

  ) و خاصيت جابجايي فركانسي نشان مي دهند كه5-32(

)4-33           (                                                                                         

)4-34                    (                                                                                                
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  مزدوج گيري و تقارن مزدوج 4-3-4

  اگر

  
  آنگاه

)4-35  (                    

  نيحقيقي باشد، تبديل فورية آن تقارن مزدوج دارد، يع همچنين اگر 

)4-36                      (                     

اسـت. بـه    تـابعي فـرد از    و  تابعي زوج از  كه از آن نتيجه مي گيريم 

  تابعي زوج و زاوية فاز آن تابعي فردست. همچنين   نحوي مشابه اندازة 

  

  و

  

حقيقي و زوج باشـد، تبـديل فوريـة آن هـم زوج و حقيقـي       به ترتيب بخش هاي زوج و فرد  و  كه در آن 

  نشان داده شد. اين تقارن براي  2-4است. در مثال 

  تفاضل گيري و جمع انباره اي 4-3-5

را بررسـي مـي    -تفاضـل اول  -و مشتق گيـري  -زير بخش همتاي گسسته در زمان انتگرال گيري جمع انباره اي در اين

فرض كنيد. با توجه به خواص خطي بـودن و جابجـايي زمـاني،     را سيگنالي با تبديل فورية  كنيم و 

  عبارت است از تبديل فوريه تفاضل اول 

)4-37      (                              
  حال سيگنال زير را در نظر بگيريد

  

بـر   از تقسيم  ، ممكن است نتيجه بگيريد كه تبديل  چون 

انتگـرال گيـري پيوسـته در     به دست مي آيد. اين مطلب تا حدي درست است، ولـي مثـل خاصـيت    
  ) ، به اين سادگي هم نيست. رابطة دقيق عبارت است از32-4زمان، يعني معادله (

)4-39    (        
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  يا ميانگين حاصل از جمع را نشان مي دهد. ) ، بازتاب وجود مقدار 39-4رشتة ضربة طرف راست معادله (

  8-4مثال 

  را با استفاده از خاصيت جمع انباره اي و رابطة زير به دست آوريم پلة واحد  رية بياييد تبديل فو

  

  به ياد داريم كه پلة واحد جمع انباره اي ضربة واحدست. يعني 1-4-1از بخش 

  

  ره اي به دست مي آوريمبا گرفتن تبديل فورية دو طرف و استفاده از خاصيت جمع انبا

  

  

  وارونگي زماني 4-3-6

را در نظر بگيريـد. بـا توجـه بـه      فرض كرده، تبديل  را سيگنالي با طيف   

  ) داريم9-4معادلة (

)4-40 (                              

  ) به دست مي آوريم40-5در معادلة ( با گذاشتن 

)4-41            (                                              

  يعني  

)4-42  (              

  انبساط زماني 4-3-7

با همتاهـاي پيوسـته در   تغيير مقياس زماني و فركانسي به علت ماهيت ناپيوستة شاخص زمان در سيگنال هاي گسسته 
  خاصيت زيرا را براي حالت پيوسته در زمان به دست آورديم 5-3-4زمان خود تفاوت دارند. در بخش 

)4-43  (              

يگنال را س ـ غيرصحيح دچار اشكال مي شويم. پس نمي توانيم با انتخـاب   به ازاي  ولي در تعريف 

را در نظر بگيريم، سيگنال تنها سـريع   برگزينيم، مثلاً  را عدد صحيحي غير از  كند كنيم، از طرفي اگر 

  را در بردارد. تنها نمونه هاي زوج  تنها مقادير صحيح را به خود مي گيرد، سيگنال  نمي شود. چون 

را عـددي صـحيح فـرض كـرده،      ) شـباهت داشـته باشـد.    43-4البته مي توان نتيجه اي به دست آورد كه با معادلة (
  سيگنال زير را تعريف كنيد
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)4-44   (                 

به دست آورده ايـم؛ بـه ايـن منظـور بـين مقـادير متـوالي         از  را به ازاي   13-4در شكل 

فـرض كنـيم. چـون     را صـورت كنـد شـدة     صفر گذاشته ايم. مـي تـوانيم    سيگنال اصلي 

  عبارت است از ، غير صفرست، تبديل فورية  ، يعني  تنها به ازاي مضارب  

  

  به دست مي آوريم   همچنين چون 

  

  يعني

)4-45  (        

، تبـديل فوريـة آن فشـرده مـي شـود.       توجه كنيد كه با گسترش و كند شدن سيگنال در حوزة زمان، به ازاي 

تكـرار خواهـد شـد.     با دوره تناوب  تكرار شود،  با دوره تناوب  براي مثال اگر 

  در مورد يك پالس چهارگوش نشان داده شده است. 14-4اين خاصيت در شكل 
  
  
  
  
 

 

 

 

 

  

: سيگنال 13- 4شكل   nx را از روي  3 nx آورده ايم؛ به اين منظور كار بين هر دو مقدار متوالي سيگنال اصلي دو  به دست
  صفر گذاشته ايم.
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k ،: رابطه معكوس حوزه هاي زمان و فركانس: با افزايش 14- 4شكل   nx k .گسترده و تبديل فوريه آن فشرده مي شود 

    9-5مثال 

(الـف) را در نظـر    15-4شـكل   اصيت انبساط زماني در تعيين تبديل فوريه، سـيگنال  به عنوان مثالي از فايدة خ

  (ب) ربط داد. داريم 15-4شكل  بگيريد. اين سيگنال را مي توان به سيگنال ساده تر 

  

  كه در آن

  

-4به ترتيب در شكل هـاي   و  گنال هاي به سمت راست است. سي جابجا شدة 

  (ج) و (د) نشان داده شده اند. 15

) اسـت.  پالس مستطيلي مثـال (بـه ازاي    كه در آن  حال توجه كنيد كه 

  جايي زماني داريمو خاصيت جاب 3-4(الف) را ببينيد) . پس با توجه به مثال  6-4(شكل 
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: الف) سيگنال 15- 4شكل  nx  ؛ ب) سيگنال 9-5مثال ny ؛ ج) سيگنال  ny كه با گذاشتن صفر بين مقادير متوالي  2
 ny  به دست آمده و د) سيگنال  12 2 ny.  

  با استفاده از خاصيت انبساط زماني به دست مي آوريم

  

  حال از خواص خطي بودن و جابجايي زماني استفاده مي كنيم

  

  و با تركيب نتايج بالا به دست مي آوريم

  

  
  مشتق گيري فركانسي 4-3-8

  باز فرض كنيد

  

  ) و مشتق گيري از دو طرف آن به دست مي آوريم9-4در معادلة تجزية ( با استفاده از تعريف 

  

  به دست مي آوريم است: با ضريب دو طرف در  طرف راست اين معادله همان تبديل فورية 
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)4-46  (                 

  خواهيم ديد. 4-4بخش  13-4ن خاصيت را در مثال كاربرد اي

  رابطه پارسوال 4-3-9

  يك زوج تبديل فوريه باشند، آنگاه و  اگر 

)4-47  (           

) است و روش به دست آوردن ان نيز به همان صورت است. كميـت طـرف چـپ معادلـة     43-4اين معادله شبيه معادلة (

است و رابطة پارسوال مي گويد مي تـوان ايـن انـرژي را بـا انتگـرال گيـري از انـرژي بـر واحـد           ) انرژي 4-47(

بـه دسـت آورد. بـه قيـاس حالـت پيوسـته در        روي فاصلة فركانسي داراي طول  فركانس ، 

) همتاي نامتناوب رابطـة  47-4مچنين توجه كنيد كه معادلة (را طيف چگالي انرژي مي نامند. هزمان 

) است، كه توان متوسط يك سيگنال متناوب را بر حسب توان متوسط مؤلفه هـاي هـارمونيكي   110-3پارسوال معادلة (
  آن بيان مي كند.

نال را به دسـت آورد.  با داشتن تبديل فورية يك سيگنال مي توان خواص تبديل فوريه را به كار برد و مشخصاتي از سيگ
  مثال زير را به عنوان يك نمونه در نظر بگيريد.

  10-4مثال 

در نظـر بگيريـد. مـي خـواهيم تعيـين       16-4نشان داده شده در شكل  را با تبديل فورية  سيگنال 

  رد يا نه.متناوب، حقيقي، و زوج است و انرژي محدودي دا كنيم كه سيگنال 
  
  
  
 

 

 

 

 

  

  10-4: اندازه و فاز تبديل فوريه مثال 16- 4شكل 
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ابتدا توجه كنيد كه تناوب درحوزة زمان به معني ضربه اي بودن تبديل فوريه، در مضارب فركانس پايـة سـيگنال اسـت.    

  متناوب نيست. چنين نيست. پس نتيجه مي گيريم  
تقارن تبديل فوريه مي دانيم كه تبديل فورية يك سـيگنال حقيقـي بايـد انـدازة زوج و فـرد داشـته        با توجه به خاصيت

  حقيقي است. اين چنين هستند. پس  باشد. 

اشـد.  بايد حقيقـي و فـرد ب   زوج باشد، طبق خاصيت تقارن سيگنال هاي حقيقي،  سوم اين كه اگر 

زوج  تـابعي حقيقـي و زوج نيسـت. پـس      ولي چون 

  نيست. سرانجام براي بررسي انرژي رابطة پارسوال را به كار مي بريم

  

 مقـداري محدودسـت. پـس     تـا   از  به وضوح نشان مي دهد كه انتگـرال   16-4شكل 

  انرژي محدودي دارد.
در چند بخش بعد، خواص ديگري را بررسي خواهيم كرد. دو خاصـيت اول، خـواص كانولوشـن و ضـرب، شـبيه خـواص       

 7-4هسـتند. سـومين خاصـيت، خاصـيت همـزادي اسـت كـه آن را در بخـش          5-4و  4-4بررسي شده در بخش هاي 
ي زوج هاي فورية گسسته در زمان، همزادي بين حـوزه هـاي گسسـته    بررسي خواهيم كرد. در آن بخش علاوه بر همزاد
  و پيوسته در زمان را نيز در نظر خواهيم گرفت.

  خاصيت كانولوشن 4-4

اهميت تبديل فوريه پيوسته در زمان از نظر تأثير آن بر كانولوشـن و فايـده آن در كـار بـا سيسـتم هـاي        4-4در بخش 

الت گسسته در زمان هم رابطة مشـابهي وجـود دارد و ايـن يكـي از دلايـل عمـدل اهميـت        را بيان كرديم. در ح 

 و   ،  گسسته در زمان است. اگـر   تبديل فوريل گسسته در زمان در بررسي سيستم هاي 

  باشند، يعني به ترتيب ورودي، پاسخ ضربه، وخروجي يك سيستم 

  

  آنگاه

)4-48  (                

هسـتند.   و  ،  بـه ترتيـب تبـديل فوريـة      و  ،  كه در آن 

گسسـته در زمـان،    انسي يك سيسـتم  ) نشان مي دهد كه پاسخ فرك9-4) و (122-3همچنين مقايسة معادلات (
  تعريف شد، تبديل فورية پاسخ ضربة آن سيستم است. 8-3كه در بخش 

صورت مي گيرد. مثل حالـت پيوسـته در زمـان معادلـة      4-4) دقيقاً به صورت انجام شده در بخش 48-4اثبات معادلة (

به تركيب خطي توابع نمايي مختلط، تعبير كرد. هريك از اين نمـايي   ) را مي توان به عنوان تجزية 8-4تركيب (



  ابررسي سيستم ها و سيگنال ه
WWW.SANJESH.IR      »331«    

   
با به كارگيري اين حقيقت نشان داديم كـه ضـرائب سـري فوريـة      3هاي مختلط يك تابع ويژة سيستم هستند. در فصل 

تم، به يك ورودي متناوب حاصلضرب ضـرائب سـري فوريـة ورودي در پاسـخ فركانسـي سيس ـ      پاسخ يك سيستم 
) تعميم اين نتيجه بـه  48-4محاسبه شده در فركانس هاي مؤلفه هاي هارمونيكي، مي باشد. خاصيت كانولوشن معادلة (

  ورودي ها و خروجي هاي نامتناوب، با استفاده از تبديل فوريه به جاي سري فوريه، است.
طه اي جبري بين تبديل فورية سـيگنال هـا   ) مانند حالت پيوسته در زمان، كانولوشن دو سيگنال را به راب48-4معادلة (

مي نگارد، اين امر هم كار تحليل سيگنال ها و سيستم ها را ساده مي كند و هم ديد بسيار خـوبي نسـبت بـه چگـونگي     

) نشان مي دهـد كـه پاسـخ فركانسـي     48-4به ورودي ها به دست مي دهد. در واقع معادلة ( پاسخ سيستم هاي 

را بيان مي كند. پس مثلاً در فيلترهاي فركـانس   چگونگي تغيير دامنة تبديل فورية ورودي در فركانس  

، ولـي در فركاسـن هـاي     گزين مي خواهيم در گسترة فركانسي مربوط به باند عبور داشـته باشـيم   

  مطلوب است. مربوط به باند حذف 

  د مثالچن 4-4-1

  براي نشان دادن چگونگي كاربرد خاصيت كانولوشن و خواص ديگر، در اين بخش چند مثال ارائه مي كنيم.
  11-4مثال 

  با پاسخ ضربة زير در نظر بگيريد يك سيستم 

  

  پاسخ فركانسي اين سيستم عبارت است از

  

  تبديل فورية خروجي عبارت است از ، با تبديل  بنابراين به ازاي هر ورودي 

)4-49  (                

) بـا خاصـيت جابجـايي زمـاني سازگارسـت.      49-4و معادلـة (  توجه كنيد كه در اين مثال 

تمـام فركـانس هـا     در همچنين توجه كنيد كه پاسخ فركانسي يك جابجايي تنها يعنـي  

  آن نشان دهندة يك تغيير فاز خطي با فركانس است. اندازه اي برابر يك دارد، و فاز 

  12-4مثال 

 را در نظر بگيريد. پاسخ فركانسـي   2-9-3فيلتر پايين گذر ايده آل گسسته در زمان معرفي شده در بخش 

يـك   داده شده است. چون پاسخ ضربه و پاسخ فركانسـي يـك سيسـتم    نشان  9(ال) 17-5اين سيستم در شكل 
) بـه دسـت   8-4زوج تبديل فوريه هستند مي توانيم پاسخ ضربة اين فيلتر را از پاسخ فركانسـي آن، بـه كمـك معادلـة (    

  لف) به دست مي آوريم  (ا 17- 4به عنوان فاصلة انتگرال گيري و توجه به شكل  آورديم. با استفاده از 
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)4-50   (            

  

  (ب) نشان داده شده است. 17-4كه در شكل 
  
  
  
  
 

 

 

 

 

  

  : الف) پاسخ فركانسي يك فيلتر پايين گذر ايده آل گسسته در زمان؛ ب) پاسخ ضربه فيلتر ايده آل پايين گذر17- 4شكل 

را نشـان مـي    18-4در مورد فيلتر پايين گذر ايده آل پيوسـته در زمـان مثـال    بسيار ياز مفاهيم بيان شده  17-4شكل 

صفر نيست، فيلتر پايين گذر ايده آل علّي نيست. دوم ايـن كـه حتـي اگـر      در  دهد اول اين كه چون 
حوزة زمان، معمـولاً فيلترهـاي   علّي نبودن مهم نباشد، باز به دلائل ديگري چون سهولت ساخت و مشخصات مناسب در 

(ب) نوسـاني   17-4غير ايده آل براي فركانس گزيني ترجيح داده مي شوند. پاسخ ضربة فيلتر پايين گذر ايده آل شـكل  
است، و اين مشخصه ممكن است در بعضي كاربردها مطلوب نباشد. در اين موارد بايد بين اهـداف حـوزة فركـانس مثـل     

در ايـن مـورد و مسـائل     6وزة زمان مثل رفتار نوساني مصالحه اي صورت گيرد. در فصـل  فركانس گزيني، و خوصيات ح
  مرتبط با آن به تفضيل صحبت مي كنيم.

  چنانچه مثال زير نشان مي دهد، خاصيت كانولوشن براي ساده كردن محاسبات مربوط به كانولوشن نيز ارزشمندست.

  13-4مثال 

  يريديك سيستم با پاسخ ضربة زير در نظر بگ

  

  . ورودي اين سيستم را به شكل زير فرض كنيد كه در آن 

  

  به دست مي آوريم و  . با محاسبة تبديل فورية  كه در آن 
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)4-51(                

  و

)4-52(                 

  پس

)4-53           (                

، بسط آن بـه كسـرهاي جزئـي اسـت.      ساده ترين راه يافتن عكس تبديل فوريه  19-4اينجا هم مثل مثال 

است و مي خواهيم ان را به صورت مجمـوع جمـلات سـاده     نسبت دو چند جمله اي از توان هاي  
ري بنويسيم تا بتوانيم عكس تبديل فورية هركدام را با تأمل در آن ها بنويسيم (و در صـورت لـزوم از خاصـيت مشـتق     ت

نيز استفاده كنيم). روش جبري تبديل هاي گويا در پيوست شرح داده شده است. در ايـن   8-3-4گيري فركانسي بخش 

  به صورت زيرست: ، بسط به كسرهاي جزيي  مثال به ازاي 

)4-54  (            

  ) به دست مي آوريم54-4) و (53-4با برابر قرار دادن طرف هاي راست معادلات (

  

  ) را به صورت زير مي يابيم:54-4و خاصيت خطي بودن، عكس تبديل معادلة ( 1-4پس با توجه به مثال 

)4-55          (                     

  

  ) معتبر نيست. در اين حالت داريم54-4، بسط به كسرهاي جزئي معادلة ( به ازاي 

  

  كه مي توان آن را به صورت زير درآورد

)4-56                (               

) ، و زوج تبديل فورية زيـر اسـتفاده مـي    47-4ق گيري فركانسي، معادلة (، اينجا هم از خاصيت مشت 19-4مانند مثال 
  كنيم
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  و نتيجه مي گيريم  

  

  ، از خاصيت جابجايي زماني استفاده مي كنيم و به دست مي آوريم براي در نظر گرفتن اثر 

  

  ) خواهيم يافت56-4معادلة ( سرانجام با در نظر گرفتن ضريب 

)4-57(            

ضـرب شـده اسـت،ولي سـيگنال      شايان ذكرست كه هر چند طرف چپ فوق در يـك پلـة شـروع شـده از     

ــون در   در   ــت، چ ــل  صفرس ــس   ، عام ــت. پ صفرس

  را مي توان به اين صورت هم نوشت 

)4-58  (             

همانطور كه در مثال زير نشان داده شده است، خاصيت كانولوشن و ديگر خواص تبديل فوريه در تحليل اتصال سيسـتم  
  ها به كار مي آيند.

  14-4مثال 

در نظـر بگيريـد. سيسـتم هـاي بـا پاسـخ فركانسـي         و خروجي  (الف) را با ورودي  18-5سيستم شكل 

  و بهرة يك در باند عبور هستند. فيلترهاي پايين گذر ايده آل با فركانس قطع  

بـه ايـن    را مي توان با توجـه  (الف) را در نظر مي گيريم. تبديل فوريل سيگنال  18-5ابتدا مسير بالايي شكل 

يافت. با ايتفاده از خاصـيت جابجـايي فركانسـي     و در نتيجه  كه 

  به دست مي آوريم

  
  با اعمال مجدد خاصيت جابجايي فركانسي به دست مي آوريم چون 

  

  

  است ناوب چون تبديل فورية گسسته در زمان هميشه داراي دوره ت

  

  با اعمال خاصيت كانولوشن به مسير پايين به دست مي آوريم
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  ؛ ب) پاسخ فركانسي كل سيستم14- 4: الف) اتصال سيستم ها براي مثال 18- 4شكل 

  با توجه به خاصيت خطي بودن تبديل فوريه به دست مي آوريم

  

  

  (الف) عبارت است از 18-4پس پاسخ فركانسي كل سيستم شكل 

  

  (ب) نشان داده شده است. 18-4كه در شكل 

پاسخ فركانسي يك فيلتر ايده آل بالا گذرست. پس سيستم كل هـم   همانطور كه در مثال ديديم 

هاي بالا را، و فركانس هاي ميان اين دو باند عبور را حذف مي كند. بـه  فركانس هاي پايين را مي گذارند و هم فركانس 
ــت از              ــارت اس ــال عب ــن مث ــر اي ــذف فيلت ــد ح ــد، بان ــي نامن ــذر م ــان گ ــر مي ــر را فيلت ــن فيلت ــل اي ــين دلي هم

گسسـته در زمـاني پاسـخ     توجه كنيد كه همانند حالت پيوسته در زمان، هر سيسـتم   

به ورودي هاي سينوسي پاسخ كرانـدار نمـي    با پاسخ ضبة  ندارد. مثلاً سيستم  فركانسي

مـي   7-3-2پايدار باشد، از بخش  واگراست. البته اگر سيستم  دهدف بنابراين معادلة تجزية تبديل فورية 
  ت، يعنيدانيم كه پاسخ ضربة آن مطلقاً جمع پذيرس

)4-59  (        

بنابراين براي سيستم هاي پايدار پاسخ فركانسي هميشه همگراست. در استفاده از روش هاي فوريه خـود را بـه سيسـتم    
تبديل فوريه را به تبـديلي موسـوم بـه     10هاي با پاسخ ضربة داراي تبديل فورية تعريف شده محدود مي كنيم. در فصل 

داراي  اين امكان را مي دهد كـه روش هـاي تبـديل را بـه سيسـتم هـاي        تعميمي مي دهيم. تبديل  تبديل 
  پاسخ فركانسي واگرا اعمال كنيم.
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  خاصيت ضرب 4-5
خاصيت ضرب را براي سيگنال هاي پيوسته در زمان معرفي كرديم و بعضي كاربردهـاي آن را طـي چنـد     5-4در بخش 

ال نشان داديم. براي سيگنال هاي گسسته در زمان هم خاصيت مشابهي وجود دارد كـه در كاربردهـا همـان نقـش را     مث
بازي مي كند. در اين بخش اين خاصيت را مستقيماً به دست مـي آوريـم و يـك مثـال از كاربردهـاي آن را نشـان مـي        

  سيستم هاي مخابراتي به كار مي بريم. خاصيت ضرب را طي مباحث نمونه برداري و 8و  7دهيم. در فصل هاي 

به رتتيـب   ، و  ،  است و  حاصل ضرب  فرض كنيد 
  تبديل فورية اين سيگنال ها هستند. پس  

   
  چون

)4-60(              

  نتيجه مي گيريم

)4-61    (                   

  با تعويض جاي جمع و انتگرال به دست مي آوريم

)4-62  (                    

  ) به صورت زير درمي آيد62-4است. پس معادلة ( جمع داخل كروشه برابر 

)4-63                   (                                   

است و انتگرال آن را مي توان روي هـر فاصـله اي بـه     و   ) كانولوشن متناوب 63-5معادلة (

حساب مـي شـود) كانولوشـن     تا  حساب كرد. شكل معمولي كانولوشن را (كه در آن انتگرال از  طول 
  د تا با كانولوشن متناوب اشتباه نشود. روش محاسبة كانولوشن متناوب را طي يك مثال نشان مي دهيم.نامتناوب مي خوانن

  15-4مثال 

  را، كه حاصلضرب دو سيگنال ديگرست، در نظر بگيريد؛   سيگنال  مسئله يافتن تبديل فورية 
  يعني

  
  كه در آن

  

  و
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 و   كانولوشـن متنـاوب    ) مي دانيم كه 63-4با توجه به خاصيت ضرب معادلة (

ــة ( ــه طــول  63-4اســت، انتگــرال معادل ــوان روي هــر فاصــله اي ب ــا انتخــاب فاصــلة   ) را مــي ت ــرد. ب حســاب ك

  به دست مي آوريم 

)4-64      (                           

است. ولـي بـا    ) ، كانولوشن نامتناوب را مي ماند، به جز اين كه فاصلة انتگرال گيري 64-4معادلة (
  تعريف زير  

  

  
  
  
 

 

 

  

: 19- 4شكل  jeX1
كه در يك تناوب با  ˆ jeX1  برابر است و jeX . كانولوشن خطي 2 jeX1

و  ˆ jeX با  2
كانولوشن  jeX1  و jeX  برابر است. 2

 بـه جـاي    ) را به يك كانولوشن معمولي تبديل كنـيم. بـا گذاشـتن    64-4ي توانيم معادلة (م

نشـان داده   20-4در شـكل   صفرست، مـي بينـيم كـه    در  ) و توجه به اين كه 64-4معادلة (

  شده است.

  

  

  
 

 

 

  

 15- 5: نتيجه كانولوشن متناوب مثال 20- 4شكل 
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  ل فوريهجدول هاي خواص تبديل فوريه و زوج هاي تبدي 4-6

، و بخش هايي را كـه هـر خاصـيت در آن مـورد      1-4تعدادي از خواص مهم تبديل فورية گسسته در زمان را در جدول 
فهرستي از اكثر زوج هاي تبديل فورية مهم و اساسـي گسسـته    2-4بحث قرار گرفته است، نيز درج كرده ايم. در جدول 

  مثال هاي اين فصل به دست آورده ايم. در زمان را درج كرده ايم، اكثر اين زوج ها را در

  همزادي 4-7

) نوعي تقارن يا همـزادي مشـاهده   8-4) و معادلة (9-4هنگام بررسي تبديل فرويه پيوسته در زمان، بين معادلة تجزيه (
. ) وجـود نـدارد  8-4) و معادله تركيـب ( 9-4تجزيه ( معادلهكرديم. براي تبديل فوريه گسسته در زمان اين همزادي بين 

بـه آن   1-7-4) سري فورية گسسته در زمان نوعي همزادي وجود دارد كه در بخـش  95-3) و (94-3ولي در معادلات (
خواهيم پرداخت. يك همزادي نيز بين تبديل فورية گسسته در زمان و سري فورية پيوسته در زمان وجـود دارد. رابطـل   

  بررسي خواهيم كرد. 2-7-4اخير را در بخش 

  در سري فورية گسسته در زمانهمزادي  4-7-1

 ، خود يك رشتة متناوب هستند، مـي تـوانيم بـراي رشـتة      سري فورية سيگنال متناوب  چون ضرائب 

نيز يك سري فوريه به دست آوريم. خاصيت همزادي سري فورية گسسته در زمان مي گويد ضرائب سري فوريـة رشـتة   

(يعني با مقادير سيگنال وارونه شدة زماني متناسب انـد) . بـراي ديـدن     عبارت اند از  متناوب 

  در نظر بگيريد كه داراي   جزئيات اين رابطه دو رشتة متناوب با دوره تناوب 
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  خواص تبديل فورية گسسته در زمان 1-4جدول 

  بديل فوريهت  سيگنال نامتناوب  خاصيت  بخش

      
   

      خطي بودن  3-2- 4

      جابجايي زماني  3-3- 4

    جابجايي فركانسي  3-3- 4

    مزدوج گيري  3-4- 4

    واروني زماني  3-6- 4

   انبساط زماني  3-7- 4

    كانولوشن  4- 4

    ضرب  5- 4

    تفاضلگيري زماني  3-5- 4

  نباره ايجمع ا  3-5- 4
 

  

   مشتقگيري فركانسي  3-8- 4

تقارن سيگنال هاي  3-4- 4
 حقيقي   حقيقي

 حقيقي و زوج  تقارن سيگنال هاي  3-4- 4
 حقيقي و زوج

 حقيقي و زوج 

 حقيقي و فرد  تقارن سيگنال هاي  3-4- 4
 حقيقي و فرد

 موهومي خالص و فرد 

4 -3-4  
  حقيقي،    تجزيه زوج  فرد

سيگنال هاي 
  حقيقي،    حقيقي

  رابطة پارسوال براي سيگنال هاي نامتناوب  3-9- 4
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  رابطة زير باشند

)4-65  (              

  ، به دست مي آوريم و  اگر در اين معادله قرار دهيم 

  

اسـت. بـا بـه     ضرايب سري فورية سـيگنال   ) چنين برمي آيد كه 95-3( معادلهاز مقايسة اين معادله و 

  كار بردن نماد زير

  

براي سيگنال متناوب گسسته در زمان مجموعه و ضرايب سري فوريه اش معرفـي شـد، بـراي دو دنبالـل      3كه در فصل 
  ) داريم65-4متناوب معادلة (

)4-66  (             

  ، به دست مي آوريم و  ) قرار دهيم 65-4همچنين اگر در معادلة (

  

 بــا ضــرايب ســري فوريــة  ) نشــان مــي دهــد كــه 94-3( معادلــهمقايســه ايــن معادلــه و 

  متناظرست. يعني

)4-67(               

اينجا هم مثل حالت پيوسته در زمان، نتيجة خاصيت همزادي اين است كه هريك از خـواص سـري فوريـه يـك همـزاد      
  دو خاصيت زير را برمي گزينيم كه همزادند 2-3 از جدول دارد. مثلاً

)4-68  (             

  و

)4-69                                 (                                                    

  از اين جدول مي توانيم دو خاصيت همزاد زير را نيز به دست آوريم

)4-70  (                                                                

  و

)4-71                                    (                                  

فوريـه  همزادي علاوه بر بيان خاصيت هاي همزاد سري فوريه، در كاهش پيچيدگي محاسبات مربوط بـه نمـايش سـري    
  هم به كار مي آيد. اين مطلب در مثال زير تشريح شده است.
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  16-4مثال 

  را در نظر بگيريد سيگنال متناوب زير با تناوب 

)5-72  (           

) دارد. خاصـيت همـزادي چنـين    72-4ديديم كه موج چهارگوش ضرائب سري فوريه اش به شـكل معادلـة (   3در فصل 

را مـوجي   بايـد بـه صـورت مـوج چهـارگوش باشـد. بـراي بررسـي دقيـق           مي كند كه ضـرائب  تداعي 

  فرض كنيد، به نحوي كه چهارگوش با تناوب 

  

  به صورت زير يافت 12-3را مي توان با توجه به مثال  ضرائب فورية 

)4-72   (          

  را به شكل زير نوشت   اكنون مي توان معادلة تجزية سري فورية 

  

  ، به دست مي آوريم و توجه به اين كه  و  با تغيير نام متغيرهاي 

  

) 94-3مع در مي يابيم كه طرف راست اين معادله همـان شـكل معادلـة تركيـب (    به داخل ج سرانجام با بردن ضريب 

  عبارت اند از را دارد. پس نتيجه مي گيريم كه ضرائب سري فورية  براي 

  

  متناوب است. 9كه البته با دورة تناوب 

  يه پيوسته در زمانهمزادي تبديل فوريه گسسته درزمان وسري فور 4-7-2

علاوه بر همزادي سري فوريه گسسته در زمان، تبديل فوريه گسسته در زمان و سري فورية پيوسته در زمان نيـز همـزاد   
) 8-4) را با معادلات تبديل فوريه گسسته در زمـان، ( 39-3) و (38-3يكديگرند. معادلات سري فوريه پيوسته در زمان (

  سهولت مراجعه اين معادلات را تكرار مي كنيم ) مقايسه مي كنيم. براس9-4و (
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  )]  8-4[معادله (                           )      4-73(

  )]9-4[معادله (                                                   )       4-74(

  )]38-3[معادله (                                                             )    4-75(

  )]39-3[معادله (                                                    )     4-76(

). در حقيقـت مـي   75-4) و (74-4) بسيار شبيه اند، همـين طـور معـادلات (   76-4) و (73-4توجه كنيد كه معادلات (

ــادلات ( ــوانيم مع ــة پاســخ فركانســي  74-4) و (73-4ت ــايش ســري فوري ــع چــون   ) را نم ــدانيم. در واق ب

متناوب اسـت، مـي تـوان آن را بـه صـورت مجمـوع وزنـداري از توابـع نمـايي           با تناوب  نسبت به  

 متناوب اند نمايش داد. يعنـي نمـايش سـري فوريـة      با دورة تناوب مشترك  مختلطي كه نسبت به 

امين ضـريب   ) نشان مي دهد كه 74-4( معادلهاست.  جمع وزندار سيگنال هاي 

 معادلـه اسـت،   ،  است. به علاوه چون دورة تناوب  )  سري فورية اين بسط (ضريب 

). 74-4در عبـارت (  بـه حسـاب آورد؛ يعنـي ضـرائب      ) را مي توان معادلة تجزية سـري فوريـة   4-73(
  بهترين روش تشريح كاربرد اين همزادي استفاده از يك مثال است.

  17-4مثال 

ان از همزادي بين تبديل فورية گسسـته در زمـان و سـري    براي يافتن تبديل فورية گسسته در زمان سيگنال زير مي تو
  فورية پيوسته در زمان استفاده كرد

  

و ضرائب سـري فوريـة    با دورة تناوب  براي پي بردن به همزادي ابتدا يك سيگنال پيوسته در زمان 

(يـا فركـانس    يك موج چهار گوش با تناوب  هد كه نشان مي د 5-3پيدا مي كنيم. مثال  

  ) است كه براي آن پاية 

  

  عبارت اند از ضرائب سري فورية 

  

  عبارت است از . معادلة تجزيه سري فورية  داريم  پس به ازاي 

  

  به دست مي آوريم و  با جايگذاري 
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)4-77  (               

، و با توجه به زوج بـودن تـابع سـينك بـه دسـت مـي        قرار مي دهمي  ) به جاي 77-4( معادلهدر هر دو طرف 

  آوريم

  

  را دارد، كه در آن   طراف راست اين معادله همان شكل معادلة تركيب تبديل فوريل 

  

فشرده اي از عبارت هاي سري فوريه و تبديل فوريـة پيوسـته و گسسـته در زمـان را درج كـرده، روابـط        3-4در جدول 
  همزادي موجود را مشخص كرده ايم.

  ف شده با معادلات تفاضلي با ضرايب ثابتسيستم هاي توصي 4-8

را توصـيف مـي كنـد     و خروجي  با ورودي  معادلة تفاضلي خطي داراي ضرايب ثابتي كه سيستم 

  در حالت كلي به صورت زيرست

)4-78  (                                   

معادلات تفاضلي توصيف مي شوند دسته بسـيار مهـم و مفيـدي از سيسـتم هـا را تشـكيل مـي         سيستم هايي كه با اين

سيسـتم   دهند. در اين بخش با بهره گيري از خـواص تبـديل فوريـة گسسـته در زمـان، پاسـخ فركانسـي        
ي سيستم هاي پيوسـته  برا 7-4توصيف شده با چنين معادله اي را مي يابيم. اين روش موازي روشي است كه در بخش 

  توصيف شده با معادلات ديفرانسيل با ضرائب خطي به كار برديم. در زمان 

در چند مورد به كار برده شـد، بـه    11-3دو روش مرتبط به هم وجود دارد. اولي كه در بخش  براي تعيين 

هسـتند. در واقـع اگـر     تلط توابع ويژة سيستم هـاي  طور صريح از اين مطلب استفاده مي كند كه نمايي هاي مخ

باشد. بـا گذاشـتن    باشد، خروجي بايد به صورت  ورودي يك سيستم  

روش دوم  را بيابيم. در ايـن بخـش   ) و انجام عمليات جبري لازم مي توانيم 78-5اين عبارت ها در معادلة (

،  را به كار مي بريم و از خواص كانولوشن، خطي بودن ، و جابجايي زماني تبديل فوريه سـود مـي جـوييم.    

 و پاسـخ ضـربة    ، خروجـي   را به ترتيب تبديل فوريه هاي ورودي  و  

  ) ، داريم48-4صيت كانولوشن تبديل فورية گسسته در زمان، معادلة (بگيريد. طبق خا

)4-79 (                                                                                                           

  بودن و جابجايي زماني به دست مي آوريم ) تبديل فوريه مي گيريم و با استفاده از خواص خطي78- 4از دو طرف معادلة (
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  يا

)4-80                             (                                              

نسـبت دو چنـد    ) مي بينيم كه مثل حالـت پيوسـته در زمـان،    76-4) با معادلة (80-4( معادلهاز مقايسة 

است. ضرايب چند جمله اي صورت برابـر   اي است، ولي در حالت گسسته در زمان متغير چند جمله اي ها  جمله
) هسـتند.  78-4) و ضرايب چند جمله اي مخرج برابر ضـرايب سـمت چـپ معادلـة (    78-4ضرايب سمت راست معادلة (

  ن با تأمل در معادله تفاضلي به دست آورد.) را مي توا78-4( معادلهپس پاسخ فركانسي سيستم  مشخص شده با 

در ان  گـام تـأخير خروجـي     مـي نامنـدف زيـرا     ) را معمولاً معادلة تفاضلي مرتبه 78-4معادل تفاضلي (

  است. از  ) نيز يك چند جمله اي مرتب 80-4معادلة ( وجود دارد. مخرج عبارت 

  18-4مثال 

  علّي توصيف شده با معادلة تفاضلي زير را در نظر بگيريد سيستم 

)4-81  (              

  ) پاسخ فركانسي اين سيستم عبارت است از80-4. طبق معادلة ( كه در آن 

)4-82(                

اسـت. بنـابراين پاسـخ ضـربه      نشان مي دهد كه اين معدله تبـديل فوريـة    1-5ن معادله با مثال مقايسة اي
  سيستم برابرست با  

)4-83(                 

  19-4مثال 

  عليّ با معادلة زير توصيف شده است يك سيستم 

)4-84        (                    

  ) عبارت است از  80-4پاسخ فركانسي اين سيستم طبق معادلة (

)4-85(             

  ) را تجزيه مي كنيم:85-4به عنوان اولين گام يافتن پاسخ ضربه، مخرج معادلة (

)4-86(              
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پيوسـت انجـام    3 -اد، كاري كه در مثال الفرا مي توان با استفاده از روش بسط به كسرهاي جزيي بسط د 
  شده است. نتيجه عبارت است از

)4-87  (             

  عكس تبديل فوريه هريك از جملات معادلة فوق را مي توان به طور نظري نوشت و به دست اورد

)4-88             (                                                        

بـه   به كار برديم، شيوه اي مشابه با حالت پيوسته در زمان داشت. پـس از بسـط    19-4روشي كه در مثال 
كسرهاي جزئي، عكس تبديل فورية هر جمله را مي توان به طور نظري نوشت. ايـن روش را مـي تـوان در مـورد پاسـخ      

ده با معادلة تفاضلي خطي با ضرايب ثابت هـم بـه كـار بـرد. همچنـين در      توصيف ش فركانسي تمام سيستم هاي 

چنـين سيسـتمي هـم نسـبت دو چنـد جملـه اي از        مثال بعد خواهيم ديد كه اگـر تبـديل فوريـة ورودي    

بـه    هم همين طورست. در اين صورت مي توان همين روش را بـراي يـافتن پاسـخ    باشد،  

  به كار برد. ورودي 

  20-4مثال 

  را با ورودي زير در نظر بگيريد 19-5مثال  سيستم 

)4-89(                

  به دست مي آوريم 18-4يا  1-4) و مثال 80-5با توجه به معادلة (

)4-89  (       

  

  ه در پيوست گفته شد، بسط معادلة فوق به كسرهاي جزئي عبارت است ازچنان ك

)4-90(             

با روش هاي تشريح شده در پيوست محاسبه مي شوند. اين عبـارت خـاص در    و  و  كه در آن ثابت هاي 

  ج حاصل شده استبه تفصيل حل شده و اين نتاي 4 -مثال الف

  

  پس

)4-91(                   
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ديـديم، يـا بـا     13-4هستند، ولي جملة دوم از نوعي است كـه در مثـال    19-4جملات اول و سوم مشابه جملات مثال 
  ه، بنويسيم) را يافت91-4، مي توانيم عكس تبديل جملات معادلة ( 2-4يا به كمك جدول  ،توجه به اين مقال ها

)4-92       (                               

  خلاصه 4-9

، تبديل فورية سيستم هاي گسسـته در زمـان را پـي ريختـيم و     4در اين فصل، با دنبال كردن روشي موازي روش فصل 
پيوسته و گسسته در زمـان   بسياري از خواص مهم آن را بررسي كرديم. در اين فصل تشابهات بسيار فراوان تحليل فورية

و همين طور اختلاف هاي مهم بين آن ها را مشاهده كرديم. براي مثال رابطـل بـين سـري فوريـه و تبـديل فوريـه، در       
مخصوصاً روش به دست آوردن تبديل فوريـة سـيگنال    دقيقاً مشابه حالت پيوسته در زمان است.  حالت گسسته در زمان 

ة سيگنال هاي متنـاوب دقيقـاض هماننـد حالـت پيوسـته در زمـان بـود. همچنـين         هاي نامتناوب از نمايش سري فوري
بسياري از خواص تبديل فورية پيوسته در زمان همتاهاي دقيقي در حالت گسسته در زمان دارند. ولـي بـرخلاف حالـت    

متنـاوب انـد. عـلاوه بـر      پيوسته در زمان، تبديل فورية سيگنال هاي گسسته در زمان نامتناوب هميه با دورة تناوب 
  اين شباهت ها و تفاوت ها روابط همزادي نمايش فورية سيگنال هاي پيوسته و گسسته در زمان را نيز توصيف كرديم.

 مهمترين شباهت تحليل فوريه پيوسته و گسسته در زمان، كاربرد آن ها در بررسي سيگنال هـا و سيسـتم هـاي    

اسـت. بعضـي كاربردهـاي     ه خاصيت كانولوشن اساس تحليل حوزة فركانس سيستم هاي است. مشخص تر اين ك
فركـانس بـه ارزش    -، و بررسي سيستم هاي مربوط به زمـان  5تا  3اين رهيافت را در بحث راجع به فيلترها، طي فصول 

سـاس بررسـي نمونـه بـرداري در     اين روش بيشتر پي خواهيم برد. همچنين خواص ضرب پيوسته و گسسـته در زمـان ا  
  را تشكيل مي دهند. 8و سيستم هاي مخابراتي در فصل  7فصل 
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  4پيوست 

  نكته:
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توجه مهم: با بهره گيري از خاصيت دوگاني مي توانيم معكوس تبديل فوريه  jeX  را محاسبه نمود. براي اين منظور ابتدا بايد

ب سري فوريه آن را پيدا كرده و سپس سيگنال ضراي  nanx  .به دست مي آيد  

توجه: تنها زماني   


 deX j  :برابر صفر مي شود كه داشته باشيم  00 x.  
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  در مثال فوق از رابطه زير استفاده شده است:

 






0
3

2 1,
)1(

)1(
n

n a
a

aa
an  

  كاربرد دارد. (Single – Side band)توجه: تبديل هيلبرت در ايجاد يك سيگنال تك باند كناري 
اي زمان پيوسته و زمان گسسته يكسان است. اما يك تمايز مهم پاسخ فركانسي زمـان  توجه: مفهوم پاسخ فركانسي براي سيستم ه

  مي باشند. يعني:2گسسته اين است كه داراي تناوب 

ZeHeH jrj   ,)()( )2(  

)(اين بدين مفهوم است كه براي تعيين پاسخ فركانسي  jeH  تنها بازه اي به طول2  :نياز است. مثل  
   يا    20
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)(توجه: در روابط فوق  0jeH  معرف مقدار)( jeH  0در فركانس     است و پاسخ به دست آمـده پاسـخ در حالـت
  پاسخ گذراي سيستم نمي باشد. دايم مي باشد و

  مي باشد. 2توجه: پاسخ فركانسي كليه فيلترها متناوب با دوره تناوب 
  توجه: در حالت ايده آل منحني فاز كليه فيلترها تابعي خطي از فركانس است يعني:

keH j  )(  
  تاخير زماني مي باشد. kدر رابطه فوق، 

  رابطه بين ورودي خروجي فيلترهاي ايده آل فوق در حوزه زمان به صورت زير مي باشد:توجه: 

   knCxny   
  به طور مثال براي فيلتر ميان گذر داريم:

  12 ,0 jeX  

 












.0
21

o

Ce
eH

kj
j  

        21,   kjjjjj eeCXeHeXeY  
  با بهره گيري از جابجايي زماني:

   knxCny   
  توجه: معادله تفاضلي خط با ضرايب ثابت زير را در نظر بگيريد:

     nbxnayny  1  
  پاسخ فركانسي آن عبارت است از:

  


jae

b
jH

1
  

10به ازاي   a  01رفتار سيستم همانند فيلتر بالاگذر و به ازاي  a لتر پايين گذر است.همانند في  
توجه: فيلتر پايين گذر ايده آل معكوس ندارد. زيرا طريقه اي كه بتوان مولفه هاي فركانسي بالاي فركانس قطع را كه توسط چنين 

  فيلتري به صفر تنظيم شده اند بازيابي نمود، وجود ندارد.



  ابررسي سيستم ها و سيگنال ه
WWW.SANJESH.IR      »349«    

   
  نمونه سوالات طبقه بندي شده فصل چهارم

:  1سوال  nx  را در يك سيگنال با پريود اصليN   و ضرايب سري فوريـه ka     .در نظـر مـي گيـريم na    نيـز

  سيگنالي متناوب است. ضرايب سري فوريه آن كدام است؟

1 ( kx    2 ( kx   

3 ( kx
N

1    4 ( kx
N


1  

: اگر بين سيگنال هاي زمان گسسته  2سوال  nx  و ny   رابطه زير برقرار باشد، آن گاه چه رابطه اي بين تبـديل

فوريه آنها يعني  X  و Y برقرار است؟  

   
 








oddnnx

evennnx
ny  

1 (    XY   2 (    XY  

3 (    *XY  4 (    *XY  

: سيگنال گسسته  3سوال  nx  در شكل زير نشان داده شده است، اگر jeX   تبديل فوريه باشد، مقـادير زيـر 

  كدام است؟
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edX
cdebeXa

j
jj

2
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,,  

1 ( 716,4,5 cba  

2 ( 540,4,5 cba  

3 ( 716,4,9 cba  

4 ( 540,4,9 cba  
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: سيگنال گسسته و متناوب  4سوال  nx    كـدام  از يك فيلتر پايين گذر ايده آل عبور مي كند. سـيگنال خروجـي

  است؟

1 (  
5

16
ny  

2 (  nCosny
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: كدام گزينه بيان كننده ضرايب سري فوريه براي سيگنال گسسته  5سوال  nx مي باشد؟  
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 .و بقيه ضرايب در يك پريود صفر مي باشند  
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 .و بقيه ضرايب در يك پريود صفر مي باشند  
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 .و بقيه ضرايب در يك پريود صفر مي باشند  

: اگر سيگنال  6سوال  nx صورت زير باشد، در اين صورت فاز تبديل فوريه اين سيگنال كدام است؟ به  

  
  

) 2  ) صفر1
2


  

3 ( 4  4 (
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: اگر  7سوال  nx  سيگنال متناوب)

48

3
(1





 nSin  باشد، فيلتر شده nx  با فيلتر jeH    بـه شـكل

  زير كدام است؟

1 ()
48

3
(1





 nSin  

  ) صفر2

3 ()
48

3
(





nSin  

4 ()
48

3
(1





 nCos  

: اگـــر  8ســـوال  jeX  تبـــديل فوريـــه nx  گسســـته در زمـــان باشـــد، تبـــديل فوريـــه ســـيگنال

   nxnx    كدام گزينه است؟11

1 (    jeXCos    2 (    jeXCos2  

3 (    jeXCos2    4 (    jeXCos4  

: براي سيگنال گسسته و متناوب  9سوال  nx  در شكل زير با ضرايب سري فوريهka مقدار ،


3

3k
ka كدام است؟  

1 (
6

1  

2 (
6

1  

3 (
6

5  

4 (
6

5  
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: فرض كنيد  10سوال  jX  مشخص كننده تبديل فوريه سيگنال nx     كه در شكل نمـايش داده شـده اسـت

باشد، در اين صورت مقدار  0X  و فاز jX :به ترتيب برابر است با  

1 (0,2  

2 (0,3  

4 (6.0  

5 (6,2  

 

 

: رابطه بين ورودي  11ال سو nx  و خروجي ny   در يك سيستم گسسته در زمانLTI  توسط معادله زير توصيف

  شده است:

     nxnyny 5.1175.0   
  كدام گزينه از گزينه هاي زير در مورد اين سيستم صدق مي كند؟

  است. FIRوع ) سيستم يك فيلتر بالاگذران از ن1

  است. IIR) سيستم يك فيلتر بالاگذران از نوع 2

  است. FIR) سيستم يك فيلتر پايين گذران از نوع 3

  است. IIR) سيستم يك فيلتر پايين گذران از نوع 4

: رابطه ورودي  12سوال  nx  و خروجي ny   براي سيستميLTI معادله تفاضلي: زمان گسسته با  

         14
16

1
2

2

1
 nxnxnynyny  

داده شده است. خروجي سيستم در حالت دايمي به ورودي    nCosnSinnx 


 3
2

  برابر است با: 
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  و عليّ توسط معادله تفاضلي زير را توصيف شده است: LTIد يك سيستم : فرض كني 13سوال 

       161
4

1
 nxnxnyny  

در صورتي كه ورودي به صورت    nunx n)
4

1
(  است؟ نادرستباشد، كدام يك از گزينه هاي زير در مورد اين سيستم  

1 (   nunny nn 





  )

4

1
()1(2)

4

1
(  

2 (   nunny n)
4

1
()3(2   

3 (     nunnunny nn 1)
4

1
()

4

1
()1(6   

4 (     1)
4

1
()

4

1
()1(6 1   nunnunny nn  

: رابطه بين ورودي  14سوال  nx  و خروجي ny  در يك سيستم زمان گسستهLTI     توسط معادلـه زيـر توصـيف

  شده است:

     nxnyny 2.118.0   
  ستم صدق مي كند؟كدام گزينه از گزينه هاي زير در مورد اين سي

  است. FIR) سيستم يك فيلتر بالاگذران از نوع 1

  است. IIR) سيستم يك فيلتر پايين گذران از نوع 2

  است. FIR) سيستم يك فيلتر پايين گذران از نوع 3

  است. IIR) سيستم يك فيلتر بالاگذران از نوع 4

:  15سوال  tx  سيگنال متناوب با پريودT ضرايب سري فوريه  وka   است. اگـر ny      دنبالـه زمـان گسسـته بـا

باشد و داشته باشيم  Y)(تبديل فوريه   kkyak    است؟ كامل تردر آن صورت كدام گزينه  ,

1 (  )( Yx  حقيقيصحيح عدد  1و      

2 (  )(  aYx  وa عدد حقيقي دلخواه  

3 (  )( Yx  

4 (  )
2

( 



T

Yx   



     WWW.SANJESH.IR  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
 

»354« 

تبديل فوريه سيگنال زمان گسسته  X)(: اگر  16سوال  nx      باشد، در آن صورت ضـرايب بسـط سـري فوريـه

)(tX  :عبارتند از  

1 ( kx  2 ( kx   3 ( kx
2

1  4 ( kx 
2

1  

:  17سوال  nx  يك سيگنال گسسته زمان با دوره تناوب اساسيN = 4  و ضرايب سري فوريهka   است. اگـر يـك 

دوره تناوب  nx به صورت زير باشد، كدام يك از گزينه ها صحيح خواهد بود؟  
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يرناپــذير بــا زمــان را در نظــر بگيريــد كــه داراي پاســخ ضــربه : يــك سيســتم گسســته خطــي و تغي 18ســوال 
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1
( ) باشد nu   مشخص كننده دنباله پله واحد مي باشد) خروجي اين سيسـتم ny   را وقتـي

تبديل فوريه ورودي  
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  زمان گسسته به صورت LTI: پاسخ فركانسي يك سيستم  19سوال 
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ــي   20ســوال  ــان گسســته حقيق ــه ســيگنال زم ــديل فوري ــر تب : اگ nx  ــدار ــان شــود، مق ــر بي ــا رابطــه زي ب
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  پاسخنامه سوالات فصل چهارم

1-4(  

  باشد داريم: Nداراي دوره تناوب   kaبا توجه به خاصيت دوگاني و در صورتي كه 

   kXanx k
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   kx
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anX k
DFS  
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    jF eXnx  

     nxenxnx jn  ][1  
  با بهره گيري از خاصيت جابجايي فركانسي
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از فيلتر فوق تنها سه مولفه 
5

2  0و :عبور مي نمايد و لذا پاسخ برابر است با  
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  ) مد نظر طراح بوده است.3ظاهراً گزينه (
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6-4(  

 nx يافته سيگنال فرد  تشيف nx1  واحد به جلو است. 4به اندازه  

   41  nxnx  

مي خالص و فرد خواهد بود يعني داراي فاز از طرفي تبديل فوريه سيگنال فرد موهو
2


  

2
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  jjjj eXeXeeX  
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ســيگنال ورودي داراي فركــانس هــاي 
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3  0و  0مــي باشــد كــه فركــانس  از سيســتم عبــور نمــي كنــد بــراي
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  بنابراين پاسخ برابر است با:
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 فصل پنجم

  نمونه برداري
  مقدمه 5-0

در شرايط معيني با دانستن مقادير لحظه اي يا نمونه هاي گرفته شده در زمان هاي متسـاوي الفاصـله از يـك سـيگنال     
د يا بازسازي كرد. ايـن خاصـيت نسـبتاً عجيـب از يـك      پيوسته در زمان، مي توان آن سيگنال را به طور كامل نمايش دا

اصل اساسي به نام قضية نمونه برداري نتيجه گرفته مي شود. اين قضية بسيار مهم و مفيدست. براي مثال از ايـن قضـيه   
در تصويرهاي متحرك استفاده مي شود، كه از يك رشته فريم تشكيل شده اند و هركدام نمايي لحظه اي (يعنـي نمونـه   

داري زماني) از رخدادي هستند كه پيوسته تغيير مي كند. اگر ايـن نمونـه هـا را پشـت سـر هـم و بـا سـرعت كـافي          بر
مشاهده كنيم، نمايش دقيقي از رخداد اصلي را درك مي كنيم. مثال ديگر عكـس اسـت كـه از شـبكة ظريفـي از نقـاط       

ناظرست. اگر اين نمونه ها به اندازه كـافي بـه هـم    تشكيل شده و هر نقطه با نمونه اي از يك تصوير پيوسته در مكان مت
  نزديك باشند، عكس پيوسته به نظر مي رسد، هر چند زير ذره بين وجود نقطه هاي منفصل آشكار مي شود.

بيشتر اهميت قضية نمونه برداري در نقش واسطه اي ان بين سيگنال هاي پيوسته در زمان و سيگنال هـاي گسسـته در   
فصل خواهيم ديد كه امكان نمايش كامل يك سيگنال پيوسته در زمان به وسيلة نمونـه هـاي آن در   زمان است. در اين 

شرايط معين، مكانيسمي براي نمايش سيگنال هاي پيوسته در زمان بـا انعطـاف بيشـتري انجـام مـي شـود و غالبـاً بـه         
از گسـتش چشـمگير تكنولـوژي     پردازش سيگنال هاي پيوسته در زمان ترجيح داده مي شود. ايـن امـر تـا حـد زيـادي     

ديجيتال در چند دهه اخير ناشي شده است، اين تكنولوژي سيستم هاي ارزان، سبك، برنامه پـذير، و قابـل بازسـازي را    
به همراه داشته است. بنابراين مفهوم نمونه برداري راه بسيار جالب و پر استفاده اي براي استفاده از تكنولـوژي گسسـته   

ن سيستم هاي پردازش سيگنال هاي پيوسته در زمان در پيش پايمان مي گذارد: بـا نمونـه بـرداري    در زمان براي ساخت
سيگنال پيوسته در زمان را به يك سيگنال گسسته در زمان تبـديل مـي كنـيم، سـيگنال گسسـته در زمـان را بـا يـك         

  ان در مي آوريم.سيستم گسسته در زمان پردازش مي كنيم و سپس آن را دوباره به صورت پيوسته در زم
در بحث زير مفهوم نمونه برداري و فرايند بازسازي سيگنال پيوسته در زمان از روي نمونه هاي آن را معرفي مـي كنـيم.   
در اين بحث هم شرايط لازم براي امكان بازسازي يك سيگنال از نمونه هايش را تشخيص مي دهيم و هم مي بينيم كـه  

پيش مي آيد. سپس پردازش سيگنال هاي پيوسته در زماني را كه با نمونه گيـري  در صورت ارضا نشدن اين شرايط چه 
به سيگنال هاي گسسته در زمان تبديل شده اند در نظر مي گيريم. سرانجام نمونه برداري از سيگنال هـاي گسسـته در   

  زمان و مفاهيم تخمين و درون يابي را مورد بررسي قرار مي دهيم.
  در زمان توسط نمونه ها آن: نمايش سيگنال پيوسته 5-1

  قضية نمونه برداري
در حالت كلي انتظار نداريم كه بدون وجود شرايط يا اطلاعات اضافي، سيگنالي به طور يكتـا توسـط رشـته اي از نمونـه     

سه سيگنال پيوسته در زمان متفاوت را نشـان مـي دهـد     1-7هاي متساوي الفاصله اش مشخص شود. براي مثال شكل 

  يكسان است؛ يعني شان در مضارب صحيح كه مقادير
  
واضح است كه تعداد سيگنال هايي كه نمونه هاي مشابهي توليد مي كنند بي نهايت است. ولي خواهيم ديد كه اگر بانـد  
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مونه ها بـه حـد   يك سيگنال محدود باشدف يعني تبديل فوريه آن در خارج يك باند فركانسي محدود صفر باشد، و اگر ن
كافي به هم نزديك باشند، آنگاه نمونه ها به طور يكتا سيگنال را مشخص مي كنند، و مي توان سيگنال را به طور كامـل  
بازسازي كرد. نزديكي نمونه ها با بزرگترين فركانس موجود در سيگنال ارتباط دارد. اين گـزاره را قضـية نمونـه بـرداري     

  ي روش هاي تحليل سيگنال ها و سيستم ها اهميتي شايان دارد.مي نامند و در كاربردهاي عمل
  نمونه برداري با قطار ضربه 5-1-1

براي بيان قضية نمونه برداري به راه مناسبي براي بيان نمونه هاي يك سيگنال پيوسته در زمـان در فاصـله اي مسـاوي    
يك قطار ضربة متناوب و سيگنال پيوسـته در زمـان   نياز داريم. يك راه مناسب براي انجام اين كار استفاده از حاصلضرب 

سيگنالي است كه قصد نمونه برداري از آن را داريم. اين فرايند، كه نمونه برداري بـا قطـار ضـربه     است.  

را تنـاوب   ورة تنـاوب  را تـابع نمونـه بـرداري، د    تصوير شده است. قطار ضربة متناوب  2-5نام دارد. در شكل 

  را فركانس نمونه برداري مي نامند. در حوزة زمان نمونه برداري، و فركانس پايه 

)5-1  (                

  
  
 

 

 

 

  

  مقادير يكسان دارند.  T: سه سيگنال پيوسته در زمان كه در مضارب صحيح  1-5شكل 

  كه در ان

)5-2  (              

در يـك ضـبة    بيان شد، مي انـيم كـه ضـرب     2-4-1با توجه به خاصيت نمونه برداري ضربة واحد كه در بخش 

ــي      ــد، يعنــ ــي دهــ ــت مــ ــه دســ ــربه را بــ ــرفتن ضــ ــرار گــ ــل قــ ــيگنال در محــ ــه اي از ســ ــد نمونــ واحــ

ه ) مــي بينــيم كــ1-5. بــا اســتفاده از ايــن خاصــيت در معادلــة ( 

 در فواصـل مسـاوي    يك قطار ضربه است كه اندازة ضربه هـاي آن نمونـه هـاي     2-5مطابق شكل  

  است، يعني

)5-3                 (                                                         



  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
WWW.SANJESH.IR      »365«    

   
  ) مي دانيم كه5-4با توجه به خاصيت مدولاسيون (بخش 

)5-4  (             

    8-4و با توجه به مثال 

)5-5  (             

  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

  

  : نمونه برداري با قطار ضربه2-5شكل 
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ــي         ــود [يعنـــ ــي شـــ ــيگنال مـــ ــايي ســـ ــث جابجـــ ــا باعـــ ــربه تنهـــ ــا ضـــ ــن بـــ ــون كانولوشـــ چـــ

  نتيجه مي گيريم   

)5-6  (            

  
  
  
  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

: اثر نمونه برداري در حوزه زمان در حوزه فركانس: الف) طيف سيگنال اصلي؛ ب) طيف تـابع نمونـه بـرداري؛    3-5شكل 
Msج) طيف سيگنال نمونه برداري شده با فرض   Ms؛ د) طيف سيگنال نمونه برداري شده با فرض 2  2.  

هاي انتقال يافته اسـت كـه بـا     ، متشكل از مجموع  تابع متناوبي از   3-5يعني مطابق شكل 

ــد. در شــكل   ضــريب  ــه ان ــاس يافت ــر مقي ــابراين  (ج)  3-5تغيي و بن

همپوشـاني وجـود دارد. بـراي     (د) ، با  3-5در شكل هاي انتقال يافته همپوشاني ندارند؛ ولي  

در مضارب صحيح فركانسي نمونه بـرداري بـدون تغييـر تكـرار شـده اسـت. پـس اگـر          (ج)  3-5حالت شكل 

و فركـانس قطـع بزرگتـر از     ، به كمك يك فيلتر پايين گذر با بهرة  را از  مي توان  
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نشـان داده شـده اسـت. ايـن نتيجـه مهـم را        4-5به دست آورد. اين مطلب در شكل  و كوچتر از  

  قضيلة نمونه برداري مي نامند و مي توان آن را به شكل زير بيان كرد:
 

 

 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
سيگنال پيوسته در زمان از نمونه هايش توسـط فيلتـر پـايين گـذر: الـف) سيسـتم نمونـه        : بازيابي دقيق يك 4-5شكل 

برداري و بازسازي؛ ب) طيف نوعي  tx ؛ ج) طيف tx p      متناظر با ب؛ د) فيلتر پايين گـذر ايـده آل بـراي جداسـازي

 jX  از jX p هـ) طيف ، txr  
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  قضيه نمونه برداري
 در اين صـورت   سيگنالي با باند محدودست، يعني در  فرض كنيد 

  تعيين مي شود، اگر ب صورت يكتا به وسيله نمونه هاي 

  

  كه در آن

  

با داشتن اين نمونه ها مي توانيم با ايجاد يك قطار ضربة متناوب كه اندازه هايشان با مقادير متوالي نمونه ها برابر باشـد،  

و  و فركـانس قطـع بزرگتـر از     را بازسازي كنيم. اين طقرا ضربه بايد از يك فيلتر پايين گـذر بـا بهـرة     

  است. گذرانده شود. سيگنال خروجي اين فيلتر دقيقاً برابر  ز كمتر ا

  كه طبق قضية نمونه برداري بادي از ان بزرگتر باشد، آهنگ نايكوييست خوانده مي شود. فركانس 

نمي شود. در بسـياري از كاربردهـا بـه     گفتيم در عمل به دلايل مختلف از فيلتر ايده آل استفاده 6همانطور كه در فصل 

به كار مي رود كه تقريبي از مشخصات فركانسـي دلخـواه را   فيلتر غير ايده آل  4-5جاي فيلتر ايده آل شكل 

ــي در  ــح ،  و در  ،  دارد (يعنـ ). واضـ

كـه از تفـاوت    ،مـي انجامـد   4-5شـكل   و  يلتر پـايين گـذر بـه تفـاوت     است كه هر تقريبي در طبقة ف

ناشي مي شود. پس فيلتر غير ايده آل بايد با توجه به اعوجاح قابل قبول در كاربرد مورد نظـر   و  

اصول پايه اي قضية نمونه برداري فرض مي كنـيم فيلتـر    برگزيده شود. در اين فصل و فصل بعد براي سادگي و تاكيد بر
ايده آل موجودست و آن را به كار مي بريم؛ ولي همواره به خاطر داريم كه در عمل بايد بـه جـاي چنـين فيلتـري يـك      
فيلتر غير ايده آل به كار رود كه تفاوت قابل تحمل مشخصاتش با فيلتر ايده ال، توسـط مسـئله مـورد نظـر تعيـين مـي       

  ود.ش
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  نمونه برداري با نگهدار مرتبة صفر 5-1-2
قضية نمونه برداري كه ساده ترين بيان آن بر حسب نمونه برداري با قطار ضربه است، مي گويد كه سـيگنال داراي بانـد   
محدود به صورتي يكتا با نمونه هايش مشخص مي شود. در عمل توليد و انتقال پالس هـاي باريـك بـا دامنـة زيـاد كـه       

بي از ضربه باشند، نسبتاً مشكلا است و غالباً ساده تر است كه سيگنال نمونه برداري شده را بـه شـكلي كـه نگهـدار     تقري

در يك لحظه نمونه برداري مـي   از  5-5مرتبة صفر ناميده مي شود توليد كرد. چنين سيستمي به صورت شكل 

را از خروجـي   گه مي دارد. باز هم با فيلتر پايين گذر مـي تـوان   كند و مقدار آن را تا لحظة نمونه برداري بعدي ن

نگهدار مرتبة صفر بازيابي كرد. اما در اين مورد فيلتر ديگر نبايـد در بانـد عبـور بهـرة ثابـت داشـته باشـد. بـراي يـافتن          

بـا پاسـخ ضـربة     تم بـا گذاشـتن يـك سيس ـ    6-5مشخصة فيلتر لازم، ابتدا توجه كنيد كه مي توان مطابق شـكل  

  خروجي نگهدار مرتبة صفر را توليد كرد. مستطيلي به دنبال سيستم نمونه برداري ضربه اي، 

  
 

  

  : نمونه برداري با استفاده از نگهدار مرتبه صفر5-5شكل 

و پاســخ فركانســي  داراي پاســخ ضــربة  را بــا سيســتم  ،  از  بــراي بازســازي 

را نشـان مـي دهـد، مـي      6-5اتصال سري اين سيسـتم بـا سيسـتم شـكل      7-5پردازش مي كنيم. شكل  

نشـان   4-5. مقايسة سيستم شكل  را به نحوي تعيين كنيم كه داشته باشيم  خواهيم 

باشـد، آنگـاه    4-5شـكل   فيلتـر ايـده آل پـايين گـذر      و  هد كه اگر تركيـب سـري   مي د

  داريم 2-3-4و خاصيت جابجايي زماني بخش  4-4. با توجه به مثال  

)5-7  (              

  پس داشته باشيم

)5-8(                 
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  با پاسخ ضربه مستطيلي قرار دارد. LTI: نگهدار مرتبه صفر به عنوان نمونه برداري با قطار ضربه كه به دنبال آن يك سيستم 6- 5شكل 

  
  
  
  
 

  

 ) و يك فيلتر بازسازي6- 7: سري كردن نگهدار مرتبه صفر (شكل 7-5شكل 
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  باشد. 8- 5باشد، اندازه و فاز ايده آل بازسازي نگهدار مرتبة صفر بايد به صورت شكل  برابر  اگر فركانس قطع 

) را دقيقاً ساخت، بنابراين بايد تقريب مناسبي از آن را طراحي كـرد. در  8-5باز هم در عمل نمي توان فركانسي معادلة (
بدون فيلتر پايين گـذر اضـافي، تقريـب خـوبي از      واقع در بسياري از موارد فرض مي شود كه خروجي نگهدار مرتبة صفر

سيگنال اصلي به دست مي دهد، و اساساً يك درون يابي ممكن، هرچند نادقيق، از مقادير نمونه هاست. ولـي در بعضـي   
كاربردها ممكن است درون يابي صافتري از نمونه ها مورد نياز باشد. در بخش بعد مفهوم كلي تعبيـر بازسـازي سـيگنال    

  ي نمونه ها به عنوان يك عمل درون يابي را با جزئيات بيشتر بررسي مي كنيم.از رو
  
  
 

 

 

 

 

  
 

 

 

  

  : اندازه و فاز فيلتر بازسازي براي نگهدارنده مرتبه صفر8-5شكل 

  
  
 

  

  : درونيابي خطي بين نمونه ها. منحني خط چين سيگنال اصلي و خط توپر درونيابي خطي را نشان مي دهد.9-5شكل 
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باند به كمك تابع سينك. الف) سيگنال محدود باند  - : درونيابي ايده آل محدود10-5شكل  tx  ؛ ب) قطار ضربه هاي نمونه
 tx 11- 7دارد (معادله ؛ ج) درونيابي محدود باند ايده آل كه در آن به جاي قطار ضربه بر هم نهشي از توابع سينك وجود.( 

 

  
 

  
  
  
  

  : تابع تبديل نگهدار رتبه صفر و فيلتر درونيابي ايده آل11-5شكل 
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(الف) و (ز) با نمونه برداري ضربه اي؛ ب) نتيجه اعمال نگهدار رتبه صفر به تصاوير (الف).  2-6الف) تصاوير شكل هاي : 12-5شكل 

ت كه فركانس قطع آن با زياد شدن فاصله كم مي شود. بنابراين وقتي تصـوير  سيستم بينايي به طور طبيعي فيلتر پايين گذري اس
(ب) هموار مي شود؛ ج) اثر اعمـال نگهـدار رتبـه صـفر بعـد از نمونـه        12-5از فاصله دور مشاهده مي شود ناپيوستگي هاي شكل 

  برداري با يك سوم فاصله نمونه برداري حالت (الف) در جهت هاي افقي و قائم.
ود عمل فيلتر پايين گذر را انجام مي دهد و هنگام نگرش از دور اثر مـوزاييكي كـم كـم از بـين مـي رود. بـراي       انسان خ

(ج) باز تصويري را نشان مي دهد كه به كمك نگهدار مرتبه صفر ساخته شـده، ولـي در اينجـا فاصـلة      12-7مثال شكل 
) است. با نگرش معمولي سيستم بينايي اثـر پـايين   (الف 12-5نمونه ها در هر جهت يك چهارم فاصلة نمونه هاي شكل 

  گذر زيادي مي گذارد ولي باز هم اثر موزاييكي مشهودست.
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دسـته اي از   ،اگر درون يابي بانگهدار رتبة صفر كافي نباشد. مي توانيم روش هاي درون يابي هموارتري را بـه كـار بـريم   
 5-5ار مرتبه صفر سيگنالي به وجود مي آورد كـه مطـاق شـكل    اين روش ها نگهداراي مرتبه بالا خوانده مي شوند. نگهد

سيگنال بازسازي شـدة پيوسـته اي بـه دسـت مـي دهـد، ولـي         9-5ناپيوسته است. ولي درون يابي خطي مطابق شكل 
مشتق سيگنال خروجي به خاطر تغيير شيب در نقاط نمونه برداري ناپيوسته است. درون يابي خطي را كه گاهي نگهـدار  

تـابع مثلثـي نشـان داده      ) نيز تعبير كرد، كـه در آن  9-5و معادلة( 4-5ك مي خوانند مي توان به شكل رتبه ي

  است. تابع تبديل نيز در شكل نشان داده شده است و عبارت است از 13-5شده در شكل 

)5-12(                  

روي تابع تبديل فيلتر درون يابي ايده ال نشان داده شده است. شـكل  (هـ) تابع تبديلنگهدار رتبه يك بر  13-5در شكل 
(ج) را نشان مي دهد، به نحوي مشابه مي تـوان نگهـدار    12-5نتيجة اعمال نگهدار رتبه يك به تصويرهاي شكل  5-14

تبـه دو پيوسـته   زي هموارتري به دست مي دهد. براي مثال خروجي نگهـدار ر ز تعريف كرد كه بازسامرتبه دو يا بالاتر ني
  است و مشتق اول آن نيزپيوسته است، ولي مشتق مرتبه دوم ناپيوسته اي دارد.

 

  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

  

: درونيابي خطي (نگهداري رتيه يك) به صورت نمونه برداري ضربه اي كانوالو شده با پاسخ ضربه مثلثي: الف) 13-5شكل 
  ه.سيستم نمونه برداري و بازسازي؛ ب) قطار ضربه هاي نمون
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(ادامه): ج) پاسخ ضربه نگهدارنده مرتبه يك؛ د) نتيجه اعمال نگهدار مرتبه يك به سيگنال نمونه برداري شده؛ هـ)  13-5شكل 
 مقايسه تابع تبديل فيلتر درونيابي ايده آل و نگهدار مرتبه يك.

  اثر نمونه برداري كند؛ اختلاط فركانسي 5-3
رض شد كه فركانس نمونه برداري آنقدر بزرگ هست كـه شـرايط قضـية نمونـه بـرداري      در بخش هاي قبلي اين فصل ف

طيف سيگنال نمونه برداري شده از بـدل هـاي    نشان مي دهد به ازاي  13-5ارضا شود. چنانچه شكل 

ديگـر   تشكيل مي شود، و اين اساس قضـيل نمونـه بـرداري اسـت. بـه ازاي       جابجا شدة طيف 

نيست و نمي توان با فيلتر پايين گذر آن را بازيافت. اين پديده كه باعث مي شـود جمـلات    تكرارهاي  

  ) همپوشاني داشه باشند، اختلاط فركانسي ناميه مي شود و در اين بخش اثر و نتايج آن را بررسي مي كنيم.6- 5معادلة (
  
  
  
 

 

 
 

 

  

  (ج) 12-5: نتيجه اعمال نگهدار رتبه يك به جاي نگهدار رتبه صفر در تصوير شكل 14-5 شكل
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، سـيگنال بازسـازي شـدة     به سـيگنالي اعمـال شـود و در آن     4-5روشن است كه اگر سيستم شكل 

بازسـازي   ل اصـلي و سـيگنال   خواهيم ديد كه سـيگنا  25-5 هنيست. اما در مسئل ديگر برابر  

  داريم شده با درون يابي محدود باند در لحظات نمونه برداري برابرند؛ يعني به ازاي هر مقدار 

)5-13  (             

بـه   و  با بررسي دقيق حالت نسبتاً سادة سيگنال سينوسي، مي توان ديدي شـهودي نسـبت بـه رابطـة     

  به دست آورد. پس فرض كنيد ازاي 

)7-14  (                

  
  
  
  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

: اثر نمونه بردازي تند 15-5شكل 
و نمونه برداري كند در حوزه 
فركانس: الف) طيف سيگنال 

سينوسي اصلي؛ ب) ، ج) طيف 
ي شده به سيگنال نمونه بردار

؛ د) ، هـ) 02sازاي 
طيف سيگنال نمونه برداري شده 

. با افزايش 02sبه ازاي 
s از (ب) تا (د) ضربه هاي توپر

به سمت راست و ضربه هاي خط 
چين به سمت چپ مي روند. در 

(د) و (هـ) اين ضربه ها آنقدر 
شده اند كه به نحوي  جابجا

نادرست در باند عبور فيلتر پايين 
 گذر قرار گرفته اند.



  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
WWW.SANJESH.IR      »377«    

   
را بـه صـورتي    (الف) است. در اين شكل براي سـادگي ضـربة واقـع در     15-7مطابق شكل  تبديل فورية 

توجـه مـي كنـيم.     ثابت در طيف  نشان داده ايم. به اثر تغيير فركانسي   متفاوت از ضربة واقع در

نشان داده شده است. توجه كنيد كه در حالـت   به ازاي چند مقدار  (ب) تا (هـ) ،  15-7در شكل هاي 

  ولي در حالت هاي (د) و (هـ) اختلاط رخ مي دهد. د زيرا (ب) يا (ج) اختلاط فركانسي رخ نمي ده

  در هر حالت به صورت زيرست: خروجي فيلتر پايين گذر، 

 (الف)
  

  

  (ب)
  

  

 (ج)
 

 

 (د)
 

 

  

شــود. بــه ازاي تبــديل مــي  بــه فركــانس كــوچكتر  وقتــي اخــتلاط رخ مــي دهــد فركــانس اصــلي  

كوچك مي شـود.   بزرگتر شود، فركانس خروجي  نسبت به  ، هرچه  

سيگنال بازسازي شده ثابت است. عجيب نيست زيرا اگر در هر تناوب يك نمونه گرفته شـود   مثلاً به ازاي 

سـيگنال   16-7) نمونـه بـرداري شـده اسـت. در شـكل      از يك سـيگنال ثابـت (   تمام نمونه ها برابرند، گويي

نشان داده ايـم. ايـن شـكل     15-7را به ازاي چهار حالت شكل  ، نمونه هايش و سيگنال بازسازي شدة  

مي گذرانـد كـه فركـانس آن از     ي نشان مي دهد كه فيلتر پايين گذر هميشه يك سيگنال سينوسي از نمونه ها

  كوچكترست. 

  به عنوان گونه اي خاص از مثال هاي بالا سيگنال زير را در نظر بگيريد.

)7-15  (               

، ولي اين بار ضـربة  (الف) نشان داده شده 15-7اساساً همان چزي است كه در شكل  در اين حالت تبديل فورية 

هاي شـكل   . اگر همان  است و ضربة خط چين دامنه اي با فاز مخالف دارد، يعني  توپر دامنه اش 

به دست مي آوريم، ولي اين بار تمـام   را در نظر بگيريم، همان طيف ها را براي نمونه هاي  7-15

دارنـد. بـاز هـم مثـل      و تمام ضبه هاي خط خط چين دامنه اي برابر  وپر دامنه اي برابر ضربه هاي ت
ــس        ــود، پـــ ــي شـــ ــرآورده مـــ ــرداري بـــ ــه بـــ ــية نمونـــ ــرط قضـــ ــوارد (ب) و (ج) شـــ ــل در مـــ قبـــ

، و در مواردي (د) و (هـ) اختلاط داريم. ولي اكنون ضـربه هـاي تـوپر و     
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ــين گ  ــط چـ ــت       خـ ــن حالـ ــس در ايـ ــوند. پـ ــي شـ ــوس مـ ــذر معكـ ــايين گـ ــر پـ ــور فيلتـ ــد عبـ ــده از بانـ ذرنـ

  تغيير علامت مي دهد. ، يعني فاز  
اين نكته مهم است كه قضية نمونه برداري صريحاً مي گويد فركانس نمونـه بـرداري بايـد از دو برابـر بـالاترين فركـانس       

ر يا مساوي. مثال زير نشان مي دهد كه نمونه برداري از يك سيگنال سينوسي با فركانسـي  سيگنال بزرگتر باشد نه بزگت
  دقيقاً دو برابر فركانس سيگنال (يعني دو نمونه در هر تناوب) كافي نيست.

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

 

 

  

هايش و سيگنال بازسازي شده (منحني  : اثر اختلاط فركانسي بر سيگنال سينوسي. سيگنال سينوسي اصلي (منحني توپر)، نمونه16-5شكل 

6/0: الف) 0خط چين) به ازاي چهار مقدار  s (6/20؛ ب s (6/40؛ ج s (6/50؛ د s تنها در .
  (ج) و (د) اختلاط فركانسي پيش مي آيد.
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  : (ادامه)16-5شكل 
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    1-5مثال 
  سيگنال سينوسي زير را در نظر بگيريد

  

نشـان   39-5از آن نمونـه بـرداري ضـربه اي مـي كنـيم. در مسـئلة        و فرض كنيد كه با دو برابر فركانس آن، يعني 

اعمـال شـود،    فيلتر پايين گذر ايـده آل بـا فركـانس    خواهيم داد كه اگر اين سيگنال نمونه برداري شده به يك 

  خروجي زير حاصل مي شود

  

) باشـد. در غيـر ايـن     صفر (با مضـرب صـحيحي از    تنها در صورتي ممكن است كه  پس بازسازي دقيق 

  برابر نيست. با  صورت سيگنال 

  را در نظر بگيريد، يعني به عنوان يك مثال حدي 

  

نشان داده شده است. مي بينيم كه مقدار سيگنال در مضارب صـحيح زمـان تنـاوب نمونـه      17-5اين سيگنال در شكل 

د با صفر ايجاد مـي كنـد، و اگـر ايـن ورودي     صفرست. پس نمونه برداري با اين آهنگ سيگنالي متح برداري 

  حاصل نيز متحد صفرست. صفر به فيلتر پايين گذر ايده آلي اعمال شود، خروجي 

  
  
 

 

  

  1- 5: سيگنال سينوسي مثال 17-5شكل 

اثـر  اثر نمونه برداري كند، كه در اثـر آن فركـانس هـاي بـالا بـه فركـانس هـاي پـايين تـر منتقـل مـي شـوند، اسـاس              
را در نظر بگيريد كـه در ان قـرص چرخـاني بـا تنـدي ثابـت مـي         18-5استرويوسكوپي است. براي مثال وضعيت شكل 

چرخد و يك خط شعاعي روي قرص وجود دارد. فلاش هاي استروب نقش سيستم نمونه برداري را انجام مي دهـد، زيـرا   
س استروب از تندي دوراني قرص خيلي بزرگتـر باشـد،   قرص را در فواصل زماني بسيار كوتاهي روشن مي كند. اگر فركان

تندي چرخش قرص به درستي مشاهده مي شود. اگر فركانس استروب از دو برابـر تنـدي چـرخش قـرص كمتـر شـود،       
سرعت چرخش كمتر از آنچه هست به نظر مي رسد. به علاوه، به خاطر اثر وارونگـي فـاز بـه نظـر مـي رسـد كـه قـرص         

ن ساده اگـر مكـان يـك خـط ثابـت قـرص را در نمونـه هـاي متـوالي دنبـال كنـيم، بـه ازاي             برعكس مي چرخد! به بيا
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، يعني وقتي مقدار نمونه ها كمي بيش از يك نمونه در هر تناوب است، نمونه هـا خـط ثابـت     

ش قـرص  قرص را در محل هايي نشان مي دهند كه كمي در جهت پادساعتگرد جابجا شده اند، كه خـلاف جهـت چـرخ   

، خط شـعاعي ثابـت بـه نظـر مـي رسـد (يعنـي فركـانس          است. به ازاي يك فلاش در هر دور، متناظر با 

چرخش و هارمونيكي هاي آن به فركانس صفر منتقل شده اند). در فيلم هاي وسترن نيز اثر مشـابهي ديـده مـي شـود،     
ي كند مي چرخند، و حتـي گـاهي در جهـت مخـالف مـي      چرخ دليجان ها كندتر از آنچه حركت خود دليجان تداعي م

فـريم در ثانيـه)    24تـا   18چرخند. در اينجا اثر نمونه برداري به اين خاطرست كه فـيلم از فـريم هـاي مجـزا (معمـولاً      
  تشكيل مي شود.

  
  
  
 

 

 

  

  : اثر استروبوسكپي18-5شكل 

ي از اختلاط ناشي از نمونه برداري كند باشـد. يكـي   بحث بالا نشان مي دهد كه اثر استرويوسكپي مي تواند كاربرد مفيد
ديگر از كاربردهاي عملي اختلاط اسيلوسكوپ هاي نمونه بردار هسـتند. ايـن ابزارهـا بـراي مشـاهده شـكل مـوج هـاي         
فركانس بالا به كار مي روند و در آن ها از اصول نمونه برداري براي انتقال اين فركانس هاي به فركانس هاي پايين تـري  

  با تفصيل بيشتر بررسي خواهد شد. 38- 5كه نمايششان ساده ترست استفاده مي شود. اسيلوسكوپ نمونه برداري در مسئلة 

  پردازش گسسته در زمان سيگنال هاي پيوسته در زمان 5-4

و در بسياري از كاربردها پردازش سيگنال پيوسته در زمان بـا تبـديل آن بـه سـيگنال گسسـته در زمـان، پـردازش آن،        
تبديل دوبارة آن به سيگنال پيوسته در زمان مزاياي زيـادي دارد. پـردازش سـيگنال گسسـته در زمـان را مـي تـوان بـا         
كامپيوتر همه منظوره يا تك منظوره، ريزپردازنده، با هريك از انواع وسايلي كه براي پردازش سيگنال گسسـته در زمـان   

  به كار مي روند، انجام داد.
  
 

 

  

  ازش گسسته در زمان سيگنال هاي پيوسته در زمان: پرد19-5شكل 
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به عبارت كلي تر اين رهيافت براي پردازش سيگنال پيوسته در زمان را مي توان اتصال متوالي سه عمل مشـخص شـده   

سـيگنال   سيگنال هاي پيوسته در زمـان و   دانست، كه درآن  19-5در شكل 

يـك سيسـتم پيوسـته در     19-5هستند. البته كل سيسـتم شـكل    اظر با هاي گسسته در زمان متن

زمان است زيرا ورودي و خروجي سيستم هر دو سيگنال پيوسته در زمان اند. مبناي نظري تبـديل سـيگنال پيوسـته در    
مان آن، قضـية نمونـه   زمان به سيگنال گسسته در زمان و بازسازي سيگنال پيوسته در زمان از روي نمايش گسسته در ز

بررسي شد. با نمونه برداري متناوب با فركانسي كه شرط قضية نمونه بـرداري را بـرآورده    1-5برداري است كه در بخش 

نمـايش داد؛ يعنـي    را مي توان دقيقاً با رشته اي از مقادير نمونـه هـاي لحظـه اي     كند، سيگنال 

  .به دست مي آيد به صورت زير از  رشتة گسسته در زمان 

  
 

 

  

 T: نمادهاي متداول براي تبديل پيوسته در زمان به گسسته در زمان و تبديل گسسته در زمان به پيوسته در زمان. 20-5شكل 
  تناوب نمونه برداري است.

)5-16  (               

انجام مي شود و تبـديل پيوسـته در زمـان بـه گسسـته در       19-5توسط سيستم اول شكل  به  تبديل 

انجام مي شود و تبـديل   19-5خوانده مي شود. تبديل معكوس توسط سيستم سوم شكل  زمان، با نام اختصاري 

عمـل درون يـابي نمونـه هـاي      ده مي شـود.  ، خوان گسسته در زمان به پيوسته در زمان، با نام اختصاري 

را ايجاد مي كند كـه بـا سـيگنال     يك سيگنال پيوسته در زمان  ورودي را انجام مي دهد. يعني سيستم 

  به صورت زير مرتبط مي شود. گسسته در زمان 

  

به طور صريح نشان داده شده است. در سيسـتم هـايي چـون كامپيوترهـاي ديجيتـال و       20-5اين نمادگذاري در شكل 
سيستم هاي ديگري كه در آن ها سيگنال گسسته در زمان به صورت ديجيتالي پردازش مي شود، وسيلة انجـام دهنـدة   

  ) مي نامند.را معمولاً مبدل ديجيتال به آنالوگ ( تبديل 

را  مي تـوان   و نمايش گسسته در زمان  ي درك بهتر رابطة بين سيگنال پيوسته در زمان برا

 21-5تركيب متوالي نمونه برداري و نگاشت قطار ضربة حاصل به يك رشته عددي در نظر گرفت. اين دو گام در شـكل  

يك رشته ضربه است كه دامنة هر ضربه با نمونـه   برداري، قطار ضربة نشان داده شده است. در گام اول، نمونه 

برابرست. تبديل قطـار ضـربه بـه     متناظرست و فاصلة زماني بين ضربه ها با دورة تناوب نمونه برداري  اي از 
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متناظرست، ولـي فاصـلة بـين     ا رشتة نمونه هاي ر به ما مي دهد كه ب رشتة گسسته در زمان همان 

برابر يك است. پس در واقع تبديل قطار ضربة نمونه ها به رشتة نمونـه هـاي    نمونه ها، بر حسب متغير مستقل جديد 

در  بـه   گسسته در زمان را مي توان يك هنجار سازي زمـاني دانسـت. ايـن هنجارسـازي در تبـديل      

بـه ازاي زمـان هـاي نمونـه بـرداري       و  (ب) و (ج) مشهودست، در اين شـكل هـا    21-7شكل هاي 

  نشان داده شده اند. و  

وسـته در زمـان سـر و كـرا     در حوزة فركانس نيز آموزنده است. چون هم با تبـديل فوريـة پي   19-5بررسي طبقات شكل 

و در حالـت گسسـته در    داريم و هم با تبديل فوريه گسسته در زمان، متغير فركانس را در حالت پيوسته در زمان بـا  

و  نشان مي دهيم تا آن ها را از هم متمايز كنيم. براي مثال تبـديل فوريـه هـاي پيوسـته در زمـان       Ωزمان با 

ــب    ــه ترتي ــان        را ب ــته در زم ــاي گسس ــه ه ــديل فوري ــيم و تب ــي ده ــان م نش

  . را با  

] را بـر  [يعني تبديل فوريه يوسته در زمـان   ) ، 3-5براي شروع با اعمال تبديل فوريه به معادلة (

  بيان مي كنيم. چون حسب نمونه هاي 

)5-17  (             

  
  
  
  
\  
 

 

  
  
 

 

 

 

 

 

 

: نمونه برداري با قطار ضربه متناوب و تبديل به رشته گسسته در زمان: الف) كل سيستم؛ ب) 21-5شكل  txp  به ازاي دو
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آهنگ نمونه برداري. پوش خط چين  txc ي دهد؛ ج) رشته خروجي به ازاي دو آهنگ نمونه برداري مختلفرا نشان م.  

  است، به دست مي آوريم برابر  و چون تبديل 

)5-18                              (         

  در نظر بگيريد حال تبديل فوريه گسستة در زمان 

)5-19(              

  )  16-5يا با استفاده از معادلة (

)5-20  (          

  به صورت زير به هم مرتبط اند ) نشان مي دهد كه 20-5) و (18-5معادله هاي ( همقايس

)5-21(                

  اده شده استنشان د 3-5) و آنچه در شكل 6-5همچنين به خاطر داريد كه طبق معادلة (

)5-22  (            

  پس

)5-23  (           

به ازاي دو زمان نمونه برداري مختلـف نشـان داده    22-5در شكل  و  ،  رابطة بين 

اكنـون بـا دورة    همچنين  است.  گونة تغيير مقياس فركانسي يافتة  شده است. 

 خاصيت هر تبديل فورية گسسته در زماني است. طيـف   متناوب است. متناوب بودن  تناوب 

 ـ21-5) و يك تغيير مقياس فركانسي، مطابق معادلـة ( 22-5(، مطابق معادلة  با تكرار تناوبي طيف  ه دسـت  ) ب

، يعني نمونه بـرداري باقطـار ضـربه اسـت. تغييرمقيـاس       21-5مي آيد. تكرار تناوبي نتيجة گام اول فرايند تبديل شكل 

بـه رشـتة گسسـته در زمـان      خطي فركانس را مي توان نتيجه هنجارسازي زماني ناشي از تبديل قطار ضـربة  

، تغيير مقيـاس محـور زمـان بـا      5-3-4يير مقياس زماني تبديل فوريه بخش پنداشت. با توجه به خاصيت تغ 

بـا ايـن مفهـوم كـه در تبـديل       مي انجامد. پـس رابطـة    به تغييرمقياس فركانس با ضريب ضريب

تغييـر مقيـاس    محور زمان بـا ضـريب     به با اين مفهوم كه در تبديل  به  

  يافته، سازگارست.
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: رابطه بين 22-5شكل  jX c ، jX p  و jd eX .به ازاي دو زمان نمونه برداري مختلف  

 

از اين قطـار   را ساخت. بازسازي سيگنال پيوسته در زمان  قطار ضربة  اين كه بايد از رشتة 

  با فيلتر پايين گذر صورت مي گيرد. 23-5ضربه، مطابق شكل 
  
 

 

 

 

  

  : تبديل رشته گسسته در زمان به سيگنال پيوسته در زمان23-5شكل 

در نظـر مـي گيـريم. روشـن اسـت كـه اگـر         24-5ده شده در شكل را به صورت نشان دا 19-5حال كل سيستم شكل 

)، آنگاه با فرض ارضاي شرايط قضـية  سيستم گسسته در زمان يك سيستم هماني باشد (يعني 

نمونه برداري، كل سيستم يك سيستم هماني است. بهترين راه درك مشخصة كل سيستم به ازاي پاسخ فركانسي كلـي  

، و  ،  اسـت. در طـرف چـپ ايـن شـكل طيـف هـاي         25-5بررسيمثال شكل  

تـا اخـتلاط فركانسـي پـيش نيايـد. طيـف        نشان داده شده است، و فرض كـرده ايـم    
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 25-5اسـت، و در شـكل    و  خروجي فيلتر گسسته در زمان، حاصـل ضـرب     

بـا تغييـر مقيـاس     به دست آمده است. تبديل به   و  (د) با روي هم قرار دادن 

(هــ) و (و) بـه    25-7فركانسي و عبور از فيلتر پايين گذر صورت مي گيرد، و طيف هاي نشان داده شده در شكل هـاي  

(د) است، تغيير مقياس فركانسـي   25-7حاصلضرب دو طيف بر هم نهاده شدة شكل  دست مي آيد. چون 

  (الف) و (و) نتيجه مي دهد. 25-7و فيلتر پايين گذر روي هر دو عمل مي كند. مقايسة شكل هاي 

)7-24  (              

معـادل يـك    24-5ارضا شود، سيسـتم شـكل   پس اگر ورودي محدود باند باشد، به نحوي كه شرط قضية نمونه برداري 

است، اين پاسخ فركانسي با پاسخ فركانسـي گسسـته در    پيوسته در زمان با پاسخ فركانسي  سيستم 

  به صورت زير مرتبط است زمان 

  

پاسخ فركانسي فيلتر گسسته در زمان، بـا تغييـر مقيـاس    پاسخ فركانسي فيلتر پيوسته در زمان معادل، يك دورة تناوب 
 26-5فركانسي خطي است. اين رابطة بين پاسخ فركانسي گسسته در زمان و پاسخ فركانسي پيوسته در زمان در شـكل  

  نشان داده شده است.
  
  
 

 

 

 

  

  زمان : سيستم لازم براي فيلتر كردن سيگنال پيوسته در زمان به كمك فيلتر گسسته در24-5شكل 
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: الف) طيف پيوسته در زمان 24- 5: نمايش حوزه فركانس سيستم شكل 25-5شكل  jX c ب) همان طيف پس از نمونه برداري ضربه ،
اي؛ ج) طيف رشته گسسته در زمان  nxd (؛ د j

d eH  و j
d eX  كه حاصلضرب j

d eY  را مي دهد؛ هـ) طيف هايي كه
 jYd   از ضربشان به دست مي آيد؛ و) طيف هايي كه jYc .از ضربشان به دست مي آيد  
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  .24- 5سته در زمان معادل آن براي سيستم شكل : پاسخ فركانسي گسسته در زمان و پاسخ فركانسي پيو26-5شكل 

تا حدي عجيب است، زيرا ضرب در يك قطار ضربه تغيير ناپـذير بـا    با يك سيستم  24-5هم ارزي سيستم شكل 

 به ازاي هر ورودي دلخواهي، تغيير ناپذير با زمان نيسـت. مـثلاً اگـر     24-5زمان نيست. در واقع سيستم شكل 

يا متحد با صـفر   مي تواند باعث شود رشتة  باشد، جابجايي  پالس مستطيلي باريكي با عمر كوتاه از 

باشد، يا تنها يك مقدار غير صفر داشته باشد. اين دو حالت بـه وضـعيت نسـبي پـالس مسـتطيلي و قطـار ضـربة نمونـه         
نشان مي دهند، به ازاي سيگنال هاي ورودي محدود بانـد   25-5همانطور كه طيف هاي شكل  برداري بستگي دارد. ولي

معادل يـك   24-5و فركانس نمونه برداري به حد كافي بزرگ (به نحوي كه اختلاط فركانسي پيش نيايد) سيستم شكل 

) اسـاس مفهـومي مبنـاي    25-5( و معادلـة  24-5پيوسته در زمان است. براي چنين ورودي هاي شـكل   سيستم 
پردازش پيوسته در زمان به كمك فيلترهاي گسسته در زمان را نشان مي دهـد. ايـن مفـاهيم را در خـلال چنـد مثـال       

  بيشتر مي شكافيم.
  مشتقگير ديجيتال 5-4-1

-9-3ر بخـش  تحقق گسسته در زمان يك فيلتر مشتقگير پيوسته در زمان محدود باند را در نظر بگيريد. همانطور كـه د 
  گفتيم، پاسخ فركانسي يك فيلتر مشتقگير پيوسته در زمان عبارت است از 1

)5-26  (              

  به صورت زيرست و پاسخ فركانسي مشتقگير محدود باندي با فركانس قطع 

)5-27  (            

، تـابع   ) بـا فركـانس نمونـه بـرداري     25-5ه از معادلة (نشان داده شده است. با استفاد 27-5كه در آن 

  زير مي يابيم تتبديل گسسته در زمان متناظر را به صور

)5-28   (                  
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 رسم شده است. با اين تابع تبديل گسسته در زمـان، و بـه شـرط ايـن كـه نمونـه بـرداري         28-5كه در شكل 

  است. مشتق  24-5شكل  ط فركانسي ندارد، اختلا

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

  
  2-5مثال 

 با در نظر گرفتن خروجي مشتقگير ديجيتال به ازاي ورودي پيوسته در زمان سينك مي تـوانيم پاسـخ ضـربة    

  فرض كنيد 24-7بيم. با توجه به شكل فيلتر گسسته در زمان لازم براي ساختن مستقگير ديجيتال را بيا

)5-29  (               

  زمان نمونه برداري است پس كه در آن 

  

اخـتلاط فركانسـي ايجـا     با فركانس  اين سيگنال آنقدر محدود باند هست كه نمونه برداري 

  ديجيتال عبارت است ازنكند. پس خروجي مشتقگير 

)5-30(             

: پاسخ فركانسي مشتق گير ايده آل 27-5شكل 
پيوسته در زمان محدود باند 
  cc jjH  , 

: پاسخ فركانسي فيلتر گسسته در 28-5شكل 
زماني كه براي تحقق مشتق گير محدود باند 

 به كار رفته است.پيوسته در زمان 
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  عبارت است از 24-5متناظر شكل  ) سيگنال 29-5معادلة ( به ازاي 

)5-31  (              

  ، حال  آنكه ،  يعني به ازاي 

  

معادلـة   متناظر بـا   به كمك قاعدة لوپيتال نشان داد. همچنين مي توانيم  كه مي توان درستي اش را

  ) را محاسبه كنيم. داريم5-30(

)5-32  (                        

 ـ ) و به ازاي 30-5با جايگذاري مستقيم در معادلة ( اين رابطه به ازاي  ه كمـك قاعـدة لوپيتـال بـه     ب
  دست آمده است.

) باشـد، خروجـي   31-5) ضربة واحد تغيير مقياس يافتـة معادلـة (  28-5پس اگر ورودي فيلتر گسسته در زمان معادلة (
  ) است. پس پاسخ ضربة اين فيلتر عبارت است از32-5آن مطابق معادلة (

  

  تأخير نيم نمونه 5-4-2

در نظر مي گيـريم. مـي    19-5سيستم تأخير دهندة پيوسته در زمان را به صورت آرايش شكل  در اين بخش تحقق يك
  ورودي سيستم كل به صورت زير باشد -خواهيم رابطة خروجي

)5-33  (               

مقـدار تـأخير    محدود باندست و آهنگ نمونه برداري آنقدر بزرگ هست كه اختلاط فركانسي پيش نيايـد؛    

    2-3-4زماني را نشان مي دهد. با توجه به خاصيت جابجايي زماني بيان شده در بخش 

  

  ) سيستم پيوسته در زمان بايد محدود باند باشد. پس فرض مي كنيم25-5طبق معادلة (

)5-34  (          

براي سـيگنال هـاي محـدود بانـد ماننـد       تر پيوسته در زمان است. يعني فركانسي قطع فيل كه در آن 

توسط آن حذف مـي شـوند. انـدازه و فـاز      ) عمل مي كند و تمام فركانس هاي بالاتر از 33-5تأخير دهندة معادلة (

 ـ    29-5پاسخ فركانسي در شكل  ) (بـا   رداري را (الف) نشان داده شده است. اگـر فركـانس نمونـه ب
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  فرض كنيم، پاسخ فركانسي گسسته در زمان متناظر به صورت زير مي شود

)5-35  (            

  (ب) نشان داده شده است. 29-5كه در شكل 
  
  
  
 

 

 

  

  و فاز پاسخ فركانسي سيستم گسسته در زمان متناظر: اندازه و فاز پاسخ فركانسي يك تاخير دهنده پيوسته در زمان؛ ب) اندازه 29- 5شكل 

) نمونـة تـأخير   35-5معادلـة (  بـا   24-5به ازاي ورودي هاي محدود باند مناسب، خروجي سيستم شكل 

  است؛ يعني   نمونة تأخير يافتة  صحيح، رشتة  يافتة ورودي است. به ازاي 

)5-36  (              

تعريف مـي   ) معنا ندارد، زيرا رشته ها تنها به ازاي مقادير صحيح متغير 36-5عدد صحيح نباشد، معادله ( اگر 

ير كنـيم. سـيگنال   را بر حسب رون يابي محدود باند تفس و  شوند. اما در اين حالت مي توانيم رابطة 

و  توسط نمونه برداري و درون يابي محدود باند به هم مربوط اند، و همـين طورنـد    و  هاي 

نمونه هاي يك سيگنال تأخير يافته است، سيگنالي كـه از   ) ، 35-5معادلة ( به ازاي  

كه گـاهي تـأخير    اين وضعيت را به ازاي  30-5ساخته شده است. شكل  ون يابي محدود باند در

  نيم نمونه ناميده مي شود، نشان مي دهد.
  
  
  
  
 

 

 

  

: الف) رشته نمونه هاي سيگنال پيوسته در زمان 30-5شكل  txc تاخير ؛ ب) رشته الف) با نيم نمونه 
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  3-5مثال 

براي تعيين پاسخ ضربه  nhd  را به كـار بـرد.    2-5فيلتر گسسته در زمان سيستم تاخير نيم نمونه مي توان روش مثال
  قرار مي دهيم: 24-5با توجه به شكل 

)5-37(                
t

TtSin
txc 




/  

  نتيجه مي گيريم كه 2-5و با توجه به مثال 

  
) اختلاط فركانسي رخ نمي دهـد، خروجـي سيسـتم تـأخير نـيم      37-5مچنين چون براي ورودي محدود باند معادلة (ه

  نمونه عبارت است از

  
  عبارت است از 24-5شكل  و رشتة 

  

  پس نتيجه مي گيريم  

  

  نمونه برداري از سيگنال هاي گسسته در زمان 5-5

نجاي فصل نمونه برداري از سيگنال هاي پيوسته در زمان را در نظر گرفته ايم، و علاوه بـر بيـان تحليـل لازم بـراي     تا اي
درك نمونه برداري پيوسته در زمان، تعدادي از كاربردهاي آن را معرفي كرديم. چنان كه در ايـن بخـش مـي بينـيم در     

مجموعه اي خواص و نتايج بسـيار مشـابهي وجـود دارد، و ايـن      مورد نمونه برداري از سيگنال هاي گسسته در زمان نيز
  نمونه برداري نيز چند كاربرد مهم دارد.

  نمونه برداري با قطار ضربه 5-5-1

، مي توان نمونـه بـرداري از سـيگنال گسسـته      2-5به قياس نمونه برداري پيوسته در زمان تصوير شده با سيستم شكل 

راينـد نمونـه بـرداري بـه ازاي     فحاصـل از   ان داد و در اينجا رشتة جديد نش 31-5در زمان را به صورت شكل 

  برابرست، و نمونه هاي مياني صفرند؛ يعني مضارب صحيح تناوب نمونه برداري با 
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حوزة فركـانس را مـي تـوان بـا      ، اثر نمونه برداري گسسته در زمان در 1-5ونه برداري پيوسته در زمان بخش مهمانند ن

  دريافت. پس به ازاي   5-5توجه به خاصيت ضرب بيان شده در بخش 

)5-39(            

  در حوزه فركانس داريم

)5-40(         

  برابرست با ، تبديل فورية رشتة نمونه برداري  6-5طبق مثال 

)5-41  (           

  
  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

 

 

  

  : نمونه برداري گسسته در زمان31-5شكل 

  ) داريم45-5) و (44-5است. با تركيب معادله هاي ( فركانس نمونه برداري برابر  كه 

)7-46(              

تصـوير   32-7زمـان اسـت، و در شـكل    ) نمونه برداري پيوسـته در 6-7) همتاي گسسته در زمان معادلة (42-7معادلة (

، اخـتلاط   ، يـا بـه طـور معـادل      (ج) بـا شـرط   32-5شده است. در شكل

همپوشـاني ندارنـد]، حـال آنكـه بـه ازاي       فركانسي وجود ندارد [يعني بخـش هـاي غيـر صـفر تكرارهـاي      

حـول   مـي دهـد. اگـر اخـتلاط فركانسـي رخ دهـد،        (د) اختلاط رخ 32-5مطابق شكل  
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  مي توان با فيلتر پايين گذري با بهـرة   33-5تكرار مي شود. در نتيجه مطابق شكل  و مضارب صحيح  

بازيافـت، در ايـن شـكل     را از  ، سيگنال  و كوچكتر از  و فركانس قطع بزرگتر از 

اعمـال   (الف) به رشته اي با  33-5گرفته ايم. اگركل سيستم فركانس قطع فيلتر پايين گذر را

وجـود ماننـد نمونـه بـرداري     برابر نيست. ولي بـا ايـن    با  و ديگر  ،شود اختلاط فركانسي پيش مي آيد

  ) داريم13-5پيوسته در زمان، دو رشته در مضارب صحيح تناوب نمونه برداري برابرند؛ يعني متناظر با معادلة (

)5-43  (           

  ) را ببينيد).46-5چه اختلاط فركانسي رخ دهد و چه ندهد. (مسئلة 
  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

ضربه اي از سيگنال گسسته در حوزه فركانس: الف) طيف سيگنال اصلي؛ ب) طيف رشته نمونه  : اثر نمونه برداري32-5شكل 
Msبرداري؛ ج) طيف سيگنال نمونه برداري شده به ازاي   Ms، د) طيف سيگنال نمونه برداري شده به ازاي 2  2 .

 توجه كنيد كه اختلاط فركانسي داريم.

    4-5 مثال

  داراي خاصيت زير را در نظر بگيريد با تبديل فوريه  رشتة 
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  را بيابيم به نحوي كه براي تعيين حداقل آهنگ نمونه برداري براي پرهيز از اختلاط فركانسي بايد بزرگترين مقدار 

  

  است. ركانس نمونه برداري و ف پس 

را مي توان در حوزة زمان بـه عنـوان يـك فرمـول درون      با اعمال فيلتر پايين گذر ايده آل به  بازيابي 

  پاسخ ضربة فيلتر پايين گذر باشد، داريم ) تعبير كرد. اگر 11-5( معادلهيابي، مشابه 

)5-44(                 

  عبارت است از رشتة بازسازي شدة 

)5-45  (                

  
  
  
  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

: بازيابي دقيق سيگنال گسسته در زمان از نمونه هايش به كمك فيلتر پايين گذر ايده آل: الف) نمودار جعبه اي 33-5شكل 
نال محدود باند از روي نمونه هايش؛ ب) طيف سيگنال نمونه برداري و بازيابي سيگ nx ؛ ج) طيف سيگنال nxp ؛ د) پاسخ

؛ هـ) طيف سيگنال بازيابي شده s/2فركانسي فيلتر پايين گذر ايده آل با فركانس  nxr در اين مثال .Ms  يعني  2
اختلاط فركانسي پيش نمي آيد و    nxnxp .  
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  يا به صورت ديگر

)5-46  (           

) درون يابي محدود باند ايده آل را نشان مي دهـد و مسـتلزم يـك فيلتـر پـايين گـذر ايـده آل اسـت. در         46-5معادله (
به كار مـي رود، و در ايـن صـورت فرمـول درون يـابي       33-5لتر پايين گذر شكل كاربردهاي نوعي تقريب مناسبي از في

  معادل به شكل زير درمي آيد

)5-47  (            

چند مثال از همتاهاي گسسته در زمان نگهـدار   50-5پاسخ ضربة فيلتر درون يابي است. در مسئله  كه در آن 

  براي درون يابي پيوسته در زمان عنوان شدند، مورد بررسي قرار خواهد گرفت. 2- 5، كه در بخش رتبه صفر و نگهدار رتبه يك

  استخراج و درون يابي گسسته در زمان 5-5-2

اصول نمونه برداري گسسته در زمان كاربردهاي مهم متنوعي از جمله طراحـي و سـاخت فيلتـر و كارردهـاي مخـابراتي      

به صورت نشان داده شـده در شـكل    ا نمايشف انتقال يا ذخيره سازي نمونه ها دارد. در بسياري از اين كاربرده

مقدار معلوم صفر را دارد. به همـين خـاطر بـه جـاي      روش كارآمدي نيست، زيرا در فواصل بين نمونه ها  5-1

  رت است ازبه كار مي رود كه عبا رشتة نمونه برداري شده رشتة جديد 

)5-48  (             

  يا به طور هم ارز

)5-49  (             

ام ناميده مي شـود. در شـكل    برابرند. اين عمل استخراج نمونه هاي  در مضارب صحيح  و  زيرا 

  نشان داده شده است. ، و رابطه  5-34

 و  تبديل فوريـه   براي ديدن اثر استخراج نمونه در حوزة فركانس بايد رابطة 

  را تعيين كنيم. به اين منظور مي نويسيم

)5-50  (              

  )  48-5و به كمك معادلة (

)5-51  (           

  مي توان نوشت ، يا  با گذاشتن 
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  مي توان نوشت داريم  و چون به ازاي 

)5-52  (           

  است؛ يعني ) تبديل فوريه 52-5همچنين مي بينيم كه طرف راست معادلة (

)5-53  (             

  ) نتيجه مي گيريم  53-5) و (52-5پس از معادلات (

)5-54  (               

  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

  

: رابطه بين 34-5شكل  nxp  حاصل از نمونه برداري و nxb حاصل از استخراج نمونه  

توجه به آن مي بينيم كه طيف هاي رشتة حاصل از نمونه بـرداري و   نشان داده شده است و با 35-5اين رابطه در شكل 

محـدود بانـد    رشتة حاصل از استرخاج نمونه تنها از لحاظ مقياس فركانسي متفاوت اند. اگـر طيـف اصـلي    

ونه گسـترش  اختلاط فركانسي رخ ندهد، چنانچه شكل نشان مي دهد اثر استخراج نم باشد، طوري كه در 

  طيف رشتة اصلي روي بخش بزرگتري از باند فركانسي است.

از نمونه برداري يك سيگنال پيوسته در زمان به دست آمده باشد، فرايند استخراج را مي تـوان   اگر رشتل اصلي 

نبايـد تمـام    ط فركانسي تعبير كرد. براي پرهيز از اختلا به صورت كاهش آهنگ نمونه برداري با ضريب 
باند فركانسي را اشغال كرده باشد. به عبارت ديگر اگر بتوان از سيگنال نمونه برداري شده بدون ايجاد اختلاط سـيگنالي  
استخراج كرد، نمونه برداري از سيگنال پيوسته در زمان تند بوده است، يعني مي تـوان آهنـگ نمونـه بـرداري را بـدون      

به عنوان نمونه هاي يك سيگنال پيوسته در زمان، اسـتخراج را   اختلاط كند كرد. با توجه به تعبير رشتة اسجاد 
  گاهي كند كردن نمونه برداري يا نمونه برداري كاهشي مي نامند.
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  : نمايش حوزه فركانس رابطه بين استخراج نمونه و نمونه برداري35-5شكل 

كاربردها كه رشته از نمونه برداري سيگنالي پيوسته در زمان به دست آمده است، ممكن است فركـانس نمونـه    در بعضي
برداري مينيمم فركانس ممكن براي پرهيز از اختلاط فركانسي باشد، ولي پس از پردازش ها و فيلتر كردن هـاي بعـدي   

دهد. چون خروجي فيلتـر گسسـته در زمـان محـدود     نمونه اي را نشان مي  36-5پهناي باند رشته كوچكتر شود. شكل 
  باندست مي توان روي آن نمونه برداري كاهشي يا استخراجي صورت داد.

درست مانند كابردهايي كه نمونه برداري كاهشي شان امري مفيدست، كاربردهايي نيز وجود دارد كـه در آن هـا تبـديل    
ت، اين كار نمونه برداري افزايشي يا درون يابي ناميده مي شـود.  رشته به رشته اي با آهنگ نمونه برداري بزرگتر مغيدس

-7و  34-7نمونه برداري افزايشي اساساً عكس استخراج يا نمونه برداري كاهشي است. در استخراج مطابق شـكل هـاي   
شي عكس اين كـار  ابتدا نمونه برداري مي كنيم و سپس تنها مقادير نمونه ها را نگه مي داريم. در نمونه برداري افزاي 35

به دسـت آوريـم. بـراي بـه      را از  مي توانيم با نمونه برداري افزايشي  34-5را مي كنيم. مثلاً در شكل 

تة قـرار مـي دهـيم. رش ـ    نقطة با دامنه صفر بين هر دو مقدار  ،  از  دست آوردن 

نشـان   37-5از فيلتر پايين گذر به دست مي آيد. اين فرايند در شـكل   با عبور دادن  درون يابي شدة 

  داده شده است.
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از فيلتر گسسته : سيگنال پيوسته در زماني كه ابتدا با يك آهنگ نايكوييست نمونه برداري شده است. پس از عبور 36-5شكل 
در زمان مي توان از رشته حاصل نمونه برداري كرد.  jX c  تبديل فوريه پيوسته در زمان txc  و jd eX و jd eY 

به ترتيب تبديل فوريه گسسته در زمان  nxd  و nyd .هستند jd eH   پاسخ فركانسي فيلتر پايين گذر نشان داده شده
  در نمودار جعبه اي است.

  



     WWW.SANJESH.IR  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
 

»400« 

 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  2: نمونه برداري افزايشي: الف) كل سيستم؛ ب) رشته هاي حاصل و طيف هايشان در نمونه برداري افزايشي با ضريب 37-5شكل 
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  5-5مثال 

در اين مثال نشان مي دهيم كه چگونه مي توان با تركيب درون يابي و استخراج رشته اي را نمونه برداري كاهشي كـرد  
بدون اين كه اختلاط فركانسي پيش آيد. بادي تذكر دهيم كه حداكثر كاهش وقتي حاصل مي شود كه بخش غير صـفر  

  را بپوشاند. تا  يك تناوب طيف گسسته در زمان كل باند 

گفتـيم پـايين    4-5(الف) در نظر بگيريـد. چنانچـه در مثـال     38-5شكل  را با تبديل فوريه  رشتة 

مونـه  است. يعني بايد از هر چهار ن ترين آهنگ نمونه برداري از اين رشته كه اختلاط فركانسي ايجاد نمي كند، 

(ب) حاصـل مـي    38-5با طيـف شـكل    ، رشتة  4يك نمونه را برگرفت. با استخراج از رشتة حاصل، با ضريب 

خالي است، يعنـي   شود واضح است كه هنوز اختلاط فركانسي وجود ندارد. ولي اين طيف در 

  هنوز جا براي نمونه برداري كاهشي وجود دارد.
  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

: الف) طيف 5-5: طيف هاي مربوط به مثال 38-5شكل  nx ؛ ج) طيف پس 4؛ ب) طيف پس از نمونه برداري كاهشي. با ضريب
از نمونه برداري افزايشي از  nx  9ي با ضريب و نمونه برداري كاهش 2؛ د) طيف پس از نمونه برداري افزايشي با ضريب 2با ضريب  

باعث مي شود طيـف تمـام    (الف) مي بينيم كه تغيير مقياس فركانسي با ضريب  38-5دقيق تر اين كه با برسي شكل 

م. بايـد  عدد صحيحي نيست نمي توانيم با نمونه برداري كاهشي به هدف برسي را بپوشاند. ولي چون  تا  فاصلة  

(ج)  38-7نمونه برداري كاهشي صورت دهـيم. شـكل    9درون يابي كنيم و سپس با ضريب  2را با ضريب  ابندا 
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 9بـا ضـريب    را نشان مي دهد. بـا نمونـه بـرداري كاهشـي از سـيگنال       2طيف حاصل از درون يابي با ضريب 

فـرض   (د) را نمونه هاي بـدون اخـتلاط سـيگنال پيوسـته در زمـان       38-5با طيف شكل  سيگنال 

  متناظرست. كنيم. رشتة درون يابي و استخراج شده با ماكزيمم نمونه برداري كاهشي (عاري از اختلاط) 

  خلاصه 5-6

يوسته در زمان يـا گسسـته در زمـان بـا     در اين فصل مفهوم نمونه برداري را پي ريختيم، در نمونه برداري يك سيگنال پ
نمونه هاي متساوي الفاصله اش نمايش داده مي شود. شرايطي كه بازيابي كامل سيگنال از نمونه ها را تضمين مي كنـد  
در قضية نمونه برداري بيان شده است. اين قضيه مي گويد براي بازيابي دقيق بايد سيگنال نمونه بـرداري شـده محـدود    

ركانس نمونه برداري از دو برابر بزرگترين فركانس موجود در سيگنال بزرگتر باشـد. تحـت ايـن شـرايط مـي      باند بوده. ف
توان سيگنال اصلي را با فيلتر پايين گذر ايده آل بازيابي كرد. تعبير حوزة زمان اين روند بازسازي ايده آل را درون يـابي  

تر پايين گذر به كار مي رود و ديگر درون يابي حـوزه زمـان دقيـق    ايده آل محدود باند مي نامند. در عمل تقريبي از فيل
نيست. در بعضي موارد روش هاي درون يابي ساده اي چون نگهدار رتبه صفر يا ديگـر درون يـابي خطـي (نگهـدار رتبـه      

  يك) كافي است.
مـي گويـد باشـد)، سـيگنال      اگر نمونه برداري كند باشد (يعني فركانس نمونه برداري كمتر از آنچه قضية نمونه بـرداري 

بازيابي شده توسط درون يابي ايده آل محدود باند نوعي اعوجاج موسوم به اختلاط فركانسـي دارد. در بسـياري از مـوارد    
بايد آهنگ نمونه برداري آنقدر بزرگ باشد كه اختلاط فركانسي پيش نيايد. ولي مثال هاي مختلفي نيـز وجـود دارد كـه    

  كانسي استفاده مي شود، مثل استرويوسكپي.در ان ها از اختلاط فر
نمونه برداري كاربردهاي مهمي دارد. يك دستة مهم از كاربردهـا آن هـايي هسـتند كـه بـراي پـردازش سـيگنال هـاي         

  پيوسته در زمان به كمك سيستم هاي گسسته در زمان از نمونه برداري استفاده مي كنند.
پيوسته در زمان و گسسـته در زمـان يكـي اسـت. در حالـت گسسـته در        نظرية اساسي نمونه برداري براي سيگنال هاي

زمان مفهومي به نام استخراج وجود دارد كه در ان مقادير متساوير الفاصلة سيگنال اصـلي اسـتخراج مـي شـود. تفـاوت      
مقـادير   نمونه برداري و استخراج اين است كه در نمونه برداري مقادير بين نمونـه هـا صفرسـت، ولـي در اسـتخراج ايـن      

مياني به كلي حذف مي شـوند، يعنـي نـوعي فشـردگي زمـاني حاصـل مـي شـود. مفـاهيم اسـتخراج و درون يـابي در            
كاربردهاي مهمي از سيگنال ها و سيستم ها، از جمله سيستم هاي مخابراتي، ضبط صدا به صورت ديجيتـال، تلويزيـون   

  با تصوير عالي، و غيره مورد استفاده قرار مي گيرد.



  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
WWW.SANJESH.IR      »403«    

   
   

  ستم هاي مخابراتيسي

  مقدمه 5-0

سيستم هاي مخابراتي در دنياي جديد نقشي كليدي در انتقال اطلاعات بين افراد، سيستم ها، و كامپيوترهـا بـازي مـي    
كند. به طور كلي در تمام سيستم هاي مخابراتي اطلاعات ابتدا توسط فرستنده يا مـدولاتور پـردازش شـده، بـه صـورتي      

ي كانال مخابراتي درمي آيد. سپس در گيرنده سيگنال با پردازش مناسـبي بازيـابي مـي شـود.     مناسب براي ارسال بر رو
اين پردازش به دلايلي چند لازم است.اول اين كه در بسياري از موارد بـراي كانـال مخـابراتي گسـترة فركانسـي خاصـي       

ه انتقال ناممكن است يا باعـث افـت   وجود دارد كه انتقال سيگنال در آن به خوبي صورت مي گيرد، و در خارج آن گستر

در جو به سرعت تضـعيف   شديد كيفيت مخابره مي شود. مثلاً سيگنال هاي گيترة شينداري 

مي شوند. ولي سيگنال هاي گستره هاي فركانسي بالاتر تا مسافت هاي بسيار طولاني منتشر مي شوند. پـس در انتقـال   
موسيقي در كانالي كه انتقال در آن اساساً بـه صـورت انتشـار در جـو صـورت مـي        سيگنال هاي شينداري چون گفتار و

  گيرد، فرستنده ابتدا سيگنال را با پردازش مناسب به سيگنالي با فركانس بالاتر تبديل مي كند.
 بسياري از مفاهيم و روش هاي پي ريزي شده در فصول اوليه اين كتاب نقش محوري در تحليل و طراحي سيستم هـاي 
مخابراتي دارند. مانند هر مفهوم ديگري كه كاربردهاي گسترده و مهمي دارد، مسائل جزيي فراواني نيـز وجـود دارد كـه    
در موردشان كتاب هاي بسيار خوبي نوشته شده است و ما تعدادي از آن ها را در كتابنامـة آخـر كتـاب درج كـرده ايـم.      

تر از حد اين كتاب است، ولي با اطلاعات پايه اي كسـب شـده در   گرچه تحليل كامل و مفصل سيستم هاي مخابراتي فرا
  فصول قبلي آماده ايم كه اصول پايه اي و مباحث اصلي طراحي و تحليل اين سيستم ها آشنا شديم.

به طور كلي فرايند گنجاندن سيگنال حاوي اطلاعات در سيگنالي ديگر را مدولاسيون مي نامنـد. اخـذ سـيگنال حـاوي     
لاسيون نام دارد. چنانچه خواهيم ديد روش هاي مدولاسيون علاوه بر آن كه امكان گنجاندن اطلاعات را بـر  اطلاعات دمو

روي سيگنالي كه انتشار مؤثرتري دارد فراهم مي كنـد، ايـن امكـان را نيـز مـي دهـد كـه چنـد سـيگنال داراي طيـف           
  مي نامند.همپوشان از طريق يك كانال انتقال يابند، اين مفهوم را مالتي پلكس 

روش هاي مختلفي براي مدولاسيون وجود دارد و به كار مي رود، و در اين فصل چند روش مهمتر را بررسي مـي كنـيم.   

پايه گذاري شده اند، در ايـن نـوع مدولاسـيون سـيگنالي كـه       يك دستة بزرگ از روش هاي مدولاسيون دامنه يا 
يگري را تغيير مي دهد. يك شكل بسيار متداول مدولاسـيون دامنـه مدولاسـيون    قصد انتقالش را داريم دامنة سيگنال د

، به همراه مفهوم مرتبط مالتي پلكس فركـانس بـه تفصـيل     4-5تا  1-5دامنة سيسنوسي است كه آن را در بخش هاي 

كـار دارنـد، در بخـش     با مدولاسيون دامنة سيگنال پالسي سـر و  بررسي مي كنيم. ديگر دستة مهم سيستم هاي 
 7-5اين شكل مدولاسيون را بـه همـراه مفهـوم مـالتي پلكـس زمـاني بررسـي مـي كنـيم. در بخـش            6-5و  5-5هاي 

مدولاسيون متفاوتي موسوم به مدولاسيون فركانس سيسنوسي را بررسي مي كنيم كـه در آن سـيگنال حـاوي اطلعـات     
  د.براي تغيير فركانس يك سيگنال سينوسي به كار مي رو

تمام تاكيد بر سيگنال هاي پيوسته در زمان است، زيرا اكثر محيط هاي انتقال را بهترسـت سيسـتم هـاي     7-5تا بخش 
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پيوسته در زمان به حساب آورد. بچولي براي سيگنال هاي گسسته در زمان نيز مي توان روش هاي مشابهي پـي ريخـت   
برخـي ايـده هـاي     8-5ميت عملي فراوانـي دارد. در بخـش   و در نظر گرفتن مفاهيم مدولاسيون چنين سيگنال هايي اه

  مربوط به مخابرات سيگنال هاي گسسته در زمان را در نظر خواهيم گرفت.

  مدولاسيون دامنة نمايي مختلط و سينوسي 5-1

مفهوم مدولاسيون دامنه سيسنوسي اساس بسياري از سيستم هـاي مخـابراتي اسـت. در ايـن مدولاسـيون دامنـة يـك        

ضـرب (مدولـه) مـي شـود.      در سيگنال حاوي اطلاعات  نمايي مختلط با يك سيگنال سينوسي، سيگنال 

را سـيگنال حامـل مـي نامنـد. پـس سـيگنال مدولـه شـدة          را سيگنال مدوله كننده و سيگنال  سيگنال 

  حاصلضرب دو سيگنال است. 

  
گفتيم هدف اصلي در مدولاسيون ايجاد سيگنالي است كه گسترة فركانسي اش براي مخـابره   0-5انطور كه در بخش هم

بر روي كانال مورد استفاده مناسب باشد. مثلاً در سيستم هاي تلفن انتقال راه دور توسط امواج ميكروويو يـا مـاهواره اي   

است، ولي دستگاه هاي ميكروويو سـيگنال هـايي    تا  صورت مي گيرد. گسترة فركانسي صداي افراد 

را منتقل مي كننـد، و مـاهواره هـا در گسـتره فركانسـي چنـد صـد مگـاهرتز تـا           تا  در گسترة 

 ـ   ه ايـن فركـانس هـاي بـالا     كار مي كنند. پس براي انتقال روي اين كانال ها اطلاعات سيگنال گفتار بايـد ب
منتقل شود. همانطور كه در اين بخش مي بينيم مدولاسيون دامنه سينوسي ايت انتقـال فركانسـي را بـه روشـي بسـيار      

  ساده صورت مي دهد.

  مدولاسيون دامنه با حل نمايي مختلط 5-1-1

  به شكل زيرست  مدولاسيون دامنل سينوسي دو شكل متداول دارد، در يكي سيگنال حامل نمايي مختلطي 

)5-1  (                 
  و در ديگري سيگنال حامل سينوسي و به صورت زيرست

)7-2  (                ccttc   cos  
را فركانس حامل مي نامند ابتدا شكل اول را در نظر مي گيـريم و بـراي سـهولت فـرض مـي       cدر هر صورت فركانس 

  به صورت زير باشد.   y(t)تا سيگنال مدوله شده  0cكنيم 

)7-3  (                 tcjetxty   
) و با نشان دادن تبديل فوريه 5-4طبق خاصيت ضرب (بخش      txtytc با  ,,      jXjYjC   داريم .   ,,

)7-4  (                 


 jCjXjY *
2

1
  

  ) باشد آنگاه  1-5سيگنال نمايي مختلط معادله ( c(t)اگر 
)7-5  (                cjC   2  
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  پس  

)7-6  (                cjjXjY    
انتقـال جابجـا شـده     cهمان طيف ورودي است كه به اندازه فركـانس حامـل    y(t)بنابراين طيف خروجي مدوله شده 

(الف)  1-5است مثلاً اگر مطابق شكل  jX   محدود باند و بالاترين فركـانس آنM     باشـد (يعنـي پهنـاي بانـد آن

M2  طيف خروجي jY  (ج) است.   1-8به صورت شكل  

 

  حامل نمايي مختلط در حوزه فركانس:: اثر مدولاسيون دامنه با 1-5شكل 

ــده     ــه كنن ــيگنال مدول ــف س ــف) طي ال tx  ــل ــف حام ؛ ب) طي  tcjetc    ــده ــه ش ــيگنال مدول ــف س ؛ ج) طي

    tcjetxty   
: تحقق مدولاسيون دامنه با حامل نمايي مختلط 2-5شكل   )( ctcjetc    

tدر نمايي مختلط  y(T)را با ضرب  x(t)) پيداست كه مي تواند 3-5از معادله (
cje    از سيگنال مدوله شده بازيابي مـرد

  يعني  

)5-7  (                 t
cjetytx   

اين كار در حوزه فركانس معادله انتقال طيف سيگنال مدوله شده به عقب و در محل اوليه خودش است فرآينـد بازيـابي   
  دبنال خواهيم كرد.   2-5سيگنال اصلي از سيگنال مدوله شده را دمدولاسيون مي نامند اين موضوع را در بخش 

tچون 
cje  ) را مي توان به صورت زير بازنويسي كرد.  3-8سيگنال مختلطي است معادله (  

)5-8  (                  t
c

t
c tjxtxty  sincos   
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حقيقي دو ضرب كننده و دو سيگنال حامل سينوسي با اختلاف فـاز   x(t)) با 8-5) يا (7-5ساختن معادله (
2

   بـه ازاي

c(t) ) ربرد نمونه اي را معرفـي مـي كنـيم كـه در آن بـه كـار بـردن        كا 4-5) نشان داده شده است در بخش 1-5معادله

با دو حامل سينوسي داراي اختلاف فاز  2-5سيستمي مانند شكل 
2

   .مزايايي به همراه دارد  

  مدولاسيون دامنه با حامل سينوسي  5-1-2

ساده تر و به همان كـار آمـدي حامـل نمـايي      )2-5در وضعيتهاي بسياري استفاده از حامل سينوسي به صورت معادله (
تنهـا يكـي از بخشـهاي حقيقـي يـا       2-5مختلط است در واقع استفاده از حامل سينوسي معادل اين است كه در شـكل  

  سيستمي با حامل سينوسي را نشان مي دهد.   3-5موهومي خروجي را نگه داريم. شكل 
) را مي توان با روشي مشـابه روش بـالا تحليـل كـرد بـار      2-5دله (اثر مدولاسيون دامنه با حامل سينوسي به صورت معا

  در اين صورت طيف سيگنال حامل عبارت است از   0cديگر براي سهولت فرض مي كنيم 
)5-9  (            ccjC    

  ) داريم  4-7و بنابراين طبق معادله (

)5-10  (            cc jjXjjXjY  
2

1  

  
  : مدولاسيون دامنه با حامل سينوسي3-5شكل 
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: اثر مدولاسيون دامنه با حامل سينوسي در حوزه فركانس: الف) طيف فركانس مدوله كننده 4-5شكل  tx ؛ ب) طيف حامل
  tCostc c؛ ج) طثيف سيگنال مدوله شده  

به ازاي  jX ) (الف) 4-5شكل (y(t)  (ج) است توجه كنيد كه در اين حالت هـم حـول    4-5به صورت شكلc 
بازيابي كرد كـه   y(t)را از  x(t)گونه اي از طيف سيگنال اصلي وجود دارد پس تنها به شرطي مي توان  cو هم چون

cM   نصورت دو طيف روي هم مي افتند در مورد حامل نمايي مختلط كـه تنهـا يـك نمونـه طيـف      زيرا در غير اي
ديـديم در مدولاسـيون دامنـه بـا حامـل نمـايي        1-1-5قرار مي گيرد چنين نيست در واقع چنانچه در بخش cحول 

tبازيافت به اين منظـور بايـد طيـف را بـا ضـرب در       cبه ازاي هر مقدار  y(t)را از  x(t)مختلط هميشه مي توان 
cje  

نشان مـي دهـد بـه ازاي     4-5) به محل اصلي اش بر گرداند ولي براي حامل سينوسي چنانچه شكل 7-5مطابق معادله (

Mc   دو نمونه طيف jX  5-5شكل روي هم مي افتند   jY   2را بـه ازاي/Mc       نشـان مـي دهـد
در  x(t)واضح است كه تكرار طيف  jY  مشاهده نمي شود بنابراين نمي توانx(t)  را ازy(t)   .به دست آورد  

  

tCos: مدولاسيون دامنه سينوسي با حامل 5-5شكل  c  2به ازاي/Mc   ؛ ب) طيف سيگنال مدوله شده 
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  سينوسي  AMدمدولاسيون 5-2

توسط فرآيند دمدولاسيون بازيابي مي شود در اين بخـش فرآينـد دمدولاسـيون     x(t)در گيرنده سيگنال حاوي اطلاعات 
م بـراي دمدولاسـيون دو روش متـداول    را براي دمدولاسيوندامنه سينوسي معرفي شده در بخش پيش بررسي مـي كنـي  

مورد بحـث قـرار مـي دهـيم ايـن       1-2-5ان را دارند روش اول را در بخش وجود دارد كه هر كدام مزايا و معايب خودش
 -2-2-5فرايند را دمدولاسيون همزمان مي نامند و در آن فرستند و گيرنده از لحاظ فاز همزمـان مـي شـوند در بخـش     

  دولاسيون ناهمزمان را معرفي مي كنيم.  روش ديگري مرسوم به دم

  دمدولاسيون همزمان  5-2-1

Mcدمدولاسيون سيگنتلي كه با حاصل سينوسي مدوله شده است به ازاي      به روشي سر راست صورت مي يگـرد
  سيگنال زير را در نظر بگيريد.  

)5-11  (                 t
ctxxy cos  

با همان حاصل سينوسـي و گذرانـدن سـيگنال حاصـل از فيلتـر       y(t)بر مي آيد با دمدولاسيون  23-4مثال چنان كه از 
  پايين گذر مي توان سيگنال اصلي را به دست آورد براي پي بردن به اين مطلب فرض كنيد.  

)5-12  (                 t
ctytw cos  

و  2بينيم كه با بكار بردن يك فيلتـر پـايين گـذر ايـده آل بـا بهـره      را نشان مي دهد و مي  w(t) , y(t)طيف  6-8شكل 
Mcوكوچكتر از Mفركانس قطع بزرگتر از   2  مي توانx(t)  را ازw(t)    بازيافت پاسخ فركانسي فيلتر پـايين گـذر

  (ج) با خط چين نشان داده شده است.   6-5در شكل 

  
با حامل سينوسي: الف) طيف سيگنال مدوله شده؛ ب) طيف سيگنال  دمدولاسيون سيگنال مدوله شده با دامنه: 6-5شكل 

حامل؛ ج) طيف حاصلضرب سيگنال مدوله شده و حامل خط چين ژاسخ فركانسي فيلتر ژايين گذر به كار رفته براي استخراج 
  سيگنال اصلي را نشان مي دهد.
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را مي توان به روش جبري زيـر نشـان داد از    y(t)) و فيلتر پايين گذر براي دمدولاسيون 12-5مبناي استفاده از معادله (

  ) نتيجه مي شود كه  12-5) و (11-5معادله (
    t

ctxtw 2cos  

  با استفاده از اتحاد مثلثاتي زير  
22 2cos

2

1

2

1
cos c

t
c    

  را به اين صورت نوشت   w(t)مي توان 

)5-13  (                  22cos
2

1

2

1
ctxtxtw   

مجموع دو جمله است يكي نصف سيگنال اصلي و ديگري هم نصف سيگنال اصـلي كـه توسـط حـاملي بـا       w(t)بنابراين 
(ج) مشخص شده اند به كار بـردن فيلتـر پـايين گـذر      6-5مدوله شده باشد هر دو جمله در طيف شكل  c2فركانس 

  ) و حذف جمله دوم آن متناظر است.  13-5جمله اول سمت راست معادله (با نگه داشتن  w(t)براي 

  
  (راست) : سيستمي براي دمدولاسيون با استفاده از حامل نمايي مختلط : الف) مدولاسيون؛ ب) دمدولاسيون7-5شكل 

لاسيون فركانس : مدولاسيون ودمدولاسيون دامنه با حامل سينوسي : الف) سيستم مدولاسيون؛ ب) سيستم دمدو8-5شكل 
Mcبزرگتر از   Mاز  CDwقطع فيلتر   2 .(چپ) كوچكترست  

سيسـتم دمدولاسـيون و    8-5سيستم دمدولاسيون و دمدولاسيون دامنه بـا حامـل نمـايي مخـتلط و شـكل       7-5شكل 
هد در اين شكلها حالت كلي تري را نشان داده ايـن كـه در آن هـر حامـل     دمدولاسيون با حامل سينوسي را نشان مي د

  بررسي مي شود.   21- 5سرراست است ودرمسئله cهستنداصلاح تحليل پيش براي منظوركردن cنمايي مختلط و سينوسي داراي فاز 
كه سيگنال دمدولاسيون از لحاظ فـاز بـا سـيگنال مدولـه كننـده       فرض شده است 8-5و  7-5در سيستمهاي شكلهاي 

همزمان است به همين دليل اين فرآيند را دمدولاسيون همزمان مي نامند ولي اكنون فرض كنيد مدولاتور و دمـدولاتور  
  باشد داريم.   cدمدوله كننده  و فاز حامل cهمزمان نيستند براي حامل نمايي مختلط اگر فاز حامل مدوله كننده 

)5-14(                  txety c
t
cj    

)5-15  (                  tyetw c
t
cj    

  و در نتيجه  
)5-16  (                  txetw ccj    
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ccپس به ازاي   , w(t) صي كه يك ضريب مختلط دارد براي حالت خاx(t)  ، مثبت است   twtx    و بنـابراين

x(t)   .را مي توان با گرفتن اندازه سيگنال دمدوله شده به دست آورد  
ccبه ترتيب با  9-5براي حامل سينوسي فاز حاملهاي مدوله كننده و مدوله كننده را مطابق شكل   نشان مي دهـيم   ,

  لتر پايين گذر عبارت است از  اكنون ورودي في

)5-17  (                  c
t
cc

t
ctxtw   coscos  

  و با استفاده از اتحاد مثلثاتي  

)5-18  (              cc
t
cccc

t
cc

t
c   2cos

2

1
cos

2

1
coscos  

  به دست مي آوريم  

)5-19  (                  cc
t
ccc txtxtw   2cos

2

1
cos

2

1  

و ضريب دامنه  X(t)ودراين صورت خروجي فيلتر پايين گذر حاصل ضرب  cc  cos   است اگر نوسانسازهاي مدولـه
ccكننده و دمدوله كننده همفاز باشند     و خروجي فيلتر پايين گذر استx(t)        اسـت بـر عكـس اگـر اخـتلاف فـاز

سانسـازها بايـد همفـاز    باشد خروجي صفر است به طور كلي براي ماكزيمم بودن سـيگنال خروجـي نو   /2نوسانسازها 
باشند مهمتر اين است كه رابطه فاز دو نوسانساز بايد ثابت بماند تا ضـريب دامنـه    cc  cos      تغييـر نكنـد ايـن امـر

مستلزم همزماني دقيق نوسانسازهاي مدوله كننده و دمدوله كننـده اسـت امـري كـه در عمـل مخصوصـاً هنگـامي كـه         
دمدوله كننده دور از هم قرار دارنـد كـاري مشـكل اسـت اثرهـاي ايـن همزمـاني و نيـاز بـه           سيستمهاي مدوله كننده و

  به تفصيل بررسي خواهد شد.   23-5همزماني فركانسي مدولاتور و دمدولاتور علاوه بر همزماني فاز در مسئله 

  
نده ودمدوله كننده همزمان : مدولاسيون و دمدولاسيون دامنه سينوسي كه در آن سيگنال هاي حامل مدوله كن9-5شكل 

  نيستند؛ الف) مدوله كننده؛ ب) دمدوله كننده
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: يك سيگنال مدوله شده دامنه كه سيگنال مدوله كننده آن مثبت است و منحني خط چين سيگنال مدوله شده را 10-5شكل 

  نشان مي دهند.

  دمدولاسيون ناهمزمان  5-2-2

نوسي روند دمدولاسيون ديگري موسوم به دمدولاسـيون ناهمزمـان بـه    در بسياري از سيستمهاي دمدولاسيون دامنه سي
هميشه مثبـت و فركـانس    x(t)كار مي رود كه در آن همزماني مدوله كننده و دمدوله كننده لازم نيست فرض كنيد كه 

را بـه هـم    y(t)) خيلي بزرگترسـت در ايـن قلـه هـاي     (يعني بزرگترين فركانس سيگنال مدوله كننده Mاز cحامل 
است بنابراين با استفاده از سيستمي كه بـراي اسـتخراج پـوش ايـن قلـه هـا را        x(t)وصل مي كند تقريب قابل قبولي از 

(الـف) يـك    11-5را تقريباً بازيابي كرد چنين سيستمي را آشكار ساز پوش مي نامند در شكل  x(t)دنبال كند مي توان 
ار ساده نشان داده شده است كه به صورت آشكارساز پوش عمل مي كند معمولاً بعد از ايـن مـدار يـك فيلتـر پـايين      مد

  (ب) در خروجي آشكارساز پوش وجود دارد حذف شود.   11-5گذر گذاشته مي شود تا تموجهايي كه مطابق شكل 

  
زي پوش با استفاده از يكسوساز نسيم موج؛ ب) شكل : مدولاسيون با آشكارساز پوش: الف) مداري براي آشكارسا11-5شكل 

موج هاي مربوط به آشكارساز پوش؛ (الف):  tr  ،سيگنال يكسو شده نيم موج tx  پوش واقعي و tw  پوش به ست آمده از
مدار الف است. در اين شكل رابطه  tx  و tw  با اغراق رسم شده تا اختلافشان نمايانتر باشد. در سيستم هاي دمدولاسيون

ناهمزمان واقعي معمولا  tw .از آنچه در اين شكل نشان داده شده است بسيار بهترست  
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  لاسيون ناهمزمان: مدوله كننده براي يك سيستم مدولاسيون / دمدو12-5شكل 

آهسته تغيير كنـد تـا   cمثبت باشد و در مقايسه با x(t)دو فرض اساسي لازم براي دمدولاسيون ناهمزمان اين است كه 
كـه بزرگتـرين    (RF)بتوان پوش را به آساني دنبال كرد مثلاً درانتقال سيگنالهاي شنيداري در كانـال فركـانس راديـويي    

، و20kHzتا  15kHz، نوعاً  x(t)جود در فركانس مو 2/c 500درگسترهkHz  2تاMHz   است شرط دوم برآورده مـي
يا تغيير ساده مدولـه كننـده بـه     x(t)را مي توان با افزودن مقدار ثابت مناسبي به  x(t)شود شرط اول يعني مثبت بودن 

را به آساني مـي   x(t)است و  x(t)+Aي آشكار ساز پوش تقريبي از برآورده كرد در اين صورت خروج 12-5صورت شكل 
  توان از آن به دست آورد.  

هميشه مثبت باشـد فـرض كنيـد     x(t)+Aآنقدر بزرگ باشد كه  Aدر استفاده از آشكار سازپوش براي دمدولاسيون بايد 

K  ماكزيمم دامنهx(t)  است يعني  ktx  راي مثبت بودنx(t)+A   بايد داشته باشـيمA>K    را شـاخص مدولاسـيون

m  5خروجي مدوله كننده شـكل   13-5مي نامند بيان اين نسبت بر حسب درصد درصد مدولاسيون نام دارد در شكل-
  ) نشان داده شده است.  %100(مدولاسيون  m=1) و %50(مدولاسيون  m=0/5سينوسي و  x(t)به ازاي  12

  
شاخص  ؛ ب)5.0mبه ازاي الف) شاخص مدولاسيون  12-5لاسيون دامنه شكل : خروجي سيستم مدو13-5شكل 

  1mمدولاسيون 
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طيفهاي مربوط به سيگنال مدوله شده بـا اسـتفاده از دمدولاسـيون همزمـان و دمدولاسـيون ناهمزمـان        14-5در شكل 

tيك مولفه اضـافي   12-5ي مدوله كننده ناهمزمان شكل مقايسه شده اند مخصوصاً توجه كنيد كه خروج
cA cos  دارد

(ج) به صورت ضربه هـايي   14-5كه در سيستم همزمان نه وجود دارد و نه وجودش لازم است اين مولفه در طيف شكل 
ccدر    شـاخص مدولاسـيون    Aبـا كـاهش    Kده نشان داده شده است. اگر ماكزيمم دامنه سيگنال مدولـه كنن ـ  ,

افزايش و مقدار نسبي حامل موجود در خروجي مدوله شده كاهش مي يابد چون مولفه حامل موجود د خروجـي حـاوي   
اطلاعات نيست حضور آن كاهش بازده (مثلاً از لحاظ توان لازم براي انتقال سيگنال مدوله شده) را نشان مـي دهـد و در   

نيم شاخص مدولاسيون را بزرگ كنيم از طرف ديگر هر چه شاخص مدولاسيون كـوچكتر شـود   نتيجه بهترست تا مي توا
بهتر مـي شـود    x(t)در دنبال كردن پوش و بيرون كشيدن  11-5توانايي آشكار سازپوش ساده اي مثل آشكار ساز شكل 

  بايد مصالحه اي صورت گيرد.  بنابراين بين بازده سيستم از لحاظ توان خروجي مدولاتور و كيفيت سيگنال دمدوله شده 
مزايـا و   8-5در مقايسه با سيستم همزمان شـكل   12-5و  11-5دمدولاسيون ناهمزمان شكلهاي  –سيستم مدولاسيون 

معايبي دارد سيستم همزمان دمدولاتور پيچيده تري نياز دارد زيرا نوسانساز آن بايد از لحاظ فركانس و فاز بـا نوسانسـاز   
د از طرف ديگر مدولاتور ناهمزمان براي ارسال توان بيشتري مـي خواهـد زيـرا بـراي درسـت كـار       مدولاتور همزمان باش

كردن اشكار ساز پوش ، پوش بايد مثبت باشد، يا به عبارت ديگر در سيگنال ارسالي بايد مولفه حامل نيـز وجـود داشـته    
گيرنـده هـا (دمـدولاتورها) متعددنـد و بايـد      باشد اين روش غالباً در مواردي چون بخش راديو ترجيح داده مي شود زيرا 

هزينه ساختشان كم باشد هزينه اضافي ناشي از توان اضافي با صرفه جويي صرورت گرفتـه در گيرنـده هـا جبـران مـي      
شود ولي در مواردي كه توان ارسالي در درجه اول اهميت قرار دارد مثل مخابره ماهواره اي هزينه ساخت گيرنـده هـاي   

  ه تر توجيه پذيرست.  همزمان پيچيد

  
: مقايسه طيف هاي سيستم هاي مدولاسيون دامنه سينوسي همزمان و ناهمزمان: الف) طيف سيگنال مدوله كننده؛ 14-5شكل 

ب) طيف   cCostx   كه سيگنال مدوله شده سيستم همزمان را نشان مي دهد؛ ج) طيف   tCosAtx c  كه
 ده سيستم ناهمزمان را نشان مي دهد.سيگنال مدوله ش
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  مالتي پلكس فركانسي  5-3

بسياري از سيستمهايي كه براي انتقال سيگنال به كار مي روند پهنـاي باندشـان از پهنـاي بانـد لازم بـراي انتقـال يـك        
لازم بـراي  سيگنال بزرگترست براي مثال پهناي باند يك رابط ميكروويو چند گيگاهرتزسـت ايـن پهنـاي بانـد از مقـدار      

انتقال يك كانال صدا بسيار بزرگترست اگر با مدولاسيون دامنه سينوسي سيگنالهاي صدا كه طيفشـان همپوشـاني دارد   
به فركانسهاي بالاتر منتقل شوند به نحوي كه طيف سيگنالهاي مدوله شده همپوشاني نداشته باشند مي توان آنهـا را بـه   

چگـونگي   15-5 مي نامنـد شـكل   (FDM)ين مفهوم را مالتي پلكس فركانسيطور همزمان روي يك كانال مخابره كرد ا
  متالتي پلكس با حامل سينوسي را نشان مي دهد.  

طيـف كانالهـا و    16-5سيگنالهاي مدوله شده با هم جمع شده به طور هزمان روي يك كانـال ارسـال مـي شـود شـكل      
سپس هر سيگنال ورودي به بخش فركانسـي مجزايـي    سيگنال مالتي پلكس شده مركب را نشان مي دهد در اين فرآيند

منتقل مي شود براي بازيابي هر سيگنال در فرآيند دي مـالتي پلكـس دو گـام اساسـي بـراي لازم اسـت عبـور از فيلتـر         
ميانگذر براي استخراج سيگنال مدوله شده كانال مورد نظر، و دمدولاسيون براي بازيابي سـيگنال اصـلي ايـن فرآينـد در     

  نشان داده شده است مدولاسيون همزمان فرض شده است.   aبراي بازيابي كانال  17-5شكل 

  
  : مالتي پلكس فركانسي با استفاده از مدولاسيون دامنه سينوسي15-5شكل 
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  15-5: طيف هاي متناظر با سيستم مالتي پلكس فركانسي شكل 16-5شكل 

سـي اسـت ارسـال سـيگنال از طريـق جـو در بانـد فركـانس         مخابرات تلفني يكي از كاربردهاي مهم مالتي پلكـس فركان 
يك نمونه ديگرست، در ايالات متحده استفاده از فركانسـهاي راديـويي بـراي ارسـال سـيگنال در گسـتره        (RF)راديويي 
10kHz  275تاGHz        توسط كميسيون مخابرات فدرال كنترل مي شود و بخشـهاي مختلـف ايـن گسـتره فركانسـي بـه

تقسيم بندي فعلي را نشان مي دهد مطابق ايـن گسـتره فركانسـي     18-5ختصاص يافته است شكل منظورهاي مختلف ا
مدولاسـيون دامنـه سينوسـي اسـت بـه هـر يـك از         AMاختصاص يافتـه اسـت منظـور از     AMبه پخش  1MHzحول 

مـي تواننـد بـه    اختصاص داده شده است و بنابراين چندين ايسـتگاه   AMايستگاههاي راديويي فركانسهاي خاصي از باند
خاطر اين مالتي پلكس فركانسي به طور همزمان برنامه پخش كنند در گيرنده مي توان به صـورت نشـان داده شـده در    

با دي مالتي پلكس و دمدولاسيون هر يـك از ايسـتگاههاي راديـويي را برگزيـد پـيچ تنظـيم گيرنـده هـم          17-5شكل 
دمـدولاتور را كنتـرل مـي كنـد در واقـع در پخـش راديـويي از         فركانس مياني فيلتر ميان گـذر و هـم فركـانس نوسـاز    
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-5مدولاسيون و دمدولاسيون ناهمزمان استفاده مي شود تا گيرنده ساده و ارزان باشد به علاوه دي مالتي پلكس شـكل  
ت و بـه  به يك فيلتر ميان گذر تيز با فركانس مياني تغيير نياز دارد ساخت فيلترهاي فركانس گزين متغير مشكل اس 17

كـه در  [همين دليل يك فيلتر ثابت و يك طبقه مياني متشكل از يك سيستم مدولاسيون و يك فيلتر بـه كـار مـي رود    
كاربرد مدولاسيون بـراي لغزانـدن طيـف در مقابـل يـك فيلتـر        ]مي نامند (IF)گيرنده راديو آن را طبقه فركانس مياني 

مـورد بحـث قـرار     1-5-4كار مي رود، شبيه روشي است كه در بخـش   ميانگذر ثابت كه به جاي فيلتر ميانگذر متغير به
در نظـر گرفتـه    36-8گرفت اين كار در راديوهاي خانگي انجام مي شود برخي جزييات مربوط بـه ايـن روش در مسـئه    

  شده است.  

  
  : دي مالتي پلكس و دمدولاسيون سيگنال مالتي پلكس شده فركانسي.17-5شكل 

طيـف هـر سـيگنال هـم در      15-5ن مـي دهـد، در سيسـتم ملتـي پلكـس فركانسـي شـكل        نشا 16-5چنان كه شكل 
فركانسهاي منفي و هم در فركانسهاي مثبت تكرار مي شود بنابراين سيگنال مدوله شده دو برابـر پهنـاي بانـد سـيگنال     

كل ديگـري از  اصلي را اشغال مي كند پس پهناي باند به طور موثر مـورد اسـتفاده قـرار نمـي گيـرد در بخـش بعـد ش ـ       
به نحو مـوثرتري  مدولاسيون دامنه را در نظر مي گيريم كه در آن به قيمت سيستم مدولاسيون پيچيده تر از پهناي باند 

  استفاده مي شود.  

  مدولاسيون دامنه تك كنار باندي 5-2

گـرفتن فركانسـهاي   با در نظر  x(t)پهناي باند كلي سيگنال  1-5در سيستم هاي مدولاسيون دامنه مورد بحث در بخش 
است با اسـتفاده از حامـل نمـايي مخـتلط      x(t)  ،Mاست حال آنكه بالاترين فركانس موجود در  M2مثبت و منفي 

اسـت البتـه سـيگنال     M2منتقل مي شود و پهناي باندي كه در آن انرژي وجود دارد همچنان  cاين طيف به حول 
منتقـل و در نتيجـه پهنـاي     - c+ و هـم بـه   cمدوله شده مختلط است ولي با حامل سينوسي طيف سيگنال هم به 

ود دارد با استفاده از روشي موسـوم  باند دو برابر مي شود پس در سيگنال مدوله شده با حامل سينوسي اطلاعات زائد وج
  به مدولاسيون تك كنار باندي مي توان اين اطلاعات زائد را حذف كرد.  

(الف) نشان داده شده و آن مولفه هاي فركانسي مثبت و منفي بـه نحـو متفـاوتي هاشـور زده      19-5در شكل  x(t)طيف 
يون بـا حامـل سينوسـي اسـت و مـي بينـيم كـه        (ب) طيف حاصل از مدولاس ـ 19-5شده تا از هم متمايز شوند. شكل 

(الـف) و (ب) نشـان    19-5يك كنار باند بالا و يك كنار باند پايين دارند مقايسه شـكلهاي   -c+ و  cبخشهاي حول 
را به دست آوريـم اگـر     (X، هم مي توانيم (مي دهد كه اگرتنها باندهاي بالا (يا تنها كنار باندهاي پايين) را نگه داريم
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(ج) و اگر تنها كنار بانـدهاي پـايين نگـه داشـته شـوند طيـف        19-5تنها كنار باندهاي بالا نگه داشته شوند طيف شكل 

دسـت آيـد    (ج) يـا (د) بـه   19-5به صورتي كه طيف آن متناظر با شـكل   x(t)(د) به دست مي آيد تبديل  19-5شكل 
(ب) كه در آن هـر دو كنـار بانـد حفـظ      19-5ناميده مي شود در مقابل طيف شكل  (SSB)مدولاسيون تك كنار باندي 

  ناميده مي شود.   (DSB)شده است و مدولاسيون دو كنار باندي 
ده نشـان دا  20-5براي به دست آوردن سيگنال تك كنار باندي روشهاي متعددي وجـود دارد يـك روش كـه در شـكل     

(ب) است تا كنار باند ناخواسته حـذف   19-5شده اعمال فيلتر تيز بالا گذر يا ميان گذر به سيگنال دو كنار باندي شكل 
سيستمي را نشان مي دهـد كـه بـراي حفـظ كنـار       21-5شود در روش دوم از تغيير دهنده فاز استفاده مي شود شكل 

  درجه است كه پاسخ فركانسي آن عبارت است از   90يك شبكه تغيير فاز   H (j(باندهاي پايين طراحي شده است سيستم

)5-20  (           













0,

0,






j

j

jH  

طيفهاي            txtxtytxtyty t
c

t
cp ;cos,sin, 121    5نشان داده شـده اسـت در مسـئله     22-5در شكل-

خواهيم ديد كه براي نگه داشتن كنار باندهاي بالا بايد مشخصه فاز  28 jH   .بر عكس شود  
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j

j
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خواهيم ديد كه دمدولاسيون همزمان سيسـتم هـاي تـك كنـار بانـدي ماننـد دمدولاسـيون همزمـان          29-5در مسئله 
شـتر مدولـه   سيستم دو كنار باندي انجام مي شود بهاي اين افزايش كارايي سيستمهاي تـك كنـار بانـدي پيچيـدگي بي    

  كننده است.  
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: مدولاسيون تك كنار باندي و دو كنار باندي: الف) سيگنال مدوله كننده؛ ب) طيف حامل از مدولاسيون با حامل 19-5شكل 

  سينوسي؛ ج) كنار باندهاي بالا؛ د) كنار باندهاي پايين

سينوسـي بررسـي كـرديم. در     چند نـوع مدولاسـيون دامنـه نمـايي مخـتلط و      4-5تا  1-5به طور خلاصه در بخشهاي 
بايد مقدار ثباتي با سيگنال مدئلـه كننـده اضـافه شـود تـا سـيگنال        2-2-5دمدولاسيون ناهمزمان مورد بحث در بخش 

حاصل هميشه مثبت باشد اين امر باعث مي شود سيگنال حامل به عنوان مولفه اي در خروجي مدوله شده ظـاهر شـود   
ري لازم است ولي در عوض دمدولاتور ساده تر از سيستم همزمان مي طلبد همچنـين  بنابراين براي ارسال آن توان بيشت

مي توان تنها كنار باندهاي بالا يا پايين خروجي مدوله شده را نگه داشت تا از پهناي باند و توان بهتر استفاده شود ولـي  
 AM – DSB/WCي را بـه اختصـار   اين كار مدولاتوري پيچده تر مي خواهد مدولاسيون دامنـه سينوسـي دو كنـار بانـد    

(مدولاسـيون دامنـه دوكنـار     AM-DSB/SC(مدولاسيون دامنه دو كنار باندي/حامل دار) وبـدون حامـل را بـه اختصـار     
  ناميده مي شوند.   AM=SSB/SC,AM-SSB/WSحامل محذوف)مي نامند سيستمهاي متناظر تك كنار باندي به اختصار–باندي

مفاهيم اساسي مدولاسيون دامنه بـود. جزييـات سيسـتم و روشـهاي سـاخت تنـوع       معرفي  4-5تا  1-5هدف بخشهاي 
زيادي دارند و خواننده را به كتابهاي عالي بسياري كه اين موضوع را بيشتر مي شكافند و در كتابنامه نـامبرده شـده انـد    

  رجوع مي دهيم.
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  يده آل: سيستمي براي حفظ كناباندهاي بالا به كمك فيلتر بالاگذر ا20-5شكل 

  
  درجه، كه در آن كنارباندهاي پايين حفظ مي شوند. 90: سيستم مدولاسيون دامنه تك كنار باندي با استفاده از مدار تغيير فاز 21- 5شكل 
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  21-5: طيف هاي سيستم تك كنار باندي شكل 22-5شكل 

  

  مدولاسيون دامنه با حامل قطار پالس  5-5

  مدولاسيون حامل قطار پالس  5-5-1

بخشهاي قبل مدولاسيون دامنه حامل سينوسي را بررسي كرديم در يك دسته مهـم روشـهاي مدولاسـيون دامنـه از      در
چگونگي كار را نشان مي دهـد ايـن نـوع مدولاسـيون دامنـه       23-5قطار پلالس به عنوان حامل استفاده مي شود شكل 

ايـد انتظـار داشـته باشـيم كـه بتـوان سـيگنال        نيست درحالت كلي نب x(t)چيزي جز ارسال قطعه هاي هم فاصله اي از 
محـدود بانـد و    x(t)چنين مـي نمايـد كـه اگـر      7دلخواهي را از اين قطعات بازيابي كرد ولي مفهوم نمونه برداري فصل 

  23-5فركانس تكرار پالس به حد كافي بزرگ باشد شايد بتوان اين كار را كرد. با توجه به شكل 
  )5-22  (             y(t) = x(t) c(t) 

اسـت. اگـر    c(t)وحاصـل  x(t)حاصلضـرب   y(t)يعني سيگنال مدوله شده    jYjXjC تبـديل فوريـه ايـن     ),(,
  سيگنالها باشد با توجه به خاصيت ضرب مي توان نوشت :  

)5-23  (                 


 jCjXjY *
2

1
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  : مدولاسيون دامنه قطار پالس23-5شكل 

متناوب است  Tب با دوره تناو c(t)چون  jC  از ضربه هاي با فاصله يكسانT/2   تشكيل شده است يعني  

)5-24  (                





k

ck kajC ,2   

Tcكه در آن  /2   وa k  ها ضرايب سري فوريهc(t)  عبارت اند از   5-3هستند كه با توجه به مثال  

)5-25  (              
k

k
a c

k 
 2/sin 

  

(الـف) باشـد طيـف سـيگنال      24-5مطـابق شـكل    x(t)(ب) نشان داده شده است اگر طيـف   2-48در شكل  c(t)طيف 
) 24-5) و (23-5(ج) است با توجه به معادلات ( 24-5مطابق شكل  y(t)مدوله شده حاصل  jY    بايد جمـع وزنـدار

بجا شده و جا jX   : باشد  

)5-24  (                





k

ck kjXajy   
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: طيف هاي مربوط به مدولاسيون دامنه قطار پالس: الف) طيف سيگنال محدود باند 24-5شكل  tx ؛ ب) طيف حامل پالس
 tc  مدوله شده ؛ ج) طيف قطار پالس 23- 8شكل ty  

بسـيار شـبيه    y(t)(ج) نشان مي دهـد كـه طيـف     3-7) با شكل 24-7) و شكل (6-7) با معادله (26-5مقايسه معادله (
طيف حاصل از نمونه برداري با قطار ضربه است تنها تفاوت اين دو ضرائب فوريه قطار پـالس و قطـار ضـربه اسـت بـراي      

 23-5شـكل   c(t)هستند،  ولي براي قطار پـالس   T/1به كار برديم تمام ضرائب فوريه برابر  7فصل قطار ضربه اي كه در 
Mc) به دست مي آيند به ازاي 25-5ضرائب سري فوريه از معادله (  2  تكرارهاي jX    روي هم نمـي افتنـد و

را مـي تـوان     x(t)ضاي اين شرط درست مانند نمونه برداري با قطار ضربه اين همان شرط نايكوييست است در صورت ار
  بازيابي كرد.   y(t)به كمك فيلتر پايين گذر از 

سـيگنال متنـاوب دلخـواهي     c(t)توجه كنيد براي بسياري از شكل موجهاي پالسي ديگر نيز همين نتايج صدق اند : اگر 
باشد.  akائب فوريه ) با ضر24-5با تبديل فوريه اي شبيه معادله ( jY    ) اسـت پـس اگـر    26-5بـه صـورت معادلـه (

Mc T  2/2   تكرارهاي jX  روي هم نمي افتند و مي توانيمx(t)    را به كمك فيلتر پايين گذر بـه دسـت
dcaoآوريم به شرطي كه ضريب فوريه  صفر يا خيلي كوچـك   a oخواهيم ديد كه اگر  11-5صفر باشد در مسئله غير  ,

باشد مي توان با فيلتر ميانگذر يكي از  jX   هاي جابجا شده متناظر بـاka     بـزرگ را برگزيـد و يـك سـيگنالAM 
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مـي تـوان روشـهاي     x(t)ن اسـت. بـراي بازيـابي    سـيگنال مدولـه كننـده آ    x(t)سينوسي به دست آورد كـه ضـريبي از   

  را به كار برد.   2-5دمدولاسيون توصيف شده در بخش 

  مالتي پلكس حوزه زمان  5-5-2

براي ارسال همزمان چند سيگنال بر روي يك كانال به كار مـي رود. چنانچـه    مدولاسيون دامنه با حامل قطار پالس غالباً
غيـر صفرسـت در    c(t)تنها مواقعي مقدار دارد كه سـيگنال حامـل    y(t)شده  نشان مي دهد خروجي مدوله 23-5شكل 

دو  25-5مي توان سيگنالهاي ديگري را كه به همين صورت مدوله شده اند ارسـال كـرد شـكل     c(t)زمانهاي صفر بودن 
 ي بـه انـدازه   ثانيه يـك شـكاف زمـان    Tنمايش هم ارز اين فرايند را نشان مي دهد در اين روش به هر سيگنال در هر 

كوچكتر باشد تعداد سيگنال بيشتري را مـي تـوان روي كانـال ارسـال كـرد ايـن       T/اختصاص مي يابد هر چه نسبت
بـه هـر سـيگنال فاصـله فركانسـي       3-5مي نامند در مالتي پلكس فركانسي بخش  (TDM)روش را مالتي پلكس زماني 

تصاص مي يابد ولي در مالتي پلكس زماني هر سيگنال فواصل زماني خاص خود را داراست. بـراي دي مـالتي   مختلفي اخ
از دروازه هاي زمـاني اسـتفاده مـي شـود در ايـن كـار سـيگنال مركـب در زمانهـاي           24-5پلكس سيگنال مركب شكل 

  اختصاص يافته به هر سيگنال به خط مربوط به آن سيگنال وصل مي شود.  

  
  : مالتي پلكس زماني25-5 شكل
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 : (ادامه)25-5شكل 

  مدولاسيون دامنه پالس  5-6

  سيگنال مدوله شده دامنه پالس   5-61

يك قطار پـالس متنـاوب    x(t)يك سيستم مدولاسيون توصيف كرديم كه در آن سيگنال پيوسته در زمان  5-5در بخش 
اختصـاص يابـد در آن مباحـث و در     x(t)ثانيه اي بـه   اف ثانيه يك شك Tرا مدوله ميكرد، و معادل اين بود كه در هر 

بستگي نـدارد   از اين شكاف هاي زماني به اندازه شكافهاي  x(t)ديديم كه امكان بازيابي  7مبحث نمونه برداري فصل 
بـدون اختلاطـي را    x(t)كه بايد از آهنگ نايكوييست بيشـتر باشـد تـا بتـوان     آنها بستگي دارد  T/2بلكه به فركانس 

  لازم است.   x(t)سيگنال  x(nT)بازيابي كرد يعني در واقع تنها ارسال نمونه هاي 
ارسال مي شـود نـه برشـهاي آن دلايـل      x(t)در واقع در سيستمهاي نوين مخابراتي نمونه هاي سيگنال حاوي اطلاعات 

دامنه اي كه مي توان در يك كانال مخابراتي ارسال كرد محدودست بنباراين ارسـال نمونـه هـاي ضـربه     عملي ماكزيمم 
براي مدوله كـردن دامنـه يـك رشـته پـالس بـه كـار مـي رود          x(nT)عملي نيست. به جاي اين كار نمونه هاي  x(t)اي 

 –اي مستطيلي با راهبرد نمونـه بـردار   مي نامند كاربرد پالسه (PAM)سيستم حاصل را سيستم مدولاسيون دامنه پالس 
در لحظـه نمونـه بـرداري برابرسـت توليـد       x(t)و دامنه اي كه با مقدار  نگهدار متناظرست كه در آن پالسهايي با عمر 

را  x(t)را نشان مي دهد در ايـن شـكل منحنـي خـط چـين سـيگنال        PAMشكل موج يك كانال  26-5مي شود شكل 
مـالتي پلكـس زمـاني     5-5را نيز مي توان مانند سيگنالهاي مدوله شده به روش بخش  PAMان مي دهد سيگنالهاي نش

تصوير شده است كه مالتي پلكس زماني سه شكل موج را نشـان مـي دهـد بـراي مشـخص       27-5كرد اين كار در شكل 
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ثابـت هـر چـه عـرض      Tبه ازاي يك زمان تناوب كردن پالسهاي هر كانال هم از هاشور استفاده كرده ايم و هم از شماره 

پالس كوچكتر باشد كانالهاي بيشتري را مي توان مالتي پلكس كرد ولي هر چـه عـرض پـالس كمتـر شـود بايـد ارتفـاع        
  پالسها را زيادتر كرد تا پالس ارسالي انرژي كافي داشته باشد.  

  
 

گنال ، منحني خط چين سيPAM: شكل موج ارسالي يك كانال 26-5شكل  tx .(بالا)را نشان مي دهد  

مالتي پلكس شده. پالس هاي متناظر با هر كانال هم با هاشور و هم با شماره  PAM: شكل موج ارسالي سه كانال 27-5شكل 
3/1مشخص شده است. فاصله بين نمادها  TT  .(پايين)است  

ر انرژي ملاحضات ديگري نيز بايد در مد نظر باشد مي دانيم كه اگر فركانس نمونـه  علاوه ب PAMدر طراحي سيگنالهاي 
را مي توان از روي نمونه هايش بازيابي كرد و بنابراين مي توان اين نمونـه   x(t)برداري از آهنگ نايكوييست بيشتر باشد 

  برد.  ها را براي مدوله كردن دامنه يك رشته پالسي متناوب با شكل دلخواه به كار 
كـه موضـوع بخـش بعـدي     گزينش شكل پالس توسط مسائلي چون فركانس گزيني محيط انتقال و تداخل بين نمادهـا  

  ود.  است تعيين ميش

  PAMتداخل بين نمادها در سيستم هاي  5-6-2

تي توصيف شده در بالا براي جدا كردن كانالها مي توان از شكل موچ مـال  TDMدر سيستمهاي مدولاسيون دامنه پلاس 
 PAMرا در نظر بگيريد كـه از   7-5پلكس شده در زمانهاي مناسب نمونه برداري كرد سيگنال مالتي پلكس زماني شكل 

سه سيگنال      txtxtx 123 و مالتي پلكس آنها تشكيل شده است اگر در زمانهاي مناسب مـثلاً وسـط هـر پـالس از      ,,
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y(t) گنال را از هم جدا كنيم يعني  نمونه بگيريم مي توانيم نمونه هاي سه سي  
)5-27  (  

    ,...6,30 111 TTttAxty   

    ,...6,3, 111112 TTTTTttAxty   

    ,...6,32,2 111113 TTTTTttAxty   

يك ضريب ثابـت اسـت بـه بيـان ديگـر بـا نمونـه بـرداري          Aاست  T/3فاصله بين نمادها و در اينجا برابر  T1كه در آن 
  را به دست آورد.   x2(t)و  x1(t)ده مي توان نمونه هاي مالتي پلكس زماني دريافت ش PAMمناسب از سيگنال 

راهبرد بيان شده در بالا با اين فرض كارايي دارد كه پالسهاي ارسالي در حين انتقال از كانـال مخـابراتي متمـايز بماننـد     
 ـ ويز اضـافه شـده در   ولي در انتقال از هر محيط واقعي پالسها به خاطر اثرهاي فيلتري و نويز اعوجاج مي يابند صد البته ن

كانال، در دامنه نمونه ها خطا وارد مي كند اثر فيلتر كردن ناشي از غير ايده آل بودن پاسخ فركانسي كانال باعث در هـم  
نشـان داده شـده اسـت و     28-8روي پالسها مي شود به نحوي كه پالسها در زمان روي هم مي افتند اين تداخل شـكل  

  د.  تداخل بين نمادها ناميده مي شو
مي تواند از محدوديت پهناي باند يـا پخـش فـاز ناشـي از تـأخير گـروه        27-5درهم روي زماني پالسهاي ايده آل شكل 

را ببينيد) اگر تداخل بـين نمادهـا    1-6مورد بحث قرار گرفت ناشي شود. (به خصوص مثال   2-2-6نابرابر كه در بخش 
بهترست از پالس محدود باند استفاده كرد كه پهناي باند محدود بـر  تنها از محدوديت پهناي باند كانال ناشي شده باشد 

آن اثري نگذارد (يا اثرش اندك باشد) در واقع اگر پاسخ فركانسـي   jH       كانـال در يـك گسـتره فركانسـي عـاري از

اعوجاج باشد (مثلاً اگر در  wjH   (يعني پـالس بـا   ) اگر از پالسي با باند محدود 1,  0jPدرw (

بدون اعوجاج دريافت مي شوند ولي در اين صورت ديگـر پالسـهاي ناهمپوشـاني چـون      PAMاستفاده كنيم سيگنالهاي 
ر نخواهيم داشت ولي اگر شكل پالسهاي محـدود بانـد بـه نحـوي باشـند كـه عبـور از صفرشـان د         27-5پالسهاي شكل 

تداخل بين نمادها پيش نمي آيد به عنـوان   ]) همچنان ارضا شود27-5يعني معادله ( [زمانهاي پالسهاي بعدي رخ دهد 
  نمونه پالس سينك زير را در نظر بگيريد.

  
 : تداخل بين نمادها28-5شكل 
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 11 /sin

  

  جا افتاده  
 jP1  1حول/T   تقارن فرد داشته باشد، به نحوي كه  

)5-29  (       
11

1
1

1 0
TT

jjP
T

jjP
 

















  

چنين طيفي را نشان مي دهد به ازاي  31-5شكل     0, 1 jPtp   نشـان   42-5همان تابع سينك است. در مسـئله
مي دهيم كه به ازاي هر  jP1 ) 29-5) و (28-5ارضا كننده شرايط (p(t) ، 12در ,..., TT    .صفر مي شود  

  
  : يك پالس سينك و طيف آن29-5شكل 

) امكان غلبه بر مشكل محدوديت پهنـاي بانـد كانـال را فـراهم     29-5) و (28-5گرچه سيگنالهاي ارضا كننده معادلات (
متفـاوت يـا پـردازش اضـافي      مي كند، ولي اعوجاجهاي ديگري نيز ممكن است بروز كند كه گزيشـن پالسـي بـا شـكل    

را طلب كند. در واقـع اگـر    TDMسيگنال دريافتي قبل از جدا كردن سيگنالهاي  jH     در بانـد عبـور ثابـت نباشـد

ممكن است لازم شود عمل متعادل سازي كانال صورت گيرد، يعني فيلتري بـه كـار رود كـه بهـره غيـر ثابـت كانـال را        
ن اگر فاز كانال خطي نباشد. ممكن است اعوجاج منجر به تداخل بين نماد پيش بيايد مگر اين كـه  تصحيح كند. همچني

  نموده شده اند.   44-5و  43-5پردازشهاي جبران كننده اي صورت گيرد. اين اثرها در مسائل 
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  مان هاي عبور از صفر: پرهيز از تداخل بين نمادها با استفاده از پالس سينك و نمونه برداري دقيق در ز30-5شكل 

  
 )29- 8به صورت تعريف شده در معادله ( T/: تقارن فرد حول 31-5شكل 

  مدولاسيون دامنه پالس ديجيتال و كد پالسي   5-6-3

توصيف شده در بخش بالا نمونه هاي گسسته سيگنال براي مدوله كردن دامنه يـك رشـته پـالس بـه      PAMدر سيستم 
در واقـع   x[n]فرض كرد، و در بسياري از كاربردهـا   x[n]شد اين نمونه ها را مي توان سيگنال گسسته در زمان  كار برده

توسط يك سيستم ديجيتال ذخيره يا توليد مي شود در اين صورت طول محدود اعداد در سيستم ديجيتـال نشـان مـي    
ود بگيرد، يعني پالسهاي مدوله شده تنها دامنـه هـاي   تنها مي تواند مقدارهاي محدود و كوانتيده اي به خ x[n]دهد كه 

  مشخص و محدودي به خود مي گيرند.  



  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
WWW.SANJESH.IR      »429«    

   
ديجيتال به سيستمي با چنـد دامنـه انـدك معمـولاً دو دامنـه       PAMدر واقع در بسياري از كاربردها اين شكل كوانتيده 

بيـان شـده باشـد، پالسـي بـا دو       )1و  0به صورت عددي دو دويي (يعني يك رشـته   x[n]تبديل مي شود اگر هر نمونه 
) بيتهاي يك رشته را به وجود مي آورد. در حالت كلي براي محافظـت در برابـر   1و يكي براي  0مقدار ممكن (يكي براي 

هـا   1هـا و   0قبل از ارسال به رشـته ديگـري از    x[n]خطاهاي انتقال و همچنين رمزگذاري رشته دودويي نشان دهنده 
يـك بيـت     x[n]ل يك روش بسيار ساده براي تشخيص خطا اين است كـه بـه ازاي هـر نمونـه     تبديل مي شود براي مثا

هاي نشان دهنده نمونه فرد باشد در صورت زوج بـودن تعـداد    1است اگر تعداد  1توازن نيز ارسال شود اين بيت اضافي 
ر نبـودن آن وجـود خطـا را    است در گيرنده مي توان بيـت تـوازن را بررسـي كـرد و در صـورت سـازگا       0ها اين بيت  1

تشخيص داد مسلماً مي توان رشوهاي كد گذاري و اصلاح خطاي پيچيـده تـري بـه كـار بـرد و طراحـي كـدهاي داراي        
،  1و  0كـد شـده بـه صـورت رشـته هـا        PAMخواص مطلوب از مسائل بسيار مهم سيستمهاي مخابراتي است سيستم 

  وجه تسميه نيز كاملاً واضح است.  و  ناميده مي شود (PCM)سيستم مدولاسيون كد پالسي 

  مدولاسيون فركانس سينوسي  5-7

در بخشهاي پيش چند سيستم مدولاسيون دامنه را بررسي كرديم كه در آنها سيگنال مدوله كننده بـراي تغييـر دامنـه    
زي شـده در  حامل سينوسي يا پالسي به كار مي رفت ديديم كه مي توان با استفاده از روشهاي حـوزه فركـانس پـي ري ـ   

فصلهاي قبل اين سيستم را به دقت تحليل كرد در يـك دسـته روش مدولاسـيون مهـم ديگـر موسـوم بـه مدولاسـيون         
  سيگنال مدوله كننده براي كنترل فركانس حامل سينوسي به كار مي رود.   (FM)فركانس 

مي دهد در مدولاسـيون دامنـه    نشان 10-8اين نوع مدولاسيون نسبت به مدولاسيون دامنه مزايايي دارد چنانچه شكل 
سينوسي دامنه حامل با اندازه سيگنال مدوله كننده نسبت مسـتقيم دارد و انـدازه ايـن سـيگنال مـي توانـد در گسـتره        

مـي توانـد هميشـه بـا      FMوسيعي تغيير كند در مدولاسيون فركانس پوش حامل هميشه ثابت است بنـابراين فرسـتند   
مي توان تغييـرات دامنـه در پخـش عمـومي و كاربردهـاي متعـدد        FMدر سيستمهاي  ماكزيمم توان كار كند. به علاوه

است ولي چنان كه خواهيم ديد پهناي بانـد لازم بـراي مدولاسـيون فركـانس      AMبهتر از (FM)ديگري كيفيت دريافت 
  عموماً از پهناي باند لازم براي مدولاسيون دامنه بيشترست.  

غيـر خطـي انـد و در نتيجـه تحليـل آنهـا بـه سـر راسـتي تحليـل سيسـتمهاي             سيستمهاي مدولاسيون زاويه به شدت
مدولاسيون دامنه مورد بحث در بخشهاي پيش نيست ولي روشهايي كه در فصلهاي پيش آمـوختيم ايـن امكـان را مـي     

  دهد كه نسبت به طبيعت و طرز كار اين سيستمها درك خوبي پيدا كنيم.  
  وع مي كنيم يك حامل سينوسي بيان شده به صورت زير در نظر بگيريد.  از مفهوم عمومي مدولاسيون زاويه شر

)5-30  (                tAAtc c
t
c  coscos   

كه در آن   c
t
ct    و فركانس وc    فاز حامل است مفهوم كلي مدولاسيون زاويه كاربرد سيگنال مـدولع كننـده
بـراي   x(t)است يك شكل انجام اين كار كه گاهي به كار مي رود استفاده از سيگنال مدولع كننـده   cبراي تغيير زاويه 

  است به نحوي كه سيگنال مدوله شده به صورت زير در آيد   cتغيير فاز 

)5-31  (                tAty c
t
c   cos  
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  تابعي از زمان، و به شكل زيرست cدر اين حالت 
)5-32  (                txkt poc   

را مدولاسـيون فـاز    31-5متناسب است مدولاسيون زاويه معادلـه   x(t)ثابت و با دامنه  y(t)ثابت باشد، فاز  x(t)مثلاً اگر 
  سيگنال مدوله كننده است؛ يعني  مي نامند شكل ديگر مدولاسيون زاويه تغيير خطي مشتق زاويه با 

)5-33  (                tAty cos  
  كه در آن  

)5-34  (                txk
dt

td
fc   

حامـل   cبـا فركـانس    x(t)يك سينوسي است كه فركانس آن با انـدازه اي متناسـب بـا دامنـه      y(t)ثابت  x(t)به ازاي 
  به همين خاطر اين نوع مدولاسيون زاويه را معمولاً مدولاسيون فركانس مي نامند.  تفاوت دارد 

گرچه مدولاسيون فاز و مدولاسيون فركانس صورتهاي مختلفي از مدولاسيون زاويه اند، ولي رابطه ساده اي با هـم دارنـد   
  ) براي مدولاسيون فاز  32-5) و(31- 5با توجه به معادله هاي(

)5-35  (               
dt

tdx
k

dt

td
pc   

مشـابه مدولاسـيون فركـانس بـا      x(t)) نشان مي دهد كه مدولاسيون فاز بـا  35-5) و (34-5بنابراين مقايسه معادلهاي (
 32-5اشت شـكلهاي   x(t)مشابه مدولاسيون زاويه با انتگرال  x(t)است به نحو مشابه مدولاسيون فركانس با  x(t)مشتق 

 x(t)از مدولاسيون فاز و فركانش را نشان مي دهند در هـر دو شـكل سـيگنال مدولـه كننـده      (الف) و (ب) نمونه هايي 

=tu(t)   يعنـي  [(ج) مدولاسيون فركانس با سيگنال مدوله كننده پله (مشتق شيب) نشان داده شده اسـت   ttx [ 
  (الف) و (ج) كاملاً واضح است.   32-5تناظر بين شكلهاي 

 t=0ركانس با سيگنال پله با تغيير ناگهاني فركانس حامل سينوسي از يك مقدار به مقدار ديگـر در لحظـه   مدولاسيون ف
(كه پله تغيير مقدار مي دهد) همراه است درست شبيه تغيير فركانس يـك نوسانسـاز سينوسـي كـه دكمـه انتخـاب آن       

(ب) فركـانس بـه    32-5باشد، مانند شكل  دفعتاً عوض مي شود اگر سيگنال مدوله كننده در مدولاسيون فركانس شيب
طور خطي با زمان تغيير مي كند فركانس متغير با زمان بر حسب مفهوم فركانس لحظه اي بهتر بيان مي شود فركـانس  

  لحظه اي براي سينوسي  
)5-36  (               tAty cos  

  به صورت زير تعريف مي شود

)5-37  (                
dt

td
tt
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: مدولاسيون فاز، مدولاسيون فركانس و رابطه آنها؛ الف) مدولاسيون فاز با سيگنال مدوله كننده شيب؛ ب) 32-5شكل 

  مدولاسيون فركانس با سيگنال مدوله كننده شيب؛ ج) مدولاسيون فركانس با سيگنال مدوله كننده پله (كه مشتق شيب است).

يعني [سي باشد واقعاً سينو y(t)بنابراين اگر    o
t
ct   [ فركانس لحظه ايc   است براي مدولاسيون فاز بيـان

) فركانس لحظه اي 32-5) و (31-5شده در معادله هاي (  dttdxkpc /   و براي مدولاسيون فركانس بيان شـده

  ) فركانس لحظه اي34-5) و (32-5در معادله هاي ( txk fc   .است  

چون مدولاسيون فركانس و مدولاسيون فاز به آساني به هم مربوط مي شوند بقيه مباحث را تنها بر حسـب مدولاسـيون   
بر طيف سيگنال فركانسـي   x(t)فركانس بيان مي كنيم براي كسب بينش نسبت به چگونگي تأثير سيگنال مدوله كننده 

لت را با سيگنالهاي مدوله كننده ساده در نظر بگيريم آنقدر ساده كه بتـوانيم خـواص اساسـي    مدوله شده بهترست دو حا
  ولاسيون فركانس را نمايان كنيم.  مد
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  مدولاسيون فركانس باريك باند   5-7-1

  مدولاسيون فركانس با سيگنال زير را در نظر بگيريد.  

)5-38  (              t
mAtx cos  

  ) فركانس لحظه اي برابرست با  37-5) و (34-5ت (تجه به معادلا

)5-39  (             t
mfci Akt  cos  

AkAkكه به صورت سينوسي بين مقادير  fcfc     تغيير مي كند با تعريف   ,

Ak            داريم   f  

    و   t
mci t  cos  

)5-40  (         

    














 

o
t
m

m

t
m

t
c dttxty







sincos

cos

  

ooثابت انتگرالگيري استب راي سهولت فرض مي كنيم  oكه در آن     پس  

)5-41  (             






 
 t

m
m

t
cty 


 sincos  

mعامل  /  كه آن را باm نشان مي دهيم شاخص مدولاسيون فركانس تعريف مي شود سيستمهاي FM    بسـته بـه
باريـك بانـد    FMكوچك اسـت ،   mويژگيهاي متفاوتي دارند. حالتي را كه  mكوچك يا بزرگ بودن شاخص مدولاسيون 

  ) را به صورت زير نوشت  41-5مي نامند به طور كلي مي توان معادله (

)5-42  (              t
m

t
c mty  sincos   

  يا  

)5-43  (             t
m

t
m

t
m

t
c mmTy  sinsinsinsincoscos   

  ) مي توان تقريبهاي زير را صورت داد.  /2به قدر كافي كوچك باشد (خيلي كوچكتر از mر اگ

)5-44  (              1sincos t
mm   

)5-45  (             t
m

t
m mm  sinsinsin   

  ) چنين مي شود.  42-5بنابراين معادله (

)5-46  (              t
m

t
m

t
m mty  sinsincos   

 AM-DSB/WCنشان داده شده است توجه مي دهيم كه ايـن طيـف بـا     33-5بر مبناي اين تقريب در شكل  y(t)طيف 
شباهتهايي دارد از اين لحاظ كه فركانس حامل در طيف موجود است و كنار بانـدهايي وجـود دارد كـه طيـف سـيگنال      

امل اضافي ايجاد شده بـا حامـل مدولـه شـده     ح AM-DSB/WC) را نشان مي دهند ولي در 38-5مدوله كننده معادله (
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 /2باند باريك مي بينيم كه سيگنال حامل بـا حامـل دامنـه اي مدولـه شـده       FM) 46-5همفازست ولي در معادله (

(الـف) شـكل    34-5نيز خيلي با هم فرق دارند شـكل   FMو  AM-DSB/WCاختلاف فاز دارد شكل موجهاي مربوط به 
  زير   AM-DSB/WC(ب) سيگنال  34-5) را نشان مي دهد شكل 46-5باريك باند معادله ( FMموج 

)5-47  (              t
m

t
m

t
c mty  coscoscos2   

  را براي مقايسه نشان مي دهد

  
  باند باريك. FN: طيف تقريبي 33-5شكل 

د سيگنال مدوله كننـده برابرسـت و هـر    ) پهناي باند كنار باندها با پهناي بان46-5باند باريك معادله ( FMبراي سيگنال 
است ولـي در صـورت عـدم ارضـاي آن پهنـاي بانـد كنـار بانـدها          m/2چند كه اساس تقريب اين معادله فرض 

است (يعني تنها به پهناي باند سيگنال مدوله كننـده بسـتگي دارد نـه بـه دامنـه آن)       mمستقل از شاخص مدولاسيون 
  كلي نيز گزاره مشابهي صادق است.  باريك با سيگنال مدوله كننده  باند FMبراي 

  مدولاسيون فركانس پهن باند   5-7-2

هم به دامنه و هم بـه طيـف سـيگنال     y(t)) ديگر معتبر نيست و طيف 46-5بزرگ باشد تقريب منجر به معادله ( mاگر 
يــــان شــــود جملــــه هــــاي ) ب43-5بــــه صــــورت معادلــــه ( y(t)بســــتگي دارد اگــــر  x(t)مدولــــه كننــــده 

   t
m

t
m mm  sincos,sinsin  سيگنالهايي متناوب با فركانس پايهm   هستند  

  
  AM – DSB/WCبا باند باريك؛ ب)  FM: الف) AM – DSB/WCباند باريك و  FM: مقايسه 34-5شكل 
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و با دامنـه هـايي    mهاي واقع در مضارب صحيح بنابراين تبديل فوريه هر يك از اين سيگنالها يك قطار ضربه با ضربه 
متناسب با ضرايب سري فوريه آنهاست ضرايب سري فوريه اين دو سيگنال متناوب با توابعي موسوم به توابـع بسـل نـوع    

t) يك حاملسينوسي بـه صـورت   43-8اول بيان مي شوند اولين جمله معادله (
mcos سـت كـه بـا سـيگنال متنـاوب      ا

 t
mm sincos  مدولــه دامنــه اي شــده و جملــه دوم يــك حامــل سينوســيt

msin  اســت كــه بــا ســيگنال متنــاوب

 t
mm sinsin     ) بـه فركـانس   43-5مدوله دامنه اي شده است اثر ضرب در حوزه زمان معـادل انتقـال طيـف معادلـه (

) از ضـربه هـايي در   43-5است طيفهاي هـر يـك از جمـلات معادلـه (     cقرار گرفتن در اطراف فركانسهاي حامل و 
mnفركانسهاي    2,1,0....,با nيف محدود بانـدي حـول   تشكيل شده است وطc    نيسـت ولـي رفتـار

يه ضرايب سري فور   t
m

t
m mm  sincos,sinsin    به نحوي است كـه دامنـه هماهنـگn   ام بـه ازايmn    را مـي

ccهر كنار باند واقع در حول  Bتوان ناچيز فرض كرد و بنابراين پهناي باند موثر كل     برابرmn2   است يعني  
)5-48  (             mmB 2  

mmf                    يا چون Akm  //     

)5-49  (             22 AkB f  

  

؛ الف) اندازه طيف 12m: اندازه طيف مدولاسيون فركانس پهن باند با 35-5شكل  tSinmCostCos mc  ؛ ب) اندازه
طيف  tSinmSintSin mc  ج) اندازه طيف مركب ،][ tSinmtCos mc    
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) نشان مي دهد كه پهناي باند موثر هر كنار باند با دامنه تغييرات فركـانس لحظـه   49-5) و (39-5مقايسه معادله هاي (

مدولـه   بزرگ فرض مي شود پهنـاي بانـد سـيگنال    mپهن باند چون FMاي حول فركانس حامل برابرست بنابراين براي 
شده از پهناي باند سيگنال مدوله كننده بسيار بزرگترست و برخلاف حالت باند باريك، پهناي باند سيگنال ارسـال شـده   

  نسبت مستقيم دارد.   kfبا دامنه سيگنال ارسال شده و ضريب بهره 

  
  : موج مربعي متناوب متقارن36-5شكل 

  سيگنال مدوله كننده مربعي متناوب  5-7-3

ري كه به درك ويژگيهاي مدولاسيون فركانس كمك مي كند سيگنال مدوله كننده موج مربعي متنـاوب اسـت   مثال ديگ
پس  kf=1) قرار دهيد 39-5در معادله (  Atx ,  فرض كنيد سيگنال مدوله شـده   36-5را مطابق شكلy(t)  در

ه اي مثبـت فركـانس لحظ ـ   x(t)نشان داده شده است به ازاي  37-5شكل  c   و بـه ازايx(t)  منفـي c  
  را مي توان به صورت زير نوشت   y(t)است بنابراين 

)5-50  (                tT
rrttrty cc  






  cos

2
cos  

 است بنابراين براي اين سيگنال مدوله كننده خاص مسئله تعيـين طيـف   38-5موج مربعي متقارن شكل  r(t)كه در آن 
FM  سيگنالy(t)  و معادل تعيين طيف مجموع دو سيگنالAM ) است دقيقتر اين كه  50-5معادله (  

)5-51  (               jjjRjjjRjY cc2

1  

                 jjjRjjjR cTcT2

1
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  : مدولاسيون فركانس با سيگنال مدوله كننده موج مربعي متناوب37-5شكل 

  

: موج مربعي متقارن 38-5شكل  tr  50- 5معادله  

(كه  R(j  تبديل فوريه موج مربعي متناوبr(t)  و   38-5شكل) R(j  تبديل فوريهr(t-T/2)     است با توجـه بـه مثـال
  داريم .   T=4T1به ازاي  4-6

)5-52  (                



 




 


k

k

T

k

k
R

122
1

12

2  

  و  

)5-53  (                2/Tj
eT jRjR    

اندازه طيف  jY   نشـان داده شـده اسـت ايـن طيـف هماننـد        39-5در شـكلFM       پهـن بانـد دو كنـار بانـد حـول
 c  دارد كه در  cc   ميرا مي شوند.   ,

بـا مشـتقگيري بـه يـك      FMاساسي انـد در يـك نـوع ابتـدا سـيگنال      دو نوع  FMسيستمهاي دمدولاسيون سيگنالهاي 
تبديل مي شود و در نوع دوم مستقيماً فاز با فركانس سيگنال مدوله شده دنبال مي شود. بحـث بـالا تنهـا     AMسيگنال 

معرفي مختصري از ويژگيهاي مدولاسيون فركانس است و بار ديگر چگونگي كاربرد روشهاي پـي ريـزي شـده در فصـل     
  بل براي تحليل و كسب بينش نسبت به يك دسته مهم از سيستمها را نشان مي دهد.  ق
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  مدولاسيون گسسته در زمان  5-8

  مدولاسيون دامنه سينوسي گسسته در زمان  5-8-1

 x[n]سـيگنال حامـل و    c[n]يك سيستم مدولاسيون دامنه گسسته در زمان را نشان مـي دهـد كـه در آن     40-5شكل 
ننده است اساس تحليل مدولاسيون دامنه پيوسته در زمان، خاصيت ضرب تبديل فوريـه بـود مشخصـاً    سيگنال مدوله ك

گفتـه شـد خاصـيت     5-5اين كه ضرب در حوزه زمان به كانولوشن در حوزه فركانس منجر مي شود چنان كه در بخش 
مدولاسـيون دامنـه گسسـته در    متناظري براي سيگنالهاي گسسته در زمان وجود دارد كه مي توان آن را بـراي تحليـل   

  زمان به كار برد فرض كنيد.  
Y[n] = x[n] c[n]  

  
هر يك از خطوط عمودي شكل  0: اندازه طيف مدولاسيون فركانس با سيگنال مدوله كننده موج مربعي، در 39-5شكل 

  ضربه اي است كه مساحت آن با ارتفاع آن خط متناسب است.

  
  مدولاسيون دامنه گسسته در زمان :40-5شكل 

و      jjj eXeYeC ــه    ,, ــديل فوري ــب تب ــه ترتي ــتند c[n] ,y[n] ,x[n]ب هس jeY   ــاوب ــن متن ــا كانولوش ب

    jj eXeC   متناسب است يعني   ,

)5-54  (                   


 deCeXeY jjj
2  

چون     jj eXeC  2متناوب اند مي توان انتگرالگيري را در هـر فاصـله فركانسـي بـه طـول       2ره تناوب با دو ,
  انجام داد.  

  ابتدا مدولاسيون دامنه با حامل نمايي مختلط را در نظر مي گيريم.  

)5-55  (               cnjenC   
  يك قطار ضربه متناوب است؛ يعني   c[n]ديم، تبديل فوريه دي 2-5چنان كه در بخش 

)5-56  (             





k

c
j keC  22  
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: الف) طيف 41-5شكل  nx ؛ ب) طيف  nj cenc  (؛ ج     ncnxny   

(ب) نشان داده شده است به ازاي  41-5كه در شكل  jeX   (الـف) طيـف سـيگنال     41-5نشان داده شده در شـكل

(ج) است خصوصاً توجه كنيـد كـه    41-5مدوله شده مطابق شكل      cjj eXeY       ايـن همتـاي گسسـته در

cnjeحقيقي سيگنال مدوله شده مختلط است. دمدولاسيون با ضـرب در   x[n]است و باز هم به ازاي  1-5زمان شكل   
  براي برگرداندن طيف به محل اصلي اش در محور فركانس انجام مي شود به نحوي كه  

)5-57  (                cnjenynx   

ncخواهيم ديد كه به ازاي  43-5در مسئله    يعني   nnc 1    تعبير مدولاسيون در حوزه زمان تغييـر علامـت
كـاربرد ايـن    44-5است و در حوزه فركانس تغيير فركانسهاي پايين و بـالا در مسـئله    nبه ازاي مقادير فرد  x[n]جبري 

  نوع مدولاسيون در تبديل فيلتر پايين گذر به فيلتر بالا گذر و بر عكس را در نظر مي گيريم.  
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نوسي: الف) طيف سيگنال محدوده باند : طيف هاي مربوط به مدولاسيون گسسته در زمان با حامل سي42-5شكل  nx (؛ ب
طيف حامل سينوسي   nCosnc c ؛ ج) طيف سيگنال مدوله شده     ncnxny   

حقيقـي   x[n]به عنوان جايگزين حامل نمايي مختلط مي توانيم از حامل سينوسي استفاده كنيم كه در اين صورت اگـر  

نيزحقيقي است به ازاي  y[n]د سيگنال مدوله شده باش  n
cnc cos   (ب) يـك زوج   42-5طيف حامل مطابق شـكل

ضربه در  kc 2      است كه متناوباً تكـرار مـي شـود اگـر jeX    (الـف) باشـد طيـف     42-5مطـابق شـكل

ج) اسـت يعنـي تكـرار    ( 42-5سيگنال مدوله شده مطابق شكل  jeX    حـول فركانسـهاي kc 2   بـراي

اينكه تكرارهاي  jeX   .همپوشاني نداشته باشند بايد داشته باشيم  
)5-58  (              mC    

McMc               و    2  
  يا  
)5-59  (               mc    

براي مدولاسيون دامنه سينوسي پيوسته در زمـان اسـت در حـالي كـه شـرط دوم از       1-5شرط اول مشابه شرط بخش 
) مـي بينـيم كـه در    59-5) و (58-5تناوب ذاتي طيفهاي گسسته در زمان ناشي مـي شـود بـا تركيـب معادلـه هـاي (      

  بايد به صورت زير مقيد شود.   C، مدولاسيون دامنه با حامل سينوسي 
)5-60  (              McM    
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در همان حامـل بـه كـار رفتـه در مدولـه       y[n]دمدولاسيون را مي توان همانند حالت پيوسته در زمان انجام داد ضريب 
ل اصـلي ايجـاد شـود كـه يكـي از آنهـا حـول        موجب مي شود كه تكرارهايي از طيف سـيگنا  43-5كننده مطابق شكل 

0    است با گذراندن سيگنال از فيلتر پايين گذر و حذف تكرار هـاي ناخواسـته jeX      مـي تـوان يگنـال مدولـه
  كننده را به دست آورد.  

  
  : سيستم و طيف هاي دمدولاسيون همزمان گسسته در زمان43-5شكل 

ن كه از بحث پيش پيداست تحليـل مدولاسـيون دامنـه گسسـته در زمـان بـا تفـاوتي انـدك بسـيار شـبيه تحليـل            چنا
خواهيم ديد كه در مدولاسـيون همزمـان دمدولـه كننـده      47-5مدولاسيون دامنه پيوسته در زمان است مثلاً در مسئله 

 AMوه هماننـد حالـت پيوسـته در زمـان     براي هر دو حالت پيوسته در زمان و گسسته در زمـان يكسـان اسـت بـه عـلا     
-5سينوسي گسسته در زمان نيز مي تواند اساس مالتي پلكس زماني گسسته در زمان قرار گيـرد همچنـين در مسـئله    

خواهيم ديد كه مي توان سيگنال گسسته در زمان را براي مدوله كردن يك قطار پالس بـه كـار بـرد كـه بـه مـالتي        48
  منجر مي شود.   پلكس زماني گسسته در زمان

ساخت سيستمهاي مالتي پلكس گسسته در زمان مثال خوبي از انعطاف پـذيري پـردازش گسسـته در زمـان در حالـت      
سـيگنال در نظـر    Mگسسته در زمـان بـا    FDM) است يك سيستم 2-5-7كلي و اهميت نمونه برداري افزاشي (بخش 

  باند باشد يعني  محدود  xi[n]كانال بايد هر سيگنال  Mبگيريد براي داشتن 
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)5-61  (            


M

wXi 0  

اگر سيگنالهاي اوليه تمام باند فركانسي را اشغال كرده باشند و مثلاً از نمونـه بـرداري سـيگنالهاي پيوسـته در زمـان بـا       
ي كرد ايـن مطلـب   آهنگ نايكوييست به دست آمده باشند بايد قبل از مالتي پلكس فركانسي از آنها نمونه برداري افزايش

  بيشتر بررسي خواهيم كرد.   33-5را در مسئله 

  تراس مدولاسيون گسسته در زمان  5-8-2

يكي از زمينه هايي كه در آن مدولاسيون گسسته در زمان، به همراه استخراج نمونه برداري افزايشـي و درونيـايي بيـان    
است در اين سيستمها معمولاً سـيگنالهاي پيوسـته    بسيار به كار مي رود سيستمهاي مخابرات ديجيتال 7شده در فصل 

در زمان به صورت سيگنالهاي گسسته در زمان به دست آمده از نمونه برداري به كار مي روند سيگنال پيوسته در زمـان  
هسـتند ايـن سـيگنالها بـه رشـته هـاي        (FDM)يا مـالتي پلكـس فركانسـي     (TDM)غالباً به شكل مالتي پلكس زماني 

ماني تبديل مي شوند كه مقاديرشان براي ذخيره سازي يا مخابره به صورت ديجيتالي در مي آيد در بعضـي  گسسته در ز
سيستمها به خاطر قيود يا استلزامهاي مختلف فرستند و گيرنده يا به خاطر اين كه دسته سيگنالهاي مالتي پلكس شـده  

يـا بـر عكـس     FDMبـه سـيگنالي    TDMسيگنال به روشهاي مختلف دوباره باهم مالتي پلكس مي شوندلازم است يك 
تبديل شود اين تبديل از يك دمدولاسيون يا مالتي پلكس به مدولاسيون يا مالتي پلكس ديگـر تـرانس مدولاسـيون يـا     
ترانس مالتي پلكس ناميده مي شود در حوزه مخابرات ديجيتال يك روش واضح ترانس مالتي پلكس برگشـت بـه حالـت    

سيون و دي مالتي پلكس كردن سيگنال و مدوله و مالتي پلكس كردن بـه شـيوه دلخـواه اسـت     پيوسته در زمان دمدولا
ولي اگر بخواهيم سيگنال جديد را دوباره به سيگنالي گسسته در زمان تبديل كنيم بهترست تمام كار در حوزه گسسـته  

گسسـته   FDMن به سيگنال گسسته در زما TDMگامهاي لازم براي تبديل سيگنال  44-5در زمان صورت گيرد شكل 
قبـل از   TDMدر زمان به صورت جعبه اي نشان داده شده است توجه كنيد كه پس از دي مالتي پلكس كردن سـيگنال  

  پلكس فركانسي بايد هر كانال نمونه برداري افزايشي شود.  
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  FDMبه  TDM: نمودار جعبه اي ترانس مالتي پلكس 44-5شكل 
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  خلاصه   5-9

مفهوم پايه اي سيستمهاي مخـابراتي را بررسـي كـرديم مفهـوم مدولاسـيون را يعنـي بـه كـار بـردن           در اين فصل چند
سيگنال كه بايد مخابره شود براي مدوله كردن سيگنالي موسوم به حامل آزموديم و نگاهي دقيق بـه مدولاسـيون دامنـه    

كانس و اسـتفاده از خاصـيت ضـرب تبـديل     انداختيم ساده ترين راه بررسي ويژگيهاي مدولاسيون دامنه كار در حوزه فر
فوريه است مدولاسيون دامنه با حامل نمايي مختلط يا سينوسي براي انتقال طيف به يك گستره فركانسي ديگر بـه كـار   
مي رود و در سيستمهاي مخابراتي براي قرار دادن طيف سيگنال در گستره فركانسي مناسب براي انتقال و انجـام مـالي   

ه كار مي رود گونه هاي ديگر مدولاسيون دامنه سينوسي مثلاً افـزودن حامـل همزمـان و سيسـتمهاي     پلكس فركانسي ب
  تك كنار باندي و دو كنار باندي مورد بررسي قرار گرفت.  

همچنين چند شكل ديگر مخابره بر اساس مدولاسيون را مطالعـه كـرديم مفـاهيم مدولاسـيون فركـانس و زاويـه را بـه        
گر چه تحليل دقيق اين نوع مدولاسيون مشكلترست ولي با كار در حوزه فركانس مي توان بيـنش   اختصار معرفي كرديم

  فراواني نسبت به ويژگيهاي آنها كسب كرد.  
همچنين به جزييات مدولاسيون دامنه سيگنال پالسي پرداختيم و به مفاهيم مالتي پلكس زمـاني و مدولاسـيون دامنـه    

پالس نمونه هاي يك سيگنال يا يك سيگنال گسسته در زمان بـراي مدولـه كـردن     پالس رسيديم در مدولاسيون دامنه
دامنه يك قطار پالس به كار مي رود اين بررسي ما را به بررسي مدولاسيون گسسته در زمان و مخابرات ديجيتـال سـوق   

يـري را ممكـن مـي    داد در اينجا انعطاف پردازشهاي گسسته در زمان طراحي و ساخت سيستمهاي مخابراتي پيچيـده ت 
  كند مفاهيم و مدولاسيون كد پالسي و ترانس مدولاسيون را طي همين مباحث معرفي كرديم.  
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  سوالات طبقه بندي شده فصل پنجم 

: اگر  1سوال  nh1  پاسخ ضربه يك فيلتر پايين گذر ايده آل با فركانس قطع
2


 تري با پاسخ باشد، آن گاه فيل

  م مشخصه است؟داضربه زير داراي ك
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: سيگنال  2سوال  txc   .كه از نظر پهناي باند محدود است با نرخي بيش از نرخ نايكوئيست نمونه برداري مي شـود

ثانيه از يك ديگر قرار دارند به يك دنباله  Tنمونه ها كه به فاصله  nx   مطابق شكل زير تبديل مي شوند. رابطه بـين

  به كدام صورت زير است؟ Tو بازه  cEو انرژي سيگنال اصلي  dEانرژي دنباله 

  

1 (
T

E
E d

c   2 (dc TEE   3 (dc ETE 2  4 (
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E
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: از سيگنال  3سوال  tx  به وسيله قطار ضربه     skTttp    نمونه برداري مي شود و سـيگنال نمونـه

برداري شده از يك فيلتر پايين گذر با پاسخ فركانسي  jH به شكل زير عبور داده مي شود. مقدار k   و حـداكثر

sT  را طوري تعيين كنيد كه   txty .(طيف سيگنال ورودي داده شده است) .  

  

1 (ss TkSecT  ,
100

1  2 (ss TkSecT  ,
150

1  

3 (ss TkSecT  ,
350

1  4 (ss TkSecT  ,
250

1  

:  4سوال  tx     يك سيگنال متناوب بـا دوره تنـاوب اصـليmT    و فركـانس اصـلي
m

m T



 مـي باشـد. نـرخ     2

  نايكوئيست اين سيگنال با كدام گزينه برابر است؟
1 (m    2 (m2  
) به شكل موج m   4) مضربي محدود و صحيح از 3 tx .بستگي دارد  

: نرخ نايكوئيست سيگنال  5سوال  tx به شكل زير كدام است؟  

  2)
)4000(

(
t

uSin
tx




  

1 (Hz8000   2 (Hz16000  
3 (Hz4000           4 (Hz32000   

: اگر در شكل زير  6سوال  








...,2,1,0

0,1

n

n
ntx  باشد در آن صورت ty :برابر است با  

  
1 ( th  
2 ( tx  
3 ( t  

4 (   thtx *  
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  پنجمشده فصل پاسخنامه سوالات طبقه بندي 
1-4(  

  )(12
  jj eHeH  

2-3(  
  با بهره گيري از نتايج پردازش سيگنال

   



 







k
c

j

T

k
jX

T
eX )2(

1  

)(با توجه به خاصيت متناوب بودن   jeX با دوره تناوب2  لذا به ازايk=0 در طول يك پريود  

cd
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c
j E

T
EeX

T
eX

2

1
)(

1
)(    

3-3(  
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  فركانس قطع فيلتر
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S
C 350

1
200
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STkجهت بازسازي كامل بايد   .باشد  
4-4(  

  با توجه به اين كه عرض باند محدوده مشخصي نيست نمي توان نرخ نايكوئيست را تعيين كرد.
5-1 (  
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  بنابراين نرخ نايكوئيست برابر است با:
HzfSMS 8000160002   

6-1(  
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 فصل ششم

  تبديل لاپلاس در تحليل سيگنال هاي زمان پيوسته
راي آنها تبديل فوريه وجود ندارد و ما در سيگنال هاي مورد توجه زيادي هستند كه در مسايل تحليل سيستم ها پيش مي آيند و ب

  است، به كار مي رود. جست وجوي تبديلي هستيم كه بر روي رده وسيع تري از سيگنال هاي پيوسته از آنچه تبديل فوريه قابل اعمال
 تعريف تبديل لاپلاس

teاين خواسته را مي توان با ضرب سيگنال  در يك ضرب همگرايي نماي    .و تبديل فوريه گرفتن از حاصل ضرب، انجام داد  

)1(                             


 dteetxjX tjt  
با تغيير متغير  js :خواهيم داشت  

)2(                                               


 dtetxtxsX st)(  

)، 2در رابطه ( sX يل لاپلاس دو طرفه سيگنال تبد tx  وs      فركانس مختلط مي نامند. با بهـره گيـري از همگرايـي تبـديل
  ) به طور مطلق همگراست اگر:2فوريه، انتگرال (

  



 dtetx st  

  از طرف مي دانيم:

    tst etxetx    

  ور مطلق همگراست اگر:بنابراين انتگرال تبديل لاپلاس دوطرفه به ط

)3(                 



 dtetx t  

انتگرال فوق شرط كافي براي وجود تبديل  sX  در js .را نشان مي دهد  
عمل عكسي كه  sX  را به tx عكوس گفته و با تبديل مي كند تبديل لاپلاس م )(sX.نشان داده مي شود  

)4(                


 

j

j
stdsesX

j
tx )(

2

1  

  ):1) به نام زوج تبديل لاپلاس دوطرفه معروف هستند. با توجه به رابطه (4) و (2زوج روابط (

    })({ ttj etxFdtetxsX 


   

به عبارتي، تبديل لاپلاس  tx تبديل فوريه گرفتن از  معادل  tetx  .مي باشد  
مثال: تبديل لاپلاس سيگنال    tutx  .را به دست آوريد  

  حل:

      
 







0 dtedtetudtetxsX ststst  



















 000 )( tjSintCos
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ee

s

e tjwttst
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  از آن بايد داشته باشيم:واگرا شود. براي جلوگيري  tحاصل انتگرال فوق ممكن است به ازاي 

0}{Re s  
  با رعايت شرط فوق داريم:

      0,
1


s

sXtutx  

  به تعريف ناحيه همگرايي منجر مي شود. وجود يا عدم وجود تبديل لاپلاس يك سيگنال به ازاي برخي از مقادير ثابت حقيقي و مثبت 

 تبديل لاپلاس (ROC)ناحيه همگرايي 

ناحيه همگرايي  sX محدوده اي از صفحه مختلط ، js  است كه به ازاي آن تبديل لاپلاس sX  به يك مقدار
  ثابت همگرا شود يعني:

  



 tetx  

  اه ناحيه همگرايي آنها تعيين كنيد.مثال: تبديل لاپلاس سيگنال هاي زير را به همر

       tuetxtuetx atat  
21 ,  

  حل:

 











 







 0}{Re

0}{Re0
lim)()( )(

0

)(
)(

0 111 as

as
e

as

e
dtetxdtetxsX tas

t

tas
tsast

  
asبراي آن كه تبديل لاپلاس فوق همگرا باشد بايد  }{Re :و لذا  

  as
as

sX 


 }{Re,
1

1  

  
  6-1شكل 

  0
)(

)(0
122 )()( 







 


  as

e
dtetxdtetxsX

tas
tsast  

asد بايد براي آن كه تبديل لاپلاس فوق همگرا باش }{Re :و لذا  

  as
as

sX 


 }{Re,
1

2  
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  2- 6شكل 

توجه: سيگنال    tuetx at1  0به ازايa  و سيگنال   tuetx at  
فاقد تبديل فوريه 0aبه ازاي  2

  در ناحيه همگرايي تبديل لاپلاس قرار نمي گيرد. jمي باشند چرا كه محور 
توجه: بر خلاف تبديل لاپلاس يك طرفه، در تبديل لاپلاس دوطرفه براي يكتا مشخص كردن معكوس متناظر، ناحيه همگرايي بايد 

  نها متفاوت است.مشخص باشد. در مثال فوق هر دو سيگنال تبديل لاپلاس دو طرفه يكسان دارند ولي نواحي همگرايي آ

  as
as

sX 


 }{Re,
1

1  

  as
as

sX 


 }{Re,
1

2  

به بيان ساده براي به دست آوردن  tx  دانستن sX  تنها كافي نيست، بلكه ناحيه همگرايي sX .نيز بايد مشخص شود  

توجــه: ســيگنال    tuetx at1   0يــك ســيگنال دســت راســتي (راســت رو) اســت چــرا كــه بــه ازايt  و ســيگنال

   tuetx at  
  صفراست.  0tيك سيگنال دست چپي (چپ رو) است. زيرا به ازاي  2

مثال: تبديل لاپلاس      tuetuetx btat    را به همراهROC يين كنيد.آن تع  
  حل: 

 با توجه به نتايج مثال قبلي

 
bsas

sX






11  

 
 

 

  3- 6شكل 

مطابق شكل مقابل، ناحيه همگرايي  sX .اشتراك ناحيه همگرايي دو سيگنال است  

 21 ROCROCROCx   

baتوجه: در صورتي كه    ،باشد tx  تبديل لاپلاس دوطرفه نخواهد داشت. همچنين قطبas      سـمت چـپ ناحيـه
bsهمگرايي قرار دارد و متناظر با يك سيگنال عليّ است و قطب    در سمت راست ناحيه همگرايي قرار دارد و متناظر با يك

  سيگنال غيرعليّ است.
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توجه: سيگنال      tuetuetx btat        يك سيگنال دو طرفه است زيـرا گسـتره آن در محـور زمـان از   تـا

 .مي باشد  

توجه: در صورتي كه در مثال فوق سيگنال  ty  به صورت     tutxty  :تعريف شود  

              tuetutuetuetutxty atbtat    
  آن برابر است با: ROCآن گاه 

asROCy }{Re:  

  بنابراين در صورتي كه سيگنال دو طرفه را مجموعه اي از است راستي و چپي تجزيه كنيم آن گاه:

      21 }{Re:  sROCtxtxtx LR  

      1}{Re:  sROCtxtutx R  

      2}{Re:  sROCtxtutx L  

 خواص ناحيه همگرايي تبديل لاپلاس دو طرفه

را به كمك شكل  ROCدر اين بخش برخي خواص  tx :و بدون محاسبه تبديل لاپلاس آن مورد بررسي قرار داده ايم  

ناحيه همگرايي براي تبديل لاپلاس  tx  شامل نوارهايي موازي با محورj .است  

 ناحيه همگرايي براي تبديل sX  كسري گويا، هيچ قطبي از sX .را شامل نمي شود 

  سيستم فوق را نمايش دهيد. ROCپيوسته به صورت مقابل است. حالت هاي  LTIمثال: نمودار صفر و قطب يك سيستم 

 

 

 

 

  4- 6شكل 

  حل:
 1sشده است. همان طور كه مشاهده مـي كنيـد صـفر واقـع در     ي ممكن رسم ROCحالت  4با توجه به نمودار صفر و قطب، 

  ندارد.  ROCتاثيري بر 

  
  5- 6شكل 
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اگر  -3 tx     يك سيگنال دست راستي باشد و تبديل لاپلاس دو طرفه آن موجود باشد آن گـاه ناحيـه همگرايـي sX   نيـز
متناظر  تا  sاست. يعني ناحيه همگرايي آن با قسمت حقيقي قطب واقع در دورترين نقطه سمت راست صفحه دست راستي 

است. به طور مثال در صورت دست راستي بودن  sF :داريم  

   
   1}{Re:

21

3





 sROC
ss

sk
sF  

اگر  -4 tx  چپي باشد و تبديل لاپلاس دو طرفه آن موجود باشد آن گاه ناحيه همگرايي يك سيگنال دست sX  نيز دست
  متناظر است.  تا  sچپي است. يعني ناحيه همگرايي آن با قسمت حقيقي قطب واقع در دورترين نقطه سمت راست صفحه 

اگر  -5 tx  يك سيگنال دست دوطرفه باشد و تبديل لاپلاس دو طرفه آن موجود باشد آن گاه ناحيه همگرايي sX   ناحيـه
  اي ميان دو قطب متوالي (دو قطبي كه قسمت هاي حقيقي آن متوالي است) مي باشد.

اگر  -6 tx  طرفه آن موجود باشد آن گاه ناحيه همگرايـي  سيگنالي با طول محدود باشد و  تبديل دو sX    تمـامي صـفحه
  باشد نظير: sمختلط 

      sAllROCssX
dt

td
tx n

n

n

:111 


  

    sAllROC
s

ee
sX

t
tx

ss

:)
2

( 222 





  

را پوشـش مـي    sمربوطه كل صفحه  ROCداراي پاسخ ضربه با طول محدود مي باشند لذا  FIRتوجه: با توجه به اين كه فيلترهاي 
  هميشه پايدار است. FIRدر ناحيه همگرايي قرار مي گيرد و لذا فيلترهاي  jد. از طرفي محور دهن

داخل ناحيه همگرايي تبديل لاپلاس  0خط  -7 tx  خواهد بود و تنها اگر  tetx 0 ر باشد.مطلقاً انتگرال پذي  

مثال: سيگنال مطلقاً انتگرال پذير  tx  2قطبيs .دارد  
الف) آيا  tx  مي تواند عمر محدود(Finite – Duration) داشته باشد؟  

ب) آيا  tx  مي تواند دست چپي(Left – Sided) باشد؟  

آيا ج)  tx  مي تواند دست راستي(Right – Sided) باشد؟  

د) آيا  tx  مي تواند دو طرفه(Tow – Sided) باشد؟  
  حل:

الف) خير، اگر  tx  ،عمر محدودي باشدROC  تبديل لاپلاس آن بايد تمام صفحهs    باشد ولي چنـين نيسـت زيـرا  sX  در
s=-2 .قطب دارد  

ب) خير، اگر  tx  ،دست چپي باشدROC  تبديل لاپلاس آن در طرف چپ قطبs=-2      بوده و نمـي توانـد شـامل محـورj 

باشد، لذا امكان اين كه  tx جود نخواهد داشت.مطلقاً انتگرال پذير باشد و  

ج) بله، اگر  tx  ،دست راستي باشدROC  تبديل لاپلاس آن در طرف راست قطبs=-2     بوده  و مي توانـد شـامل محـورj 

باشد، بنابراين شرط مطلقاً انتگرال پذيري سيگنال  tx .نيز برقرار خواهد بود  
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بله، اگر سيگنال دو طرفه  د) tx  به گونه اي باشد كه نوارROC  متناظر با آن شامل محورj      ًباشـد، بنـابراين شـرط مطلقـا

انتگرال پذيري  tx  برقرار خواهد بوده و لذا tx د.مي تواند دو طرفه باش  

 تعريف صفر، قطب و دياگرام صفر و قطب

در اغلب مسايل تجزيه و تحليل، تبديل لاپلاس سيگنال  th  به يك كسر گوياازs :به صورت  

)5(              
 

    
    n

m

pspsps

zszszsk

sG

sF
sH





...

...

21

21  

منجر مي گردد كه  sF  و sG حسب  چند جمله هايي برs   هستند. مقـاديري ازs    كـه بـه ازاي آن  0sF   ،گـردد

صفرهاي  sH  و مقاديري ازs  كه به ازاي آن  0sG  گردد، قطب هاي sH .خوانده مي شوند  

صفرهاي  sH  

    mzzzssFsH  ,...,,00 21  

قطب هاي  sH  
    npppssGsH  ,...,,0 21  

12) ، 5در رابطه ( ,,..., pppn  12و ,,..., zzzm   مقاديري حقيقي و يا مختلط مي باشند و با توجه به حقيقي بـودن th 
  ارد.مختلط مزدوج آنها نيز وجود د zيا  pبه ازاي هر 

1psدر دياگرام صفر و قطب مقابل  ،قطب ساده  

 2ps   ،00قطب مكرر  js  ،قطب مختلط  

 01  zs  2صفر ساده وzs   صفر مكرر مي باشد. همچنين تبديل لاپلاس th :برابر است با  

   
    2

0
2

0
2

21

2
2

)( 



spsps

zsk
sH  

بهره ثابت  kدر رابطه فوق،  sH .است  

توجه: وجود ضربه  t  در سيگنال th  به منزله برابري صفر و قطب هاي محدود sH  ه مي باشد. به عبارت ديگـر مرتب ـ

چند جمله اي صورت  sF  با مرتبه چند جمله اي sG .مساوي است  

توجه: همواره تعداد صفر و قطب هاي تابع  sH :برابر مي باشند، به طور مثال  

   
  31

22
1 




ss
s

sH  

 sH1  1در شامل دو قطب محدودs  3وs  2و يك صفر محدود درs  مي باشد و از آنجا كه تعداد صفر و
  قطب هاي آن بايد برابر باشند يك صفر بي نهايت نيز خواهد داشت. همچنين:

    
  1

1
11

2

2

2 



 s

ss
sss

sH  
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 sH و  s=1محدود در شامل سه صفر  2
2

3

2

1
js 


    مي باشد، صفرهاي مختلط توسط قطب هايي در همـان محـل

داريم. بدين ترتيب براي آن كه تعداد قطب و صفرهاي برابري داشته باشيم،  s=1حذف مي شوند، بنابراين تنها يك صفر محدود در 
  يك قطب در بي نهايت داشته و هيچ صفر نامحدودي نداريم.

جه: اگر تو tx  ،سيگنالي فرد يا زوج باشدROC ي آن نسبت بهs=0 .متقارن خواهد بود  
صفر نمايش داده شده با سيگنالي زوج و يا فرد متناظر مي باشند. در  -مثال: تعيين كنيد كدام يك از نمودارهاي قطب

  هر مورد ناحيه همگرايي را مشخص كنيد؟
  حل:

1}{1حيه همگرايي الف) به ازاي نا  sR .شرط تقارن برآورده مي شود  

           sX
ss

ks
sX

ss
ks

sX 








1111
  

بنابراين  tx .سيگنالي فرد است  
1}{1ب) به ازاي ناحيه همگرايي   sR  شرط تقارنs=0 .برآورده مي شود  

    
  

       sX
s
sk

sX
s
sk

ss
jsjsk

sX 












1
1

1
1

11 2

2

2

2

  

بنابراين  tx .سيگنالي زوج است  
براي اين شكل امكان پذير نبوده، بنابراين  ROCج) شرط تقارن  tx .نه مي تواند زوج باشد نه فرد  

 تبديل لاپلاس دوطرفه چند سيگنال

ضربه واحد  t  

     


 sAllROCdtetsX st :,1  

 

 

 6- 6شكل 

پله واحد  tu 

       





 dtetudtetxsX stst  

0}Re{:,
1

0 0 


  


 xROC
ss

e
dte

st
st  

  7-6شكل            
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  تبديل لاپلاس يك طرفه و دو طرفه سيگنال پله واحد يكسان است.

سيگنال  tu    

      



 0 dtedtetusX stst  

0}Re{:,
1

)1(
1 )(0  





xROC
s

e
ss

e s
st

  

 

  8-6شكل 
 

 

سيگنال  ttu   

       



0 dttedtettusX stst  

0}Re{:,
11

200  


  


xROC
s

dte
ss

te st
st

  

  9-6شكل 
 

  در حالت كلي:

      0}{Re:...,3,2,1
!
1

  sROCn
s
n

sXtuttx
n

n  

سيگنال  ttu    

      



 0 dttedtettusX stst  

  10-6شكل 

0}Re{:,
11

2

00   






xROC
s

dte
ss

te st
st

  

 

سيگنال 
2te  
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2
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2
2
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u
ss

t
s

stt edteedteedteesX  
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  در جدول زير خلاصه اي از تبديلا لاپلاس سيگنال هاي مورد بحث، گردآوري شده اند:

  جدول زوج تبديل هاي لاپلاس متداول سيگنال هاي زمان پيوسته
تبديل لاپلاس (ROC)ناحيه همگرايي sX   سيگنال tx  

  sتمام صفحه 
1  t  

0}{Re s  
s
1  

 tu  

0}{Re s  
s

1  
 tu   

0}{Re s  
1

!
ns

n   tut n  

0}{Re s  
1

!
ns

n   tut n   

as }{Re  
as 

1   tue at  

as }{Re  
as 

1   tue at    

as }{Re  
1)(

!
 nas

n   tuet atn   

as }{Re  
1)(

!
 nas

n   tuet atn    

  sتمام صفحه 
Tse   Tt   

  sتمام صفحه 
ns   

n

n

dt
Td   

0}{Re s 
ns

1  
     tututu n *...* 

0}{Re s 
2
0

2 s
s  

 ttuCos 0  

0}{Re s 
2
0

2
0




s
  

 ttuSin 0  

as }{Re  
2
0

2)( 


as

as   ttuCose at
0

  

as }{Re  
2
0

2
0

)( 

as

   ttuSine at
0
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attj، 1توجه: سيگنال هايي نظير  ee 0 ،tCos 0 ،tSin 0 ،

2te و
2tte .داراي تبديل لاپلاس دوطرفه نمي باشند  

تبديل لاپلاس نيزدارد. به طور مثال سـيگنال هـايي    توجه: اگر سيگنالي تبديل فوريه داشته باشد، به آن معني نمي باشد كه حتماً

tje، 1نظير  0  ،
t

1 ،tCos 0  وtSin 0     داراي تبديل فوريه هستند اما تبديل لاپلاس ندارند. چرا كـه حتـي يـك 

نمي شود كه سيگنال  برايشان پيدا  tetx  .مطلقاً انتگرال پذير گردد  
توجه: اگر سيگنالي تبديل لاپلاس داشته باشد تنها در صورتي سيگنال فوق تبديل فوريه دارد كه ناحيه همگرايـي تبـديل لاپـلاس    

  باشد. jآن شامل محور 
 خواص تبديل لاپلاس

ناب از زحمت انتگرال گيري، در اين بخش به معرفي چند خاصيت تبديل لاپلاس مـي پـردازيم و از ايـن خـواص در     به منظور اجت
تحليل مسايل استفاده مي كنيم. از آنجا كه تبديل هاي فوريه و لاپلاس هر دو تبـديل هـاي انتگرالـي خطـي هسـتند، بسـياري از       

تبديل فوريه بديهي خواهند بود. با فـرض معلـوم بـودن تبـديل لاپـلاس دو      خواص كه بيان مي شوند با توجه به ملاحظاتي درباره 
1)(سيگنال  tx  2)(و tx :به همراه ناحيه همگرايي آنها  

  1111 :,)()( RROCsXtx x  
  2222 :,)()( RROCsXtx x  

  اين خواص عبارتند از:
  خطي بودن

  ست مختلط باشند، نتيجه مي شود كه:كه ممكن ا bو  aبراي دو ثابت 
  )()()()( 2121 sbXsaXtbxtax   

  ناحيه همگرايي تركيب خطي چند سيگنال:
 }{min: 21 RRROC  

  نظير:
     1}{Re11}{Re1}{Re1  sss   

  قطب توابع زماني زير را تعيين كنيد. -مثال: تبديل لاپلاس، ناحيه همگرايي و نمودار صفر

     tuetuetx tt 32
1 2   

    tetx t
2  

  حل:

            tuetuetuetuesX tttt 3232
1 22     







 










 


 3}{Re,

3

2
2}{Re,

2

2
s

s
s

s
  

   2}{Re3,
32

8

3

1

2

2











 s
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s
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  11- 6شكل 

نمودار صفر و قطب  بالاشكل  sX1 .را نشان مي دهد  

        tuetueesX ttt   2  

   1}{Re1,
11

2
1

1
1

1












 s
ssss

  

  
  12- 6شكل 

قطب نمودار صفر و  بالاشكل  sX   را نشان مي دهد. 2
  توجه: در صورتي كه اشتراك نواحي همگرايي تهي گردد، آن گاه سيگنال، تبديل لاپلاس نخواهد داشت.

  مثال: تبديل لاپلاس و ناحيه همگرايي توابع زماني زير را به دست آوريد.

   tttx1  

   tngStx 2  
  حل: 

        ttuttutsX  1  

  





 












 0,
1

0,
1

22 ss
  

     






  ROC

ss
,

2
00,

2
22   
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سيگنال   ttx 1   در هيچ نقطه اي از صفحهs .همگرا نمي شود و لذا تبديل لاپلاس ندارد  

       tututngStx 2  

 






 







  0,

1
0,

1
2 ss

sX  

     






  ROC

ss
,

2
00,

2
22   

  14-6شكل 

بنابراين    tngStx 2 ندارد. تبديل لاپلاس  
ييـر ناحيـه   توجه: گاهي اوقات  تبديل لاپلاس تركيب خطي چند سيگنال منجر به حذف صفر و قطب ها شده و در نهايت باعث تغ

  همگرايي آنها مي گردد.

 جابجايي زماني

فرض كنيد  sX در ناحيهR در اين صورت:همگرا باشد ،  

      


 dtettxttx st
00  

با تغيير متغير  0tt  

      


 dexttx ts )0(
0  

   sXedexe stsst 00 


    

  به طور خلاصه:

     RROCsXettx st   ,0
0  

  جابجايي زماني، ناحيه همگرايي سيگنال را تغيير نمي دهد.

     RROCsXettx st   ,0
0  

  پلاس سيگنال مقابل را به دست اوريد.مثال: تبديل لا

  حل:

      


 tkutku
t

ktx )
2

(  

  )( ssss ee
s

k
e

s

k
e

s

k
sX    

  15-6شكل 

سيگنال  tx  داراي طول محدود است و لذاROC  تبديل لاپلاس آن كل صفحهs .خواهد بود  
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  زير را به دست آوريد. مثال: تبديل لاپلاس به همراه ناحيه همگرايي سيگنال نمونه برداري

    






0n

nT nTtetx  

        











00
}{

n

nT

n

nT nTtenTtesX   

 










0 0

)1( )(
n n

nTsnTsnT eee  

}1{:,
1

1
)1(







ROC
e

Ts
  

  ناحيه همگرايي

111 )1()1()1()1(   TTjTTjTs eeeee  

  و در نهايت:

  101  T  
  
  

 جابجايي در حوزه لاپلاس

فرض كنيد  sX ه در باز }{Re s :همگرا باشد، در اين صورت  

         0
)0(00 ssXdtetxdtetxetxe tsssttsts 





  

  ناحيه همگرايي

}{Re}{Re}{Re}{Re 000 sssss   

Re}{جابجايي در حوزه لاپلاس باعث جابجا شدن ناحيه همگرايي به اندازه  0s .به سمت راست مي گردد  

  ا به دست آوريد.مثال: تبديل لاپلاس توابع زماني زير ر

   0
5

1 ttuetx t    

       11 )3(2
2   tuetttx t  

     ttuSinetuetx tt 554
3

   
  حل:

   0
5

1 ttuetx t    

   5}{Re)(
0

01  s
s

e
ttusX

st
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       11 )3(2

2   tuetttx t  

         11,01 )1(24)3(2
2   tueetuetxtt tt  

     2}{Re,
2

4
24

2 





 s
s

e
tueeetX

s
ts   

     ttuSinetuetx tt 554
3

   

 


















 




 5,
25)5(

5
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4
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23 ss
sX  

45,
25)5(

5

4

1
2









ss

  

  

 تغيير مقياس زماني

فرض كنيد  sX  در بازه }{Re s :همگرا باشد در اين صورت  

   








a
s

a
s

X
a

atx Re,)(
1  

  ناحيه همگرايي  0aبه ازاي 
 asa }{Re  

10به ازاي   a .ناحيه همگرايي گسترده مي شود 

 ناحيه همگرايي فشرده مي شود.  1aبه ازاي 

 ناحيه همگرايي  0aبه ازاي 

 asa }{Re  
   a=-1به ازاي 

 }{Re s    ،       )( sXtx   

}52{به طور مثال اگر  xROC  آن گاه ناحيه همگرايي sX  :برابر است با  
}25{   

  مثال: تبديل لاپلاس توابع زير را به دست آوريد.

    tetx t2
1  

   ttuSinetx t   22  

     tuttx 333   
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  حل:

    tetx t2
1  

1}{Re1,
)1()1(

2
][ 
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e t  
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   ttuSinetx t   22  
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2
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 s
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tutSinesG t  
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2
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 s

s
sGsX  

     tuttx 333   
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0}{Re
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3

1
 s

s
  

توجه: با تفكيك سيگنال  tx  به مولفه هاي زمان منفي و زمان مثبت، مي توان تبديل لاپلاس دوطرفه آن را با استفاده از تبديل

لاپلاس يك طرفه طي دو مرحله به دست آورد. فرض كنيد كه  tx  براي t .تعريف شده باشد  

1-  tx  ّرا به دو مولفه علي tx1  ّو غيرعلي tx2 .تجزيه مي كنيم  

           tutxtxtutxtx  21 ,  

توجه كنيد كه سيگنال هاي  tx1  و tx 2  .هر دو غير عليّ هستند  

تبديل لاپلاس يك طرفه  -2 tx1  لاپلاس يك طرفه را با تبديل tx 2  كه در آنs  به–s     .تبديل شده اسـت، جمـع كنيـد

مده تبديل لاپلاس دو طرفه آنتيجه به دست  tx .خواهد بود  

          
                sXsXsX

sXtxtutxtx

sXtxtutxtx
21

222

111 
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  مثال: تبديل لاپلاس دوطرفه سيگنال زير را بيابيد.

      3,
3

1
1

3
1 


 

s
sXtuetx t  

      2,
2

1
2

2
2 


 

s
sXtuetx t  

در  s–با  sاز تعويض  sX   داريم: 2

  2,
2

1
2 




s
sX  

      23,
2

1

3

1
21 







ss
sXsXsX  

 مشتق گيري زماني

فرض كنيد  sX  در ناحيهR  :همگرا باشد، در اين صورت  

RROCحداقل         ،       sXs
dt

tdx
]

)(
[  

RROCحداقل    ،        sXs
dt

txd 2
2

2

]
)(

[   

در  sضرب  sX  ممكن است باعث حذف قطب شود. بنابراين ناحيه همگرايي حداقلR .است  

مثال: دو سيگنال راستي  tx  و ty رانسيل زير به هم مربوط مي شوند.با معادلات ديف  

     tty
dt

tdx
 2  

   tx
dt

tdy
2  

 sX  و sY  .و نواحي همگرايي آنها را تعيين كنيد  

  حل:
(*)  

          12]2[][  sYssXtty
dt

tdx   

(**)  

       sXssXtx
dt

tdx
2]2[][    
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4

2
2 


s

sY  ،   
4

2
2 


s

sX    (*) ، (**)  

قطب هاي  sX  و sY      موهومي خـالص انـد از طرفـي سـيگنال tx  و ty      دسـت راسـتي انـد و لـذاROC   هـر دو
0}{Re s د.مي باش  

با ورودي  LTIمثال: يك سيستم 3 tx خروجي ، ty .و تابع تبديل زير را در نظر بگيريد  

 
23

642
2

2





ss

ss
sH  

  معادله ديفرانسيل ارتباط دهنده خروجي به ورودي سيستم را به دست آوريد.
  حل: 

   
         sXsssYss

ss
ss

sx
sy

sH 6423
23
642 22

2

2





  

           tx
dt

tdx
dt

sxd
ty

dt
tdy

dt
syd

64223
2

2

2

2

  

  توجه: روابط مشتق گيري زماني در تبديل لاپلاس يك طرفه برابرند با:

      0][ xssX
dt

tdx  

         00][ 2
2

2

xsxsXs
dt

txd  

  0x  مقدار مشتق اول tx  در 0t .است  

  لاپلاس بگيريد. 0tمثال: از معادله داده شده براي تبديل 

    70,10032   yyyyy  
  حل:

0]3[3]2[2][0]32[  yyyyyy   

       03)0(2)0()0(2   sYyssysysYs  

   
)1()3(

5
5]32[ 2





ss

s
sYssYss  

])[(1توجه: از   t .به دست مي آوريم  
nn ststst  )]([,...,)]([,)]([ )(2)2()1(   
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 مشتق گيري از تابع لاپلاس

فرض كنيد  sX  در ناحيهR :همگرا باشد، در اين صورت  

 
RROC

ds

sdX
ttx  )]([  

 
RROC

ds

sXd
txt 

2

2
2 )]([  

 
RROC

ds

sXd
txt

n

n
n  )]()[(  

  مثال: تبديل لاپلاس توابع زير را به دست آوريد.
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  حل:
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           21)2(12  tututtututtx  

         22112  tuttutttu  

تبديل لاپلاس  sx2 :برابر با  

   







,
121
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2

2

2

222 s

e
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e
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e

s
sX

sss

  

سيگنال  sx2 د و مطلقاً انتگرال پذير است. بنابراين داراي عمر محدود مي باشROC  آن تمام صفحهs .است  
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 انتگرال گيري

فرض كنيد  sX  در ناحيهR :همگرا باشد، در اين صورت  

           0}{Re:,
1

*   sRROCsX
s

tutxdxt  

Re}{0با  Rناحيه همگرايي حداقل اشتراك  s .است  

      0}{Re:,
1

 
 sRROCsX

s
dxt  

  ل: تبديل لاپلاس توابع زير را به دست آوريد.مثا

  dttuetutettx t tt )](3)(3)([1   
  

    
t

t dttutCosetx )(32  

  حل:

  dttuetutettx t tt )](3)(3)([1   
  

2)1(

3
]

1

1
[3)](3[,1)]([





 

ssds

d
tutet t  

  )](3)(3)([ tuetutetsG tt     

1}{Re,
)1(

1

)1(

3

)1(

3
1

2

2

2











 s
s

ss

ss
  

        



 
 0}{Re,

)1(
11
2

2

11 s
ss

ss
sG

s
sXdttgtx  

ناحيه همگرايي  tx1   

0)(Re}0)({Re}1)({Re  sss   

    
t

t dttutCosetx )(32  

     1}{Re,
9)1(

1
3 2 




  s
s

s
ttuCosesG t  

      1}{Re
9)1(

11
22 



 s

ss

s
sG

s
sX  

ناحيه همگرايي  tx2   

1)(Re}0)(Re1)({Re  sss   
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 مزدوج گيري

فرض كنيد  sX  در ناحيهR  :همگرا باشد، در اين صورت  

   RROCsXtx  ,)(** *  

در صورتي كه  tx سيگنال حقيقي باشد آن گاه  

  )(* *sXsX   

در سيگنال هاي حقيقي قطب ها و صفرهاي  sX     خارج محور حقيقي به صورت زوج هاي مزدوج قرار مي گيرنـد. بـه عبـارتي

) از قطبي (يا صفري 0sاگر  sX  باشد*
0s  نيز قطبي (يا صفري) از sX .خواهد بود  

    00 *
00  sXsX  

مثال: اگر تبديل لاپلاس  tx  را با sX  با ناحيه همگراييas }{Re     نشان دهيم، آن گـاه تبـديل لاپـلاس

  )2(*)
2

1
(  txtxty .را به دست آوريد  

  حل:

     asasXtx  }{Re,  

 
2

}{Re
2

,22)
2

1
(

a
s

a
sXtx 



  

     asasXetx s  }{Re,2 2  

     asasxetx s   }{Re,2 2  

     asasxetx s   }{Re,*2* **2  

  )(*)2(2)2(*)
2

1
( **2 sxesXtxtxsY s 



    

  ناحيه همگرايي

2
}{Re}}{Re{

2
}{Re

2

a
sasa

a
s

a








    

  

 كانولوشن 

1)(فـــرض كنيـــد تبـــديل هـــاي  sX  2)(و sX  1بـــه ترتيـــب داراي همگرايـــي هـــايR  2وR  باشـــند و ايـــن كـــه

     txtxty 21 * :در اين صورت ،  

         dtedtxxdtetxtxtysY sst 






    ])()([)(*)( 2121  



     WWW.SANJESH.IR  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
 

»468« 

       











 ddtetxxdtedXex stss ][][)([
211  

  با توجه به ويژگي جابجايي زماني:

    )()(])()]([)( 211221 sXsXddtetxsXdsXexsy sts  



  

ناحيه همگرايي  sY  1)(بايد اشتراك درون نواحي همگرايي sX  و sX باشد اما از آنجا كه ضـرب تبـديل لاپـلاس هـا      2

1)(اي ممكن است باعث گردد برخي صفر و قطب ه sX  و sX  ROCبر روي هم افتاده و حذف شوند، در چنين شـرايطي   2
  ممكن است توسعه يابد و لذا ناحيه همگرايي حداقل اشتراك دو ناحيه همگرايي است. به طور خلاصه:

     }{min:,)](*)([ 212121 RRROCsXsXtxtx   
  مثال: سيگنال زير را در نظر بگيريد.

       tuetxtuetx tt 3
2

2
1 ,    

در صورتي كه  ty  ،با سيگنال هاي فوق به صورت زير رابطه داشته باشد sY .را به دست آوريد  

     3*2 21  txtxty  
  حل:

  2}{Re,)()2( 1
2

1   ssXetx s  

  3}{Re,)()3( 2
3

2  ssXetx s  

  3}{Re,)()3( 1
3

2   ssXetx s  

       sXesXetxtxty ss  
2

3
1

2
21 .)3(*)2()(   

    3}{Re2,
)3()2(

.
5

21
5 







 s
ss

e
sXsXe

e
s  

  مثال: معادله زير را حل كنيد.

         1

0 22 dtSinyttuSinty  

  حل: 
  از طرفين تبديل لاپلاس (يك طرفه) مي گيريم.

         1

0 2)(2)( dtSinyttuSinty   

 
2

2
)(

4

2
)(

4

2
)(2*)(

4

2
2222 











s

sY
s

sY
s

ttuSinty
s

  

    0}{Re,22  stutSinty  
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 قضيه مقدار اوليه 

براي سيگنال    tutx  و با تبديل لاپلاس sX 0(، مقدار اوليه( x :برابر است با  

)(lim)0( ssXx
s 

   

)0(رابطه فوق بيان مي دارد براي تعيين مقدار اوليه  x  ابتدا ، sX  را درs  ضرب مي كنيم و سپسs ه بي نهايت ميـل  را ب
  مي دهيم.

سيگنال  توجه: tx  درt=0 .نبايد داراي ضربه و مشتقاتش باشد  

مقدار اوليه  مثال:   tutSintx  .را محاسبه كنيد  

    0)0(  xtutSintx  

    0
1

limlim,
1

1
22








 s

s
ssX

s
sX

ss
  

  ر حوزه لاپلاس داراي جواب يكسان است.مشاهده مي گردد مقدار اوليه هم در حوزه زمان و هم د
Nnفرم كلي تر قضيه مقدار اوليه اين است كه به ازاي   :خواهيم داشت  

   sXsxx
s

x
sX N

n s

Nn
n

n
1

0

)()(
1

)(

lim)0(0)0(,
)0( 



 






   

)0()( nx  بيان كننده مشتق مرتبهn ام در لحظه 0t .مي باشد  

 قضيه مقدار نهايي

سيگنال  براي   tutx  و با تبديل لاپلاس sX مقدار اوليه ،)(x :برابر است با  

 ssXx
s 0
lim)(


  

توجه: قطب هاي  sX .نبايد موهومي خالص باشند  
  مثال: مقدار نهايي توابع زير را به دست آوريد.

           tuttuCostxtutuetx at  
21 ,  

  حل:

    1lim
)(

211
1

0
1 










ssX
ass

as

sas
sX

s
  

 
)(

21
22

22

222 






ss

ss
ss

s
xX  

 sX داراي قطب موهومي خالص  2 js  است. لذا قضيه مقدار نهايي براي sX   صادق نيست. 2
  



     WWW.SANJESH.IR  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
 

»470« 

 جدول خواص تبديل لاپلاس

نال با فرض ان كه دو سيگ tx  و ty  1داراي نواحي همگراييR  2وR   باشند. آن گاه خلاصه اي از خواص تبديل لاپـلاس
  برابر است با:

  جدول خواص تبديل لاپلاس دوطرفه سيگنال هاي زمان پيوسته
  سيگنال  ستبديل لاپلا ROC  خاصيت

}{حداقل   خطي بودن 21RR     sbXsaX 21     tbxtax 21  
R   جابجايي زماني sXe st0   0ttx   

}s  }Re{}Re{}Reجابجايي در حوزه  00 sss 
  0ssX    txe st0  

  يير مقياس زمانيتغ







0}Re{

0}Re{

aasa

aasa
  )(

1
a
s

X
a

   atx  

)( R  مزدوج گيري ** sX  )(* tx  
R  )(ssX  حداقل   مشتق گيري زماني 

dt

tdx  

s  R  مشتق گيري در حوزه  
ds

sdX   ttx  

حداقل   انتگرال گيري زماني }0}Re{{ sR   sX
S

1   
t dx )(  

حداقل   انتگرال گيري زماني }0}Re{{ sR   sX
S


1   

t dx )(  
حداقل  كانولوشن }{ 21 RR    sXsX 21  )(*)( 21 txtx  

مقدار اوليه    tutx     ssX
s 
lim  )0( x  

مقدار نهايي    tutx     ssX
s 0
lim


  )(x  
X  )0(    نالسطح زير منحني سيگ


 dttx )(  

  

توجه: در تعيين مقدار نهايي سيگنال  tx ايد قطب موهومي خالص داشته باشد.نب  

 عكس تبديل لاپلاس

سيگنال  tx  را تبديل لاپلاس معكوس sX گرال زير تعريف مي گردد.گويند كه با انت  

   
 


j

j
st dsesX

j
tx

2
1  

معادله فوق بيان مي دارد  tx  را مي توان به صورت انتگرال حاصل ضرب sX    در نمايي هاي مختلط نمايش داد. بـا توجـه
نيـاز دارد و ايـن مطلـب     sمحاسبه انتگرال در صفحه مخـتلط  به اين كه يافتن تبديل لاپلاس معكوس با استفاده از تعريف فوق به 

خارج از بحث كتاب است؛ لذا با توجه به جدول تبديل لاپلاس مي توان تبديل معكوس را به دست آورد. چرا كه بسياري از تبـديل  

هاي  sX  مورد بحث  به صورت يك كسر از چند جمله اي هاي بر حسبs .هستند  
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 احل انجام كارمر

  عبارت گوياي داده شده را به كسرهاي جزيي تبديل مي كنيم.
ROC  مربوط به هر كسر را طوري انتخاب مي كنيم كهROC .داده شده در مساله را در بر بگيرد 

  انتخاب شده براي هر كسر عمل عكس تبديل لاپلاس را انجام مي دهيم. ROCبا توجه به 

  براي توابع زير به دست آوريد. مثال: تبديل لاپلاس معكوس را

  2}{Re3
65

1
21 




 s
xs

s
sX  

  2}{Re
)2()1(

3

2 


 s
ss

s
sX  

  )1حل: مرحله 

  2}{Re3
3

2
2

1
65

1
21 











 s

ssxs

s
sX  

  )2مرحله 

 






 










 




 3}{Re,
3

2
2}{Re,

2
1

1 s
s

s
s

sX  

  )3مرحله 

    )(2)()( 32
1

1
1 tuetuesXtx tt     

در حالت بعدي، چون درجه صورت  sX   از مخرج بزرگتر است، ابتدا حاصل تقسيم را به دست مي آوريم. 2

 
2

3

8

1
3

1

1
)2()1(

23
12 










ss
s

ss

s
ssX  

  كه در سمت چپ هر دو قطب مي باشد هر دو كسر را بايد به صورت دست چپي به حوزه زمان برگردانيم. ROCبا توجه به مكان 

         tuetuetttx tt  2
2 3

8

3

1  

Re{1{1به همراه ناحيه همگرايي سيستمي داراي آرايش صفر و قطب مقابل  مثال:  s  مي باشد. پاسخ ضربه
  سيستم برابر است با:

1 (   tutSineeeth ttt ][ 2    

2 (   tutSineeeth ttt   ][ 2  

3 (     tutSineetueth ttt   ][2  

4 (     tutSinetueeth ttt   )( 2  
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  حل: 
بايد به صـورت دسـت راسـتي بـوده و عامـل       s=-2و  s=-1طب هاي با توجه به ناحيه همگرايي در مي يابيم كه عوامل مربوط به ق

jsمربوط به قطب مزدوج  1 مي تواند صحيح باشد.4ا گزينه (بايد دست چپي باشد و لذ (  

 به كمك تبديل لاپلاس LTIتحليل سيستم هاي 

  ز خاصيت كانولوشن ناشي مي شود.است كه ا LTIاز كاربردهاي مهم تبديل لاپلاس تحليل وتوصيف سيستم هاي 

           sHsXsYthtxty  *  

 

 

  16- 6شكل 

ناحيه همگرايي  sY  حداقل اشتراك دو ناحيه همگرايي sX  با sH .است  

tseپاسخ سيستم به ورودي نمايي  0 

به صورت نمايي مختلط به صورت  LTIك سسيتم فرض كنيد ورودي ي  tsetx 0 :باشد. آن گاه پاسخ سيستم برابر است با  

        
 dehethty tsts )(00*  

    tssts esHdehe 0
0

00   
  

tseاين يك نتيجه جالب و قابل توجه است. به عبارتي tseر تابع ويژه سيستم است و مقدار ويژه متناظ 0 )(محاسبه  0 0sH  به
  آساني به دست مي آيد.

خارج از ناحيه همگرايي  0sتوجه: در صورتي كه  sH :قرار گيرد، آن گاه  

    ttysH  ,0  

با پاسخ  LTIمثال: در يك سيستم    tueth t2  و تابع تبديل sH پاسخ به ورودي هاي ،tt ee 3,    را بـه

  دست آوريد:

  حل: 

      2}{Re,
2

12 


  s
s

sHtueth t  

3,1مقادير  s  به ترتيب در خارج و داخل ناحيه همگرايي)(sH :قرار دارند، لذا  

      tsesHtyHH 0
0)(,3,11   

  بنابراين

      ttt eeHtyetx   111  
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        tt eHtyetx 3

2
3

2 3  

tseيا پاسخ سيستم به يك ورودي به صورت  sH)(با دانستن  مي تـوانيم پاسـخ سيسـتم بـه هـر ورودي دلخـواه        0 tx  را
  محاسبه كنيم.

پاسخ  زير LTIستم مثال: براي سي ty آوريد. را به دست  

  
  17- 6شكل 

  حل:

  3
3

 s
stt eetx  

      t
s

st eHesHty 3
3 3   

     


 tetye tt 33

20

3

1323

3  

بـه عنـوان يـك عامـل      مشابه سيگنال ضربه وجود خارجي ندارد، اما از پاسخ سيستم به اين سيگنال مي تـوان steتوجه: سيگنال 
  ورودي دلخواه استفاده كرد.واسطه جهت محاسبه پاسخ به هر 

 به ورودي سينوسي LTIپاسخ سيستم 

به ورودي نمايي به صورت  LTIپاسخ يك سيستم   stetx   برابر  stesH .است  
با قرار دادن  js :داريم  

  
  18- 6شكل 

  tjtj ejHe    

  tjtj ejHe    

      tjtjtj ejHejHejHtCos   Re22  

با نمايش  jH :به فرم قطبي  

      jHejHjH  

  )]([  jHtCosjHtCos  
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به عبارت ديگر پاسخ سيستم  ty به ورودي سينوسيtCos :برابر است با  

    )]([  jHtCosjHty  

البته اين نتيجه فقط براي سيستم هاي پايدار صادق هستند، تابع  jH    پاسـخ دامنـه  و)(  jH     پاسـخ فـاز مـي

يفي) مي نامند. بـه طـور مثـال پاسـخ فركانسـي يـك       را پاسخ فركانسي سيستم (پاسخ ط باشد. نمايش اين دو مقدار بر حسب 
  تاخير، مشتق گير و انتگرال گير در حالت ايده آل در ادامه اشاره شده است.

  
 ثانيه Tتاخير ايده آل 

      TjHjHejHesH TjsT   )(,1 1111  

  
  19- 6شكل 

 مشتق گيري ايده آل

     
2

)(, 22
2

22






jHjHejjHssH
j

  

  
  20- 6شكل 

افزايش مي يابد و پاسخ فاز براي همه فركانس ها مقدار ثابت پاسخ دامنه به طور خطي با فركانس 
2

 .است  

 انتگرال گيري ايده آل

     
2

)(,
1111

33
2

33
















jHjHe
j

jH
s

sH
j

  

  
  21- 6شكل 
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پاسخ دامنه به طور معكوس با فركانس متناسب است و اختلاف فاز نسبت به فركانس، ثابت 

2

 .است  

 اندازه پاسخ فركانسي به كمك نمودار صفر و قطبمحاسبه 

)(جايگزين كنيم،  s  ،jدر تابع تبديل اگر به جاي  jH        به دست مي آيد. بدين طريـق مـي تـوان خـواص حالـت دايمـي
)(سينوسي را از فركانس هاي پايين تا فركانس هاي بالا رسم كرد. در صورتي كه  jH  را به فرم اندازه و فاز بنويسيم، خواهيم

  داشت:

    )(  jHjHjH  

  ها، معمولاً پاسخ فركانسي گويند.اطلاعات روي هم مربوط به اندازه و فاز يك تابع تبديل را براي تمام 
  

 محاسبه اندازه پاسخ فركانسي

  ب ها تابع تبديل گويا، به مبدا مختصات وصل مي كنيم.از تمام صفرها و قط
 را مي دهد. 0حاصل ضرب بردار حاصل از صفرها تقسيم بر حاصل ضرب بردار قطب ها، مقدار پاسخ فركانسي به ازاي 

  را محاسبه مي كنيم.) را تكرار مي كنيم و اندازه پاسخ فركانسي 2ها، بند (براي همه 

 در بحث پاسخ فركانسي

منحني  jHهمواره تابع زوجي از متغير حقيقي و منحني)(  jH همواره تابع فردي از متغير حقيقي .است  

قرار دارد، انتظار گرديم كه اندازه تابع تبديل مـاكزيمم محلـي داشـته و فـاز آن سـريعاً       jدر حوالي قطبي كه در نزديكي محور 

باشد، مجانب ايجاد مي گردد و منحني  jتغيير نمايد و در صورتي كه قطب بر روي محور  jH .بي نهايت مي گردد 

قرار دارد، انتظار داريم كه اندازه تابع تبديل يك مينيمم محلي داشته و فاز آن سـريعاً   jنزديكي محور در حوالي صفري كه در 

باشد، منحني  jتغيير نمايد و در صورتي كه صفر بر روي محور  jH .صفر مي گردد 

ازه تابع تبديل بزرگتر باشد، تعداد قطب ها را زياد مي كنيم و در جايي كه بخواهيم انـدازه تـابع تبـديل    در قسمتي كه بخواهيم اند
 كوچكتر باشد، تعداد صفرها را زياد مي كنيم.

مثال: منحني اندازه تابع تبديل سيستمي به صورت شكل زير است، حداقل تعداد قطب ها و صفرهاي تابع تبديل كدام 

  است؟

  دو قطب ) يك صفر و1

  ) دو صفر و سه قطب2

  ) سه صفر و چهار قطب3

  ) چهار صفر و پنج قطب4
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  حل:

0  ،در فركانس   00 H .بنابراين حداقل يك صفر در مبدا قرار دارد  

2  ،در فركانس  2 jH 2وج در فركانس بنابراين يك صفر مزد .قرار دارد 

، اندازه تابع تبديل يك ماكزيمم محلي دارد كه نشان دهنده حداقل يك جفـت قطـب مـزدوج در نزديكـي      1در فركانس 
 است. jمحور 

  ،در فركانس   00 H .بنابراين تعداد قطب ها از تعداد صفرها بيشتر است 

  قطب دارد. 4صفر و  3م فوق حداقل با توضيحات داده شده سيست
 LTIتابع تبديل سيستم هاي 

نسبت تبديل لاپلاس خروجي به تبديل لاپلاس ورودي را تابع تبديل  sH .گويند  

   
 sX

sY
sH   

  كوس تابع تبديل، پاسخ ضربه سيستم خواهد بود.و مع

   thsH )(  

 sH  به ازاي js   پاسخ فركانسي سيستمLTI  است. بسياري از خواص سيستم هايLTI   به مشخصه هاي تابع تبـديل
  بستگي دارد. sزير در صفحه 

 عليّ LTIسيستم 

صفر گردد. در ايـن فصـل    0tوقتي عليّ است كه پاسخ ضربه آن براي  LTIه در فصل دوم بيان شد، يك سيستم همان طور ك
  روش ديگري براي تشخيص عليّ بودن سيستم بيان مي كنيم.

ادامه داشته و اگر تـابع تبـديل    از سمت راست، راست ترين قطب تا  ROCدسته راستي است يعني  ROCدر سيستم عليّ، 
به معني عليّ بـودن سيسـتم اسـت. بـه طـور مثـال سيسـتمي بـا پاسـخ ضـربه            ROCسيستم گويا باشد، راست نيم صفحه بودن 

   tueth t  0عليّ است چرا كه به ازايt  ،  0th تم برابر است با:است. از طرفي تابع سيس  

  1}{Re,
1

1



 s

s
sH  

  در سمت راست، راست ترين قطب است.آن يك راست نيم صفحه واقع  ROCدر اين حالت تابع سيستم گوياست و 
 ضدعليّ LTIسيستم 

صفر باشد. در اين صورت  0tسيستمي ضد عليّ است كه پاسخ ضربه آن براي  th  دست چپي بوده وROC   تابع سيسـتم

 sH  آن چپ نيم صفحه است و اگر تابع تبديل گويا باشد، چپ نيم صفحه بودنROC .به معني ضدعليّ بودن سيستم است  
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 LTIپايداري سيستم 

است اگر و تنها اگر ناحيه همگرايي تابع تبديل  LTIيك سيستم  sH  آن شامل محورj   js}{Re   باشـد و در
  غير اين صورت سيستم ناپايدار است.

پايدار است كه پاسخ ضربه آن مطلقاً انتگرال پذير باشـد،   LTIتوجه: در بحث هاي گذشته بيان نموديم در صورتي كه يك سيستم 

در اين صورت تبديل فوريه پاسخ ضربه  th .همگراست  

 عليّ LTIپايداري سيستم 

بايد سمت راست راسـت تـرين قطـب باشـد و بـراي       ROCعليّ با تابع تبديل گويا، چون سيستم عليّ است،  LTIدر سيستم هاي 
با تابع تبديل گويـا، علّـي و    LTIستم باشد. بنابراين يك سي jآن شامل محور موهومي  ROCپايدار ماندن سيستم، مي بايست 

پايدار است اگر و فقط اگر تمامي قطب هاي  sH .آن داراي قسمت حقيقي منفي باشند  

لازم به ذكر است كه شرط عليّ توما با پايداري براي  sH  هيچ محدوديتي براي صفرهاي sH ل نمي كند. به عبـارت  اعما

ديگر صفرهاي  sH  مي توانند درRHP  يعني سمت راست محورj .قرار گيرند  
  با تابع تبديل زير را به دست آوريد. LTIمثال: پاسخ ضربه يك سيستم 
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  حل:
  براي ناحيه هاي همگرايي متفاوت تعيين مي كنيم.مشخص نشده است، پاسخ ضربه را  ROCچون 

  
  22- 6شكل 

Re}{1به ازاي  s  
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   tueeth tt   )
3

1

3

2
( 2  

در اين حالت سيستم غيرعليّ است زيرا  th  دست چپي مي باشد. از طرفي سيستم ناپايدار است زيراROC  يل محـور  تابع تبـد
j .را شامل نمي شود  
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  23- 6شكل 

Re1}{2به ازاي   s  
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  پاسخ ضربه

     tuetueth tt   2

3

1

3

2  

  در اين حالت سيستم غيرعليّ و پايدار مي باشد.

  
  24- 6شكل 

Re}{2به ازاي  s 
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  پاسخ ضربه

   tueeth tt )
3

1

3

2
( 2   

  در اين حالت سيستم عليّ و ناپايدار است.



  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
WWW.SANJESH.IR      »479«    

   
مثال: يك سيستم غيرعليّ ولي پايدار داراي نمودار صـفر و قطـب تـابع تبـديل مقابـل مـي باشـد در صـورتي كـه          

  20 H .باشد پاسخ ضربه آن را به دست آوريد  

  
  25- 6شكل 

  حل: 
  تابع تبديل آن به صورت مقابل خواهد بود: ROCسيستم غيرعليّ ولي پايدار است. لذا 

  

       120,
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  پاسخ ضربه سيستم برابر است با:

       tuetuesHth tt   21

3

1

3

1
)(  

  

 LTIوارون سيستم 

با تابع تبديل  LTIوارون يك سيستم  sH  سيستمي است كه وقتي با sH   سري شود، تابع تبديل كل برابر واحد شود يـا

به بيان ديگر پاسخ ضربه كل سيستم ضربه واحد باشد. در صورتي كه  sH1  تابع تبديل سيستم وارون sH :باشد، آن گاه  

  
  26- 6شكل 
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       sH
sHsHsH

1
1 11   

به طور مثال نمودار قطب و صفر  sH :يك سيستم پايدار و عليّ داده شده است. با توجه به نمودار  

  
  27- 6شكل 
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sH  

واضح است كه اگر بخواهيم  sH1 يستم پايدار باشد، تابع تبديل يك سROC   آن بايد دست چپي و شامل محـورj   ،باشـد

نمودار قطب و صفر  sH1 .در شكل مقابل نشان داده شده است  

  
  28- 6شكل 

  معكوس سيستمي با معادله ديفرانسيل زير را محاسبه كنيد. مثال:

       txtxtyty  32  
  حل:
  خروجي تبديل لاپلاس مي گيريم: -فين رابطه ورودياز طر

       sXssXsYssY  32  

   
         txtxtyty

s

s
sH

s

s

sX

sY
sH 








 23
13

12
)(

12

13
1  

نداشته باشد. بـه عبـارتي اگـر     sوارون پذير است اگر و تنها اگر تبديل لاپلاس آن صفر محدودي در صفحه  LTIنكته: يك سيستم 

0ssداراي يك صفر محدود در  LTIتابع تبديل يك سيستم   باشد، پاسخ آن بهtse صفر خواهد شد و سيستم وارون ناپـذير   0
  مي شود زيرا پاسخ به ورودي غير صفر، صفر شده است.



  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
WWW.SANJESH.IR      »481«    

   
  نكته: جهت برقراري رابطه

   sH
sH

1
1   

نواحي همگرايي  sH  1)(و sH .باشد اشتراك (روي هم افتادگي) داشته باشند  

 سيستم هاي مينيمم فاز

قـرار   jيعني سمت چـپ محـور    LHPاز جمله خصوصيات سيستم هاي مينيمم فاز اين است كه همه صفرها و قطب هاي آن 
  م معكوسشان پايدار و عليّ هستند.دارند به عبارتي ديگر هم خودشان و ه

 سيستم به كمك معادلات ديفرانسيل خطي با ضرايب ثابتتوصيف 

، از جمله سيستم هاي توصيف شده با معادلات ديفرانسيل خطي با ضرايب ثابت را مي تـوان بـه خـاطر خـواص      LTIسيستم هاي 
  و به كمك عمليات جبري توصيف و تحليل كرد. sتبديل لاپلاس در حوزه 

  ر را در نظر بگيريد.معادله ديفرانسيل خطي با ضرايب ثابت زي

   
k

k

k

N

k

M

k
k

k

k dt

txd
b

dt

tyd
a 

 0 0
  

  با گرفتن تبديل لاپلاس از دو طرف معادله و استفاده از خواص خطي بودن و مشتق گيري داريم:

   sXsbsYsa
M

k

k
k

N

k

k
k 





 





 

 00
  

  و از آن جا تابع تبديل برابر است با:

 






N
k

k
k

M
k

k
k

sa

sb
sH

0

0  

  له ديفرانسيل هميشه گوياست و صفرهاي آن ريشه هاي معادله:بنابراين تابع تبديل سيستم توصيف شده با معاد

0
0




M

k

k
k sb  

  و قطب هاي آن ريشه هاي معادله زير است:

0
0




N

k

k
k sa  

تابع تبـديل سيسـتم را مشـخص كـرد. امـا بـا داشـتن         ROCتوجه: تنها با توجه به معادلات ديفرانسيل نمي توان ناحيه همگرايي 
اتي همچون پايداري يا عليّ بودن سيستم مي توان ناحيه همگرايي را مشخص كرد. مثلاً اگر شـرط سـكون ابتـدايي را فـرض     اطلاع

  سمت راست راست ترين قطب باشد. ROCكنيم، سيستم عليّ مي شود و بايد 

  زمان پيوسته با معادله ديفرانسيل زير توصيف مي گردد: LTIمثال: يك سيستم 

       txty
dt

tdy

dt

tyd
 2

2

2
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الف) تابع تبديل  sH .سيستم را به دست آوريد  

ب) پاسخ ضربه  th .را در هر يك از حالات زير تعيين كنيد  

  ) سيستم عليّ است.2    ) سيستم پايدار است1

  ) توأماً پايدار و عليّ است4  سيستم نه پايدار و نه عليّ است )3

  حل:
  ين معادله تبديل لاپلاس مي گيريم:از طرف

       sXsYssYsYs  22  

   
  )1()2(

1
2

1
2 





sssssX

sY
sH  

  ممكن: ROCنمودار صفر و قطب سيستم فوق به همراه سه 

  
  29- 6شكل 

تابع تبديل  ROCدر  j) براي آن كه سيستم پايدار باشد بايد محور 1-ب sH  گيرد كه شكل قرار(c) .اين ويژگي را دارد  

  2}{Re1,
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  پاسخ ضربه

         ][
3

1
)( 21 tuetuethsHth tt  


   

  مشهود است. (d)) براي آن كه سيستم عليّ باشد، بايد دسته راستي باشد كه اين ويژگي در شكل 2-ب
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   tueeth tt )(

3

1 2   

 (b)را هم شامل نشود كه اين ويژگـي در شـكل    j) براي آن كه سيستم نه پايدار و نه عليّ باشد، بايد دسته چپي و محور 3-ب
  مشهود است.
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  پاسخ ضربه

   tueeth tt 


  )(
3

1 2  

را نيز شامل مي گردد كه با توجه به نمـودار صـفر و قطـب ايـن      jراستي بوده و محور ) در اين حالت سيستم بايد دست 4-ب
  حالت رخ نمي دهد.

 نمايش بلوك دياگرامي سيستم

 LTIعمليات جبري بر روي تابع تبديل سيستم ابزار مناسبي براي تحليل اتصال سيستم ها و يافتن نمايش جعبه اي سيستم هـاي  
  شده با معادلات ديفرانسيل است. توصيف

شكل مقابل بلوك دياگرام يك سيستم با تابع تبديل  sH .را نشان مي دهد  

  
  30- 6شكل 

  
 اتصالات اصلي بلوك ها

  زيرسيستم ها را مي توان به سه ساختار اساسي سري، موازي و فيدبك دار نمايش داد.
  (Cascade)الف) اتصال سري 

  ضربه اتصال سريپاسخ 

  
  31- 6شكل 
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     ththth 21 *  
  و تابع تبديل آن

   
 

 
     sHsH
sw

sY

sX

sw
sH 21.   

  اين نتيجه را مي توان به هر تعداد از توابع تبديل سري تعميم داد.
  ب) اتصال موازي

  
  32- 6شكل 

  سيستم معادلپاسخ ضربه 

     ththth 21   
  و تابع تبديل آن

     sHsHsH 21   
  اين نتيجه را مي توان به هر تعداد از توابع تبديل موازي تعميم داد.

  ج) اتصال فيدبك دار

  
  33- 6شكل 

  تابع تبديل سيستم

   
   sHsH

sH
sH

21

1

1
  

 عليّ LTIطراحي سيستم 

تگرال گير مـي تـوان سيسـتم    با بهره گيري از سه ساختار اشاره شده و استفاده از عناصر پايه ضرب كننده عددي، جمع كننده و ان
  نمايش داد. در حالت كلي سه روش متفاوت براي طراحي سيستم در نظر مي گيريم. sهاي مرتبه بالا را به كمك دياگرام بلوكي در حوزه 

  ساختار كانوني
 ساختار سري

 ساختار موازي
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تشكيل بالاي سيگنال كه اغلب توسط نويز  توجه: در مراحل ساخت از مشتق گير استفاده نمي كنيم چرا كه ممكن است مولفه هاي

  مي شوند بيشتر تقويت مي شوند و اعوجاج شديد در سيگنال مطلوب ايجاد كند و در نهايت باعث ناپايدار شدن سيستم گردد.
  

 ساختار كانوني

  د به طور مثال:در اين نوع نمايش ضرايب ظاهر شده در بلوك دياگرام همان ضرايب تابع تبديل يا معادله ديفرانسيل هستن
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  34-6شكل       
عليّ را به كمك بلوك ديـاگرام بـه    LTIبه روش ميسون (در درس كنترل خطي) مي توان به راحتي تابع تبديل يك سيستم  توجه:

  دست آوريد.
  

 سريساختار 

ام nدر اين حالت تابع تبديل مرتبه  sH  را مي توان به صورت حاصل ضربn :تابع تبديل مرتبه اول نوشت. نظير  
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 ساختار موازي

ام nدر اين حالت تابع تبديل مرتبه  sH اصل جمع را مي توان به صورت حn      تابع تبديل مرتبه اول نوشـت. يعنـي بـه صـورت
  كسرهاي جزيي، نظير:

  
  36- 6شكل 

 
2

1
1

1
)2()1(

1









ssss

sH  

  

  مكان هندسي فيلترهاي ايده آل 

  فيلتر پايين گذر -

با بيشترين صاف شدگي در  است. مكان هندسي قطب هاي فيلتر پايين گذر 0يك فيلتر پايين گذر داراي بيشترين بهره در 

  مي باشد. C، نيم دايره اي حول Cمحدوده فركانس صفر تا 

  
  37- 6شكل 

  فيلتر ميان گذر -

اي بـا   درفيلتر ميان گذر، بهره در تمام ناحيه عبور بيشترين مقدار را دارد. مكان هندسي قطب هاي فيلتـر ميـان گـذر نـيم دايـره     

  است.  jمقابل محور   0مركزيت 
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  38- 6شكل 

  

  فيلتر ميان نگذر -

پاسخ دامنه فيلتر ايده آل ميان نگذر، مكمل پاسخ دامنه فيلتر ايده آل ميان گذر است. هر چه مكان قطب ها به صـفرهاي واقـع در   

0  0تر باشد، انتقال بهره از صفر به يك در هر دو طرف نزديك .سريع تر انجام خواهد شد  

  
  39- 6شكل 

  رابطه ميان فيلتر ميان گذر و فيلتر ميان نگذر -

در صورتي كه  sH BP  و sH BS ركانسمركزي يكسان و پهناي يكسان باشـند،  توابع فيلترهاي ميان گذر و ميان نگذر و با ف
  در آن صورت:

   sHsH BPBS 1  
  يعني تابع تبديل فيلتر ميان نگذر را مي توان از تابع تبديل فيلتر ميان گذر متناظر به دست آورد.

  رابطه ميان فيلتر پايين گذر و فيلتر بالاگذر -

اگر  sH LP  و sH HP     ،به ترتيب توابع تبديل فيلترهاي پايين گذر و بالاگذر با فركانس قطع و پهناي باند يكسـان باشـند
  در اين صورت:

   sHsH LPHP 1  

با  sتوجه: در طراحي فيلتر، با تعويض 
s

در  1 sH LP لتر بالاگذر تبديل كرد.مي توان فيلتر پايين گذر را به في  
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 تابع خود همبستگي

تابع خود همبستگي سيگنال  tx :را در نظر بگيريد  

           
 dtxxtxtxtxx *  

مقابل، به ازاي ورودي  LTIبراي سيستم  tx  و خروجي txx   پاسخ ضربه th  :برابر است با  
             txththtxtxtxtxx  **  

  با تبديل لاپلاس گرفتن از تابع خودهمبستگي داريم:

  
  40- 6شكل 

         sXsXtxtxtxx  }*{  
و با جايگزيني  js :تبديل فوريه تابع خود همبستگي به دست مي آيد  

      jXjXjxx  
صفر  -قطبو نمودار  ROCدر صورتي كه  tx صفر بـه همـراه    -به صورت زير باشند، آن گاه قطبROC    تـابع خودهمبسـتگي

  خروجي برابر است با:

  
  41- 6شكل 

 
)3()1(

)2(





ss
sk

sX  

     sXsXsxx   

 
)9()1(

)4(
)3()1(

)2(
)3()1(

)2(
22

22














ss

sk
ss

sk
ss

sk
sX  

بنابراين تابع خود همبستگي  sxx  2صفرهايي در دارايs  1و قطب هايs  3وs  .است  
ناحيه همگرايي  sxx  همان اشتراك نواحي همگرايي sX  و sX  .خواهد بود  

 }1}{{Re}1}{{Re  ssROC  

1}{Re1}1}{{Re}1}{{Re  sssROC   
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  سوالات طبقه بندي شده فصل ششم

مشابه را كه پاسخ پله هر كدام مطابق شكل زير است با هم كاسكود (سري) كنيم، پاسخ  LTI: اگر دو سيستم  1سوال 

  پله سيستم چه خواهد بود؟

  
: اگر ناحيه همگرايي تبديل لاپلاس سيگنال  2سوال  tx  زير باشـد، ناحيـه همگرايـي تبـديل لاپـلاس      به صورت

سيگنال      tutxty  كدام است؟  

1 (  1Re s  

2 (  2Re s  

3 (  2Re s  

4 (  22 Re  s  

: در سيستم نشان داده شده اگر  3سوال    tuetx t23   آن صورت باشد، در ty با كدام گزينه برابر است؟  

  ) صفر1

2 ( tue t23   

3 ( tue Tt ))23   

4 (   Ttueatue Ttt   )(22 2  
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  سببي با تابع تبديل LTI: پاسخ يك سيستم پيوسته  4سوال 

    ass

s
sH





2

1  

به ورودي   ttx  برابر با  1,  t
a

ty  ,
32

  كدام است؟ aمي باشد، مقدار  

1 (4a  2 (4a  3 (0a  4 (4a  

برابر با  LTI: اگر پاسخ پله يك سيستم  5سوال   )1( tt etets      يسـتم بـه   باشـد و پاسـخ خروجـي س

ورودي  tx  برابر   tueety tt )32( 3   ،باشد tx كدام است؟  

1 (te 32     2 ( tue t )42(   

3 ( tuete tt )31(    4 ( tue t )42( 3  
  يفرانسيل زير صدق مي كند:: پاسخ ضربه يك سيستم در معادله د 6سوال 

       tubtueth
dt

tdh t  42  

كه در آن  tu  پله واحد وb يك ثابت نامعين مي باشد. خروجي سيستم به ورودي  tetx به ازاي تمام زمـان هـا    2

برابر   tety 2

12

1
  مي باشد، مقدارb كدام است؟  

1 (
12

1
b    2 (

3

1
b  

3 (
12

1
b    4 (

3

1
b  

: اگر  7سوال      thtxty *  باشد، آن گاه   thtx   برابر است با: 3*3

1 ( ty 3  2 ( ty 3
3

1  3 ( ty  4 ( ty
3

1  

: در سيستم با آرايش صـفرها و قطـب هـاي نشـان داده شـده در شـكل زيـر، بـه ازاي ناحيـه همگرايـي            8سوال 
1}{Re1  s :پاسخ ضربه سيستم برابر است با  

1 (   tutSineeeth ttt ][ 2    

2 (   tutSineeeth ttt   ][ 2   

3 (     tutSineetueth ttt   ][2  

4 (     tutSinetueeth ttt   )( 2  
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: اگر محدوده  9سوال   3Re sal منطقه همگرايي براي تبديل لاپلاس سيگنال ، tx  باشد، منطقه همگرايي

براي تبديل لاپلاس سيگنال  tx   10كه  ز:باشد، عبارت است ا  

1 (   3Re sal    2 ( 




3

Re sal  

3 (   3Re sal    4 ( 






3
Re

3
sal  

: اگر  10سوال      tytxtz *  باشد، در آن صورت   tytx   برابر است با: 2*2

1 ( tz 2  2 ( tz 22  3 ( tz 2
4

1  4 ( tz 2
2

1  

  : پاسخ ضربه سيستم معكوس سيستم توصيف شده با رابطه: 11سوال 

      
 dxety t t )(  

  را به دست آوريد؟
1 ( t  2 ( tu  3 ( t  4 (   tt   

  پايدار توسط معادله ديفرانسيل: LTI: يك سيستم  12سوال 

     tx
dt

tyd
ty 

2

2

4  

توصيف مي شود. پاسخ سيستم به كدام ورودي (هاي)   tetx 1  ،  tetx 4
2

  و  tetx 6
3   كراندار است؟  

) فقط 1 tx1     2(  tx1  و tx2   
  ) هيچ كدام4    ) هر سه3

  با معادله ديفرانسيل: LTI: يك سيستم  13سوال 
       txtytyty  2  

  توصيف مي شود. پاسخ ضربه آن در صورتي كه سيستم پايدار باشد، چگونه خواهد بود؟

1 (     tuetueth tt 
3

1

3

1 2  

2 (     tuetueth tt  

3

1

3

1 2   

3 (     tuetueth tt 
3

1

3

1 2  

4 (     tuetueth tt 
3

1

3

1 2  
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tje: پاسخ يك سيستم زمان پيوسته به نمايي  14سوال  tjetبه صورت  2.3 است. در مورد اين سيستم، كدام  2.32.3

  يك از گزينه هاي زير صادق است؟

  است. LTIي ) سيستم فوق يك سيستم عل1ّ

  نيست. LTI) سيستم فوق يك سيستم 2

  بودن اين سيستم اظهار نظر كرد. LTI) با اطلاعات داده شده نمي توان در مورد 3

  ) سيستم فوق يك فيلتر بالاگذران است.4

عليّ با تابع تبـديل   LTI: مقدار نهايي پاسخ زماني سيستم  15سوال  
2

1




s
sH   بـه ورودي   tutx 3 

  چقدر است؟

) 2  ) صفر1
2

3
  3 (4  4بي نهايت (  

دو سيستم با پاسخ ضربه هاي به ترتيب  1Sو  2S:  16سوال    tueth t1 و 
t

WtSin
th


2  مي باشند. در

  اين صورت:

1 (1S  2معكوس پذير وS  .معكوس ناپذير است  

2 (2S  1وS .هر دو معكوس پذيرند  

3 (1S  2معكوس پذير وS .معكوس ناپذير است  

4 (2S  1 وS .هر دو معكوس ناپذيرند  

: يك سيستم خطي داراي پاسخ ايمپـالس   17سوال    tueth t21.0        مـي باشـد. پاسـخ ايمپـالس معكـوس

(Inverse System) آن را به دست آوريد؟  

1 (      ttth  251  2 (      ttth  2101  

3 (      ttth  2101      4 (      ttth  251  
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  : دو سيستم داراي پاسخ هاي ايمپالس زير مي باشد: 18سوال 

       tuthtuth tt   20,10 2
2

1  
اين دو سيستم به صورت سري به ترتيب به يك ديگر متصل شده اند. پاسخ ايمپالس معـادل مجموعـه را بـه دسـت     

  آوريد؟

1 (     tueeth tt 2200    2 (     tueeth tt   2200  

3 (     tueeth tt 2200    4 (     tueeth tt 2200    

با پاسخ ضربه  LTI: يك سيستم  19سوال    tueth t     را در نظر بگيريد. به ازاي چـه ورودي پاسـخ سيسـتم

 tuet  مي گردد؟  

1 (   ttuet 2    2 (   ttuet 2   

3 (   ttuet  2   4 (   ttuet  2   

: اگر ضابطه بين ورودي  20سوال  tx  و خروجي ty  سيستمي به صورت زير باشد پاسخ ضربه سيسـتم وارون آن

  چه خواهد شد؟

     
t t dxety 2)(  

1 (   tt  24    2 (   tt  24   

3 (   tt  22    4 (   tt  22  

  به صورت: LTI: پاسخ يك پله سيستم  21سوال 

         tuetuetututg tt  2  
  است.

  پاسخ ضربه آن چيست؟

1 (  tet     2 (     tuetuet tt 3  

3 (  tet     4 (     tuetuet tt 3  
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: اگر تبديل لاپلاس سيگنال زمان پيوسته  22سوال  tx :به صورت  

    0Re,
1 2




 



s
e

e
sX

S

S

  

  باشد، مقدار انتگرال زير برابر با كدام گزينه خواهد بود؟

  
2

0t dttx  

1 (-1  2 (+1  3 (-2  4 (+2 
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  صل ششمپاسخنامه سوالات ف

1-2 (  

     )5.05.0  tututs  

          ss eesHtt
dt

tsd
th 5.05.05.05.0   

  پاسخ ضربه كل سيستم

      ss
t eesHsHsH  2.  

             121121  tutututstttht  
2-1(  

سيگنال  tx را به مجموعه اي از دست چپي و راستي تجزيه مي كنيم  

             tutxtutxtxtxtx LR   

                   tutxtututxtutxtutxty  ][  

بنابراين ناحيه همگرايي  ty   دست راستي خواهد بود يعني  1Re s  
3-2(  

  1
1

1





 



Ts

Ts

ae

ae
sH  

             tuetxtysXsXsHsY t23   
4-2(  

  4
322

1

2

1
0  a

a

aa
H  ،     

32
0 0 a

eHty t   

سيستم فوق در صورتي به سمت مقدار ثابت  
32

a
ty    ميل مي كند كه پايدار باشـد وs = 0    در ناحيـه همگرايـي sH 

  ناپايدار است. a = -4قرار گيرد. حال آن كه سيستم به ازاي 
5-4 (  

با كمي دقت در پاسخ پله  ts  و پاسخ ty:در مي يابيم  
  است. s = -3ب ورودي داراي قط

سيستم يك طرفه است (به علت جمله  tu( 

  ) مشاهده مي شود.4اين دو ويژگي تنها در گزينه (
6-2(  

  از طرفين معادله تبديل لاپلاس يك طرفه به ازاي شرايط اوليه صفر مي گيريم:
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s

b
sHssH 




41

1
2  

     
3

1

12

1
2,2/

4

1







 


 bHs

s

b

s
sH  

7-2 (  

           sHsXsYthtxty  *  

      )
3

(
9

1
)

3
(

3

1
.)

3
(

3

1
]3*3[

s
Y

s
H

s
Xthtxsz    

     tysztz 3
3

1
][1    

8-4(  

با توجه به ناحيه همگرايي  sH  1نسبت به 1چپ گرا و نسبت به) 4راست گراست. بين گزينه ها تنها گزينه (
  داراي اين دو ويژگي است.

9-3(  
  اگر 

     }{Re,][ ssXsx  
  آن گاه

   }{Re,)(
1

][
a
s

a
s

X
a

atx  

ناحيه همگرايي برابر است با  a < 0به ازاي  a
a
s

a }{Re بنابراين اگر  

  3}{Re,)(][  ssXtx  
10-4(  

      )
2

()
2

(
4
1

]2*2[
s

Y
s

XtytxsZ  
  

     tZsZsZ 2
2
1

][1    

11-4(  

      



 dxtuety t )(  

          tuethtxtuety tt   *  
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           ttths

sH
sH

s
sH iI 


 1

1
1

1  

12-1(  

          22
1

4
1

4
2

2









sss

sHsXsYs  

تابع  ROCسيستم پايدار است بنابراين  sH  2بين دو قطبs     اسـت. بـا بررسـي ورودي تنهـا tx1  داراي قطبـي در

ROC  تابع sH .است  
13-3(  

     sXsYss  22  

    21
1

2
1

2 





ssss
sH  

تابع  ROCسيستم پايدار است بنابراين  sH  بين دو قطبs = -1  وs = 2  قرار دارد. پسROC  2نسبت به  چپ گـرا و
  ) مشاهده مي گردد.3ژگي تنها در گزينه (راست گرا است. اين دو وي1نسبت به 

14-2(  

  نيست. LTIبه دست مي آيد. لذا سيستم فوق jatkeپاسخي به صورت  jateبه ازاي ورودي  LTIدر سيستم هاي 
15-4(  

  .عليّ فوق ناپايدار است لذا مقدار نهايي پاسخ زماني بي نهايت مي گردد LTIسيستم 
16-3(  

تابع تبديل  sH1 .فاقد صفر محدود مي باشد لذا معكوس پذير است  

     
1

1
11 

 

s
sHtueth t  

پاسخ فركانسي  jH   برابر است با: 2

 











W

W
jH

0

1
2  

سيستم با ضابطه  jH يستم وارون پذير نمي باشد زيرا ضابطه س 2 jH   صفر است.Wبه ازاي  2

17-2(  

     
2

1.0
1.0 2


 

s
sHtueth t  

           ]2[10210
1

ttths
sH

sH ii   
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18-1(  

     ththth 21 *  

         2

200

1

200

21

200
21 








ssss

sHsHsH  

     tueeth tt 2200    
19-2(  

    1,
1

1
,1,

1

1









s

sY
s

sH  

   
     

  1
2

1
1
1

1
1

1

1















ss

s

s

s
sH
sY

sX
sX
sY

sH  

     tuettx t  2  
20-3(  

   ttx   

           tuedtuedtueth ttt 





 
2

1
2

2

1
2 )()(  

           ttths
sH

sH
s

sH ii 


 2222
1

22

1  

21-1(  

 
1

21

1

1

1

112
2 








s

s

sssss
sG  

        tetth
s

sG
s

sH 



1

2
1

1
2  

22-2(  
  با توجه به رابطه تبديل لاپلاس سيگنال متناوب يك طرفه

   
Ts

T Ts

e

dtetx
sX 






1
0  

   
   4,

111

1
4

3

22

2









 







T
e

ee

ee

ee
sX

s

ss

ss

ss

  



  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
WWW.SANJESH.IR      »499«    

   

  
40در طول يك پريود   t  ،     311  tttx :بوده و خواهيم داشت  

    112

0

2

0 1   dttdttx  
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  در تحليل سيگنال هاي زمان گسسته Zتبديل  :فصل هفتم

س براي سيستم هاي زمان گسسته است كه تحليل سيستم هاي گسسته و نامتغير با زمان را آسان مي معادل تبديل لاپلا Zتبديل 
كند. از طرفي هر يك از آنها رابطه مشابهي با تبديل فوريه متناظر با خود دارند. علت تعميم آن است كه تبديل فوريـه بـراي تمـام    

يل فوريه گسسته داشته باشيم كه دسته وسيع تري از سـيگنال هـا را در   دنباله ها همگرا نمي شود و مفيد است كه تعميمي از تبد
غالباً از نمادگذاري تبديل فوريه راحت تر و ساده تر مي  Zبر بگيرد و مزيت دوم اين است كه در مسايل تحليلي، نمادگذاري تبديل 

هـم معـادلات    Zي تبديل مـي كنـد، تبـديل    باشد. همچنين همان گونه كه تبديل لاپلاس معادلات ديفرانسيل را به معادلات جبر
  تفاضلي را به معادلات جبري تبديل مي نمايد و بدين صورت تحليل سيستم هاي زمان گسسته را آسان مي كند.

  Zتبديل 
دنباله  Zتبديل  nx :به صورت زير تعريف مي شود  

)1(                  






n

nznxzX  

آن  Zمتغيري مختلط است از لحاظ نمايش، سيگنال و تبديل  Zحالت كلي سري تواني نامتناهي مي باشد كه در آن اين معادله در 
  را به صورت زير نمايش مي دهند.

       






n

n zXznxnxz  

    zXznx 1  
  آن با نمادگذاري زير مشخص مي شود. zتناظر بين دنباله و تبديل 

   zXnx z  

به صورت قطبي  Zبا در نظر گرفتن متغير مختلط  jrez ) داريم:1در رابطه (  

    






n

njrenxjX  

)2(            






n

nnjn rnxFernx  

nrتابع نمايي    بسته به اين كهr  ت. بنـابراين بـراي همگرايـي    از يك كوچكتر يا بزرگتر باشد، يك دنباله افزايشي يا كاهشـي اس ـ

بايد تبديل فوريه  Zتبديل   nrnx   همگرا باشد كه البته براي هر دنباله مشخص nx تبديل  nrnx   تنها به ازايr هاي

  به تبديل فوريه انتقال مي يابد. يعني: Zتبديل  1zيا  r=1معيني همگرا مي شود. در حالت خاص 

    ]}[{ nxFeXzX j

ez j  
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  در صفحه zمكان  1zدايره اي به شعاع واحد است كه به عنوان دايره واحد شناخته مي شود. 

  
  1- 7شكل 

  در مبحث تبديل لاپلاس دارد. sنقشي مشابه محور موهومي صفحه  zدايره واحد در مبحث 

 يه همگراييناح

همگرا شود را تجزيه همگرايي گويند. با اعمال اين معيار به  Zكه به ازاي آن تبديل  Zبراي هر دنباله مفروض مجموعه مقاديري از 
  بايد داشته باشيم: Z) براي همگرا شدن تبديل 2معادله (

  






n

nrnx  

سيگنال  Zتبديل  ROCيعني  nx اديري از مقZ  است كه به ازاي آن  nrnx  .مطلقاً جمع پذير باشد  

دنباله هاي  Zمثال: تبديل    nuanx n1  و   12  nuanx n  را به همراه ناحيه همگرايي آنها تعيين

  كنيد.

  حل:

    










n n

nnn azznuazX
0

1
1 )(  

براي همگرايي  zX1 :لازم است كه  

azazaz
n

n
 




111

0
  

azبا رعايت شرط همگرايي   :داريم  

  az
az

z

az
azzX n

n






 





1

1

0
1 1

1
)(  
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هاي محدود دنباله aبه ازاي  nx1 داراي تبديلZ   در يك ناحيه همگراست ولي تبديل فوريه دنبالـه nx1   تنهـا در صـورتي

شامل دايره واحد نمي شود و لذا تبـديل فوريـه دنبالـه     1a ،ROCباشد و به عبارت ديگر براي  1aهمگرا مي شود كه 

 nuan .همگرا نخواهد شد  

توجه: دنباله  nuan  1يك دنباله نمايي راست گرا است و به ازايa  داراي تبديل فوريه است چرا كهROC    شـامل دايـره

  واحد مي شود.
  پله واحد به دست مي آيد. Z، تبديل a=1توجه: به ازاي 

      1
1

1
1

111 


  z
z

zXnunxa  

توجه:  zX1 يك تبديلZ بدا گوياست كه يك صفر در مz=0  و يك قطب درz=a .دارد  

    










n n

nnnn zaznuazX
1

2 1  

 










1 0

1 )(1
n n

nnn zaza  

براي همگرايي  zX   لازم است كه:2

azaz  11  

  az
az

z

azza
zX 








  112 1

1

1

1
1  

قطب و ناحيـه همگرايـي    -نمودار صفر zX دنبالـه  1aاسـت. توجـه كنيـد كـه بـراي      نشـان داده شـده    زيـر در شـكل   2

 1 nuan  به ازايn .به طور ئنمايي رشد مي نمايد و فاقد تبديل فوريه مي گردد ،  

  
  3- 7شكل 

Z  ،توجه: با مقايسه تبديل  zX1  و zX قطب و تابع گوياي يكسان، ديده مي شود كه دنباله هـا و   -جود نمودار صفربا و 2
  و هم ناحيه همگرايي آن لازم است.  Zهم عبارت جبري تبديل  Zدر نتيجه جمع نامتناهي متفاوت اند، بنابراين براي مشخص كردن تبديل 

توجه: دنباله  1 nuan  1ازاي يك دنباله نمايي چپ گراست كه بهa داراي تبديل فوريه است چرا كهROC  شامل

  دايره واحد مي شود.
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دنباله  Zمثال: تبديل      1)
3
1

()
2
1

( 


 nununx nn .را به همراه ناحيه همگرايي آن تعيين كنيد  

  حل:
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1

2
1

1

1
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1
(

1







z
z

nu Zn  

 
3

1

3
1

1

1
)

3

1
(

1








z

z
nu Zn  

   
2

1

3
1

1

1

2
1

1

1
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1
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z
zz

nunu Znn  

رايي ناحيه همگ zX اشتراك نواحي همگرايي دو تابع تبديل :Z .مي باشد  
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 دنباله هاي متداول Zتبديل 

  متداول، معرفي شده اند. Zدر اين بخش تعدادي از زوج تبديل هاي 
ROC  zX  nx  
Z 1 تمام n  

 z=0به جزZتمام
) يا به جز m>0(اگر 
z=اگر)m<0(  

mz    mn   

1Z  
11

1
 z

   nu  

1Z  
21

1

)1( 



 z

z   nnu  

1Z  
31

11

)1(

)1(






z

zz   nun2  

1Z  
11

1
 z

   1 nu  

az   
11)1( 
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za  
      nua
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mnnnn n

!
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1
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   nuan  

az  
21
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1 1

1 3
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az az
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   nuan n2  
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1

1

1 az 
   1 nuan  
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1

1 2(1 )
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   1 nunan  

1Z 
1

0

1 2

0

1

1 2

z Cos

z Cos z







 



 
   0Cos n u n  

1Z 
1

0

1 2

01 2

z Sin

z Cos z
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1 2 2
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  مي باشد. به طور مثال: Zيكي از كاربردهاي جدول، تعيين عكس تبديل 

 
 

     nu
nn

nx
z

z
zX nz 2

8

1

2
131
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k

z

k

k knnxzzX 42
4

2

1
  

 

 تعريف صفر، قطب و دياگرام صفر و قطب

دنباله  zاغلب مسايل تجزيه و تحليل، تبديل  همانند تبديل لاپلاس در nh  به يك كسر گويا ازz :به صورت  

)6(                                                                                       
 

    
    n

m

pzpzpz

zzzzzzk

zD
zN

zH




...

...

21

21  

منجر مي گردد كه  zN و zD چند جمله اي هايي بر حسبZ  هستند. مقاديري ازz  كه به ازاي آن  0zN  ،گـردد

صفرهاي  zH  و مقاديري ازZ  كه به ازاي آن  0zD  گردد، قطب هاي zH .خوانده مي شوند  

صفرهاي  zH  

    mzzzzzNzH  ,...,,00 21  

قطب هاي  zH  

    npppzzNzH  ,...,,0 21  

12) ، 6در رابطه ( ,,..., pppn  12و ,,..., zzzm    مقاديري حقيقي و يا مختلط مي باشند و با توجه به حقيقي بـودن دنبالـه

 nh  به ازاي هرp  ياz .مختلط مزدوج آنها نيز وجود دارد  

دنباله  Zمثال: تبديل  nx.را در نظر بگيريد  
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دياگرام صفر و قطب به همراه نواحي همگرايي  zX .را تعيين كنيد  
  حل:
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صفرهاي  zX  

2

1
,00

2

1
32,1

2 





  zzzz  

قطب هاي  zX  

4

3
,

2

1
0

4

3

4

1
32,1

2 







 





  zjzzz  

نمودار صفر و قطب  zX  به دست مي آيد. زيرمطابق شكل  

  
  5- 7شكل 

  ناحيه همگرايي وجود دارد: 3با توجه به مكان قرار گرفتن قطب ها 

2

1
:1 zROC  

4

3

2

1
:2  zROC  

4

3
:3 zROC  

  مثال: دياگرام صفر و قطب سيگنالي مطابق شكل مقابل است. نواحي همگرايي آن را نمايش دهيد.

  
  6- 7شكل 



     WWW.SANJESH.IR  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
 

»508« 

  حل:
  چهار ناحيه همگرايي متفاوت با مكان صفر و قطب يكسان:

  
  
  
  
  
  
 

 

 

  

  ) يك دنباله راست گراbچپ گرا، شكل ( ) يك دنبالهa( :7- 7شكل

  ) يك دنباله دو طرفه ديگرd) يك دنباله دو طرفه، شكل (c( : 8- 7 شكل

  

 محل استقرار قطب و رفتار زماني سيگنال هاي عليّ

ه در اين بخش رابطه بين محل استقرار قطب يك سيگنال عليّ با پاسخ زماني آن مورد ارزيابي قرار گرفتـه اسـت و همـان طـور ك ـ    
سـيگنال رشـد    مشاهده خواهيد نمود، در سيگنال هاي عليّ در صورتي كه قطب در خارج از دايره واحد قـرار گيـرد، رفتـار زمـاني    

  افزايشي خواهد داشت.
 رفتار قطب ساده

سيگنال  Zتبديل  nx  كه داراي يك قطب ساده درz=a  و صفر درz=0 .مي باشد را در نظر بگيريد  

      az
az

zXnuanx zn 


  ,
1

1
1  
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اشكال زير حالت هاي مختلف استقرار يك قطب ساده سيگنال عليّ را نسبت به دايره واحد و ارتباط آن بـا رفتـار زمـاني سـيگنال     

  نمايش مي دهند.

  
 9- 7شكل 

  نتايج

اگر قطب ساده در داخل دايره واحد قرار گيرد، سيگنال  nx  با افزايشn ل پيدا مي كند.تنز  

اگر قطب ساده بر روي دايره واحد قرار گيرد، سيگنال  nx  با افزايشn .ثابت باقي مي ماند  

اگر قطب ساده در خارج دايره واحد قرار گيرد، سيگنال  nx  با افزايشn .رشد افزايشي مي يابد  
 ج عنوان شده به صورت نوساني رخ خواهند داد.اگر قطب ساده و منفي باشد، نتاي

 رفتار قطب مضاعف

  يك سيگنال عليّ حقيقي با دو قطب حقيقي تكراري ساده را در نظر بگيريد. Zتبديل 

      az
az

az
zXnunanx zn 


 



,
)1( 21

1
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باط آن بـا رفتـار   همانند حالت قبل، حالت هاي مختلف استقرار قطب ساده تكراري در يك سيگنال عليّ نسبت به دايره واحد و ارت
  زماني سيگنال در اشكال زير نمايش داده شده است.

  
  10- 7شكل 

همان طور كه در اشكال مشاهده مي كنيد قرار گرفتن قطب مضاعف بر روي دايره واحد و همچنـين در خـارج دايـره واحـد باعـث      

ناپايدار شدن سيگنال  nx .مي گردد  

 رفتار قطب مزدوج مختلط

  يك سيگنال عليّ حقيقي با قطب مزدوج مختلط را در نظر بگيريد: Zتبديل 

      rz
zrCoszr

Coszr
zXnunCosrnx zn 




 



,
21

1
)(

22
0

1
0

1

0  

0كه در آن 
2,1

 jerz  قطب مزدوج مختلط مي باشد. مقدارr    (رشـد) كه همان فاصله قطب تا مبدا است بيان كننده پـوش

مثبت اندازه گيري مي شود  سيگنال سينوسي است و فاز قطب كه نسبت به محور حقيقي   مي باشد. 00
مشابه حالت هاي قبل، اشكال زير ارتباط بين محل استقرار قطب هاي مزدوج مختلط يك سيگنال عليّ را نسبت به دايره واحـد بـا   

  سيگنال زماني آن نشان مي دهند.
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  توجه كنيد كه:

1اگر  rp شد، سيگنال با nx .سينوسي ميرا مي گردد  

1اگر  rp  باشد، سيگنال nx .سينوسي مي ماند  

1اگر  rp  باشد، سيگنال nx .سينوسي ناميرا مي گردد  

1اگر  rp طب مضاعف باشد، سيگنال و ق nx .سينوسي ناميرا مي گردد  
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 خواص ناحيه همگرايي

تابعي گويا بوده و  Zدر اين بخش با فرض اين كه عبارت جبري تبديل  nx  به جز احتمالاً درn دامنه محدودي داشته

نباله د ROCباشد، برخي خواص  nx :مورد بررسي قرار گرفته است  

ناحيه همگرايي  -1 zX حلقه اي از صفحه ،Z :به مركزيت مبدا است يعني  

 LR rzr0  

  
  12- 7شكل 

2- ROC  نمي تواند هيچ قطبي را دربر گيرد. زيرا zX  نهايت مي شود و طبق تعريف همگرا نيست.در قطب بي  

اگر دنباله  -3 nx  دست راستي باشد يعني دنباله اي كه براي nN1    0غير صفر اسـت و دايـرهrz   درROC 

rzبه ازاي  Zباشد آن گاه تمام مقادير    نيز درROC  هستند. در اين حالتROC       به سـمت خـارج از بيرونـي تـرين قطـب

محدود در  zX  تاz :ادامه مي يابد و فرم دنباله هاي دست راستي به صورت زير است  

)7(                   n

Nn
znxzX 






1
  

ي تواند مثبت يا منفي باشد، به طور مثال دنباله محدود است و م1Nكه در آن  zX       براي همگـرا شـدن بايـد دسـت راسـتي
  باشد.

   













)

2

1
()

2

1
()

2

1
( 1

0

)1(

0

1

1
zzzzzX

n

nn

n

nn

Nn
  

براي همگرا شدن  zX بايد  

2

1
1

2

1 1  ZZ  

اگر دنباله  -4 nx 2باله اي كه براي دست چپي باشد يعني دنNn       0غيـر صـفر اسـت و دايـرهrz   درROC 

00به ازاي  Zباشد آن گاه تمام مقادير  rz   نيز درROC  هستند. در اين حالتROC     از دروني ترين قطب غيـر صـفر بـه

  فرم دنباله هاي دست چپي به صورت زير است: (و شايد شامل خود آن) ادامه مي يابد و z=0سمت 

)8(                   n
N

n
znxzX 




2
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مي تواند مثبت يا منفي باشد، به طور مثال دنباله  2Nكه در آن  zX .براي همگرا شدن بايد دست چپي باشد  

  














n

n

nn

n

nn

n
zzzzzX )2()

2

1
()

2

1
(

0

1)1(

0

1

1
  

 براي همگرا شدن zX بايد  

2

1
12  ZZ  

02توجه: به ازاي  N  دنباله zX  شامل توان هاي مثبت و منفي ازZ    اسـت لـذاZ=0  وZ     جـز ناحيـه همگرايـي

02نيستند و به ازاي  N دنباله  zX  تنها شامل توان هاي مثبت ازZ  است. در اين حالتz=0     جز ناحيـه همگرايـي بـوده

در ناحيه همگرايي  Zولي  zX .قرار نمي گيرد  

0rzدنباله اي دو طرفه باشد و دايره  nx][اگر    جزROC  باشد، آن گاهROC  0حلقه اي مشتمل بر دايرهrz  .است  

دنباله نمايي دوطرفه  Zمثال: تبديل  nx   را به همراهROC .آن تعيين كنيد 

     1 nubnuanx nn  
  حل:

  az
az

nua Zn 


  ,
1

1
1

  

  bz
bz

nub Zn 



  ,
1

1
1

1
  

ROC  ،عيين براي ت zX :دو حالت ممكن است  

abبه ازاي  -   در اين حالت دو ناحيه همگرايي داراي اشتراك نخواهند بود به عبارت ديگر ما نمي توانيم مقداري بـراي ،

Z .پيدا كنيم به طوري كه هر دو دنباله به طور همزمان همگرا گردند  

  
  13- 7شكل 

abبه ازاي  -  در اين حالت در صفحه ،Z .يك حلقه وجود دارد كه هر دو سري مي توانند به طور همزمان همگرا گردند  

)9(         bza
abzzba

ab

bzaz
zX 










  ,
1

1

1

1
111

  

توجه: دنباله      1 nubnuanx nn .يك دنباله نمايي دو طرفه است  
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توجــه: دنبالــه دوطرفــه   nbnx  10را بــه ازاي  b  در نظــر بگيريــد. آن گــاه در صــورتي كــه ny  بــه صــورت

   nunx  ،تعريف شودROC  دنباله ny :برابر است با  

      10,1   bnubnubbnx nnn  

             nubnunubnubnunxny nnn   }1{  
  خواهد بود. (Right Sided)آن به فرم راست گرا  Zيي تبديل و ناحيه همگرا

اگر  -6 nx  طول محدودي داشته باشد يعني 21 NnN  آن گاهROC  تمام صفحهZ    ًبه جـز احتمـالا
0Z وZ :است. در اين صورت خواهيم داشت  

)10(                  



2

1

N

Nn

nznxzX  

  چند نكته

، تمام جملات اين دنباله محدود و Zو  0Zبه ازاي  zX .همگراست  

01به ازاي  N  02و N ، zX  توان هاي مثبت و منفي دارايZ  0است و لذاZ وZ  جزوROC .نيستند 

01به ازاي  N ، zX  داراي توان هاي منفيZ  است و لذاZ  جزوROC .است 

02به ازاي  N،  zX  داراي توان هاي مثبتZ  0است و لذاZ  جزوROC .است 

  دنباله هاي با طول محدود زير را به دست آوريد. Zتبديل  مثال:

        0,1,0,7,5,2,1 41  kknnxnx  

      0,1,0,7,5,4,2 52 










kknnxnx  

     


 


wo

Nna
nxnnx

n

,0

10
63  

  حل:

   1,0,7,5,2,11 nx  
  )1توجه به تعريف  و فرمول (با 

  5321
1 7521   zzzzzX  

ROC  شامل تمام صفحهZ  به جزZ=0 .است  

 










1,0,7,5,4,22 nx  

  312
2 7542   zzzzzX  
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ROC  شامل تمام صفحهZ  0به جز مقاديرZ وZ .است  

   nnx 3  

    






n

nznzX 13  

ROC  شامل تمام صفحهZ 0و از جملهZ وZ .است  

    0,4  kknnx  

    






n

kn kzzknzX 0,4  

ROC  شامل تمام صفحهZ  0به جزZ.است  

    0,5  kknnx  

    






n

kn kzzknzX 0,5  

ROC امل تمام صفحه شZ  به جزZ .است  

 


 


wo

Nna
nx

n

,0

10
6  

   









1

0

1

0

1
6 )(

N

n

N

n

nnn azzazX  

)11(              
az

az

zaz

az NN

N

N








 



11

1 1

1

1  

 N = 16  ،aقطب براي ايـن مثـال بـه ازاي     -است. نمودار صفر Z=0به جز مبدا  Zشامل تمام صفحه  ROCمحدود،  aبه ازاي 

ريشه چند جمله اي صورت  Nنشان داده شده است.  زيرحقيقي و بين صفر و يك در شكل  zX   عبارتند از: 6

  
  14- 7شكل 

1,...,1,0,0
)

2
(




Nkaezaz N

k
j

k
NN  

  با صفر متناظر حذف مي گردد. z = a، قطب  k = 0به ازاي 
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مثال:  nx  ًجمع پذير با تبديل را سيگنالي مطلقاZ گوياي zX  فرض كنيد. مي دانيم zX  قطبي در
2

1
z 

دارد. آيا  nx ،مي تواند  

  ب) سيگنال دست چپي باشد؟  گنالي با عمر محدود داشته باشد؟الف) سي

  د) سيگنالي دوطرفه باشد؟  ج) سيگنالي دست راستي باشد؟

  حل:

الف) خير؛ زيرا طبق تعريف اگر  nx       ،سـيگنالي بـا عمـر محـدود باشـدROC    آن تمـام صـفحهZ     ً0بـه جـز احتمـالاZ و

Z  خواهد بود، در صورتي كه دانيم zX  در داراي قطبي
2

1
z.است  

ب) خير؛ زيرا اگر  nx ،دست چپي باشدROC  آن دايره اي به شعاع
2

1
 zr است كه شامل دايره واحد نمي باشد. حال

آن كه  nx رد.سيگنالي مطلقاً جمع پذير است و بايد دايره واحد را در بر گي  

ج) بله؛ زيرا با توجه به ويژگي هاي داده شده دنباله  nx  مي تواند دست راستي باشد. چرا كه zX     قطبـي در خـارج دايـره

آن  Zتبديل  ROCواحد ندارد لذا 
2

1
z.بوده و تا بي نهايت گسترش مي يابد  

د)  zX با فرض اين كه قطبي در خارج دايره واحد داشته باشد، مي تواند سيگنالي دو طرفه گردد كه در اين صورت ديگر دست
  راستي نخواهد بود.

دنباله  Zاگر تبديل  -7 nx  به صورت تابعي گويا ازZ  باشد، آن گاهROC .به قطب يا بي نهايت محدود مي شود  

دنباله  Zا فرض اين كه تبديل ب -8 nx  گويا باشد، اگر دنباله nx  عليّ باشد، يعني دست راستي بوده و درn < 0   برابر صـفر
  قرار مي گيرد. ROCدر  Zباشد، آن گاه 

دنباله  Zبا فرض اين كه تبديل  -9 nx  گويا باشد، اگر دنباله nx     غيرعليّ باشد، يعني دسـت چپـي بـوده و درn > 0   برابـر
  قرار مي گيرد. ROCدر  0Zصفر باشد، آن گاه 

  يك سيگنال بستگي دارد به: ROCتوجه: همان طور كه ملاحظه مي كنيد 
  طول دنباله (محدود يا نامحدود)

 و اين كه آن عليّ، غير عليّ يا دوطرفه باشد.
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  اين ويژگي ها در جدول زير به طور خلاصه بيان شده است.

ROC سيگنال  
  دنباله هاي با طول محدود

   Zشامل صفحه 
  Z=0به جز 

    
   Zشامل صفحه 

  Zبه جز 
   

   Zشامل صفحه 
  Zو  Z=0به جز 

   
  دنباله هاي با طول نامحدود

2rZ   
   

1rZ   
    

12 rZr   
   

  
 معكوس Zتبديل 

از دنباله ها  Z، تحليل سيستم هاي خطي زمان گسسته است كه غالباً اين تحليل گرفتن تبديل  Zاز جملهويژگي هاي مهم تبديل 
  معكوس مي باشد. Zمقداري پردازش بر روي سيگنال و در نهايت يافتن تبديل و بعد 

 معكوس Zروش هاي تبديل 

  ) و مقداري محاسبات بر روي آن خواهيم داشت:2روش انتگرال گيري: با بهره گيري از معادله ( -1

)12(                
  dzzzX

j
nx n 1

2

1  

و مركـز مبـدا در جهـت پادسـاعتگرد و در      rرال بايد در روي مسير دايروي به شعاع بر روي انتگرال نشان مي دهد كه انتگ  نماد

ناحيه همگرايي  zX ) نحوه تعيين دنباله 12حساب شود. اگرچه رابطه ( nx  را به كمك zX   ًنشان مي دهد. اما عمـلا



     WWW.SANJESH.IR  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
 

»518« 

  معكوس از روش هاي ديگر استفاده مي گردد. Zرال در تعيين تبديل به علت پيچيدگي انتگ
داده شـده  را بـه    Zدنباله ها، سـعي مـي كنـيم تبـديل      Zروش وارسي: در اين روش غير رسمي با بهره گيري از جدول تبديل -2

ن تبـديل معكـوس   صورت جمعي از جملاتي كه معكوس هر كدام در جدول داده شده است، بيان كنـيم و سـپس در صـورت امكـا    
  متناظر با هر جمله را بنويسيم.

معكوس تابع  Zمثال: تبديل  zX .را به دست آوريد  

  0,

2

1
1

1024

1024

1

1

10









z
z

z
zX  

  حل:

تابع  ROCبا توجه به اين كه  zX  تمام صفحهZ  به جز مبدا است، لذا دنباله nxلي با عمر محدود مي باشد.سيگنا  

  0,

2
1

1

)
2

1
(1

2
1

1
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1024

1

1
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1
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z
z

z

z

z
zX  

  با توجه به فرمول جمع محدود:

   




 





9

0

1

,0

90)
2
1

(
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2
1

(
n

n
n

wo

n
nxzzX  

روش بسط گيري جزيي: فرض كنيد  -3 zX  1نسبت دو پند جمله اي ازz  و در حالتي كهMN  .باشد  

)13(           
  MN

zazaa

zbzbb

zD

zN
zX

N
N

M
M 




 



,
...

...
1

10

1
10  

MNدر اين حالت   0صفر درZ    وجود خواهند داشت. براي به دست آوردن بسط به كسرهاي جزيي بهتـر اسـت مخـرج

كسر  zX.به صورت حاصلضرب نوشته شود  

)14(             MN
zpa

zb
zX N

k
k

M
k

k
k 

 










,
)1(

1

1
0

0  

هاي قطب غير صفر kpه فوق در رابط zX:مي باشند. در حالتي كه تمام قطب ها از مرتبه اول باشند، آن گاه  

)15(       
111

2

2
1

1

1

1
...

1
...

11  











zp

A

zp

A

zp

A

zp

A
zX

N

N

k

k  

12كه در آن ضرايب  ,,..., AAAN .از رابطه زير به دست مي آورند  

)16(          NkzXzpA pkzkk ,...,2,1,)()1( 1  
  



  بررسي سيستم ها و سيگنال ها
WWW.SANJESH.IR      »519«    

   
مثال: توابع  zX .زير را به صورت بسط به كسرهاي جزيي بنويسيد  
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  حل:
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قطب هاي  zX عبارتند از: 2
2

1

2

1
2,1 jp   

 
1

2

1

1
2

)1(
2
1

1)1(
2
1
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A
zX  

  )31(
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1
,)31(
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1
)()1(
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1
1[ *

12
)1(
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1
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1
1 jAAjzXzjzA
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اگر  zX  قطبي با تكرار  1درpz         داشته باشد و تمامي قطب هـاي ديگـر مرتبـه اول باشـند آن گـاه بـه ازايik  
  يم داشت:خواه

)17(             
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1 )1(1 m

m
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d
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A
zX  

12) و ضرايب 16همانند قبل از رابطه ( kAضرايب  ,,..., ddd.از معادله زير به دست مي آيند  
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)z = p )2در حالت خاص به ازاي يك قطب مضاعف ساده  :داريم  

)19(           
1

)()1(
1 12

1


















p

i Xp
d

d

p
d  

  را محاسبه كنيم و از روابط فوق اجتناب كنيم. 1dمي توانيم مقداري  1zالبته خيلي اوقات با يك عدد گذاري براي 

MNو به ازاي 1zگويا بر حسب  Z) عمومي ترين فرم بسط به كسرهاي جزيي براي يك تبديل 17معادله (   و برايip به
  ام را نشان مي دهد.عنوان يك قطب مرتبه 

NMتوجه: در صورتي كه  ) نيم:) را به صورت زير تبديل مي ك13باشد، آن گاه كسر گويا  

)20 (          
 

 
 zD

zN
zCzXC

zD

zN
zX NM

NM
1)(1

10 ...  


  

در اين حالت جمله  


NM
r

r
r zc0 ) اضافه مي گردد و جملات 17) و (14به معادلات (r

r zc      متناظر با دنبالـه هـاي ضـربه
  انتقال يافته و مقياس داده شده است. يعني:

)21(                r
r

z
r zcrnc   

را مي توان از تقسيمات متوالي صورت بر مخرج و خاتمه عمليات تقسيم در زماني كه باقيمانده درجه كمتري از مخرج  rcايب ضر
  داشته باشد، به دست مي آيد. نظير:
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 معكوس مفيد Zچند تبديل 

  )23) و (22(
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kj) ، 26در رابطه (

kk eAA  و jrea  مي باشد. با توجه به روابط فوق تبديلZ  ) بـه ازاي دنبالـه   15معكوس رابطـه (

عليّ  nx :برابر است با  

      raznupApApApAnx n
NN

n
kk

nn  ,......2211  

  ضمناً

},...,,{max 21max Npppp   

  معكوس بگيريد. Zمثال: از توابع زير تبديل 
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  :2dو 1A) جهت تعيين ضرايب 16با توجه به فرمول (
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  :1d) جهت تعيين ضريب 19با توجه به فرمول (
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  : 1dروش دوم تعيين 

81به ازاي  A  22و d  01معادله (*) مقدار در z  41قرار مي دهيم و به راحتي مقدار d .به دست مي آيد  
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  : Zو خاصيت خطي بودن تبديل  Zبا بهره گيري از جدول زوج هاي تبديل 

   nunnx nnn
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  سيمات متوالي صورت بر مخرج به دست مي آيد:از تق 0cضريب 
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  با توجه به نتايج مثال قبلي:
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Cosnx
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آن مقـادير دنبالـه    يك سري لورن مي باشد كه در Zروش بسط به سري هاي توالي: اساس تبديل  -4 nx  ضـرايب ،nz   مـي
  باشند يعني:

   






n

nznxzX  

)27(                 ...012... 22  znxxzxzx  

بنابراين براي تعيين هر مقدار به خصوص از دنباله هاي  nx  1كافيست ضريب توان مناسبz.را بيابيم  
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 كاربردهاي روش سري تواني

  معكوس براي دنباله هاي با طول محدود Zتبديل 
 غير گويا هستند. Zمعكوس براي توابعي كه داراي تبديل  Zتبديل 

  سري هاي توالي مفيد
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n
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 Zخواص تبديل 

در مطالعه سيگنال ها و سيستم هاي زمان گسسته مفيد مي باشند به طوري كه از اين خواص مي توان  Zبسياري از خواص تبديل 
معكوس و همچنين در تبديل معادلات تفاضلي خطي با ضرايب ثابت به معادلات تفاضلي  Zتبديل در تكنيك هاي به دست آوردن 

  سيگنال هاي زير را در نظر بگيريد. Zاستفاده نمود. زوج هاي تبديل  Zخطي با ضرايب ثابت به معادلات جبري بر حسب متغير 

    111 :, RRLCxXnx z  

    222 :, RRLCxXnx z  
 خطي بودن

  ت خطي بودن بيان مي كند كه:خاصي

)28(                212121 min:, RRROCzbXzaXnbxnax z   
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توجه: اگر تركيب خطي طوري باشد كه برخي از صفرها به گونه اي اعمال شوند كه قطب ها را خنثي كنند، آن گاه ناحيه همگرايي 
  مي تواند بزرگتر شود. نظير سيگنال

     Nnuanuanx nn   

كه تك تك جملات  nx  داراي طول نامحدود مي باشند وROC  هر كدامaz    است اما طـول دنبالـه nx   محـدود

  گسترش مي يابد. Z = 0به جز در  Zآن تمام صفحه  ROCبوده و 

  سيگنال هاي زير را به دست آوريد. Zمثال: تبديل 

         4366131  nnnnnx  

   nunCosnx 02   

   nunSinnx 03   
  حل:

         4366131  nnnnnx  

         }4{}3{6}{2}1{31  nznznznzzX  

  43
1 623   zzzzX  

ناحيه همگرايي  zX1  تمام صفحهZ  0به جزZ  وZ  ًاست. ضمنا nx1    را مي توان به صورت زيـر نيـز نمـايش
  داد.

  }1,6,0,2,3{1 


nx  

       nuenuenunCosnx njnj 00
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1
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2 nueznuezzX njnj    
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1
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 zROC
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j
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  از خاصيت خطي بودن نتيجه مي شود كه:

  1:,]
1

1

1

1
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1
10102 





  zROC

zeze
zX

jj
  

  بعد از مقداري محاسبات ساده جبري:

  1:,
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1
2

0
1

0
1
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znCosz

nCosz
nunCos z  
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zROC
znCosz

nSinz
nunSin z  

  

 جابجايي زماني

  اگر

  x
z RROCzXnx :,][   

  آن گاه

)29(               zXznnx nz 0
0 ][   

  اثبات:

سيگنال  Zتبديل    0nnxny :عبارت است از  

    






n

nznnxzY 0  

0nnmبا تغيير متغير   :خواهيم داشت  

       zXzzmxzmxzY n

n

m

n

nm 0)0( 









    

0nzعامل    0مي تواند تعداد قطب ها را درZ يا درZ  تغيير دهد. لذا ناحيه همگرايي ny  همانxR    اسـت بـه
  يعني: Zو  0Zجز حذف يا اضافه شدن احتمال 

},0{:  zRROC x  

مثال: فرض كنيد   }1,0,7,5,2,1{nx باشد، آن گاه تبديلZ .سيگنال هاي زير را به دست آوريد  

    ]2[,]2[ 21  nxnxnxnx  
  حل:

    1122
1 752   zzzzzXzzX  

1xROC  شامل تمام صفحهZ  0به جزZ  وZ .مي باشد  

    754322
2 752   zzzzzzXzzX  

2xROC  1همانندxROC  شامل تمام صفحهZ  0به جزZ ي باشد.م  
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  معكوس بگيريد. Zمثال: تبديل 
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  حل:
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متناظر با انتقال زماني دنباله  1zعامل  nun)
4

1
  به اندازه يك نمونه به راست است. )

   1)
4

1
( 1

1   nunx n  

  ي حالت بعد:و برا

     1)1()
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nunnxzROC
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سيگنال  Zتبديل  ثال:م nx.را به دست آوريد  
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  حل: روش اول
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  روش دوم:
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سيگنال  nx  داراي طول محدود است لذاROC  0آن شامل تمام صفحه به جزZ .است  

 (ضرب نمايي) Zتغيير مقياس در حوزه 

  اگر

  21:,][ rzrROCzXnx z   

  داريم:0zآن گاه به ازاي عدد مختلط 

)30(              2010
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0 :,)( rzzrzROC
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Xnxz zn   

  اثبات:
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  با فرض اين كه 

21: rzrROC   

)(آن گاه ناحيه همگرايي 
0z

z
X:عبارت است از  

20102
0

1 rzzrzr
z

z
r   

  در حالت خاص

)31(                x
jznj RROCzeXnxe :,)(0    

  سيگنال هاي زير را تعيين كنيد. Zمثال: تبديل 

       nunSinanxnunCosanx nn
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  حل:
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  از خاصيت خطي بودن نتيجه مي شود كه:
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  به طور مشابه
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 وارونگي زماني

  اگر

    21:, rzrROCzXnx z   

  آن گاه
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1 11
:,

r
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r
ROCzXnx z    

  اثبات:

    )()(]}[{ 11 









   zXzmxznxnxz
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ناحيه همگرايي  m=-nبا تغيير متغير  1zX :عبارت است از  

1

1

2
2

1
1

11
r

z
r

rzr    

در ناحيه همگرايي  0zاگر  nx قرار داشته باشد، آن گاه
0

1

z
Z  ،تبديل  ROCدر   nx        قرار مـي گيـرد. بـه عبـارتي اگـر

 nx  0درzz  (صفر) قطب (صفر) داشته باشد، قطب nx   در
0

1

z
z  .است  

  دنباله هاي زير را به دست آوريد. Zمثال: تبديل 

    1:,1  zROCnunx  

    azROCnuanx n   :,2  

  حل:
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براي دنباله  nx2 :داريم  
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 مزدوج گيري

  اگر 
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  آن گاه:

)33(                         x
z RROCzXnx :,***   
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x

z

R
ROC

z
Xnx

1
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1
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*
**   

در صورتي كه  nx:حقيقي باشد  

)35(                         *** zxzXnxnx z   

توجه: در صورتي كه دنباله حقيقي  nx  با تبديل گوياي zX  0درzz   قطب (صفر) داشته باشد حتماً در*
0zz   نيز

  قطب (صفر) خواهد داشت.
  مثال: در صورتي كه داشته باشيم:

    41:,  zROCzXnx z  

سيگنال  Zآن گاه تبديل    32 *  nxny .را به دست آوريد  
  حل:

    41:,  zROCzXnx z  
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 Zمشتق گيري در حوزه 

  اگر 

    x
z RROCzXnx :,  

  آن گاه:

)36(                     x
z RROC

dz
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  اثبات:
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كرد. همچنين مـي   با توجه به اين كه مشتق از يك تابع گويا باعث حذف يا ايجاد قطب نمي شود لذا ناحيه همگرايي تغيير نخواهد
  توان ثابت نمود:
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سيگنال  Zمثال: تبديل  nx .را به دست آوريد  
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  حل: مي دانيم
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  ست مي آيد:دنباله شيب واحد به د Zتبديل  a = 1به ازاي 
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  معكوس بگيريد. Zمثال: تبديل 
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  بگيريد. Zمثال: تبديل 
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  با بهره گيري از نتايج قبل و خاصيت خطي بودن
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 انبساط زماني

طبق تعريف  nx k   برابر است با: )(
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  صفر در بين هر دو مقدار متوالي سيگنال اصلي است. k – 1عادل گذاشتن مكه اين كار 
  حال اگر

    21:, rzrROCzXnx z   

  آن گاه

)38(                  21)( :, rzrROCzXnx
kkz

k   

  اثبات:

       
















n

kn

n

nkk

n

n znxznxzXznxzX )()(  

  د كه:معادله فوق نشان مي ده
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Z
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kazباشد، آن گاه  zX)(قطب (صفر)  z = aبنابراين اگر 
1

 (يا صفر) قطب)( kzX .خواهد بود  

معكوس  Zمثال: تبديل   2/1 zezX  با ناحيه همگرايي كل صفحهZ  0به جزz.را به دست آوريد  

  حل:
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  با توجه به خاصيت انبساط زماني
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  معكوس بگيريد. Zمثال: تبديل 
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  داريم:Zrبا رعايت خاصيت تغيير مقياس زماني 
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 كانولوشن زماني

  اگر

    111 :, RROCzXnx z  
  آن گاه

    222 :, RROCzXnx z  

)39(                }{min:,)()(* 212121 RRROCzXzXnxnx z  
  اثبات:

   }][{][][][]}[*][{ 212121   






 kk
knxzkxknxkxznxnxz  

 










k k

kk zXzXzkxzXzXzkx )()(][)()}({][ 211221  

  خاصيت كانولوشن براي سيستم هاي عليّ و غير عليّ قابل استفاده است.

اگـر  توجـه:      



1

1
111 ][0

N

n

nznxxzX  و    



2

1
222 ][0

N

n

nznxxzX      تعريـف كنـيم و داشـته باشـيم

     zXzXzY 21 :آن گاه خواهيم داشت  

     000 21 xxy   

         10111 2121 xxxxy   

             2011022 212121 xxxxxxy   
  مثال: در صورتي كه داشته باشيم:

       nunxnunx nn )
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1
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1
( 21   

پاسخ  آن گاه     1*3 21  nxnxny .را به دست آوريد  
  حل:
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1
,

3
1

1

1
)

3

1
(

1
22 





z

z
zXnunx zn  

  )]}1([{]}3[{ 21  nxznxzzY  

     zXzXz
z

XzzXz 21
2

2
1

1
3 )

1
(.   

با جايگزيني  zX1  و zX   داريم: 2

  3
2
1

,

3
1

1

1
.

2
1

1

1
.

1

2 





z
zz

zzY  

1
1

1
111 31

5
54

2
1

1

10
3

3

)31()
2
1

1(

3





 










zzzzzz
  

3معكوس به ازاي ناحيه همگرايي  Zبا گرفتن تبديل 
2

1
 z  

       1)3(
5

54
)

2

1
(

10

3
13  nununny nn  

  
 تفاضل اول و دوم

  اگر

    x
z RROCzXnx :,  

  آن گاه

)40(               }0{:,)1(1 1   zRROCzXznxnx x
z  

  در حالت تفاضل دوم

)41(                     zXznxnxnx z )1(21 1  
ROC ند تفاضل اول است.تفاضل دوم همان  

  مثال: با فرض اين كه داشته باشيم

 


 


wo

n
nx

,0

501
  

و همچنين      1 nxnxng  آن گاه تبديلZ  سيگنال ny .را به دست آوريد  
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  حل:

     6 nununx  

     1 nxnxny  
]}7[]1[{]}6[][{  nunununu  

]}7[]6[{]}1[][{  nunununu  

   6 nn  
  بنابراين

  61  zzy  

 جمع انباره اي

  اگر

    x
z RROCzXnx :,  

  آن گاه

)42(               }1{min:,
1

1
1








 zRROCzX

z
kx x

k

z  

  مي باشد. 1zو  Rجمع انباره اي حداقل اشتراك بين  Zناحيه همگرايي تبديل 

)43(               }1{min:,
1

1
1








 zRROCzX

z
kx x

k

z  

  

 قضيه مقدار اوليه

سيگنال  0nاگر به ازاي   0nx باشد، به عبارتي سيگنال nx  عليّ باشد، آن گاه نمونه صفرم nx :برابر است با  

)44(                         zXx
z 

 lim0  

  و براي سيگنال ضد عليّ

)45(                         zXx
z 0
lim0


  

  اثبات (سيگنال عليّ):

   






 0
limlim

n

n

zz
znxzX  

 0...}]2[]1[]0[{lim 21 xzxzxx
z

 


  

  نمونه هاي اول و دوم سيگنال عليّ

)46(                       ]0[)(lim1 xzXzx
z
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)47 (                          ]1[]0[)(lim2 1xzxzXzx
z




  

ال دست راستي مقابل مقدار اوليه براي سيگن 1x :برابر است با  

  
  15- 7شكل 

      ...21 21   zxzxzX  

  )(lim1 zXzx
z 

  

براي سيگنال دست چپي مقابل مقدار  2x :برابر است با  

  
  16- 7شكل 

      ...32 32  zxzxzX  

  )(lim2 2

0
zXzx

z




  

در حالت كلي براي سيگنال  nx  00كه به ازاي  nn :صفر است، خواهيم داشت  

)48(                      )(lim 0

0
0 zXznx n

z
  

 گوياست با تقسيم صورت بر مخرج قابل محاسبه مي باشـند.  Zتوجه: مقادير اوليه يك سيگنال زمان گسسته عليّ كه داراي تبديل 
  به طور مثال:

 
15

22
2

2





zz

zz
zX  

  با تقسيم صورت بر مخرج داريم:

  ...3871
15

22 21
2

2





  zz
zz

zz
zX  

  بنابراين:

        ...,382,71,10...3871 21   xxxzzzX  
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در حالت كلي nx  در تعيين مقادير اوليه با تبديلZ گويا  

اگر  nx  راست گرا باشد zX را بر حسبZ .(از بالاترين درجه) مرتب كرده و عمل تقسيم را انجام مي دهيم  

اگر  nx  چپ گرا باشد zX 1را بر حسبZ .(از پايين ترين درجه) مرتب كرده و عمل تقسيم را انجام مي دهيم 

ن مثال: با در نظر گرفت zX  سه مقدار اوليه nx .را به دست آوريد  

 
1

1

3
1

1

1










z

z
zX  

به ازاي ناحيه همگرايي 
3
1

z  

به ازاي ناحيه همگرايي 
3

1
z 

  حل:

 

3
1
1






Z

Z
zX  

  با تقسيم صورت بر مخرج داريم

  ...
9
2

3
2

1 21   zzzX  

  بنابراين:

        ...,
9

2
2,

3

2
1,10...

9

2

3

2
1 21 

  xxxzzzX  

به طور مشابه با توجه به ناحيه همگرايي 
3

1
z  

 
1

3
1

1

1

1










Z

Z
zX  

  با تقسيم صورت بر مخرج داريم:

  ...1863 2  zzzX  
  بنابراين:

        ...,182,61,30...1863 2  xxxzzzX  
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 قضيه مقدار نهايي

اگر  nx  يك سيگنال عليّ بوده و تمام قطب هاي zX    داخل دايره واحد باشند به استثناي يك قطـب سـاده درz = 1  آن ،
  گاه:

)49(                     zXznx
zz

)1(limlim 1

1




  

  ريد.به دست آو Zمثال: مقدار نهايي سيگنال هاي عليّ زير را در دو حالت زماني و تبديل 

   3)
5

1
(1  nunx n  

   nunx n







  )

2

1
(22  

  حل:

  0lim 1 


nx
n

  

 
5

1
,)

5
1

1
(

125

1

1

3

1 







z
z

z
zX  

    0

5

1
1

)1(

125

1
lim)1(lim

1

13

1
1

1

1
1 















z

zz
zXzx

zz
  

براي سيگنال  nx2 :داريم  

  202lim 2 


nx
n

  

  1,
)

2
1

1()1(

1

2
1

1

1

1

2

111
12 











 z

zzzz
zX  

    2

2

1
1

1
lim

)
2

1
1()1(

1
lim)1(lim

1111

1

1
2

1

1
2 


















zzz

z
zXzx

zzz
  

  يكسان به دست آمد. Zدد كه نتايج در حوزه زمان و تبديل ملاحظه مي گر
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 Zجدول خواص تناوبي تبديل 

دنباله هاي  Zبا فرض اين كه تبديل  nx1  و nx2   بـه ترتيـب zX1  و zX در دسـت  2Rو  ROC 1Rبـه همـراه   2
  برابر است با: Zباشند، آن گاه خلاصه اي از خواص تبديل 

  
  سيگنال هاي زمان گسسته Zجدول خواص تبديل 

  دنباله  zتبديل   ROC  خاصيت

  خطي بودن }{min 21 RR     zbXzaX 21      nbxnax 21   

}0,{  جابجايي زماني  zRx   zXz n0   0nnx   

Z  21تغيير مقياس در حوزه  razra   )( 1zaX    nxan  

Z  2010تغيير مقياس در حوزه  rzzrz   0/ zzX   nxz n
0  

Z  xR  غيير مقياس در حوزه ت zeX j 0   nxe nj 0  

1  وارونگي زماني
1

1
2

  rzr   1zX   nx   

xR    مزدوج گيري ** zX   nx*  

  Zمشتق گيري در حوزه 
xR  

dz

zdX
z   nxn  

  Zمشتق گيري در حوزه 
xR  

2

2
2

dz

zXd
z   nxnnn )( 2   

  انبساط زماني
2

1

rzR
kk

x    kzX   




 


Z

k

n

k

n
x

nx k

][
)(  

  كانولوشن زماني }{min 21 RR     zXzX 21     nxnx 21 *  

  تفاضل اول }0{min zRx   zXz )1( 1     1 nxnx  

  تفاضل دوم }0{min zRx   zXz 21)1(        212  nxnxnx 

  جمع انباره اي }1{min zRx   zX
z 11

1


    
n
k kx  

  جمع انباره اي }1{min zRx   zX
z 11

1


   
 1nk kx  
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 Zبه كمك تبديل  LTIتحليل سيستم هاي 

  ن داريم:لوشبا توجه به خاصيت كانو
  

  17-7شكل 

)50(                     zXzHzY   

ناحيه همگرايي پاسخ  zY  حداقل اشتراك نواحي همگرايـي zH  و zX  ) 50اسـت. در رابطـه ( zH    تـابع تبـديل
  سيستم مي باشد.

   
 zX

zY
zH   

)(هاي روي دايره واحد Zبه ازاي   jez و اين كه دايره واحد درROC  مربوط به zH  ،باشد zH  به پاسخ فركانسي
  سيستم تبديل مي شود.

 nzسيگنال نمايي 

nz بع ويژه سيستم تاLTI    زمان گسسته است به طوري كه اگر دنباله ورودي بـه صـورت  nznx    بـه سيسـتمLTI   اعمـال
  گردد، خواهيم داشت:

     






k

knn zkhznhny *  

    n

k

kn zzHzkhz 




  

بنابراين اگر  nh  پاسخ ضربه سيستمLTI مي سيستم به ورودي باشد، آن گاه پاسخ دايnz :برابر است با  

)51(                    nzzHny    

با ورودي  LTIمثال: در يك سيستم  nx  و خروجي ny .به صورت زير را در نظر بگيريد  

         nunxnuanny nn )
2

1
()

4

1
(   

)a در صو .(رتي كه به ازاي ورودي ثابت استn)2( خروجي ، ny  صفر شود، آن گاه تابع تبديل zH .را به دست آوريد  
  حل:

        020)2(
22




HzzHnyznx
z

n

z

nn  

   
2

1
,

2
1

1

1
)

2

1
(

1







z
z

nunx zn  
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4

1
,

4
1

1

1
1)

4

1
(

1







z
z

nuanny zn  

   
  2

1
,

4
1

1
1[)

2

1
1(

2
1

1

1
4
1

1
1

1

1

1

1




















z
z

a
z

z

z

a

zX

zY
zH  

 با اعمال شرط  02 H  مقدار
8

9
a .به دست مي آيد  

 
2

1
,

)
4
1

1(8

)21()
2

1
1(

1

11











z
z

zz
zH  

  
 عليّ LTIسيستم هاي 

  ، صفر است.0nعليّ، پاسخ ضربه به ازاي  LTIدر سيستم هاي 

  0,0  nnh  
  در اين حالت

  را شامل شود.Zي آن بايد خارج بيروني ترين قطب بوده و ROCبراي عليّ بودن يك سيستم،  -1

تابع تبديل  -2 zH  گويا باشد و درجه صورت نبايد از درجه مخرج بزرگتر باشد. به عبارت ديگر حـد zH  درZ 
  بايد متناهي باشد. يعني:

)52(                  


zH
z
lim  

به طور مثال تابع تبديل  zH1 :عليّ نيست زيرا  

    












2
1
)1(

limlim

2
1
)1( 2

1

2

1

z

z
zH

z

z
zH

zz
  

حال آن كه تابع تبديل  zH   عليّ است زيرا دو شرط بالا را رعايت مي كند. 2

  2,
21

1

2
1
1

1
1

2 





 


z
zzz

zH  
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  ستم خارج دايره اي است كه بيرون خارجي ترين قطب است. ضمن اين كه:تابع سي ROCزيرا 

  


zH
z

2lim  

معكوس از  Zپاسخ ضربه سيستم فوق با تبديل  zH   به دست مي آيد: 2

   nunh nn





  2)

2
1

(2  

 پايدار LTIسيستم هاي 

بع سيستم تا ROCپايدار است اگر و تنها اگر  LTIيك سيستم  zH  1دايره واحدz .را شامل باشد  

  پايدار LTIويژگي هاي سيستم 

پاسخ ضربه  -1 nh :آن مطلقاً جمع پذير است  

  


n
nh  

تبديل فوريه  -2 nh .همگراست  

  پاسخ ضربه يك سيستم مرتبه دوم به صورت زير است: Zمثال: تبديل 

 
22121

1
 


zrzCoxr

zH  

كه در آن  jrez1  و jrez2   قطب هاي مختلط zH      مي باشند. بـا فـرض ايـن كـه H    ،موجـود باشـد
  پايداري سيستم را بررسي كنيد.

  حل:

از موجود بودن  H  در مي يابيم سيستم راست گرا و عليّ است و به عبارتيrz  :از طرفي  

  .سيستم دايره واحد را شامل مي گردد و سيستم پايدار است ROCقطب ها داخل دايره واحد قرار مي گيرند و لذا  1rبه ازاي 
 شامل دايره واحد نمي گردد و سيستم ناپايدار است. ROCقطب ها خارج دايره واحد قرار مي گيرند و لذا  1rبه ازاي 

را به راحتي بـه كمـك    nx][شامل دايره واحد شود، مي توان تبديل فوريه  nx][سيگنال  Zتوجه: اگر ناحيه همگرايي تبديل 
  به دست آورد. Zتبديل 

)53(           


 
jez

j zXeX  
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 سيستم هاي عليّ و پايدار

با تابع تبديل گويا توأماً عليّ و پايدار باشد، بايد تمام قطب هاي  LTIبراي آن كه يك سيستم  zH  داخل دايره واحد باشد، به
  دازه هايي كوچكتر از يك داشته باشند.عبارتي تمام قطب ها ان

  توصيف شده با توابع زير را بررسي كنيد. LTIمثال: پايداري و عليّ بودن سيستم هاي 

 
)

3
1

1()
2
1

1(

2
1

3
4

1

111

21

1









zzz

zz
zH  

 

16
3

2
1

2
1

2
2






zz

z
zH  

  حل:

سيستم  zH1  داراي دو قطب محدود
3
1

1 z  و
2
1

2 z .است  

 
)

3
1

()
2
1

(

)
2
1

3
4

(

)
3
1

1()
2
1

1(

2
1

3
4

1 2

111

21

1















zz

zzz

zzz

zz
zH  

به ازاي نواحي 
3
1

z  و
2

1

3

1
 z  دايره واحد درROC .قرار نمي گيرد و لذا سيستم ناپايدار است  

به ازاي 
2

1
z  دايره واحد داخلROC  ، zH1 ايدار خواهد بـود. از طرفـي سيسـتم همـواره غيرعلّـي      بوده و لذا سيستم پ

است زيرا   


zH
z

1lim. 

سيستم  zH داراي دو قطب محدود  2
4

3
1


z  و

4

1
2 z .است  

 
)

4
1

()
4
3

(

2
1

16
3

2
1

2
1

2
2











zz

z

zz

z
zH  

به ازاي نواحي 
4

1
z  و

4

3

4

1
 z  دايره واحد درROC    قرار نمي گيرد و لذا سيستم ناپايدار است و به علت چـپ گـرا

  بودن غير عليّ است.
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به ازاي 
4

3
z  تابع سيستم دايره واحد را شامل مي گردد و لذا سيستم پايدار است و با توجه به راست گرا بودن سيستم و اين

كه   0lim 2 


zH
z

 . سيستم عليّ مي گردد.

 

 معكوس LTIسيستم هاي 

با تابع تبديل  LTIسيستم  zH :به فرم زير را در نظر بگيريد  

)54(              
 

 


















N

k
k

M

k
k

zd

zC

a

b
zH

1

1

1

1

0

0

)1(

)1(
  

) ، 54در معادله ( zH   صـفرهايي درkCz    و قطـب هـايي در kdz        0بـه همـراه صـفر و قطـب هـايي درz  و

z  دارد. در اين صورت سيستم معكوس متناظر با تابع تبديل zHi :برابر است با  

       zH
zHzHzH ii

1
1   

)55(              
 

 


















M

k
k

N

k
k

i

zC

zd

b

a
zH

1

1

1

1

0

0

)1(

)1(
  

) در مي يابيم كه قطب هاي 55) و (54قايسه روابط (با م zHi صفرهاي ، zH .هستند  
  

ناحيه همگرايي  zHi 

با بهره گيري از قضيه كانولوشن در مي يابيم ناحيه همگرايي  zH  و zHi ،      (روي هـم افتـادگي) بايد اشـتراك غيـر تهـي

داشته باشند. در صورتي كه  zHi  ،عليّ باشدROC :آن چنين است  

kCMaxz   

براي سيستم معكوس پايدار، ناحيه همگرايي  zHi  باشد:بايد شامل دايره واحد باشد و به عبارتي رابطه زير برقرار  

1kCMax  

معكوس، پايدار و عليّ است اگر و تنها اگر هم صفرها و هم قطب هاي  LTIتوجه: يك سيستم  zH     درون دايـره واحـد باشـند
  چنين سيستمي به عنوان سيستم با حداقل فاز (مينيمم فاز) شناخته مي شود.

مثال: براي توابع تبديل  zH 9.0داده شده، علّيت و پايداري سيتستم معكوس را به ازايz .بررسي كنيد  
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z
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  حل:
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 zHi  داراي يك قطب درz = 0,5  است و لذا دو امكان برايROC جود دارد كه البته براي ايجاد اشتراك غير تهي تنها ناحيه و

همگرايي zHi  ،5.0z :مي باشد. پاسخ ضربه سيستم معكوس برابر خواهد بود با  

   1)5.0(9.0)5.0( 1   nunh nn
i  

  در اين حالت سيستم معكوس هم عليّ و هم پايدار مي باشد. همچنين:
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دو ناحيه همگرايي بـراي   zHi   2وجـود دارد؛z  2وz     9.0كـه در هـر دو ناحيـه بـاz    اشـتراك ناحيـه

  برابر خواهد بود با: 2zهمگرايي غير تهي وجود دارد. پاسخ ضربه سيستم معكوس به ازاي 

     nununh nn
i  1)2(8.11)2(2  

در اين حالت  nhi  2غيرعليّ و پايدار است و به ازايz:  

     1)2(8.1)2(2 1   nununh nn
i  

در اين حالت  nhi .عليّ و ناپايدار است  

 سيستم هاي تمام گذر

  سيستمي است كه اندازه پاسخ فركانسي آن مقدار ثابت باشد: سيستم تمام گذر،

 0,1)( j
pa eH  
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به ازاي   
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 10 a :مي توان سيستم هاي تمام گذر را به فرم زير نمايش داد  
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  ام گذر در ساختار تابع تبديل خود عواملي به شكل زير دارند:سيستم هاي تم
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  ) به فرم زير مي باشد:56زيرا آنها روي دايره واحد اندازه واحد دارند. در حالت كلي تابع سيستم تمام گذر رابطه (

  

















 MC

k kk

kk
Mr

k k

k
ap zeze

ezez

zd

dz
AzH

1
1*1

1*1

1
1

1

)1()1(

)()(

1
  

  ها قطب هاي مختلط مي باشند.keها قطب هاي حقيقي و kdثابت مثبت و  Aكه در آن 

  چند نكته

rCدر سيستم هاي تمام گذر همواره  MMNM    مي باشد. 2
براي يك سيستم عليّ تمام گذر هر كدام از جملات متشكل از يك قطب تكي درون دايره واحـد و يـك صـفر در مكـان در مكـان      

 عكوس آن است.مزدوج م

 مي باشد.  1keو  1kdبراي سيستم هاي تمام گذر پايدار و عليّ همواره 

 قطب دو سيستم تمام گذر در زير رسم شده است. -نمودار صفر

  
 18- 7شكل 

])[(0تاخير گروهي يك سيستم تمام گذر عليّ همواره مثبت است يعني  j
ap eHgrd 

 نامثبت است. 0فاز يك سيستم تمام گذر عليّ همواره به ازاي 

  0,0)( j
pa eH  

  از جمله كاربردهاي سيستم تمام گذر مي توان به موارد زير اشاره كرد:
  جبران ساز (فاز يا تاخير گروهي)

 در نظريه سيستم هاي مينيمم فاز مفيدند.

  ي پايين گذر فركانس گزين به شكل هاي ديگر فركانس گزين.تبديل فيلترها
 بررسي خواص سيستم ها به كمك نمودار صفر و قطب

  پايداري به همراه علي بودن سيستم: در اين حالت تمام قطب ها در داخل دايره واحد قرار مي گيرند. -
  واحد قرار مي گيرند.سيستم مينيمم فاز: در اين حالت تمام صفرها و قطب ها در داخل دايره  -
  قرار نمي گيرند و پاسخ ضربه داراي طول نامحدود است. Zيا 0Z: در اين گونه سيستم ها محل قطب ها در  IIRسيستم  - 
  قرار مي گيرند. Zيا 0Z: در اين گونه سيستم ها محل قطب ها فقط در  FIRسيستم  -
بـودن سيسـتم جهـت     FIRعليّ داراي فاز خطي تعميم يافته انـد. بنـابراين    FIRسيستم با فاز خطي تعميم يافته : سيستم هاي  -
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  تضمين يك سيستم عليّ با فاز خطي تعميم يافته كافي مي باشد.

): سيستم هاي تمام گذر پايدار به همراه سيستم هاي عليّ توام با فاز خطـي، داراي  تاخير گروهي مثبت (به ازاي تمام مقادير  -
  مي باشند. تاخير گروهي مثبت به ازاي تمام مقادير 

 توصيف سيستم به كمك معادلات تفاضلي خطي با ضرايب ثابت

  توصيف مي شود را در نظر بگيريد: كه با معادلات تفاضلي خطي با ضرايب ثابت LTIيك سيستم 

)57(                  
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از دو طرف معادله و اسـتفاده از خاصـيت خطـي و جابجـايي زمـاني       Zمرتبه معادله مي باشد. با گرفتن تبديل  N)، 57در معادله (
  خواهيم داشت:
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  چند نكته:

  ع تبديل سيستم توصيف شده با معادلات تفاضلي خطي با ضرايب ثابت همواره گويا است.تاب

تابع  ROCمعادلات تفاضلي به تنهايي اطلاعاتي راجع به  zH .به دست نمي دهد 

 خ سيستم مي باشد.از معادلات تفاضلي خطي، معادلات جبري به دست مي آيد كه روشي جهت يافتن پاس Zبا گرفتن تبديل 

قطب هاي  zH .ريشه هاي معادله مشخصه سيستم هستند 

 معادله تفاضلي جمع انباره اي برابر است با:

)58(                     
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10كه در آن   r  و0.است  
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طه فوق كه در راب
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  مي باشد. 
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بر حسب قطب هاي  LTIبررسي پايداري سيستم هاي  zH 
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  عليّ را مي توان بر حسب قطب هاي تابع انتقال آن به صورت زير بيان كرد: LTIپايداري يك سيستم 

عليّ به طور مطلق پايدار است اگر و فقط اگر تابع انتقال  LTIم يك سيست -1 zH    آن قطبي در بيرون دايره واحد (بـه مركـز
  مبدا مختصات) نداشته باشند. قطب ها ممكن است تكراري يا غير تكراري باشند.

  برقرار باشد. عليّ ناپايدار است اگر و فقط اگر يك يا دو شرط زير LTIيك سيستم  -2

حداقل يك قطب  - zH .بيرون دايره واحد داشته باشد  

-  zH .روي دايره واحد داراي قطب تكراري باشد  

عليّ به صورت مجانبي پايدار است اگر و فقط اگر  LTIيك سيستم  -3 zH داشـته باشـد ولـي در    قطبي خارج از دايره واحد ن
  روي دايره واحد قطب غير تكراري داشته باشد.

  مثال: يك سيستم عليّ با معادله تفاضلي زير توصيف شده است:

       121  nxnynyny  

الف) تابع سيستم  zH .را بيابيد  
  ب) صفرهاو قطب ها به همراه ناحيه همگرايي آن را مشخص كنيد.

  ضربه سيستم را تعيين كنيد.ج) پاسخ 
  د) يك پاسخ ضربه پايدار ولي غيرعليّ بيابيد كه معادله تفاضلي فوق را ارضا كند.

  حل:
  مي گيريم: Zالف) از طرفين معادله تفاضلي تبديل 

       zYzzYzzYzzY 121    

   
  11 221
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ب)  zH در  داراي يك صفر در مبدا و دو قطب
2

5

2

1
2,1 z است. با توجه به عليّ بودن سيستمROC  تابع zH 

خارج دايره اي خواهد بود كه شعاع آن به اندازه بزرگترين قطب  zH    اسـت يعنـي
2

51
z     از طرفـي دايـره واحـد

تابع  ROCشامل  zH .نمي شود و لذا سيستم ناپايدار است  
  ج)
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معكوس از  Zبا تبديل  zH :خواهيم داشت  

   nunh nn
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د) در صورتي كه ناحيه همگرايي 
2

51
2

51 



z ولي غيرعليّ خواهد بود: در نظر گرفته شود سيستم پايدار  
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از تبديل  zH  تبديلZ :معكوس مي گيريم  
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 بلوك دياگرام سيستم هاي عليّ توصيف شده با معادلات تفاضلي

علي توصيف شده با معادلات تفاضـلي را   LTIبا استفاده سه عمل جمع، ضرب دو عدد حقيقي و تاخير واحد مي توان سيستم هاي 
  به سه فرم مستقيم، سري و موازي نمايش داد.

  مثال: سيستم مرتبه دوم زير را در نظر بگيريد:
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zH  

  كه معادله تفاضلي آن به صورت زير توصيف مي شود:

       nxnynyny  2
8

1
1

4

1  

داده شده است. در اين نوع نمايش ضرايب را مي تـوان بـا توجـه بـه ضـرايب معادلـه        نمايش به فرم مستقيم در شكل مقابل نشان
  تفاضلي با ضرايب تابع سيستم تعيين كرد:
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  19- 7شكل 

   1 nynf  

     21  nynfne  
وامل مرتبه اول در نظر مي مي عمليات جبري تابع سيستم را به فرم حاصل ضرب عبه فرم سري مطابق شكل مقابل با كدر نمايش 

  گيريم:

  
  20- 7شكل 
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  با بسط به كسرهاي جزيي فرم موازي به دست مي آيد:
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  21- 7شكل 
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  به راحتي تابع سيستم را به دست آورد. LTIتوجه: به كمك قاعده ميسون مي توان براي هر بلوك دياگرام سيستم 

  عليّ در شكل مقابل رسم شده است. LTIبلوك دياگرام يك سيستم مثال: 

  
  22- 7شكل 

الف) معادله تفاضلي ارتباط دهنده  ny  به nx.را به دست آوريد  
  ب) آيا سيستم پايدار است؟

  حل:
  مي آوريم:الف) به كمك قاعده ميسون تابع سيستم خروجي به ورودي را به دست 
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البته با توجه به فرم نمايش بلوك دياگرام كه به صورت مستقيم است تابع سيستم  zH :به راحتي حدس زده مي شود  

         zXzzXzYzzYzzY 121
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1
 nxnxnynyny  

ب) سيستم داراي دو قطب در 
3
1

z  و
3
2

z         مي باشد و با توجه بـه علّـي بـودن آن راسـت گـرا بـوده و لـذاROC   آن

3

2
z  خواهد بود. بنابراين دايره واحد درrOC .تابع سيستم قرار گرفته و لذا سيستم پايدار است  

 يك طرفه Zتبديل 

يك طرفه سيگنال  Zتبديل  nxه صرت زير تعريف مي شود:ب  

)59(                  n

n
znxnX 




 ][

0
  

عليّ توصيف شده با معادلات تفاضلي خطي داراي ضرايب ثابـت و شـرايط اوليـه (سيسـتم      LTIكه مخصوص تحليل سيستم هاي 
  ابتدائاً ساكن نيست) مي باشد.
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  چند نكته:

يك طرفه  Zتبديل  nx همان تبديل Z  دو طرفه   nunx.است  
 يك طرفه و دو طرفه آن يكسانند. Zبرابر صفر باشد، تبديل  0nاگر دنباله اي به ازاي 

   nunx  هميشه يك دنباله دست راستي بوده و ناحيه همگرايي zX ت.هميشه خارج يك دايره اس 

يك طرفه و دو طرفه  Zمثال: تبديل    11   nuanx n .را به دست آوريد  

  حل:

          دو طرفه) Z(تبديل   az
az
z

zX 
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1 1

  

   يك طرفه) Z(تبديل   az
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در مثال فوق، تبديل هاي يك طرفه و دو طرفه يكي نيستند زيرا دنباله  nx  0برايn .صفر نيست  

معكوس يك طرفه  Zمثال: تبديل  zX .را به دست آوريد  
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  حل:

  2zسيستم عليّ است پس 
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توجه:  zX  اگر تابع گويايي ازZ  به صورت   
 zq

zp
zX   يعني نسبت دو چند جمله بر حسبZ .باشد  

براي اين كه  zX  تبديلZ  يك طرفه داشته باشد، درجه صورت نبايد از درجه مخرج آن بزرگتر باشد، به عبارت ديگر براي اين

د، درجه صفر داشته باش 0nدر  Zكه عكس تبديل  zP بايد كوچكتر يا مساوي درجه zq     باشد. بـه طـور مثـال توابـع
  يك طرفه نيستند. Zگوياي زير هيچ كدام داراي تبديل 
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 يك طرفه Zخواص تبديل 

با فرض اين كه دنباله  nx  داراي تبديلZ  يك طرفه zX :باشد، برخي خواص آن به شرح جدول زير مي باشد  

  يك طرفه سيگنال هاي زمان گسسته Zجدول خواص تبديل 

  دنباله  يك طرفه Zتبديل   خاصيت

  خطي بودن   zbXzaX 21      nbxnax 21   

  تاخير زماني    km
k

mm zkxzzXz  


1  ][ mnx  

  تاخير زماني   11  xzXz  ]1[ nx 

  تاخير زماني     2112   xxzzXz  ]2[ nx 

  تاخير زماني       321 123   xxzxzzXz ]3[ nx 

  تقدم زماني    km
k

mm zkxzzXz 
 1

0  ][ mnx  

  تقدم زماني   0zXzzX   ]1[ nx 

  تقدم زماني     1022 zxxzzXz   ]2[ nx 

  تقدم زماني       210 233 zxxzxzzXz   ]3[ nx  

Z  تغيير مقياس در حوزه  0/ zzX   nxzn
0  

Z  تغيير مقياس در حوزه  zeX j 0   nxe nj 0  

)(  Zتغيير مقياس در حوزه  1zaX    nxan  

  انبساط زماني kzX   








mkn

mknmx
nx k 0

][
)(  

  مزدوج گيري ** zX   nx*  

Z  مشتق گيري در حوزه  
dz

zdX
z   nxn  

  كانولوشن    zXzX 21     nxnx 21 *  

  قضيه مقدار اوليه zX
z 
lim  ]0[x  

  قضيه مقدار نهايي zXz
z

)1(lim
1




  ][lim nx
z 

  

  جمع انباره اي zX
z 11

1


    
n
k kx0  

  تفاضل اول   1)1( 1   xzXz     1 nxnx  
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 چند مطلب پاياني و مفيد

: هنگامي كه  1توجه  jeH باشد، سيستم معكوس آن يـك قطـب بـر روي دايـره واحـد       داراي يك صفر بر روي دايره واحد
  خواهد داشت. بنابراين سيستم معكوس ناپايدار خواهد بود.

)(: با در دست بودن فاز پيوسته پاسخ فركانسي  2توجه   jeH .نمي توان به عليّ بودن سيستم پي برد  
خل دايره واحد مي باشد. بنابراين سيستم هم علّـي و هـم پايـدار بـوده و     : سيستم مينيمم فاز كليه صفر و قطب هايش دا 3توجه 

  سيستم معكوس آن نيز عليّ و پايدار خواهد بود.
  نمي توانند متقارن بوده و بنابراين نمي توانند داراي فاز خطي باشند. IIR: سيستم هاي عليّ و  4توجه 

:  5توجه 


)(20 5
10

j
eHLog  يعني jeH  5قطبي در



 ez .دارد  

)(20:  6توجه  0
10

jeHLog  يعني jeH  1صفري درz .دارد  

دد. البته شامل دايره واحد نگردد و لذا سيستم ناپايدار گر ROC: وجود قطب هاي مكرر بر روي دايره واحد باعث مي گردد  7توجه 
  وجود تنها يك قطب بر روي دايره واحد باعث پايداري مجانبي مي گردد.

باشـد قطـب هـايش يـا در      FIRخواهند بود و سيستمي كه  FIR: سيستم هاي عليّ كه داراي فاز خطي مي باشند، از نوع  8توجه 
0z  است يا درz.  

  وشن دو دنباله حداقل فاز، يك دنباله حداقل فاز مي باشد. زيرا:: كانول 9توجه 

       zHzHnhnh z
2121 *   

وقتي كليه صفر و قطب هاي  zH1  و zH   داخل دايره واحد باشند، نتيجه كانولوشن آنها نيز حداقل فاز خواهد بود. 2

: در صورتي كه دنباله  10توجه  nx       حقيقي باشد، صفر و قطب هايش به صورت جفـت مـزدوج مخـتلط ظـاهر مـي

گردند. به طور مثال اگر  zX  42صفري در



j

ez 42داشته باشد در





j
ez   

  نيز صفري خواهد داشت.
خطي به همراه پاسخ ضربه حقيقي باشد، صفر آن بـه صـورت متقـابلاً مـزدوج بـه صـورت        : سيستمي كه توأماً داراي فاز 11توجه 

*
1

*
1

1
1

1
,,

1
,

z
z

z
zz  .ظاهر مي گردند  
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  سوالات طبقه بندي شده فصل هفتم

عليّ به صورت  LTI: تابع تبديل يك سيستم زمان گسسته  1سوال  
1

21

7
1









az

zaz
zH  است. پاسخ پله به

  ؟اين سيستم چيست

1 (   nunu n)5.0(
3
1

3
2

  2 (   nunu n)5.0(
3

2

3

1
  

3 (   nunu n)5.0(
3

1

3

2
  4 (   nunu n)5.0(

3

2

3

1
  

  به صورت: LTI: تابع تبديل يك سيستم زمان گسسته  2سوال 

 
1

21

7

1








az

zaz
zH  

مي باشد. ضمناً مي دانيم پاسخ اين سيستم به ورودي   nanx   به صورت  1 nany  مي باشد. مقدارa چقدر است؟  
1 (a = 2    2 (a = 1,5  

3 (a = 1    4 (a = 0,5  

عليّ را در نظر بگيريد و فرض كنيد بين ورودي   LTI: يك سيستم زمان گسسته  3سوال  nx  و خروجي ny  آن

معادله تفاضلي        nxnyanayny  2
4
25

14 ايـن   aبرقرار است. بـه ازاي چـه مقـاديري از    2

  سيستم پايدار خواهد ماند؟

1 (
3

2
a    2 (

5

2
a  

3 (
5

2
a    4 (

3

2
a  
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  به صورت LTI: تابع تبديل يك سيستم گسسته  4سوال 

 
)21()

2
1

1(

3
1

1

111

1










zzz

z
zH  

2و ناحيه همگرايي آن  z مي باشد. در مورد اين سيستم كدام گزينه درست است؟  

  ) سيستم عليّ است.1

  ) سيستم پايدار است.2

) اگر 3 nh   پاسخ ضربه سيستم باشد آن گاه  11 h  

) اگر 4 nh   پاسخ ضربه سيستم باشد آن گاه  0


n
nh  

  به صورت LTI: تابع تبديل يك سيستم گسسته  5سوال 

 
)

2
1

1(

21

11

1










zz

z
zH  

  مي باشد. در اين صورت كدام گزاره درست است؟

  ) اين تابع تبديل مي تواند به يك سيستم سببي مربوط باشد.1

) بــــراي ناحيــــه همگرايــــي 2
2

1
z  پاســــخ سيســــتم بــــه ورودي 12][  nunx n  بــــه صــــورت

   2)
2
1

( 1   nuny n .مي باشد  

) براي ناحيه همگرايي 3
2

1
z .سيستم پايدار است  

) پاسخ ضربه براي  4
2

1
z  به صورت     nununy nn )

2

1
(2)

2

1
( 1   .مي باشد  

ورودي يـك سيسـتم علـّي بـه صـورت      :  6سوال    nunx n)
2

1
(     مـي باشـد. اگـر  10 y ،  21 y ،

  32 y  و  43 y باشد، مقدار پاسخ ضربه درn = 3  يعني 3h كدام است؟  

1 (2  2 (
5
1

 3 (1  4 (
2
5  
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  را بيان مي كند؟nx][سيگنال  Z: كدام گزينه قطب ها و ناحيه همگرايي تبديل  7سوال 

 












00

0)
4

()
3
1

(

n

nnCos
nx

n

  

1 (4

3
1

,
3
1 




j
ez        2 (4

3

1
,

3

1 



j

ez  

3 (3

1

4
,

4

j
ez


        4 (3

1

4
,

4

j
ez


  

: اگر  8سوال  zH  تبديلZ  پاسخ ضربه مربوط به يك سيستمLTI باشد، كدام گزينه صحيح است؟  

 






 






 








111

21

3
1

1
2
1

1

2
1

3
4

1

zzz

zz
zH  

    ) سيستم به شرط پايداري، عليّ است1

  ) سيستم به شرط پايداري، غيرعليّ است.2

  ) سيستم همواره غير عليّ است3

  ستم همواره عليّ است.) سي4

: پاسخ ضربه سيستم نشان داده شده در شكل زير با فرض عليّ بودن سيستم كدام اسـت؟ (  9سوال  nu 1   معـرف

  دنباله پله واحد مي باشد).

1 (   nunh nn
1)

2
1

(
2
3

)
2
1

(
2
5





   

2 (   nunh nn
1)

2
1

(
2
3

)
2
1

(
2
3





   

3 (   nunh nn
1)

2
1

(
2
3

)
2
1

(
2
5





   

4 (   nunh nn
1)

2

1
(

2

5
)

2

1
(

2

3
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ــوال  ــته    10س ــان گسس ــتم زم ــك سيس ــربه   LTI: ورودي ي ــخ ض ــا پاس ب   nunh n 1)
4

1
(   ــورت ــه ص ب

  nnx )
6
7

(


 است. خروجي اين سيستم در لحظهn = 1 :برابر است با  

1 (
72

49
  2 (

72

49  3 (
9

7    4 (
8

7  

ــوال  ــك سيســتم   11س ــر ورودي ي ــه شــده اگ ــه صــورت  LTI: گفت ب   nunx n)
3

1
(1  باشــد خروجــي آن

   nubny nn





  )

3
1

(10)
2
1

خواهــد بــود و چنــان چــه ورودي  1)  nnx )
4

1
(2


  باشــد خروجــي آن

  nny )
4

1
(

9

118
2


  خواهد بود، مقدارb چقدر است؟  

1 (b = 1  2 (b = 2  3 (b = 3    4 (b = 4  
  است. LTI: شكل زير نمايش جعبه اي يك سيستم  12سوال 

  
  كدام يك از گزينه هاي زير در مورد اين سيستم نادرست است؟

) تابع تبديل سيستم به صورت 1 
1

1

1

1

4
1

1

21

2
1

1

4
1

1



















z

z

z

z
zH.است  

) تابع تبديل سيستم به صورت 2 
11

4
1

1

3
14

2
1

1

3
5

4
 





zz

zH.است  

ع تبديل سيستم به صورت ) تاب3 
21

21

8
1

4
7

1

8
1

4
1

1










zz

zz
zH.است  

) تابع تبديل سيستم به صورت 4 
21

21

8
1

4
1

1

8
1

4
7

1










zz

zz
zH.است  
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  است. LTI: شكل زير نمايش جعبه اي يك سيستم  13سوال 

  
  كدام يك از گزينه هاي زير در مورد اين سيستم صحيح است؟

و  0Z) دو قطب در 1
8
9

Z  و دو صفر در
3
1

Z  و
3
2

Z .دارد و ناپايدار است  

و  0Z) دو قطب در 2
8
9

Z  و دو صفر در
3
1

Z  و
3
2

Z است. دارد و اگر غيرعليّ باشد پايدار  

و  0Z) دو صفر در 3
8
9

Z  و دو قطب در
3
1

Z  و
3
2

Z .دارد و پايدار است  

و  0Z) دو صفر در 4
8
9

Z  و دو قطب در
3
1

Z  و
3
2

Z .دارد و اگر عليّ باشد پايدار است  

  : ساختارفيلتر ديجيتال عليّ در شكل زير نشان داده شده است: 14سوال 

  
  كدام يك از گزينه هاي زير در مورد اين سيستم صحيح است؟

  پايدار و پاسخ ضربه آن برابر است با: 4k) اين سيستم به ازاي 1

     1
434

1


















nu
kk

nu
k

nh
nn

  

  پايدار و پاسخ ضربه آن برابر است با: 4k) اين سيستم به ازاي 2

     1
434

1


















nu
kk

nu
k

nh
nn

  

  پايدار و پاسخ ضربه آن برابر است با: 3k) اين سيستم به ازاي 3

     1
343

1


















nu
kk

nu
k

nh
nn

  

  پايدار و پاسخ ضربه آن برابر است با: 3k) اين سيستم به ازاي 4

     1
343

1


















nu
kk

nu
k

nh
nn
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: رابطـه ورودي   15سوال  nx   و خروجـي ny     بـراي يـك سيسـتمLTI       زمـان گسسـته بـا معادلـه تفاضـلي

         14
16

1
2

2

1
 nxnxnynyny حالت دايمي به  داده شده است. خروجي سيستم در

ورودي   nCosnSinnx 


 3
2

  برابر است با: 

1 (nCos3
8

9    2 ()
2

1
(

225

216



nSin  

3 ()
2

1
(

223

32



nSin    4 (nCosnSin 


3

8

9
)

2

1
(

225

216  

  و عليّ توسط معادله تفاضلي زير توصيف شده است: LTI: فرض كنيد يك سيستم  16سوال 

       161
4

1
 nxnxnyny  

در صورتي كه ورودي به صورت    nunx n)
4

1
(  باشد، كدام يك از گزينه هاي زير در مورد اين سيستم نادرست

  است؟

1 (   nunny nn ])
4

1
()1(2)

4

1
[(   

2 (   nunny n)
4

1
()3(2   

3 (     nunnunny nn 1)
4

1
()

4

1
()1(6   

4 (     1)
4

1
()

4

1
()1(6 1   nunnunny nn  

تر ديجيتال در شكل زير نشان داده شـده اسـت. در صـورتي كـه ورودي     : ساختار يك فيل 17سوال   nnx )3( ،

خروجي اين سيستم   2)3(16  nny  باشد، مقدارk چقدر است؟  
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1 (

4

1
k  2 (4k3  (3k    4 (

3

1
k  

و عليّ است. چنانچه پاسخ ضربه اين سيستم را  LTI: شكل زير نمايش جعبه اي يك سيستم  18سوال  nh   و تـابع

تبديل آن را  zH ناميم، كدام يك از گزينه هاي زير در مورد اين سيستم نادرست است؟ب  

  

) تبديل فوريه 1 nh
n









3

  همگرا خواهد شد. 1

)(0) وجود دارد كه Z) نقطه يا نقاطي روي دايره واحد (در صفحه 2 jeH .خواهد شد  

) سيستمي با پاصخ ضربه 3      nhnhnng *.پايدار است  

) تابع تبديل اين سيستم به صورت 4 
21

21

8
1

4
1

1

2

1

4

7
1










zz

zz
zH  

جيتال براي پياده سازي يك فيلتر با ترورث مرتبه دوم را نمايش مي دهد. معادله : شكل مقابل يك شبكه دي 19سوال 

  تفصيلي توصيف كننده اين شبكه كدام است؟

  

1 (         2122)22(
22

1



nxnxnxnyny  

2 (         2122)22()22(  nxnxnxnyny  

3 (         2122)22()22(  nxnxnxnyny  

4 (         2122)22(
22

1



nxnxnxnyny  
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يك عدد ثابت است). كدام يك از گزاره هاي زير مـي   kاست ( LTIسيستم  : شكل زير نمايش جعبه اي يك 20سوال 

  تواند صحيح باشد؟

  ) اين سيستم نمي تواند توأماً عليّ و پايدار باشد.1

  ) اين سيستم نمي تواند توأماً عليّ و ناپايدار باشد.2

  ) اين سيستم نمي تواند توأماً غيرعليّ و ناپايدار باشد.3

  واند توأماً غيرعليّ و پايدار باشد.) اين سيستم نمي ت4

با پاسخ ضربه  LTI: سيستم گسسته زمان  21سوال        21
2

3
 nnnnh   .مفروض اسـت

  وارون عليّ اين سيستم ...

  ) وجود ندارد1

2 (IIR .و پايدار است  

3 (FIR (Finite Impulse Response) .است  

4 (IIR (Infinite Impulse Responxe) ر است.و ناپايدا  

: سيگنال زمان گسسته  22سوال  nx   0را در نظر بگيريد. با فرض اين كـهn  0و][ nx    ... باشـد، آن گـاه

) zX  تبديلZ  سيگنال nx (.مي باشد  

1 (   zXx
z 0
lim0


    2 (   zzXx
z 1
lim0


  

3 (   zXx
z 

 lim0    4 (   zXx
z 1
lim0


  

:  23سوال  nhدنباله اي با zH  83داراي دو قطـب در


 j
e  اسـت.اگر    nCosnhnh

41


   باشـد. در

حالت كلي محل قطب هاي  zH1:به فرم زير است  

1 (8

3

3


 j
e    2 (8

3

2

3 
 j

e  

3 (88

3

2

3
,

2

3 



 jj

ee  4 (88

3

3,3





 jj
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: سيگنال  24سوال  nx  مطلقاً انتگرال پذير و داراي تبديلZ  به صورت 

1

8
1

4
1

3




zz
zX  .است nx 

  به چه صورت خواهد بود؟

1 (   nunx
nn



























 22

4

1

2

1  

2 (   nunx
nn
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4

1

2

1  

3 (     nununx
nn


















4

1

4

1

2

1

4

1  

4 (   nunx
nn
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4

1
4

2

1
4  

  توسط معادله تفاضلي زير توصيف شده است. كدام يك از گزينه هاي زير صحيح است؟ LTI: يك سيستم  25سوال 

       121  nxnynyny  
  ) اين سيستم نمي تواند توأماً عليّ و پايدار باشد.1

  ) اين سيستم نمي تواند توأماً غيرعليّ و پايدار باشد.2

  ) اين سيستم نمي تواند توأماً غيرعليّ و ناپايدار باشد.3

  ) اين سيستم نمي تواند توأماً عليّ و ناپايدار باشد.4

خطي تغيير ناپذير با زمان گسسـته بـا پاصـخ ضـربه      : پاسخ يك سيستم 26سوال    nunh n)
2

1
(  بـه ورودي

  nnx 2  درn = 0 كدام مورد خواهد بود؟  

) 2  ) نامحدود1
3

4  3 (1  4 (
3

2  
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ر و يك قطب مي باشد و مي دانيم پاسخ ضـربه آن  عليّ داراي فقط يك صف LTI: يك سيستم زمان گسسته  27سوال 
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  است: زمان گسسته و علي به صورت زير داده شده LTI: پاسخ ضربه يك سيستم  30سوال 
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: فرض كنيد  33سوال      nxnxnx e 0  است كه در آن nxe  و nx0      بـه ترتيـب اجـزاي زوج و فـرد
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 اين سيستم داراي يك سيستم وارون عليّ است.
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قطب ها: 
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  1388آزمون ورودي سال فصل هشتم :
  تجزيه و تحليل سيستم ها

رابطه ورودي و خروجي يك سيستم زمان گسسته بـه صـورت    -1 )( 0)(   jj eXeY   .داده شـده اسـت
)( jeX  تبديل فوريه ورودي nx اشد؟مي باشد. كدام عبارت در مورد اين سيستم صحيح نمي ب  

  ) سيستم خطي و تغييرناپذير با زمان است.1
  ) سيستم خطي و تغييرپذير با زمان است.2
  ) سيستم وارون پذير و پايدار است.3
  ) سيستم پايدار و بدون حافظه است.4

  تبديل فوريه سيگنال باند مياني زمان پيوسته به صورت ذيل داده شده است: -2

  
  ن كه بتوان اين سيگنال را از روي نمونه هاي آن بازسازي نمود كدام مورد خواهد بود؟حداقل فركانس نمونه برداري براي آ

1 (10  2 (20  3 (30  4 (40  

  كفايت مي كند؟ LTIكدام يك از سيگنال ها به عنوان ورودي (تحريك) براي تعيين پاسخ فركانسي يك سيستم  -3

1 (  tetx     2 (    ttx  

3 (   ttx     4 (   tSintx   

4-  the  و th o    به ترتيب بخش هاي زوج و فرد پاسـخ ضـربه th    از يـك سيسـتمLTI     علـّي اسـت. اگـر

 jHe  تبديل فوريه the  بوده و 



 0 djHe كدام گزينه صحيح مي باشد؟  

1 (     tuthth e    2 (     tuthth o2  

3 (     tuthth o    4 (     tuthth e2  
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5-  ty  پاسخ يك سيستمLTI  به ورودي tx كل توجه كنيد). كدام گزينه پاسخ پله اين سيسـتم را  است (به ش

  به دست مي دهد؟

  
  به صورت: LTIپاسخ فركانسي يك سيستم  -6
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است در صورتي كه ورودي سيستم   tSintCostx 242  باشد، خروجي كدام مورد خواهد بود؟  
1 ( tCos 22    2 ( 622 tCos  

3 (   tCostSin 2248   4 (   6221248  tCostSin  

7-  X  تبديل فوريه سيگنال دلخواه tx  .است 23* X تبديل فوريه كدام گزينه است؟  
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  زمان گسسته و عليّ به صورت زير داده شده است: LTIپاسخ ضربه بك سيستم  -9
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  )Dكدامند؟ (تاخير به ميزان يك نمونه :  1bو  2aدر دياگرام بلوكي اين سيستم (شكل زير) مقادير 
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زمان گسسته به ورودي  LTIپاسخ يك سيستم  -10  nCosnx
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  برابر با  nSinny
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است. پاسخ اين سيستم به ورودي    
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  زمان گسسته و عليّ، با معادله تفاضلي زير توصيف مي شود: LTIيك سيستم  -11

           nxnxnxnynyny
2

3
1242

8

3
1

4

1
  

  اين سيستم چه نوع فيلتري است؟
  ) ميان نگذر2    ن گذر) ميا1
  ) پايين گذر4    گذر ) تمام3
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سيگنال زمان گسسته  -12 nx        به صورت زير داده شده است. تبديل فوريـه زمـان گسسـته ايـن سـيگنال را بـا

)( jeX  نشان داده و)( jeY  را به صورت مربع اندازهX يعني)()(  jj eXeY

   .تعريف مي كنـيم

)(با گرفتن عكس تبديل فوريه از  jeY  سيگنالny  به دست مي آيد. در اين صورت 12y :برابر است با  

 


 


درغيرصورت
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، بـه ازاي ورودي  4پاسخ ضربه به طول  داراي LTIيك سيستم زمان گسسته  -13 nx  خروجـي ، ny   را ايجـاد
كرده است (شكل زير). مقادير مجهول   ay 1  و  by 2 :در دنباله خروجي برابرند با  
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يك سيستم خطي در نظر بگيريد. پاسخ اين سيستم به دو ورودي  -14 tx1  و tx2  به صورت ty1  و ty2 
  است. با توجه به اين اطلاعات كدام يك از دو عبارت زير لزوماً صحيح است؟ مطابق شكل روبه رو مفروض

  ب) اين سيستم تغييرپذير با زمان است.         الف) اين سيستم با حافظه است.

  
  ) فقط الف2    ) فقط ب1
  ) هيچكدام4    ) الف و ب3
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در يك سيستم زمان گسسته رابطه بين ورودي  -15 nx وجي و خر ny :به صورت  

     





k
knkxny 2  

  است، اين سيستم ................. است.
  ) تغييرپذير با زمان و معكوس ناپذير2  ييرناپذير با زمان و معكوس پذير) تغ1
  ) تغييرناپذير با زمان و معكوس ناپذير4  تغييرپذير با زمان و معكوس پذير) 3
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  تست هاي تجزيه و تحليل سيگنال و سيستمپاسخ تشريحي 

  صحيح است. 1گزينه  -1

  صحيح است). 2باشد، گزينه  2مضربي صحيح از  0(البته اگر 
  بررسي خطي بودن: رابطه داده شده در حوزه فركانس را به حوزه زمان باز مي گردانيم:

     nxenyeXeY njjj 00 )()(     
xyرابطه كاملاً خطي  yو  xو همچنين كمان هاي  nبا حذف تمام پارامترهاي وابسته به         مي رسيم كـه بـا توجـه بـه آن بـه

  خطي بودن سيستم پي مي بريم.

njeبررسي تغييرناپذيري سيستم: با توجه به ضريب  0  كه وابسته به متغير زمانيn يستم در حالت كلـي تغييرنـاذير بـا    است. س

njeباشـد مقـدار    2مضربي صـحيح از   0زمان است البته اگر  0   خواهـد شـد و لـذا سيسـتم در ايـن حالـت        1هميشـه
  ه صورت زير توجيه كرد:تغييرناپذير با زمان خواهد بود كه اين امر را مي توان در حوزه فركانس ب

   )2(
2

)( )()(
0

0 


 kjj
k

jj eXeyeXeY 


   
  متناوب مي باشند  و لذا داريم: 2از طرفي تبديل فوريه سيگنال هاي گسسته در زمان هميشه با دوره تناوب 

      سيستم در اين حالت تغييرناپذير با زمان است.     txtyeXeY jj )()(   

njeسيستم وارون پذير است زيرا ضريب بررسي وارون پذيري:  0 .هرگز صفر نخواهد شد  

سيستم هايي با شكل كلي يادآوري:      nxnfny    وارون پذيرند اگر و تنها اگـر  0nf     ريشـه صـحيح نداشـته
  باشد.

بررسي حافظه سيستم: از آنجا كه براي محاسبه  ny  در هر لحظه اي فقط به مقدار nx   در همان لحظه نياز داريم، سيسـتم
  بي حافظه است.

  بررسي پايداري: با محاسبه بهره سيستم داريم:

 
 

nje
nx
ny

gain 0  

  ملاحظه مي شود كه بهره سيستم همواره مقدار محدودي دارد و لذا سيستم پايدار است.
  صحيح است. 2گزينه  -2

برابـر بزرگتـرين فركـانس موجـود در سـيگنال اسـت (نـرخ         2در حالت كلي كمترين فركانس نمونـه بـرداري بـراي عـدم تـداخل      
نايكوييست). ولي در مواردي برخي از سيگنال هاي باند مياني (يا ميان گذر) ممكن است بتوان با نرخي كمتـر از نايكوييسـت نيـز    

جام داد. در اين حالات كافي است نمونه برداري را با نرخي انجام دهيم كه كپي هـاي انتقـال بافتـه فركانسـي از     نمونه برداري را ان
  سيگنال نمونه برداري شده، بر روي يك ديگر قرار نگيرند (عدم تداخل).
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كپي هاي  3mبه ازاي انتخاب شده است بديهي است كه  10sfكه  1در گزينه  fX   يعنـي 30fX  و

 30fX  بر روي مولفه هاي اصلي fX  20كه  2قرار مي گيرند ولي درگزينهsf   انتخاب شده است هيچ يـك

از كپي هاي  fX  يعني mfX 20  بر روي خود fX     قرار نمي گيرندو لذا با يك فيلتر ميان گـذر بـا فركـانس

هرتز مي توان  20و  10هاي قطع  fX  را از fX s .استخراج نمود  

كپي هاي  30sfدقت نماييم كه به ازاي  1  از fX   يعنـي 30fX    دقيقـاً بـر روي fX    قـرار مـي

  نمي دهد.نيز كه دقيقاً نرخ نايكوييست است تداخل رخ  40sfگيرند كه قابل قبول نيست و به ازاي 
  صحيح است. 1گزينه  -3

  براي محاسبه پاسخ فركانسي با كمك ورودي، از رابطه ذيل استفاده مي شود:

   
 


X
Y

H   

براي آن كه مقدار  H  در تمامي مقادير حقيقي   بـه عنـوان    به دست بيايد بايد از سـيگنالي tx     اسـتفاده شـود كـه

 X  صحيح است. 1مربوط به آن هرگز صفر نشود و لذا گزينه  

    


 


  ,0
1

2
2

Xetx t  

ه گزينه صفر مي شود و تبديل فوري به صورت تابع سينك خواهد بود كه در برخي مقادير  2دقت نماييم كه تبديل فوريه گزينه 
نيز به صورت يـك فيلتـر    4صفر مي شود و تبديل فوريه گزينه  به صورت توان دوم سينك است كه آن نيز در برخي مقادير  3

  پايين گذر ايده آل است كه آن نيز در بسياري از فركانس ها صفر مي شود.
  صحيح است. 4گزينه  -4
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  0,0  tth علّي  

با توجه به سه رابطه فوق، بايد مقدار  th  در مقادير مثبتt  به دست آيد. براي مقادير مثبتt  مقدار th    لزوماً صفر اسـت
  لاصه مي شود:رابطه اول به صورت ذيل خ 2(به علت علي بودن سيستم) و لذا 
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مقدار  th  نيز با مقدار the  0درt :برابر است كه اين مقدار نيز صفر است، داريم  

      00002 

 eee hhdjH   

البته مقدار دقيق تابع  tu  0درt  مقدار







2

  است و لذا نيازي به رهنمايي اخير در ورت مساله وجود ندارد. 1

  در حالت كلي در مورد سيگنال علي داريم:
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ملاحه مي شود كه با داشتن قسمت فرد  th  نمي توان مقدار 0h.را به دست آورد  
  در مورد سيگنال هاي ضد علي نيز رابطه مشابهي وجود دارد:
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  دقت نماييم كه سيگنال ضد علي سيگنالي است كه براي لحظات مثبت مقدار صفر دارد.
  صحيح است. 3گزينه  -5

  مي توان نوشت: LTIتم در مورد يك سيس

     thtxty *  
  از طرفي داريم:

   tsth   

منظور از  ts .در رابطه فوق پاسخ پله سيستم است  

با توجه به  tx  و ty  كه هر دو زوج هستند پي مي بريم كه th        ،نيـز بايـد زوج باشـد زيـرا كانولوشـن دو سـيگنال زوج
ايـن امـر    3سيگنالي زوج خواهد شد و لذا گزينه اي مي تواند درست باشد كه مشتق آن تابعي زوج باشد كه فقط در مـورد گزينـه   

  صحيح است.
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  صحيح است. 2گزينه  -6

يا كـوچكتر از   يگنال هايي كه فركانس بالاتر از با توجه به پاسخ فركانسي سيستم در مي يابيم كه سيستم س    دارنـد را

حذف مي كند و به سيگنالي هايي با فركانس بين    تا 3     واحد تاخير زماني مي دهد (بـه دليـل وجـود3je و از (
  ) و لذا مي توان نوشت:jآنها مشتق گيري نيز مي نمايد (به دليل وجود 

  tCos  عبور از سيستم     حذف 42  

   622
2sin

3  tCos
dt

td
tt   عبور از سيستمtSin 2  

  صحيح است. 3گزينه  -7
  ريم:با توجه به خواص تبديل فوريه دا

   Xtx ft  
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  در محاسبه روابط فوق از قوانين ذيل استفاده كرده ايم:
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  صحيح است. 2گزينه  -8
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به شكل يك سيگنال پيوسته زماني نگاه مي كنيم و بايد توجه داشـته باشـيم كـه از آنجـا كـه تـابعي از        

t
T

j
e

2

)(نيز همان دوره تناوب را دارد. حال سري فوريـه   Xاست، هر دوره تناوبي كه اين عبارت را داشته باشد،  
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  را به دست مي آوريم:
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  )1) و (2( 

در سيگماي اول، تغيير متغير  kn  :مي دهيم تا شبيه سيگماي دوم شود  
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  براي برقراري تساوي فوق باشد داشته باشيم:

 kxak   
  صحيح است. 1گزينه  -9

استفاده مـي   1zاز عبارت  Dبا كمك رابطه ميسون تابع تبديل سيستم را به دست مي آوريم و براي اين كار به جاي بلوك هاي 
  كنيم:

)1(  
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از طرفي  nh :را مي توان به صورت ذيل بازنويسي كرد  
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  صحيح است. 2گزينه  -10

نمايش دهيم بين  kbنمايش دهيم و ضرايب سري فوريه خروجي سيستم را نيز با  kaرا با  LTIاگر ضرايب ورودي يك سيستم 

ka  وkb :رابطه ذيل برقرار است  

 0jkHab kk   

در رابطه فوق  jH  0پاسخ فركانسي سيستم را نشان مي دهد و       نيز فركانس پايه سـيگنال ورودي اسـت. بـا توجـه بـه
  ري فوريه ورودي و خروجي داده شده را محاسبه مي كنيم:توضيحات فوق ضرايب س
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دقت نماييم كه به علت متناوب بودن  nx1  و ny1  3با دوره تناوب ،ka  وkb    نيز همين دوره تناوب را دارند. حـال مـي
   توان نوشت:
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حال ضرايب  nx2  را محاسبه مي كنيم و با كمك مقادير به دست آمده براي jH  ضرايب سري فوريه ny2   سـپس

خود  ny2 :را محاسبه مي كنيم  
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از آنجا كه دوره تناوب  nx2  زمان است اين دوره تناوب به مي باشد و با توجه به آن كه سيستم تغييرناپذير با  3برابر ny2 

نيز منتقل مي شود و لذا سري فوريه  ny2 :به صورت ذيل قابل حصول است  
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  صحيح است. 3گزينه  -11
  در ابتدا تابع تبديل سيستم را به دست مي آوريم:
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zz

zz
zH  

با كمي دقت در مي يابيم كه مخرج كسر فوق با تغيير متغير 
z

z
1

  برابر كردن كاملاً مشابه صورت كسر مي شود و لذا بـر   4و

ايـره واحـد   بـر روي د  zاسـت و از آنجـا كـه تبـديل      4روي دايره واحد كه اندازه تمام نقاط برابر يك است مقدار تابع تبديل برابـر  

 jez  :تبديل فوريه را به دست مي دهد، مي توان گفت  

  يك فيلتر تمام گذر است سيستم  ,4)( jeH  

البته تمام گذر بودن فيلتر را با محاسبه    1,1 HH  و jH   ين و ميـاني  كه به ترتيب بيانگر فركانس هاي بـالا، پـاي
  مي باشد نيز مي توان اثبات كرد.

      411  jHHH  
دارد و لذا با توجه به گزينه ها فقط گزينه تمام گذر مي  4بنابراين در فركانس هاي بالا و پايين و مياني پاسخ فركانسي مقدار ثابت 

  تواند صحيح باشد.
  صحيح است. 4گزينه  -12

  مي توان نوشت:با توجه به خواص تبديل فوريه 

      jjjj eXeXeXeY *2
.)(   

     nxnxeXfteXftny jj   **11 *)}({*)}({   

از انجا كه  nx  حقيقي است مي توان به جاي nx*  از nx  :استفاده كرد  
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knxkxnxnxny *  
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          861311415312  y  
  صحيح است. 4گزينه  -13

از آنجا كه  nx  از 1n  آغاز مي شود و ny  نيز از 1n    آغاز مي شود مي توان نتيجه گرفـت كـه nh  از

 0n واحدي  4توجه به طول عمر  آغاز مي شود و با nh :مي توان آن را به صورت زير نمايش داد  

          ...0003210000{... hhhhnh


  



 بررسي سيستم ها و سيگنال ها
WWW.SANJESH.IR      »589«   

    
  حال با توجه به رابطه كانولوشن مي توان گفت:
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  و لذا داريم: 
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و لذا سيگنال  nh :به صورت ذيل خواهد بود  
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  به دست آيند: bو  aرا به دست آوريم تا  2nو  1nحال بايد مقدار كانولوشن در 
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يك شرط لازم يك سيستم بدون حافظه اين است كـه اگـر    01 tx  و 02 tx        بـا هـم برابـر باشـند مـي بايسـت 01 ty  و

 02 ty گنال هاي داده شده برقرار است. زيرا در تمام لحظاتي كـه  نيز با هم برابر باشند كه اين شرط در سي tx1  و tx2 
  برابرند خروجي هاي مربوطه نيز برابر هستند.

يك شرط لازم يك سيستم خطي و بدون حافظه اين است كه هر گاه ورودي صفر باشد، بايد خروجـي نيـز در همـان لحظـه صـفر      
اين شرط نيز در مورد سيگنال هاي داده شده برقرار است. پس سيستم داده شده شروط لازم يك سيستم بـي حافظـه را    گردد كه

  دارد و لذا نمي توان در مورد حافظه آن با قاطعيت نظر داد.
براي سيستم يـك  اگر سيستم تغييرناپذير با زمان باشد، با توجه به خطي بودن سيستم كه در صورت تست مطرح شده، بايد بتوان 

  تابع تبديل منحصر به فرد بدست آورد:
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2

2  

پر واضح است كه توابع تبديل به دست آمده از دو روش فوق با هم برابر نيستند و لذا سيستم نمي تواند تغييرناپذير با زمان باشد و 
  حتماً تغييرپذير با زمان است.

  صحيح است. 3گزينه  -15
  شده را با توجه به خواص تابع ضربه ساده مي كنيم:رابطه داده 

     





k
knkxny 2  

 













oddisn

evenisn
n

x
ny

0

2  

فرد است  nدقت نماييم كه وقتي  kn 2  به ازاي همه مقاديرk .مقدار صفر دارد و لذا حاصل سيگمال صفر مي شود ،  

زوج است،  nهمچنين وقتي  kn 2  فقط به ازاي
2

n
k     مقدار يك دارد و طبق خاصيت غربالي تابع ضربه مي تـوان بـه

جاي  nx  از




2

n
x .استفاده نمود و آن را از سيگما خارج كرد  

مده سيستم تغييرپذير با زمان است زيرا شروط سيستم خروجي به دست آ -بررسي تغييرناپذيري سيستم: با توجه به رابطه ورودي
) است كه هر دو باعث تغييرپذير با زمان 2/1عددي غير از يك (در اينجا  xداخل كمان  nهستند و علاوه بر آن ضريب  nبر حسب 

  بودن سيستم مي شوند.
است كه بين هر دو نمونه از ورودي يك  2ور با فاكت up samplerبررسي وارون پذيري سيستم: رابطه داده شده  رابطه يك سيستم 

نمونه صفر اضافه مي كند و لذا با داشتن خروجي و حذف كردن صفرهاي اضافه شده مي توان ورودي را به طـور كامـل بـه دسـت     
  آورد و به اين ترتيب سيستم وارون پذير است.
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 1389آزمون ورودي سال 

  تجزيه و تحليل سيستم ها
به صورت  LTIاگر پاسخ ضربه سيستم  -1 th  باشد، پايخ ضربه سيستم به ورودي tx     به صـورت كـدام يـك از

  شكل هاي زير مي تواند باشد؟

  
اگر  -2 jeX  تبديل فوريه سيگنال زمان گسسته][nx  صورت ضرايب بسط سري فوريه سيگنال باشد، در اين

زمان پيوسته    tjeXty 2 كدام است؟  
1 ( kx     2 ( kx      

3 ( kx 2    4 ( kx 2  
  ست؟كدام يك از دو گزاره زير در مورد سيگنال هاي زمان گسسته شكل ذيل صحيح ا -3

را به  nx][علي مي تواند  LTIالف) يك سيستم  ny .تبديل كند  
را به  nx][پايدار مي تواند  LTIب) يك سيستم  ny .تبديل كند  

  
  ) هيچكدام4    ) هر دو3  ) فقط ب2  ) فقط الف1
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ن حافظه تغييرناپذير با زمان به ورودي پاسخ يك سيستم بدو -4 tx1  به صورت ty1   است. پاسخ اين سيسـتم
به ورودي  tx2 چيست؟  

  
  خروجي آنها به صورت زير مي باشد، كدام گزينه نادرست مي باشد؟ -در مورد سيستمي كه رابطه ورودي -5

   
     








02

00

txtxtx

tx
ty  

  ) اين سيستم علي و پايدار است.1
  است. TI) اين سيستم غيرخطي و 2
  و معكوس ناپذير است. TI) اين سيستم 3
  ) اين سيستم معكوس ناپذير و حافظه دار است.4

در شكل زير ورودي  -6 tx  ـ  ن دو سيسـتم  و پاسخ دو سيستم به اين ورودي نشان داده شده است. كدام يك از اي
  باشد؟ LTIمي تواند يك سيستم 

  
  2) فقط سيستم 2    1) فقط سيستم 1
  ) هيچكدام4    ) هر دو3
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و ناحيه همگرايي آن در شكل با هاشور نشان داده شـده اسـت.    LTIدياگرام صفر و قطب يك سيستم  -7 )(sH 

كدام يك از موارد زير ناحيه همگرايي سيستم معكوس    










sH
sHi

  خواهد بود: 1

  
1 (  1sRe  

2 (  2sRe  

3 (  41  sRe  
  ) هر سه جواب داده شده مي تواند درست باشد.4

در شكل زير نشان داده شده است (صـفرها نشـان داده    Zمحل قطب هاي چهار سيستم زمان گسسته در صفحه  -8
شعاع دايره ها نيز برابر با واحد است. پاسخ ضربه كدام يك از سيستم ها ميز توانـد تقـارن زوج داشـته    نشده است). 

  باشد؟

  
  2و  1) 4  4و  3) 3  4و  1) 2  3و  2) 1

  معادله ديفرانسيل يك سيستم خطي تغييرناپذير با زمان پيوسته علي به صورت زير داده شده است: -9

xxyyn 2  

ين سيستم به ورودي هاي پاسخ ا  tetx 2
1   و  tetx 2

2
 كدام مورد خواهد بود؟  

1 (     tuetyty t2
12 3

4
,0   2 (     tuetyty t2

12 3

4
,   

3 (    tetyty 2
12 3

4
,   4 (    tetyty 2

12 3

4
,0   



     WWW.SANJESH.IR بررسي سيستم ها و سيگنال ها
 

»594« 

ه اسـت. پاسـخ ايـن سيسـتم بـه ورودي      در شـكلمقابل رسـم شـد    LTIاندازه و فاز پاسخ فركانسي يك فيلتر  -10
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t
Sintx كدام است؟  
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اگر تبديل فوريه سيگنال زمان گسسته  -11 nx :به صورت زير باشد  

)
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()1()( 





k

kj k
ex

  

آن گاه  6x كدام است؟  
  3) 4  2) 3  1) 2  ) صفر1

اگر  -12














2
00

2)(





Cos
eX j  باشد و     nxny n1 .پاسخ ضربه يك فيلتر ... است  

  ) پايين گذر4  ) ميان نگذر3  ) ميان گذر2  ) بالاگذر1
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  ت؟كدام يك از دو گزاره زير صحيح اس -13

زمان گسسته علي با تابع تبديل  LTIالف) سيستم 
1

1

31

21








z

z .داراي معكوس پايدار است  

ب) سيستم با ورودي    xtSintx 23  و خروجي    5.25 2  tSinty    مي تواند يك سيسـتمLTI 
  باشد.
  ) هيچكدام4  ) هر دو3  ) فقط ب2  ) فقط الف1

xyyyپذير با زمان پيوسته به صـورت  1ك سيستم خطي تغييرنامعادلع ديفرانسيل ي -14  داده شـده   2
  است. اين سيستم نمي تواند ... باشد.

  ) ناپايدار و علي2    ) ناپايدار و غير علي1
  ) پايدار و غيرعلي4    ) پايدار و علي3

اگر ورودي يك فيلتر پايين گذر ايده آل با فركانس قطع  -15
sec

3
rad :به صورت زير باشد  
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ttx )
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()1(2)(   

  آن گاه خروجي فيلتر كدام است؟
1 (    1210  tCosty   2 (    125  tCosty   

3 (    52  tCosty   4 (    522  tCosty   
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  پاسخ تشريحي تست هاي تجزيه و تحليل سيگنال و سيستم
  مي توان نوشت: LTIيك سيستم  با توجه به خواص -1

            



 tythtxty *  

سيگنال هاي   tبا توجه به مقدار  h  و tx .حالت هاي متفاوتي نسبت به هم پيدا مي كنند  

حالت اول  211:  tt  

در اين حالت  h  و tx :هيچ همپوشاني ندارند و لذا حاصلضرب آنها صفر است و داريم  

  0ty  

حالت دوم  02111:  tt  

         dhtxtyty 



  

با توجه به اينكه تابع  h :داراي دو رابطه متفاوت است اين حالت به دو زيرحات تقسيم مي شود  

زير حالت اول  -دوم حالت 12011:  tt  
  در اين صورت دو سيگنال نسبت به هم شكل ذيل را پيدا مي كنند:
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2
2

)1(
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2

221
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2 ttt
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دقت نماييم كه پاسخ درست در همين مرحله قابل شناسايي است بدين ترتيب كه با توجه به تابع غيرخطي 
2

22 tt    گزينـه

  نادرست مي باشند. با دو بار مشتق گيري از جواب داريم: 4و  3هاي 

1
2

22













  tt  

و لذا تقعر   ty  در بازه 12  t  تطابق دارد. 2بايد رو به پايين باشد كه با گزينه  

زير حالت دوم  -حالت دوم 01110:  tt  
  نسبت به هم به شكل ذيل مي باشند: در اين حالت دو سيگنال
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ddty
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حالت سوم  20111:  tt  

در اينجا نيز با توجه به آن كه سيگنال  h :داراي دو رابطه متفاوت مي باشد، حالت سوم را به دو زيرحالت تقسيم مي كنيم  

زير حالت اول  -حالت سوم 10011:  tt  
  در اين حالت موقعيت نسبي دو سيگنال به صورت زير است:
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1
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t
ddty

t
  

زير حالت دوم  -حالت سوم 21110:  tt  
  در اين حالت موقعيت نسبي دو سيگنال به صورت زير است:
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2
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حالت چهارم  211:  tt  

در اين حالت  h  و tx .هيچ همپوشاني ندارند و لذا حاصلضرب آنها صفر است  
  صحيح است. 1گزينه  -2

در ابتدا رابطه ضرايب  ty  را مي نويسيم و بايد دقت نماييم كه)( jeY  در حالت كلي داراي دوره تناوب2   است و لـذا

دوره تناوب  jteX  نيز2  است. بنابراين دوره تناوب tjex   خواهد بود و داريم: برابر  2

      dteeXdtetyky tjktjtjk
y    




0
22

0
2

0
11

2
2  

با تغيير متغير  nk  :داريم  

    dteeXny tjntj  

 0
221  

حال تغيير متغير  t :مي دهيم  

    


  deeXny njj 
0

221  
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حال تغيير متغير  2 :مي دهيم  

       deeXny jnj


2
02

1  

با توجه به رابطه عكس تبديل فوريه سيگنال هاي گسسته طرف دوم، رابطه اخير با  nx  ابر است و لذا مي توان نوشت:بر  

       kxkynxny   
  صحيح است. 1گزينه  -3

  بودن سيستم تابع تبديل آن را به دست مي آوريم:  LTIبا فرض 
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نمي تواند پايدار باشد زيرا براي پايداري  با توجه به آن كه تابع تبديل سيستم بر روي دايره واحد قطب قرار دارد، اين سيستم هرگز
  باشد كه به علت وجود قطب بر روي دايره واحد اين امر امكان پذير نمي باشد. ROCمي بايست دايره واحد داخل 

با توجه به آن كه  zH
z 
lim .مقدار محدود يك دار داراست، سيستم مي تواند علي باشد  

  صحيح است. 2گزينه  -4
  ل از حل اين تست دو نكته زير را يادآوري مي كنيم:قب

  : در يك سيستم بي حافظه (تغييرپذير يا تغييرناپذير با زمان) مي توان نتيجه گيري ذيل را داشت: 1نكته 

       02010201 tytytxtx   

قدار را پيدا كند، خروجي هاي متناظر نيز در يك م 0tيعني در يك سيستم بي حافظه اگر دو ورودي متفاوت در يك زمان خاص 

  برابر خواهد بود. 0tآن زمان 
  : در يك سيستم بي حافظه و تغييرناپذير با زمان دو نتيجه گيري ذيل صحيح است: 2نكته 

       11011101 tytytxtx   

       02011201 tytytxtx   

مقدار يكساني داشته باشد، خروجي نيز در آن لحظات مقدار يكساني دارد و حتـي اگـر    1tو  0tلحظه  2يعني اگر يك ورودي در 

بـا هـم    1tو  0tمقدار يكساني داشته باشند، خروجي هاي متناظر آنها نيـز در لحظـات    1tو  0tدو ورودي متفاوت در دو لحظه 
  برابرند.

  حال با دانستن نكات فوق تست را حل مي كنيم:

        10100 1221  tytyttxx 
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از طرفي  01y :برابر يك است و لذا بايد داشته باشيم  

  1,12  tty  

حيح باشد ولي براي محاسبه مي تواند ص 2با توجه به رابطه اخير فقط گزينه  ty2 :به طور كامل، حل را ادامه مي دهيم  

      1011,11 221  ttyttxttx  

  صحيح است. 4گزينه  -5
سيستم داده شده علي است زيرا براي محاسبه خروجي در هر لحظه به مقدار ورودي در همان لحظه يا دو واحد قبل آن نياز داريم 

  ظه اي به مقادير آينده ورودي نياز نخواهيم داشت. و هرگز در هيچ لح

مي باشند، به عنوان مثال اگر ورودي  xسيستم غير خطي است زيرا شروط آن بر حسب   51 tx  ،را به سيستم اعمال نماييم
  خواهد شد زيرا: 10خروجي مقدار ثابت 

          102525 11211  txtxtytxtx  
  يعني داشته باشيم:حال اگر ورودي را منفي كنيم 

      05 212  tytxtx  
  يعني با منفي كردن ورودي، خروجي در صفر ضرب شد و لذا سيستم همگن نمي باشد پس غير خطي است.

هستند و تمامي كمان ها نيـز بـه صـورت     yو  xدر داخل كمان هاي  tسيستم تغييرناپذير با زمان است زيرا تمام متغيرهاي زماني 

كلي  Rbbt  :مي باشند. تغييرناپذيري سيستم با زمان را به صورت ذيل مي توان نشان داد  

   
     








0131

010
1

txtxtx

tx
ty  

  از طرفي داريم:

        )}1({}ˆ{ˆ1ˆ  txTtxTtytxtx  

 
     








0ˆ2ˆˆ

0ˆ0

txtxtx

tx
  

   
     








0131

010
ˆ

txtxtx

tx
ty  

   1ˆ  tyty  

سيستم حافظه دار است زيرا اگر  tx  مثبت باشد براي محاسبه ty  علاوه بر مقدار tx   2(مقـدار( tx    را نيـز نيـاز
  داريم.

سيستم معكوس ناپذير است زيرا مي توان ورودي هاي متفاوتي پيدا نمود كه خروجي يمسان توليد مي كنند به عنوان مثال پاسـخ  

ــت ــاي  سيســــ ــام ورودي هــــ ــه تمــــ م بــــ  tSintx  21 ،  22 tx ،  53 tx ،  04 tx ،



     WWW.SANJESH.IR بررسي سيستم ها و سيگنال ها
 

»600« 

  tCostx
25


  ورودي اول چون در تمامي زمان ها منفي مي باشند خروجي از شرط بالا  4و ... صفر خواهد شد؛ در مورد

است و در مورد محاسبه مي شود و لذا صفر  tx5 :نيز در لحظاتي كه خروجي از رابطه پايين محاسبه مي شود داريم  

    0
22

2
22







 






  

tCostCostCostCosty  

  مورد نظر مي باشد. 4با توجه به مطالب گفته شده گزينه 
  صحيح است. 4گزينه  -6

  براي حل اين تست ابتدا تبديل هاي فوريه زير را محاسبه مي كنيم:
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 Cو  Bو  Aبه دامنه پالس هاي داده شده وابسته است كه اگر دامنه اين پـالس هـا را يـك در نظـر بگيـريم،       Cو  A  ،Bثابت هاي 
  خواهند داشت كه اين موضوع در كليت حل مساله هيچ تاثيري ندارد. 2مقدار 

ت در مي يابيم كه در برخي از فركانس ها مقدار با كمي دق X    صفر است ولي در همان فركـانس هـا 1Y  و 2Y 
غير صفر هستند (به عنوام مثال فركانس زاويه اي  2  به اين صورت است) كه اين موضوع باLTI  يسـتم تنـاقض   بـودن س

  داريم: LTIدارد زيرا در يك سيستم 

      HXY   

با توجه به رابطه فوق اگر  Y  در فركانسي غير صفر باشد، مي بايست X  و H    هر دو در آن فركانس غيـر صـفر

باشند (البته اگر  X   در فركانسي صفر و در همان فركـانس H         مقـدار بـي نهايـت را اختيـار كنـد، ممكـن اسـت در

 Y  آن فركانس ديده شود و لذا بهتر بود در صورت تست به جاي عبارت سيستمLTI  از عبارت سيستمLTI   پايدار اسـتفاده
  مي شد).

پايدار ديده شود، مي بايست آن فركانس در ورودي و پاسـخ   LTIآن كه فركانس خاصي در خروجي يك سيستم نتيجه مهم : براي 
  فركانسي سيستم موجود و غير صفر باشد.

شايد اين سوال براي شما خواننده گرامي پيش بيايد كه چون در صورت تست صحبتي از پايداري سيستم نشده است، و با توجه به 
صحيح است. در پاسـخ   3(البته ناپايدار) باشند و گزينه  LTI، پس هر دو سيستم مي توانند بيانگر يك سيستم توضيحات داده شده

را درست اعلام كرده است، حتمـاً بايـد شـرط     4بايد گفت كه حق كاملاً با شماست؛  و با توجه به كليد سازمان سنجش كه گزينه 
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اسفانه اين طور نيست ولي تجربه سوالات سال هاي قبل اين نكته را گوشزد پايداري را در صورت تست مطرح مي كرده است كه مت

مي كند كه طراح پايداري سيستم را در اين گونه سوالات به عنوان پيش فرض در نظر مي گيرد. بـراي درك بهتـر، ممسـاله را بـار     
  ديگر بدون در نظر گرفتن شرط پايداري حل مي كنيم:

       ss e
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sYe
s

sX 5.2
1 1

1
,1

1    

   se
s

sY 5.1
2 1

1   
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1  

  با توجه به خواص تبديل لاپلاس داريم:

       5.21: 11  txtxtyty خروجي سيستم اول -رابطه ورودي  

       5.11: 22  txtxtyty خروجي سيستم دوم -رابطه ورودي  

باشند كه به ورودي سيستم (علي و غيرعلي)  و البته ناپايدار مي  2هر يك از دو دو سيستم فوق بيانگر  tx   خروجي هـاي داده
  شده را مي دهند.

  صحيح است. 1گزينه  -7

با توجه به آرايش صفر و قطب  sH :داريم  

   
  
  21

211




ss
ss

sH
sHi  

و لذا آرايش صفر و قطب   sHi :به صورت ذيل است  

  
  مي توان متصور بود: ROCناحيه براي براي آرايش فوق سه 

2}{Re,2}{Re1,1}{  sssRe  
با توجه به آن كه ناحيه همگرايي دو سيستم معكوس مي بايست داراي اشتراك غيـر تهـي باشـند از بـين سـه ناحيـه فـوق فقـط         

1}{Re s .قابل قبول است  
  صحيح است. 2گزينه  -8

با فرض زوج بودن سيگنال  nh :مي توان نوشت  
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z
HzHnhnh

1  

اگر  zH  0درz  قطبي داشته باشد براي برقراري تساوي فوق مي بايست قطبي در
0

1
z

نيز داشته باشد و لذا آرايـش قطـب    

  هاي آن به صورت ذيل خواهد بود:

  

حاص  رسم حالت هاي   و
2

  .را به عهده شما خوانندگان گرامي مي گذاريم 

دقت نماييم كه اگر سيستم مورد بحث حقيقي باشد براي هر قطب داده شده مي بايست مزدوج آن را در نظر بگيريم كه بـه شـكل   
  در صورت تست مي رسيم. 4سيستم 

  صحيح است. 3گزينه  -9

tseنسبت به ورودي  LTIاسخ يك سيستم پ tsesHبه صورت  . .
0   مي باشد و لذا داريم: )(

 
1

2
2 




s

s
sH  

  با توجه به علي بودن سيستم آرايش صفر و قطب و ناحيه همگرايي سيستم را رسم مي كنيم:

  
عضـو   0sسمت راست، سمت راست ترين قطب است. اگـر   (ROC)مگرايي يادآوري: در يك سيستم دست راستي يا علي ناحيه ه

ROC  يا روي مرز آن باشد )( 0sH  با توجه به رابطه sH  0به دست مي آيد ولي اگرs    در اين ناحيه يا مـرز آن نباشـد

مقدار  0sH :بي كران است و لذا داريم  

    ttt eeHeTty 222
1 3

4
2}{   

      ttt eeHeTty 222
2 2}{ 
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  صحيح است. 3گزينه  -10
  مي توان به صورت ذيل عمل نمود: LTIباز هم با توجه به خواص توابع ويژه سيستم 
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  ي توان نوشت:با توجه به نمودارهاي داده شده م
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  و لذا مي توان نوشت:
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  صحيح مي باشد. 3و لذا گزينه  
  صحيح است. 3گزينه  -11

  مي دانيم:
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2
1

deeXnx njj  

  و لذا مي توان نوشت: 
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  بع ضربه داريم:با توجه به خاصيت غربالي تا
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كه به دلخواه در نظر گرفته ايم انتگرال داده شـده بـه ازاي    2با توجه به بازه به طول  3,2,1,0k    مقـدار يـك
  د:مقدار آن صفر است و لذا عبارت فوق به صورت ذيل ساده مي گرد kدارد و به ازاي بقيه مقادير 
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33 )1(,1
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kkjkjk eex   
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kx  

  صحيح است. 4گزينه  -12

)(ابتدا  jeX  را در بازه],(   :رسم مي كنيم  

  
)()(با توجه به آن كه  )2(   jj eXeX :است. شكل فوق را در دوره تناوب هاي ديگر نيز كامل مي كنيم  

  
)()(ه حال رابط  jj eوYeX :را به دست مي آوريم  

         nxenynxny njn  1  

)()( )(   jj eXeY  

)(و لذا   jeY :به صورت ذيل است  

  
)(با توجه به  jeY  در بازه],(   .به پايين گذر بودن آن پي مي بريم  
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  است.صحيح  2گزينه  -13

بررسي گزاره الف) ابتدا آرايش صفر و قطب  zH  و معكوس آن را كه با zHi :نشان مي دهيم، به دست مي آوريم  

  
با توجه به آن كه  zH  ،علي معرفي شده استROC    را خارج قطب در نظر گرفته ايـم. بـراي zHi    داده شـده دو ناحيـه

2z  2وz  به عنوانROC  2وجود دارد كه فقط ناحيهz     2قابل قبول است. با توجـه بـه آن كـهz   دايـره

  واحد را شامل نمي شود، سيستم معكوس به دست آمده ناپايدار است.
  رسي گزاره ب:بر

  tCos
tCos

tSinty  25.25.2
2

21
55.25 2 






 

  

با توجه به آن كه در ورودي  tx  فقط فركانس 2    موجود است و خروجي نيز فركانسي بـه غيـر از 2   نـدارد
  باشد. LTIبنابراين سيستم داده شده مي تواند مربوط به يك سيستم 

  صحيح است. 3نه گزي -14
  خروجي داده شده تابع تبديل سيستم را به دست مي آوريم: -با توجه به رابطه ورودي

       sXsYsYssYsxyyy  22 2  
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sssssX
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  در نظر گرفت. ROCبا توجه به قطب هاي سيسيتم سه ناحيه را مي توان به عنوان 

  
  صحيح است. 1گزينه  -15

در ابتدا  tx :را بر روي محور زمان رسم مي كنيم و براي تفهيم ساده تر در ابتدا آن را به دو قسمت تقسيم مي كنيم  

  
با توجه به آن كه  tx :مجموع دو سيگنال فوق است داريم  

  
و لذا   tx :مجموع دو قطار ضربه است كه ضرايبي مشخص دارند  

    jkF etx n  32  
  : ضرايب قطار ضربه هاي با سطح زير منحني2
jke3 ضرايب قطار ضربه هاي تاخيريافته با سطح زير منحني :  
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  و لذا مي توان نوشت: 

 
s

rad
a k

k  2,132 0   

با توجه به فركانس پايه به دست آمده و پهناي باند فيلتر كه 
s

rad
)3(     0است، فقط مولفه هاي متنـاظر بـاa ،1a  1وa 

  قابل عبور از فيلتر هستند. به شكل ذيل توجه نماييد:

  
  پس مولفه هاي خروجي به صورت زير هستند:

    tCoseeety tjtjtj  2101551 220    
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